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ВСТУП

Дану роботу присвячено дослiдженню розв’язкiв стохастичних дифе-
ренцiальних равнянь зi взаємодiєю. Iнтерес до таких об’єктiв викликаний,
зокрема, явищем перетинностi. Коротко кажучи, перетиннiсть являє собою
контраст мiж реалiзацiєю та середньою характеристикою швидкостi або
щiльностi в турбулентному потоцi. Стаття [1] була однiєю з перших робiт,
присвячених цьому явищу. Важливий випадок перетинностi представлений
поведiнкою частинок, що переносяться випадковим полем [2]. Частинки
можуть рухатися i водночас взаємодiяти одна з одною. У цьому випадку ко-
ефiцiєнти вiдповiдного стохастичного диференцiального рiвняння залежать
вiд деякої характеристики положень, що описує таку ситуацiю. Якраз таким
випадкам вiдповiдають стохастичнi диференцiальнi рiвняння зi взаємодiєю.
Отже тема роботи є актуальною.

Мета i завдання дослiдження Метою даної роботи є дослiдження
поведiнки розв’язкiв одного класу стохастичних диференцiальних рiвнянь
за взаємодiєю.

Основним завданням дипломної роботи є встановлення асимптотичної
поведiнки мiрозначних розв’язкiв класу рiвнянь, що розглядаються.

Об’єкт дослiдження

Основним об’єктом роботи є стохастичнi диференцiальнi рiвняння зi
взаємодiєю:

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢,𝑡) =
(︀
𝐵
∫︀
R 𝑣𝜇𝑡(𝑑𝑣) + 𝐴

)︀
𝑥(𝑢,𝑡)𝑑𝑡

𝑥(𝑢,0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1, 𝐴,𝐵 ∈ R∖{0}.

Тут 𝜇0 - ймовiрнiсна мiра, що грає роль розподiлу маси частинок у момент
часу 𝑡, 𝑥(𝑢,·) - траєкторiя частинки, яка залишила точку 𝑢 в нульовий
момент часу.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНI ОЗНАЧЕННЯ ТА ПРИКЛАДИ

СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ЗI ВЗАЄМОДIЄЮ

Розглянемо ймовiрнiстний простiр (Ω,ℱ , 𝑃 ), а також послiдовнiсь не-
залежних R𝑑-значних вiнерiвських процесiв {𝜔𝑘; 𝑘 ≥ 1}. Процеси {𝜔𝑘; 𝑘 ≥ 1}
будуть вiдiгравати роль випадкового середовища, в якому рухаються частин-
ки, що утворюють стохастичний потiк. Тодi стохастичне диференцiальне
рiвняння, що описує такий рух має вид:

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) = 𝑎(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝜇𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 +
∑︀∞

𝑘=1 𝑏𝑘(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝜇𝑡, 𝑡)𝑑𝜔𝑘(𝑡)

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1.
(1.1)

Тут 𝜇0 - деяка ймовiрнiсна мiра на R𝑑, що грає роль початкового розподiлу
маси частинок, {𝑥(𝑢, 𝑡); 𝑡 ≥ 0} - траєкторiя частинки, що вийшла з точки
𝑢 ∈ R𝑑, 𝜇𝑡 = 𝜇0∘𝑥(·, 𝑡)−1 - образ мiри 𝜇0 при вiдображеннi 𝑥(·, 𝑡)−1 : R𝑑 → R𝑑,
iншими словами 𝜇𝑡 - маса частинок в момент часу 𝑡. Коефiцiєнти 𝑎 та
𝑏𝑘(𝑘 ≥ 1) приймають значення в R𝑑 та R𝑑×𝑑 вiдповiдно та залежать вiд
𝑥(𝑢, 𝑡), тобто вiд положення частинки, що стартувала з 𝑢, а також вiд 𝜇𝑡,
тобто, вiд деякої характеристики розподiлу iнших частинок.

Розглянемо спочатку випадок детермiнованого рiвняння для опису
руху системи частинок зi взаємодiєю.

Нехай всi 𝑏𝑘 в (1.1) дорiвнюють нулю, а коефiцiєнт 𝑎 є наступним:

𝑎(𝑟, 𝜇, 𝑡) =

∫︁
𝑅𝑑

𝑓(𝑟, 𝑣)𝜇(𝑑𝑣),

де 𝑓 - обмежена неперервна функцiя на R𝑑 × R𝑑. Нехай при цьому
мiра 𝜇0 має вигляд
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𝜇0 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝛿𝑢𝑘
,

де 𝑝𝑘 > 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 , {. . . , 𝑢𝑘, . . . ; 𝑘 = 1, . . . , 𝑁} - рiзнi елементи
𝑅𝑑. Тодi мiра 𝑚𝑢𝑡 може бути записана у виглядi:

𝜇𝑡 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝛿𝑢𝑘(𝑡).

Тепер (1.1) запишеться так:

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) =
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑝𝑘𝑓(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝑢𝑘(𝑡))𝑑𝑡

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝑢 ∈ 𝑅𝑑.
(1.2)

Позначимо для 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 , 𝑦𝑘(𝑡) = 𝑥(𝑢𝑘, 𝑡). Тодi для 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ,
отримаємо звичайну систему диференцiальних рiвнянь

⎧⎨⎩
𝑑𝑦𝑘(𝑡)
𝑑𝑡 =

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑝𝑗𝑓(𝑦𝑘(𝑡), 𝑦𝑗(𝑡))𝑑𝑡

𝑦𝑘(0) = 𝑢𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.
(1.3)

В (1.3) функцiї 𝑦𝑘 можна розглядати як траєкторiї частинок, що мають
масу 𝑝𝑘 та взаємодiють одна з одною (функцiя 𝑓 описує взаємодiю).

Розглянемо деякi приклади. Нехай 𝑑 = 1,

𝑎(𝑟, 𝜇, 𝑡) =

∫︁
R

(𝑟 − 𝑣)𝜇(𝑑𝑣) = 𝑟 −
∫︁
R

𝑣𝜇(𝑑𝑣), 𝑏𝑘 ≡ 0.

Такий вибiр коефiцiєнта вiдповiдає ситуацiї, коли всi частинки вiд-
штовхуються вiд спiльного центра мас.

Тодi рiвняння (1.1) приймає вид:

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) = (𝑥(𝑢, 𝑡) −
∫︀
𝑣𝜇𝑡(𝑑𝑣))𝑑𝑡

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢
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Приклад 1.1. Нехай

𝜇0 =
1

3
𝛿2 +

1

3
𝛿2 +

1

3
𝛿3.

Тодi∫︁
R
𝑣𝜇𝑡(𝑑𝑣) =

∫︁
R
𝑥(𝑣, 𝑡)𝜇0(𝑑𝑡) =

1

3
𝑥(1, 𝑡) +

1

3
𝑥(2, 𝑡) +

1

3
𝑥(3, 𝑡).

Тому розглянемо 𝑦1(𝑡) = 𝑥(1, 𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑥(2, 𝑡) та 𝑦3(𝑡) = 𝑥(3, 𝑡). Для
них тепер отримаємо наступну задачу Кошi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑦1(𝑡) =
(︀
𝑦1(𝑡) − 1

3 (𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡) + 𝑦3(𝑡))
)︀
𝑑𝑡

𝑑𝑦2(𝑡) =
(︀
𝑦2(𝑡) − 1

3 (𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡) + 𝑦3(𝑡))
)︀
𝑑𝑡

𝑑𝑦3(𝑡) =
(︀
𝑦3(𝑡) − 1

3 (𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡) + 𝑦3(𝑡))
)︀
𝑑𝑡

𝑦1(0) = 1, 𝑦2(0) = 2, 𝑦3(0) = 3

(1.4)

Розв’язання

1. Спрощення системи

Зауважимо, що в кожному рiвняннi системи є однаковий доданок
−1

3(𝑦1+𝑦2+𝑦3). Введемо нову змiнну 𝑧 = 𝑦1+𝑦2+𝑦3. система перетворюється:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑦1
𝑑𝑡 = 𝑦1 − 𝑧

3

𝑑𝑦2
𝑑𝑡 = 𝑦2 − 𝑧

3

𝑑𝑦3
𝑑𝑡 = 𝑦3 − 𝑧

3

Знайдемо похiдну 𝑧 по часу:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑦1
𝑑𝑡

+
𝑑𝑦2
𝑑𝑡

+
𝑑𝑦3
𝑑𝑡

.

Пiдставимо вирази для 𝑑𝑦1
𝑑𝑡 , 𝑑𝑦2

𝑑𝑡 та 𝑑𝑦3
𝑑𝑡 :

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

(︁
𝑦1 −

𝑧

3

)︁
+
(︁
𝑦2 −

𝑧

3

)︁
+
(︁
𝑦3 −

𝑧

3

)︁
.
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Згрупуємо доданки:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= (𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3) − 𝑧 = 𝑧 − 𝑧 = 0.

Отже, 𝑧 - константа. З початкових умов:

𝑧(0) = 𝑦1(0) + 𝑦2(0) + 𝑦3(0) = 1 + 2 + 3 = 6.

Тому, 𝑧(𝑡) = 6 для всiх 𝑡.

2. Перетворення системи

Пiдставимо 𝑧 = 6 в систему:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑦1
𝑑𝑡 = 𝑦1 − 2

𝑑𝑦2
𝑑𝑡 = 𝑦2 − 2

𝑑𝑦3
𝑑𝑡 = 𝑦3 − 2

3. Розв’язування окремих рiвнянь

Кожне рiвняння має вигляд:

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 𝑦𝑖 − 2.

Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

𝑑𝑦𝑖
𝑦𝑖 − 2

= 𝑑𝑡.

Iнтегруємо обидвi частини:

ln |𝑦𝑖 − 2| = 𝑡 + 𝐶𝑖.

Розв’язок вiдносно 𝑦𝑖:

𝑦𝑖(𝑡) = 𝐶𝑖𝑒
𝑡 + 2.
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4. Застосування початкових умов:

Для 𝑦1(𝑡):
𝑦1(0) = 𝐶1𝑒

0 + 2 = 1 ⇒ 𝐶1 = −1;

𝑦1(𝑡) = −𝑒𝑡 + 2.

Для 𝑦2(𝑡):
𝑦2(0) = 𝐶2𝑒

0 + 2 = 2 ⇒ 𝐶2 = 0;

𝑦2(𝑡) = 2.

Для 𝑦3(𝑡):
𝑦3(0) = 𝐶3𝑒

0 + 2 = 3 ⇒ 𝐶3 = 1;

𝑦3(𝑡) = 𝑒𝑡 + 2.

5. Розв’язок системи: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦1(𝑡) = −𝑒𝑡 + 2

𝑦2(𝑡) = 2

𝑦3(𝑡) = 𝑒𝑡 + 2

Тепер, для довiльної початкової умови 𝑢 траєкторiя частки, що стар-
тувала з 𝑢, описується рiвнянням

𝑑𝑥(𝑢,𝑡) = (𝑥(𝑢,𝑡) − 2)𝑑𝑡.

Таким чином, зараз ∀𝑡 ⩾: ∀𝑢 ∈ R : 𝑥(𝑢,𝑡) = (𝑢− 2)𝑒𝑡 + 2,

𝜇𝑡 =
1

3
𝛿(−𝑒𝑡+2) +

1

3
𝛿2 +

1

3
𝛿(𝑒𝑡+2).

Перейдемо тепер до загального випадку стохастичного диференцiаль-
ного рiвняння (1.1).

Означення 1.1. Розв’язком (сильним розв’язком) задачi Кошi (1.1), що
вiдповiдає заданим коефiцiєнтам 𝑎 i 𝑏 i початковiй мiрi 𝜇0 називається
випадкове R𝑑 -значне поле 𝑥(𝑢, 𝑡), 𝑢 ∈ R𝑑, 𝑡 ∈ [0; +∞) таке, що

1) при кожному 𝑡 ⩾ 0 звуження 𝑥 на iнтервал [0; 𝑡] є ℬ𝑑 ⊗ ℬ[0;𝑡] ⊗ ℱ𝑡

вимiрним (тут ℬ𝑑 i ℬ[0;𝑡] - борелiвськi 𝜎-алгебри в R𝑑 i [0; 𝑡] вiдповiдно),
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2) при фiксованому 𝑢 ∈ R𝑑 з ймовiрнiстю 1 за кожного 𝑡 ⩾ 0 є справе-
дливим iнтегральний аналог (1.1)

3) з ймовiрнiстю 1 виконано умову Кошi 𝑥(𝑢, 0) = 𝑢 для всiх 𝑢 ∈ R𝑑

Далi для доказу наступної теореми знадобиться твердження про обра-
зи випадкових мiр за умови випадкових вимiрних вiдображень.

Лема 1.1. Нехай 𝜇 ∈ ℳ, 𝑓 : 𝒳 × Ω → 𝒳 - вимiрне вiдображення. Тодi
образ 𝜇 ∘ 𝑓−1 - випадковий елемент ℳ.

Далi розглянута теорема мiстить достатнi умови для iснування та
єдиностi розв’язку рiвняння, яке є еквiвалентним до (1.1).

Теорема 1.1. Розглянемо

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑎(𝑥(𝑢,𝑡),𝜇𝑡,𝑡)𝑑𝑡 +
∫︀
R𝑑 𝑏(𝑥(𝑢,𝑡),𝜇𝑡,𝑡,𝑞)𝑊 (𝑑𝑡,𝑑𝑞)

𝑥(𝑢,0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1.
(1.5)

Нехай коефiцiєнти 𝑎 i 𝑏 в (1.5) задовольняють наступнiй умовi
Липшиця щодо просторової i мiрозначної змiнних

∃𝐶 > 0 : ∀𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑑, 𝜈1, 𝜈2 ∈ M : ∀𝑡 ⩾ 0 :

||𝑎(𝑢1,𝜈1,𝑡) − 𝑎(𝑢2,𝜈2,𝑡)||+

+(

∫︁
R𝑑

||𝑏(𝑢1,𝜈1,𝑡,𝑞) − 𝑏(𝑢2,𝜈2,𝑡,𝑞)||2𝑑𝑞)
1
2 ⩽

⩽ 𝐶(||𝑢1 − 𝑢2|| + 𝛾(𝜈1,𝜈2)).

Крiм того, нехай функцiї 𝑎 i 𝑏 неперервнi за змiнними 𝑥, 𝜇 i 𝑡 (у
нормi простору 𝐿2 на R𝑑.

Тодi (1.5) має розв’язок, визначений [0; +∞), який є єдиним.

Доведення. Використаємо для доказу метод послiдовних наближень. Нехай
𝑥0(𝑢, 𝑡) = 𝑢 ∀𝑢 ∈ R𝑑, 𝑡 ⩾ 0. Звiдси 𝜇0

𝑡 тотожно рiвна 𝜇0. Перейдемо тепер
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до 𝑥1(𝑢,𝑡):

𝑥1(𝑢,𝑡) = 𝑢 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑥1(𝑢,𝑠),𝜇
0
𝑠,𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

𝑏(𝑥1(𝑢,𝑠),𝜇
0
𝑠,𝑠,𝑞)𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞).

Треба переконатися, що 𝑥1 має вимiрну за 𝑢, 𝑡 модифiкацiю. Розгля-
немо оцiнку для 𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑑

||𝑥1(𝑢1,𝑡) − 𝑥1(𝑢2,𝑡)||2 ⩽

⩽ ||𝑢1 − 𝑢2||2 + 3(

∫︁ 𝑡

0

||𝑎(𝑥1(𝑢1,𝑠),𝜇0,𝑠) − 𝑎(𝑥1(𝑢2,𝑠),𝜇0,𝑠)||𝑑𝑠)2+

+3||
∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

(𝑏(𝑥1(𝑢1,𝑠),𝜇0,𝑠,𝑞) − 𝑏(𝑥1(𝑢2,𝑠),𝜇0,𝑠,𝑞))𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞)||2.

Звiдси,

𝑀 sup
[0;𝑇 ]

||𝑥1(𝑢1,𝑠) − 𝑥1(𝑢2,𝑠)||2 ⩽ 𝐶1||𝑢1 − 𝑢2||2. (1.6)

Згiдно з теоремою Колмогорова 𝑥1 має безперервну за сукупнiстю
змiнних модифiкацiю.

Перейдемо до 𝜇1
𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥1(·,𝑡)−1, 𝑡 ⩾ 0. Згiдно з 1.1 𝜇1

𝑡 – випадкова
мiра при кожному 𝑡 ⩾ 0. Означимо 𝑥2 як розв’язок рiвняння

𝑥2(𝑢,𝑡) = 𝑢 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑥2(𝑢,𝑠),𝜇
1
𝑠,𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

𝑏(𝑥2(𝑢,𝑠),𝜇
1
𝑠,𝑠,𝑞)𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞).

Застосовуючи аналогiчну процедуру, отримаємо послiдовнiсть випад-
кових процесiв 𝑥𝑛, 𝜇

𝑛;𝑛 ⩾ 1, для якої при кожному 𝑛 ⩾ 1

𝜇1
𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥1(·,𝑡)−1, 𝑡 ⩾ 0,

𝑑𝑥𝑛+1(𝑢,𝑡) = 𝑎(𝑥𝑛+1(𝑢,𝑡),𝜇
𝑛
𝑡 ,𝑡)𝑑𝑡+
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+

∫︁
R𝑑

𝑏(𝑥𝑛+1(𝑢,𝑡),𝜇
𝑛
𝑡 ,𝑡,𝑞)𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞).

Щоб перевiрити коректнiсть такої побудови з’ясуємо, чи для кожного
𝑛 ⩾ 1 𝑥𝑛 є вимiрним за сукупнiстю змiнних, а також що рiвняння для
𝑥𝑛+1 має єдиний розв’язок. Використаємо методу математичної iндукцiї для
доказу наступної оцiнки. Для кожного 𝑛 ⩾ 1

𝑀 sup
[0;𝑇 ]

||𝑥𝑛(𝑢1,𝑠) − 𝑥𝑛(𝑢2,𝑠)||2 ⩽ 𝐶2||𝑢1 − 𝑢2||2. (1.7)

Нехай твердження виконується для деякого 𝑛. Звiдси, з припущення
про iснування модифiкацiї 𝑥𝑛 безперервної за сукупнiстю змiнних з ймовiр-
нiстю 1, процес {𝜇𝑛

𝑡 ,𝑡 ∈ [0;𝑇 ]} також є безперервним з ймовiрнiстю 1. Звiдси
випливає, що коефiцiєнти рiвняння для 𝑥𝑛+1 задовольняють умовi Лiпшиця
у вiдповiднiй нормi та є вимiрними. Тому 𝑥𝑛+1 визначено однозначно. Згiдно
з лемою Гронуолла–Беллмана, (1.7) доводиться стандартним шляхом.

Дослiдимо для 𝑛 ⩾ 1, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]

𝑀 sup
[0;𝑡]

||𝑥𝑛+1(𝑢,𝑠) − 𝑥𝑛(𝑢2,𝑠)||2 ⩽

⩽ 𝐶2

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0;𝑠]

||𝑥𝑛+1(𝑢) − 𝑥𝑛(𝑢)||2𝑑𝑠+

+𝐶2

∫︁ 𝑡

0

{𝑀 sup
[0;𝑠]

||𝑥𝑛+1(𝑢,𝑠) − 𝑥𝑛(𝑢,𝑠)||2 + 𝑀 sup
[0;𝑠]

𝛾(𝜇𝑛,𝜇𝑛−1)2}𝑑𝑠

Застосовуючи лему Гронуолла-Беллмана, можемо стверджувати, що

𝑀 sup
[0;𝑡]

||𝑥𝑛+1(𝑢,𝑠) − 𝑥𝑛(𝑢2,𝑠)||2 ⩽

⩽ 𝐶3

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0;𝑠]

𝛾(𝜇𝑛
𝜏 ,𝜇

𝑛−1
𝜏 )2𝑑𝑠.

Необхiдно пiдкреслити, що

𝛾(𝜇𝑛
𝜏 ,𝜇

𝑛−1
𝜏 ) ⩽

∫︁
R𝑑

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢, 𝑡) − 𝑥𝑛−1(𝑢, 𝑡)||)𝜇0(𝑑𝑢),
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де 𝜙 визначена наступним чином:

𝜙(𝑟) =
𝑟

1 + 𝑟
, 𝑟 ⩾ 0.

Звiдси
𝑀 sup

[0;𝑡]

𝛾(𝜇𝑛
𝑠 ,𝜇

𝑛−1
𝑠 )2 ⩽

⩽ 𝑀 sup
[0;𝑠]

(︂∫︁
R𝑑

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢,𝑡) − 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||)𝜇0(𝑑𝑢)

)︂2

⩽

⩽ 𝑀 sup
[0;𝑠]

∫︁
R𝑑

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢,𝑡) − 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||)2𝜇0(𝑑𝑢) ⩽

⩽
∫︁
R𝑑

𝑀 sup
[0;𝑠]

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢,𝑡) − 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||)2𝜇0(𝑑𝑢) ⩽

⩽
∫︁
R𝑑

𝑀 sup
[0;𝑠]

||𝑥𝑛(𝑢,𝑡) − 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||2𝜇0(𝑑𝑢) ⩽

⩽ 𝐶3

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0;𝑠]

𝛾(𝜇𝑛−1
𝜏 ,𝜇𝑛−2

𝜏 )2𝑑𝑠.

Тепер доведення збiжностi послiдовностей 𝑥𝑛 та 𝜇𝑛 при 𝑛 → ∞ до єдиного
розв’язку вихiдного рiвняння вiдбувається за стандартною схемою.

Розглянемо тепер рiвняння (1.5) за умови, що початкова мiра 𝜇0 має
скiнченний 𝑚-й момент. Наступна теорема стверджує, що для всiх 𝑡 > 0

випадкова мiра 𝜇𝑡 є випадковим елементом в M𝑚.

Теорема 1.2. Нехай виконується умова

∃𝐶 > 0 : ∀𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑑, 𝜈1, 𝜈2 ∈ M : ∀𝑡 ⩾ 0 :

||𝑎(𝑢1,𝜈1,𝑡) − 𝑎(𝑢2,𝜈2,𝑡)||+

+(

∫︁
R𝑑

||𝑏(𝑢1,𝜈1,𝑡,𝑞) − 𝑏(𝑢2,𝜈2,𝑡,𝑞)||2𝑑𝑞)
1
2 ⩽

⩽ 𝐶(||𝑢1 − 𝑢2|| + 𝛾(𝜈1,𝜈2)).

i функцiї 𝑎 та 𝑏 неперервнi за сукупнiстю змiнних 𝑢, 𝜇, 𝑡. Тодi
(1.5) має єдине розв’язання на [0; +∞). При цьому для кожного 𝑡 > 0
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𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1 є випадковим елементом в M𝑚.

Доведення. Використаємо для доказу метод послiдовних наближень. Зада-
мо послiдовнiсть випадкових процесiв {𝑥𝑛, 𝜇𝑛;𝑛 ⩾ 1} так, щоб за кожного
𝑛 ⩾ 1 виконувались вимоги, сформульванi в доказi теореми 1.1, а також:

sup
𝑛≥1

𝑀 sup
[0,𝑇 ]

∫︁
R𝑑

||𝑥𝑛(𝑢, 𝑠)||𝑚𝜇0(𝑑𝑢) < +∞. (1.8)

Аналогiчно до (1.7) можна отримати оцiнку

𝑀 sup
[0,𝑇 ]

||𝑥𝑛(𝑢1, 𝑠) − 𝑥𝑛(𝑢2, 𝑠)||𝑚 ≤ 𝐶||𝑢1 − 𝑢2||𝑚.

Звiдси

𝑀 sup
[0,𝑇 ]

∫︁
R𝑑

||𝑥𝑛(𝑢, 𝑠)||𝑚𝜇0(𝑑𝑢) ≤

≤
∫︁
R𝑑

𝑀 sup
[0,𝑇 ]

||𝑥𝑛(𝑢, 𝑠)||𝑚𝜇0(𝑑𝑢) ≤

≤ 𝐶1

∫︁
R𝑑

||𝑢||𝑚𝜇0(𝑑𝑢) + 𝐶1𝑀 sup
[0,𝑇 ]

||𝑥𝑛(0, 𝑠)||𝑚.

Для другого доданку маємо оцiнку

𝑀 sup
[0,𝑇 ]

||𝑥𝑛(0, 𝑠)||𝑚 ≤ 𝐶2 + 𝐶3

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0,𝑠]

||𝑥𝑛(0, 𝜏)||𝑚𝑑𝑠+

+ 𝐶3

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0,𝑠]

𝛾𝑚(𝜇𝑛−1
𝜏 , 𝛿0)

𝑚𝑑𝑠.

Тому (1.8) справедливо. Збiжнiсть послiдовних наближень i єдинiсть
розв’язку доводяться аналогiчно теоремi 1.1.

Перейдемо до прикладiв.

Приклад 1.2. Нехай у рiвняннi (1.5) вiдсутня взаємодiя

𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) = 𝑎(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 +

∫︁
R𝑑

𝑏(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝑡, 𝑞)𝑊 (𝑑𝑞, 𝑑𝑡),
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а коефiцiєнти 𝑎 i 𝑏 задовольняють умовi теореми 1.2. Розглянемо мiру
𝜇0 ∈ M𝑚. Тодi, згiдно з доведеною теоремою

𝑀 sup
[0,𝑇 ]

𝛾𝑚(𝜇𝑡, 𝛿0)
𝑚 < +∞.

Тим самим

𝑀 sup
[0,𝑇 ]

∫︁
R𝑑

||𝑥(𝑢, 𝑠)||𝑚𝜇0(𝑑𝑢) < +∞.

Для довiльного 𝑡 > 0 з ймовiрнiстю 1∫︁
R𝑑

||𝑥(𝑢, 𝑡)||𝑚𝜇0(𝑑𝑢) < +∞.

Наприклад, якщо 𝜇0 - дискретна мiра, що має вагу {𝑝𝑘; 𝑘 ≥ 1} в
точках {𝑎𝑘; 𝑘 ≥ 1} i така, що

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘||𝑎𝑘||𝑚 < +∞,

то, з ймовiрнiстю 1,

𝑠𝑢𝑚∞
𝑘=1𝑝𝑘||𝑥(𝑎𝑘, 𝑡)||𝑚 < +∞.

Отримане твердження узгоджується з вiдомою властивiстю розв’язкiв зви-
чайних стохастичних диференцiальних рiвнянь [7]

∀𝜀 > 0 :

lim
||𝑢||→+∞

||𝑥(𝑢, 𝑡)||𝑚

||𝑢||1+𝜖 + 1
= 0 м.н.,

lim
||𝑢||→+∞

||𝑢||𝑚

||𝑥(𝑢, 𝑡)||1+𝜖 + 1
= 0 м.н.

Приклад 1.3. Припустимо, що коефiцiєнти рiвняння (1.5), додатково до
умови теореми 1.2, двiчi неперервно диференцiйованi за змiнною 𝑥 з обме-
женими похiдними, а початкова мiра 𝜇0 має щiльнiсть 𝑃0 вiдносно мiри
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Лебега. Тодi, аналогiчно [7] за умови фiксованого 𝑡, 𝑥(·,𝑡) з ймовiрнiстю 1
𝑥(·, 𝑡1) є дифеоморфiзмом. З цього випливає, що мiра 𝜇𝑡 з ймовiрнiстю 1
має щiльнiсть 𝑝𝑡 вiдносно мiри Лебега таку, що∫︁

R𝑑

||𝑢||𝑚𝑝𝑡(𝑢)𝑑𝑢 < +∞ м.н.

Розглянемо тепер наступне питання. Нехай в умовах теореми 1.1 по-
чаткова мiра 𝜇0 ∈ M𝑚. Що можна сказати в цьому випадку про належнiсть
𝜇𝑡 простору M𝑚? Зазначимо, що для 𝜈1, 𝜈2 ∈ M𝑚:

𝛾0(𝜈1, 𝜈2) ≤ 𝛾𝑚(𝜈1, 𝜈2).

Тому, в якостi наслiдку з теореми 1.2 отримується твердження.

Наслiдок 1.1. Нехай коефiцiєнти 𝑎 i 𝑏 в рiвняннi (1.5) задовольняють
умовi теореми 1.1, а початкова мiра 𝜇0 ∈ M𝑚. Тодi для всякого 𝑡 > 0 𝜇𝑡 є
випадковим елементом в M𝑚.
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РОЗДIЛ 2

ПОНЯТТЯ ЗСУВ-КОМПАКТНОСТI ВИПАДКОВИХ

МIР

Нехай (X, 𝜌) - повний сепарабельний метричний простiр, ℬ(X), ℬ(X𝑛) -
𝜎-алгебра борелевських пiдмножеств в X, X𝑛, вiдповiдно. Через M позначи-
мо сукупнiсть всiх ймовiрнiсних мiр на ℬ(X). Для мiр 𝜇, 𝜈 ∈ M позначимо
𝐶(𝜇, 𝜈) як множину всiх ймовiрнiстних мiр на ℬ(X2). Для ймовiрнiстних
мiр з 𝐶(𝜇, 𝜈) 𝜇 i 𝜈 є маргiнальними розподiлами.

Приклад 2.1. Розглянемо на R мiри:

𝜇 =
1

3
𝛿{2} +

2

3
𝛿{5},

𝜈 =
1

5
𝛿{1} +

4

5
𝛿{3}.

Тут 𝛿-функцiя задається стандартним чином, ∀𝑎 ∈ R, 𝐴 ⊂ R:

𝛿{𝑎}(𝐴) =

⎧⎨⎩1, 𝑎 ∈ 𝐴

0, 𝑎 /∈ 𝐴

Розглянемо на R2 мiру

κ =
1

15
𝛿{(2;1)} +

4

15
𝛿{(2;3)} +

2

15
𝛿{(5;1)} +

8

15
𝛿{(5;3)}

Тодi 𝜇 та 𝜈 є маргiнальними розподiлами κ на R.

Дiйсно, ∀𝐴 ⊂ R∫︁
𝐴

∫︁
R
κ(𝑑𝑢,𝑑𝑣) =

∫︁
𝐴

(︂(︂
1

15
+

4

15

)︂
𝛿{2} +

(︂
2

15
+

8

15

)︂
𝛿{5}

)︂
(𝑑𝑢) =

=

∫︁
𝐴

(︂
1

3
𝛿{2} +

2

3
𝛿{5}

)︂
(𝑑𝑢) =

∫︁
𝐴

𝜇(𝑑𝑢).



17

Крiм того, ∀𝐵 ⊂ R∫︁
𝐵

∫︁
R
κ(𝑑𝑢,𝑑𝑣) =

∫︁
𝐵

(︂(︂
1

15
+

2

15

)︂
𝛿{1} +

(︂
4

15
+

8

15

)︂
𝛿{3}

)︂
(𝑑𝑢) =

=

∫︁
𝐵

(︂
1

5
𝛿{1} +

4

5
𝛿{3}

)︂
(𝑑𝑢) =

∫︁
𝐵

𝜈(𝑑𝑢).

Означення 2.1. Вiдстанню Вассерштейна нульового порядку на M нази-
вається метрика

𝛾0(𝜇, 𝜈) = inf
𝐶(𝜇,𝜈)

∫︁∫︁
𝒳 2

𝜌(𝑢, 𝑣)

1 + 𝜌(𝑢, 𝑣)
κ(𝑑𝑢, 𝑑𝑣), (2.1)

Зауваження 2.1. Вiдомо, що 𝛾0 є метрикою, а (M, 𝛾0) - повним метричним
сепарабельним простором.

Зауваження 2.2. Збiжнiсть у метрицi 𝛾0 рiвносильна слабкiй збiжностi.

Доведемо, що 𝛾0(𝜇, 𝜇) = 0. Розглянемо мiру κ, яка зосереджена на
прямiй 𝑙, що є бiсектрисою I та III чвертей.

∀𝐴 ∈ R2 κ(𝐴) = 𝜇(𝐴 ∩ 𝑙).

∫︁∫︁
𝑅2

||𝑢− 𝑣||
1 + ||𝑢− 𝑣||

κ(𝑑𝑢, 𝑑𝑣) =

∫︁∫︁
𝑅2

||𝑢− 𝑢||
1 + ||𝑢− 𝑢||

𝜇(𝑑𝑢) = 0

Тодi

inf
𝐶(𝜇,𝜇)

∫︁∫︁
𝑅2

||𝑢− 𝑣||
1 + ||𝑢− 𝑣||

κ(𝑑𝑢, 𝑑𝑣) = 0

Означення 2.2. Множина мiр {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} ⊂ M𝑛 називається зсув-
компактною, якщо ∀𝛼 ∈ A ∃𝑢𝛼 ∈ R𝑑 такий, що сукупнiсть мiр {𝜇𝛼−𝑢𝛼;𝛼 ∈
A} є компактною в M𝑛 (тут 𝜇𝛼 − 𝑢𝛼 – зсув мiри 𝜇𝛼 на вектор 𝑢𝛼).

Означення 2.3. Множина випадкових мiр {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} ⊂ M𝑛 називається
зсув-компактною, якщо ∀𝛼 ∈ A можна знайти випадковий вектор 𝑢𝛼 ∈ R𝑑

такий, що сiмейство {𝜇𝛼 − 𝑢𝛼, 𝛼 ∈ A} є слабо компактним у M𝑛.
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Розглянемо рiвняння

𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝜙(𝑥(𝑢, 𝑡) − 𝑣)𝜇𝑡(𝑑𝑣)𝑑𝑡 + 𝑏(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝜇𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

𝜇𝑡 = 𝜇 + 0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1, 𝑡 ⩾ 0, 𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝑢 ∈ R𝑑,

де 𝑤 - одновимiрний вiнерiвський процес. Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.1. Припустимо, що 𝜇0 ∈ M2𝑛+2, 𝜙 задовольняє умовi

(𝑢− 𝑣, 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑣)) ⩽ −𝛼||𝑢− 𝑣||2, 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑑,

функцiя 𝑏 задовольняє умовi Лiпшиця по 𝑥 i 𝜇 з константою 𝐵, та

𝛼− 1

2
𝐵2(2𝑛 + 1) ⩾ 0.

Тодi множина {𝜇𝑡; 𝑡 ⩾ 0} є зсув-компактною в M2𝑛.

Приклад 2.2. Нехай X ∈ R𝑑. Розглянемо стохастичне диференцiальне
рiвняння

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑥(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑏(𝑥(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), (2.2)

де {𝑤(𝑡); 𝑡 ∈ [0; 1]} - вiнерiвський процес в R𝑑, коефiцiєнти 𝑎 : R𝑑 → R𝑑

i 𝑏 : R𝑑 → R𝑑×𝑑 мають неперернi обмеженi похiднi. Вiдомо (наприклад, в
[7]), що рiвнянню (2.2) вiдповiдає сiмейство випадкових гомеоморфiзмiв
{𝜙𝑠,𝑡; 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 < +∞} простору R𝑑 на себе таке, що

1) 𝜙𝑠,𝑠(𝑢) = 𝑢, 𝑢 ∈ R𝑑,
2) для довiльного 𝑢 ∈ R𝑑 випадковий процес {𝜙𝑠,𝑡(𝑢); 𝑡 ≥ 𝑠} є розв’язком

задачi Кошi для (2.2) з початковою умовою 𝑥(𝑠) = 𝑢.

Для зафiксованого 𝑢 маємо потiк {𝜙0,𝑡}. Нехай {ℱ𝑡; 𝑡 ∈ [0; 1]} - потiк 𝜎-
алгебр, що був породжений вiнерiвським процесом. Розглянемо довiльну
випадкову мiру 𝜈 на R𝑑 i побудуємо з її допомогою мiру 𝜇 на просторi
𝐶([0; 1],R𝑑), визначивши її на цилiндричних множинах рiвнiстю

∫︁
𝐶([0;1],R𝑑)

1I𝛿(𝑢(𝑠1), ..., 𝑢(𝑠𝑛))𝜇(𝑑𝑢) =
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=

∫︁
R𝑑

1I𝛿(𝜙0,𝑠1(𝑥), ..., 𝜙0,𝑠𝑛(𝑥))𝜈(𝑑𝑥).

Отримана випадкова мiра 𝜇, що є образом мiри 𝜈 при неперервному
вiдображеннi

R𝑑 ∋ 𝑥 ↦→ 𝜙0(𝑥) ∈ 𝐶([0; 1],R𝑑).

Зазначимо, що 𝜇 - ℱ𝑡-узгоджена випадкова мiра. Як вже було вiдмiчено
ранiше, 𝜇 несе в собi бiльше iнформацiї про перемiщення окремих частинок
фазового простору, нiж мiрозначний процес 𝜈𝑡 = 𝜈 ∘ 𝜙−1

0,𝑡 , 𝑡 ∈ [0; 1].
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РОЗДIЛ 3

ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО КЛАСУ

ЛIНIЙНИХ СТОХАСТИЧНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

В данiй роботi розглядається наступний клас рiвнянь:

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢,𝑡) =
(︀
𝐵
∫︀
R 𝑣𝜇𝑡(𝑑𝑣) + 𝐴

)︀
𝑥(𝑢,𝑡)𝑑𝑡

𝑥(𝑢,0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1, 𝐴,𝐵 ∈ R∖{0},
(3.1)

де 𝜇0 рiвномiрно розподiлена на [𝑡1, 𝑡2].

Для цього классу рiвнянь доведена наступна теорема:

Теорема 3.1. За умови 𝐴 > 0, 𝜇𝑡 слабо збiгається до мiри − 2𝐴
𝐵(𝑡1+𝑡2)

𝜇0 при
𝑡 → ∞.

Доведення. Оскiльки 𝜇0 рiвномiрно розподiлена на [𝑡1, 𝑡2]:

∀𝐷 ∈ R : 𝜇0(𝐷) =

∫︁
𝐷

𝐼[𝑡1,𝑡2](𝑡)

𝑡2 − 𝑡1
𝑑𝑡.

Подiлемо рiвняння (3.1) на 𝑑𝑡:

𝑑𝑥(𝑢, 𝑡)

𝑑𝑡
=

(︂
𝐵

∫︁
R
𝑥(𝑣, 𝑡)𝜇0(𝑑𝑣) + 𝐴

)︂
𝑥(𝑢, 𝑡).

Перепишемо у виглядi:

∫︁
R
𝑥(𝑢, 𝑡)𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︂
𝐵

∫︁
R
𝑥(𝑣, 𝑠)𝜇0(𝑑𝑣) + 𝐴

)︂
𝑑𝑠.

Проiнтегруємо:

ln |𝑥(𝑢,𝑡)| = 𝐵

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑥(𝑣,𝑠)𝜇0(𝑑𝑣)𝑑𝑠 + 𝐴𝑡 + ln |𝐶|.
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Проекспонуємо обидвi частини:

𝑥(𝑢,𝑡) = 𝐶 · 𝑒𝐵
∫︀ 𝑡

0

∫︀
R 𝑥(𝑣,𝑠)𝜇0(𝑑𝑣)𝑑𝑠 · 𝑒𝐴𝑡

Використовуючи вигляд мiри 𝜇0:

∫︁
R
𝑥(𝑣,𝑠)𝜇0(𝑑𝑣) =

1

𝑡2 − 𝑡1

∫︁
R
𝑥(𝑣,𝑠)𝐼[𝑡1,𝑡2](𝑣)𝑑𝑣 =

1

𝑡2 − 𝑡1

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣.

Пiдставляючи цей вираз у формулу для 𝑥(𝑢,𝑡), отримуємо:

𝑥(𝑢,𝑡) = 𝐶 · 𝑒
𝐵

𝑡2−𝑡1

∫︀ 𝑡

0

∫︀ 𝑡2
𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣𝑑𝑠 · 𝑒𝐴𝑡.

Знайдемо 𝐶 використовуючи початкову умову 𝑥(𝑢,0) = 𝑢:

𝑥(𝑢,0) = 𝐶 · 𝑒
𝐵

𝑡2−𝑡1

∫︀ 0

0

∫︀ 𝑡2
𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣𝑑𝑠 · 𝑒𝐴·0 = 𝐶 · 𝑒0 · 𝑒0 = 𝐶 = 𝑢.

Тобто:
𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑢 · 𝑒

𝐵
𝑡2−𝑡1

∫︀ 𝑡

0

∫︀ 𝑡2
𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣𝑑𝑠 · 𝑒𝐴𝑡.

Проiнтегруємо по 𝑢:∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑥(𝑢,𝑡)𝑑𝑢 = 𝑒
𝐵

𝑡2−𝑡1

∫︀ 𝑡

0

∫︀ 𝑡2
𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣𝑑𝑠 · 𝑒𝐴𝑡 ·
∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑢𝑑𝑢 =

= 𝑒
𝐵

𝑡2−𝑡1

∫︀ 𝑡

0

∫︀ 𝑡2
𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣𝑑𝑠 · 𝑒𝐴𝑡 · 𝑡
2
2 − 𝑡21

2
.

Позначимо:

𝑦(𝑡) =
𝐵

𝑡2 − 𝑡1

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣𝑑𝑠.

Тодi:
𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑢 · 𝑒𝑦(𝑡) · 𝑒𝐴𝑡. (3.2)
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Знайдемо 𝑦′(𝑡):

𝑦′(𝑡) =
𝐵

𝑡2 − 𝑡1

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑥(𝑣,𝑠)𝑑𝑣 =
𝐵

𝑡2 − 𝑡1
· 𝑒𝑦(𝑡) · 𝑒𝐴𝑡 · 𝑡

2
2 − 𝑡21

2
=

= 𝑒𝑦(𝑡) · 𝑒𝐴𝑡 · 𝐵(𝑡2 + 𝑡1)

2
.

З попереднього рiвняння:

𝑦′(𝑡)𝑒−𝑦(𝑡) =
𝐵(𝑡1 + 𝑡2)

2
· 𝑒𝐴𝑡.

∫︁
R
𝑒−𝑦𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑡

0

(︂
𝐵(𝑡1 + 𝑡2)

2
· 𝑒𝐴𝑡

)︂
𝑑𝑡.

Розв’язуючи це рiвняння, отримуємо:

−𝑒−𝑦 =
𝐵(𝑡1 + 𝑡2)

2
·
∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴𝑠𝑑𝑠 + 𝐶 =
𝐵(𝑡1 + 𝑡2)

2
· 𝑒

𝐴𝑡 − 1

𝐴
+ 𝐶;

𝑦(0) = 0 =⇒ 𝐶 = −1;

𝑒−𝑦(𝑡) =
𝐵(𝑡1 + 𝑡2)(1 − 𝑒𝐴𝑡)

2𝐴
+ 1.

Пiдставляючи 𝑒−𝑦(𝑡) у формулу для 𝑥(𝑢,𝑡) (3.2):

𝑥(𝑢,𝑡) =
𝑢

𝐵(𝑡1+𝑡2)(1−𝑒𝐴𝑡)
2𝐴 + 1

· 𝑒𝐴𝑡.

Оскiльки 𝐴 > 0:
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lim
𝑡→∞

𝑥(𝑢,𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑢𝑒𝐴𝑡

𝐵(𝑡1+𝑡2)(1−𝑒𝐴𝑡)
2𝐴 + 1

= lim
𝑡→∞

𝑢𝑒𝐴𝑡

𝐵(𝑡1+𝑡2)
2𝐴 + 1 − 𝐵(𝑡1+𝑡2)

2𝐴 𝑒𝐴𝑡

= lim
𝑡→∞

𝑢𝑒𝐴𝑡

𝑒𝐴𝑡
(︁(︁

𝐵(𝑡1+𝑡2)
2𝐴 + 1

)︁
· 𝑒−𝐴𝑡 − 𝐵(𝑡1+𝑡2)

2𝐴

)︁
= lim

𝑡→∞

𝑢(︁
𝐵(𝑡1+𝑡2)

2𝐴 + 1
)︁
· 𝑒−𝐴𝑡 − 𝐵(𝑡1+𝑡2)

2𝐴

= lim
𝑡→∞

𝑢

−𝐵(𝑡1+𝑡2)
2𝐴

= − 2𝐴𝑢

𝐵(𝑡1 + 𝑡2)

За умови 𝑡 > 0: ⃒⃒⃒⃒
𝑥(𝑢, 𝑡) +

2𝐴𝑢

𝐵(𝑡1 + 𝑡2)

⃒⃒⃒⃒
< 𝜖

Позначимо:
𝜇1 =

2𝐴𝑢

−𝐵(𝑡1 + 𝑡2)
𝜇0

Тодi: ∫︁
𝐴

𝑓(𝑢)𝜇0(𝑑𝑢) =

∫︁
𝐴

𝑓

(︂
2𝐴

−𝐵(𝑡1 + 𝑡2)
𝑢

)︂
𝜇0(𝑑𝑢)

Порахуємо вiдстань Васерштейна:

𝛾0(𝜇𝑡, 𝜇1) = inf
𝑁

∫︁∫︁
R2

|𝑢− 𝑣|
1 + |𝑢− 𝑣|

𝑁(𝑑𝑢, 𝑑𝑣)

= inf
𝑁

∫︁∫︁
R2

|𝑥(𝑢, 𝑡) + 2𝐴𝑣
𝐵(𝑡1+𝑡2)

|
1 + |𝑥(𝑢, 𝑡) + 2𝐴𝑣

𝐵(𝑡1+𝑡2)
|
𝑁(𝑑𝑢, 𝑑𝑣)
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Вiзьмемо таку мiру 𝜇, що 𝜇0(𝑢) = 𝜇0(𝑣), тодi:

∫︁
R2

𝜇0(𝑑𝑢)𝜇0(𝑑𝑣) ≤
∫︁
R2

⃒⃒⃒
𝑥(𝑢,𝑡) + 2𝐴𝑣

𝐵(𝑡1+𝑡2)

⃒⃒⃒
1 +

⃒⃒⃒
𝑥(𝑢,𝑡) + 2𝐴𝑣

𝐵(𝑡1+𝑡2)

⃒⃒⃒𝜇0(𝑑𝑢)

Звiдси:

lim
𝑡→∞

𝛾0(𝜇𝑡, 𝜇1) = 0

Звiдси 𝜇𝑡 слабо збiгається до мiри − 2𝐴
𝐵(𝑡1+𝑡2)

𝜇0.
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ВИСНОВКИ

В роботi наведено низку вiдомостей про стохастичнi диферiнцiальнi
рiвняння зi взаємодiєю, наведено приклади таких раiнянь, зокрема таких,
для яких вдається знайти точний розв’язок.

Розглянуто поняття зсув-компактоностi випадкови мiр та його застосу-
вання для дослiдження поведiнки розв’зкiв стохастичних диференцiальних
рiвнянь зi взаємодiєю.

Для рiвнянь зi взаємодiєю виду:

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢,𝑡) =
(︀
𝐵
∫︀
R 𝑣𝜇𝑡(𝑑𝑣) + 𝐴

)︀
𝑥(𝑢,𝑡)𝑑𝑡

𝑥(𝑢,0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1, 𝐴,𝐵 ∈ R∖{0}

знайдено явний вид розв’язкiв, а також дослiджено асимптотичну
поведiнку на нескiнченностi мiрозначних розв’язкiв таких рiвнянь.
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