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ВСТУП 

 

Наш час показав актуальність напрямку дослідження математичних моделей 

епідемії. Такі дослідження дозволяють нам промоделювати процес 

розповсюдження епідемії. Дослідити вплив різних факторів таких як карантин, 

вакцинація, вчасна терапія. В роботі були обрані для дослідження класичні 

моделі туберкульозу. Цей вибір об’ґрунтований схожістю та близькими 

симптомами із захворюванням COVID-19 – смертельні небезпечні інфекційні 

захворювання, які передаються аерогенним шляхом та уражає, переважно, 

легені. Смертність при нелікованому туберкульозі органів дихання складає 

близько 50%. У випадку COVID-19 статистика трішки краща, але, через 

відсутність вакцини у 2020 році, не менш лякаюча:
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За оцінками Всесвітньої Організації Здравоохорони (ВОЗ) на 2017 рік 

збудниками туберкульозу було інфіковано близько 2,4 мільярдів людей, що 

становить близько треті населення Землі. У 2017 році туберкульозом захворіло 

10 мільйонів людей та 1,8 мільйонів людей померло від цієї хвороби. Для 

порівняння, у 2005 році ці цифри були 8,8 мільйонів людей та 1,6 мільйонів 

смертей відповідно. 

Проведений огляд літератури показав, що на даний час створена значна 

кількість математичних моделей, що описують як окремі процеси («природня» 

динаміка розповсюдження туберкульозу, виявлення хворих, лікування хворих), 

так й тих, що роблять спроби одночасно охопити усі значні аспекти 

розповсюдження та контролю туберкульозу. 

Було вибрано одну з найновіших моделей – базова модель, що заснована на 

підході, що був запропонований С. Є. Борисовим та А. А. Романюхою, та 

порівняння її із класичною моделлю SLT. 
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РОЗДІЛ 1 

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI 

 

1.1 Метод Рунге-Кутти 

 

Метод Рунге — Кутти четвертого порядку розв’язування систем диференцiйних 

рiвнянь. 

Розглянемо наступну задачу: 

{
𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦(𝑥0) =  𝑦0
 

де 𝑦, 𝑓, 𝑘𝑖 ∈ ℝ, 𝑥, ℎ ∈ ℝ1. 

Тодi найближче значення в наступних точках обчислюється iтерацiйною 

формулою: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ

6
(𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 + 𝑘4). 

Обчислення нового значення проходить у чотири стадiї: 

𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛), 

𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘1), 

𝑘3 = 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘2), 

𝑘4 = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘3), 

де h - величина кроку сiтки по 𝑥. Похибка даного методу на одному кроцi 

становить 𝑂(ℎ5), а на кiнцевому iнтервалi - 𝑂(ℎ4). Для систем з двох або 

бiльше рiвнянь розв’язування методом Рунге-Кутти проводиться в аналогiчний 

спосiб. Розглянемо наступну систему: 

{
𝑋′ = 𝑓(𝑡, 𝑋, 𝑌),

𝑌′ = 𝑓(𝑡, 𝑋, 𝑌),
…
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А її розв’язок має вигляд: 

{
𝑋 = 𝑋(𝑡),
𝑌 = 𝑌(𝑡),

…

 

де 𝑡 - незалежна змiнна(наприклад, час); 𝑋, 𝑌 i т.д. - шуканi функцiї (залежнi вiд 

𝑡 змiннi). Функцiї 𝑓, 𝑔 i т.д. - заданi. Також передбачаються заданими i 

початковi умови. Метод Рунге-Кутти для системи полягяє у рекурентному 

застосуваннi наступних формул: 

𝑋𝑘+1 = 𝑋𝑘 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

𝑌𝑘+1 = 𝑌𝑘 +
1

6
(𝑚1 + 2𝑚2 + 2𝑚3 + 2𝑚4) 

де 𝑘𝑖 , 𝑚𝑖 обчислюються за формулами: 

𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑘, 𝑋𝑘 , 𝑌𝑘, … )Δ𝑡, 

𝑚1 = 𝑔(𝑡𝑘, 𝑋𝑘, 𝑌𝑘, … )Δ𝑡,… , 

𝑘2 = 𝑓 (𝑡𝑘 +
Δ𝑡

2
, 𝑋𝑘 +

𝑘1
2
, 𝑌𝑘 +

𝑚1

2
,… )Δ𝑡, 

𝑚2 = 𝑔 (𝑡𝑘 +
Δ𝑡

2
, 𝑋𝑘 +

𝑘1
2
, 𝑌𝑘 +

𝑚1

2
,… )Δ𝑡, … , 

𝑘3 = 𝑓 (𝑡𝑘 +
Δ𝑡

2
, 𝑋𝑘 +

𝑘2
2
, 𝑌𝑘 +

𝑚2

2
,… )Δ𝑡, 

𝑚3 = 𝑔 (𝑡𝑘 +
Δ𝑡

2
, 𝑋𝑘 +

𝑘2
2
, 𝑌𝑘 +

𝑚2

2
,… ) Δ𝑡,… , 

𝑘4 = 𝑓(𝑡𝑘 + Δ𝑡, 𝑋𝑘 + 𝑘3, 𝑌𝑘 +𝑚3, … )Δ𝑡, 

𝑚4 = 𝑔(𝑡𝑘 + Δ𝑡, 𝑋𝑘 + 𝑘3, 𝑌𝑘 +𝑚3, … )Δ𝑡, …, 
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1.2 Cхема дослiдження системи на стiйкiсть 

 

Розглянемо систему двох автономних звичайних диференцiйних рiвнянь 

загального вигляду: 

{

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦)

       (1) 

Розв’язком системи двох автономних звичайних диференцiйних рiвнянь є будь-

якi двi функцiiї 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), що задовiльняють цiй системi. Фазовою площиною 

називаєтеся площина з осями координат, на яких вiдкладено значення змiнних 

𝑥 i 𝑦, кожна точка площини вiдповiдає певному стану системи. Сукупнiсть 

точок на фазовiй площинi, положення яких вiдповiдає станам системi в процесi 

змiни в часi змiнних 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) вiдповiдно до рiвнянь дослiджуваної системi, 

називається фазовою траєкторiєю. Сукупнiсть фазових траєкторiй для рiзних 

початкових значень дає фазовий портрет системи. Побудова фазового портрета 

дозволяє зробити висновки про характер змiни змiнних 𝑥 i 𝑦, не знаючи 

аналiтичних рiшень вихiдної системи рiвнянь. Вираз для фазових траєкторiй в 

аналiтичному виглядi можна отримати, роздiливши друге з рiвнянь системи (1) 

на перше:  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑄(𝑥,𝑦)

𝑃(𝑥,𝑦)
      (2) 

Розв’язок цього рiвняння 𝑦 =  𝑦(𝑥, 𝑐), або в неявному виглядi 𝐹(𝑥, 𝑦)  =  𝑐, де 𝑐 

— стала iнтегрування, дає сiмейство iнтегральних кривих рiвняння (2) — 

фазових траєкторiй системи (1) на площинi 𝑂𝑌.  
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1.2.1 Стацiонарний стан системи 

 

Точка (𝑥̅, 𝑦̅), в якiй похiднi за часом змiнних 𝑥 i 𝑦 одночасно звертаються в нуль 

є особливою точкою (точкою покою).  

{
 
 

 
 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
|
𝑥,𝑦
= 𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑡
|
𝑥,𝑦
= 𝑄(𝑥̅, 𝑦̅) = 0

⟹ (𝑥̅, 𝑦̅) 

Особлива точка диференцiйних рiвнянь фазових траєкторiй системи (2) 

вiдповiдає стацiонарному стану системи (1).  



9 
 

1.2.2 Лiнеаризацiя системи звичайних диференцiйних рiвнянь 

 

Розглянемо характер поведiнки змiнних при деякому невеликому вiдхиленнi 

системи вiд стану рiвноваги (𝑥, 𝑦). Введемо новi змiннi 𝜉, 𝜂, визначивши їх як 

змiщення, вiдносно рiвноважних значень змiнних: 

𝑥 = 𝑥 + 𝜉, 𝑦 = 𝑦 + 𝜂      (3) 

Пiдставивши цi вирази в (1), отримаємо: 

{

𝑑𝑥̅

𝑑𝑡
+
𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑥̅ + 𝜉, 𝑦̅ + 𝜂)

𝑑𝑦̅

𝑑𝑡
+
𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥̅ + 𝜉, 𝑦̅ + 𝜂)

     (4) 

Так як 𝑥̅, 𝑦̅ — координати особливої точки, то 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0, тодi система рiвнянь 

вiдносно 𝜉 и 𝜂 буде мати вигляд:  

{

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑥̅ + 𝜉, 𝑦̅ + 𝜂)

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥̅ + 𝜉, 𝑦̅ + 𝜂)

      (5) 

Припустимо, що функцiї 𝑃 i 𝑄 неперервнi iмають 𝑛-i похiднi в точцi (𝜉0,0) =

(0, 0). Тодi ми можемо розкласти правi частини рiвнянь (5) в ряд Тейлора по 

змiнних 𝜉, 𝜂.  

{

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) + 𝑎𝜉 + 𝑏𝜂 + (𝑝11𝜉

2 + 2𝑝12𝜉𝜂 + 𝑝22𝜂
2 +⋯)

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥̅, 𝑦̅) + 𝑐𝜉 + 𝑑𝜂 + (𝑞11𝜉

2 + 2𝑝12𝜉𝜂 + 𝑝22𝜂
2 +⋯)

   (6) 

де 

 𝑎 = 𝑃𝜉
′(𝑥̅, 𝑦̅), 𝑏 = 𝑃𝜂

′(𝑥̅, 𝑦̅), 𝑐 = 𝑄𝜉
′ (𝑥̅, 𝑦̅), 𝑑 = 𝑄𝜂

′ (𝑥̅, 𝑦̅).   (7) 

Врахуємо, що за визначенням особливої точки 

𝑃(𝑥̅, 𝑦̅) = 0

𝑄(𝑥̅, 𝑦̅) = 0
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i вiдкинемо в рiвняннях нелiнiйнi члени (6). Отримаємо систему лiнiйних 

рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами, якi називаються лiнеаризованою системою 

або системою першого наближення: 

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝑎𝜉 + 𝑏𝜂

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑐𝜉 + 𝑑𝜂
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1.2.3 Характеристичне рівняння 

 

Лiнiйнiй системi двох диференцiйних рiвнянь (8) можна поставити у 

вiдповiднiсть детермiнант: 

|
(𝑎 − 𝜆) 𝑏
𝑐 (𝑑 − 𝜆)

|      (9) 

Розкриваючи визначник (9), отримаємо характеристичне рiвняння: 

𝜆2 − (𝑎 + 𝑑)𝜆 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = 0    (10) 

Коренi рiвняння (10) називаються власними числами визначника (9) або 

показниками Ляпунова: 

𝜆1,2 =
(𝑎+𝑑)±√(𝑎+𝑑)2−4(𝑎𝑑−𝑏𝑐)

2
     (11) 

Загальний розв’язок системи (8) можна представити у виглядi: 

𝜉(𝑡) = 𝐶11𝑒
𝜆1𝑡 + 𝐶12𝑒

𝜆2𝑡 , 𝜂(𝑡) = 𝐶21𝑒
𝜆1𝑡 + 𝐶22𝑒

𝜆2𝑡 

Якщо обидва коренi (11) мають вiд’ємну дiйсну частину, i, отже, усi рухи 

рiвнянь першого наближення (8) загасають, то стан рiвноваги стiйкий. Якщо 

навiть один корiнь має додатну дiйсну частину, то система (8) має зростаючi 

розв’язки, тобто стан рiвноваги нестiйкий. 
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1.2.4 Бiфуркацiйна дiаграма i типи фазових портретiв 

 

Отже, характеристичнi числа можуть бути дiйсними або 

комплексносполученими. Введемо позначення:  

𝜎 = (𝑎 + 𝑑);  Δ = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|     (12) 

Тодi характеристичне рiвняння запишеться у виглядi (10):  

𝜆2 − 𝜎𝜆 + Δ = 0      (13) 

Розглянемо площину 𝜎(Δ) i визначимо на нiй областi, вiдповiднi томi чи 

iншому типу стану рiвноваги, який визначається характером коренiв 

характеристичного рiвняння:  

𝜆1,2 =
𝜎 ± √𝜎2 − 4Δ

2
 

Видiлимо наступнi випадки (див. малюнок нижче): 

 

Рис. 1: Бiфуркацiйна дiаграма для системи лiнiйних рiвнянь (8) 
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  Таблиця 1.1: Опис станiв рiвноваги за допомогою систем нерiвностей 

Варiанти 1) – 5) описують так званi грубi стани рiвноваги. Якщо дiйснi частини 

одного або обох коренiв характеристичного рiвняння дорiвнюють нулю, то для 

грубого стану рiвноваги рiвняння (8) не дають вiдповiдi на питання про 

асимптотичну стiйкiсть за Ляпуновим, i необхiдно розглядати члени бiльш 

високого порядку малостi в розкладеннi в ряд Тейлора правих частин рiвнянь (6). 

У пiдсумку ми отримаємо дiаграму розбиття площини параметрiв 𝜎Δ на областi, 

вiдповiднi рiзним типам стану рiвноваги (рис. 4.2). Нагадаємо, що коефiцiєнти 

лiнiйної функцiї системи 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 обчислювалися як вiдповiднi частковi похiднi 

правих частин вихiдних нелiнiйних рiвнянь i є комбiнацiями параметрiв якоїсь 

похiдної моделi. При змiнi будь-якого параметра вихiдної нелiнiйної моделi 

будуть змiнюватися i коефiцiєнти вiдповiдної лiнiйної системi, отже будуть 

змiнюватися величини 𝜎, 𝛿. При переходi через осi координат характер фазового 

портрету якiсно змiнюється. Тому такi межi називаються бiфуркацiйними — по 

рiзнi боки вiд межi система має два якiсно рiзнi портрети i, вiдповiдно, двi рiзних 

типiв поведiнки. Потрiбно визначити, що бiфуркацiйними є тiльки тi переходи 

через осi координат, пiд час яких нестiйкий стан змiнюється стiйким або навпаки. 
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Оскiльки неможливо поступовою неперервною змiною фазового портрету 

перейти, наприклад, вiд вузла до сiдла або вiд нестiйкого фокусу до стiйкого. 

Переходи стiйкий вузол – стiйкий фокус (нестiйкий вузол – нестiйкий фокус) не 

є бiфуркацiйними, оскiльки можна поступовими неперервними змiнами 

фазового портрету перейти вiд вузла до фокусу. 
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1.2.5 Рiвняння сепаратрис 

 

Важливим елементом фазового портрету особливої точки типу «сiдло» є двi 

сепаратриси. Цi прямi завжди спрямованi уздовж власних векторiв матрицi 

коефiцiєнтiв лiнiйних рiвнянь системи:  

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) 

Нагадаємо, що власним вектором матрицi 𝑀, вiдповiдним власному числу 𝜆, 

називається будь-який вiдмiнний вiд нуля вектор 𝑥̅, який задовольняє рiвнянню 

𝑀𝑥̅  =  𝜆𝑥̅. Отже, прямi-сепаратриси задаються рiвнянням 

1) (𝑎 − 𝜆1,2)𝑥 + 𝑏𝑦 = 0 

або 

2) c𝑥 + (𝑑 − 𝜆1,2)𝑦 = 0 

де 𝜆1,2 — характеристичнi числа матрицi коефiцiєнтiв системи. Одному 

значенню λ вiдповiдає одна пряма. Якщо у виразах 1) i 2) коефiцiєнтiв при 𝑥 и 𝑦 

не рiвнi нулю, то вирази 1) i 2) спiвпадають и задають одну й ту саму пряму. 
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1.2.6 Метод ізоклін 

 

Для побудови фазового портрету користуються методом iзоклiн: на фазовiй 

площинi наносять лiнiї, якi перетинають дотичнi до iнтегральних кривих пiд 

певним кутом. Рiвняння iзоклiни виводиться з спiввiдношення:  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑄(𝑥,𝑦)

𝑃(𝑥,𝑦)
= 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡     (15) 

В рiвняннi (15) константа 𝐴 є тангенсом кута нахилу 𝐴 =  𝑡𝑔𝜑 дотичної до 

фазової траєкторiї. Через головнi iзоклiни (нуль-iзоклiни) дотичнi до фазових 

траєкторiй проходять пiд кутом 𝜑 =  0° (iзоклiна горизонтальних дотичних) и 

𝜑 =  90° (iзоклiна вертикальних дотичних). Для iзоклiни горизонтальних 

дотичних рiвняння (15) набуває вигляду: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑄(𝑥, 𝑦)

𝑃(𝑥, 𝑦)
= 𝑡𝑔0° = 0 

Для iзоклiни вертикальних дотичних:  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑄(𝑥,𝑦)

𝑃(𝑥,𝑦)
= 𝑡𝑔90° = ∞  або 𝑃(𝑥, 𝑦) = 0  
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РОЗДІЛ ІІ 
ЯКІСНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ МОДЕЛЕЙ 

 

2.1 Модель SLT 

 

Дана модель являє собою опис природньої динаміки епідемії, де уся популяція 

ділиться на чутливих (𝑆), носіїв латентної інфекції (𝐿) та інфекційних індивідів 

з активним туберкульозом (𝑇). Динаміка цих груп задається системою 

диференційних рівнянь: 

 

 

 
  Таблиця 2.1: Опис змінних моделі SLT 
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Знайдемо початкове розв’язання данної моделі, для цього прирівняємо праві 

частини нулю: 

{

Π − 𝛽𝑇𝑆 − 𝜇𝑆 = 0
(1 − 𝑝)𝛽𝑇𝑆 − 𝛿𝐿 − 𝜇𝐿 = 0

𝛿𝐿 + 𝑝𝛽𝑇𝑆 − (𝜇 + 𝜇𝑇)𝑇 = 0
 

Отримуємо вектор рішень 𝑋0 = {
Π

𝜇
, 0,0}. 

Для дослідження на стійкість знайдемо власні значення: 

|

−(𝛽𝑇 + 𝜇) (1 − 𝑝)𝛽𝑇 𝑝𝛽𝑇
0 −(𝛿 + 𝜇) 𝛿

−𝛽𝑆 (1 − 𝑝)𝛽𝑆 −(𝜇 + 𝜇𝑇) + 𝑝𝛽𝑆
| 

З урахуванням 𝑋0 отримуємо: 

|

−𝜇 − 𝜆 0 0

0 −(𝛿 + 𝜇) − 𝜆 𝛿

−
𝛽Π

𝜇

(1−𝑝)𝛽Π

𝜇
−(𝜇 + 𝜇𝑇) +

𝑝𝛽Π

𝜇
− 𝜆

|  =>, {

𝜆1 = −𝜇
𝜆2 = −(𝛿 + 𝜇)

𝜆3 = −(𝜇 + 𝜇𝑇) +
𝑝𝛽Π

𝜇

 

Так як усі розв’язки невід’ємні, дане рішення та система є стійкими. 
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2.2 Базова модель запропонована Борисовим та Романюхою 

 

Математична модель розповсюдження та контролю туберкульозу 

запропонована С. Є. Борисовим та А. А. Романюхой. Вперше модель юуда 

опублікова у 2004 році [2]. Оскільки вона орієнтована на моделювання 

епідеміології туберкульозу у СНГ, у її основу було покладено чотириключові 

особливості, що відображають схеми противотуберкульозних заходів, що 

застосовуються на території СНГ: 

 розрізняють БК- та БК+ форми туберкульозу, при чому БК- вважається 

ранньою стадією хвороби, що передує розвитку тяжких БК+ стадій. 

 Виліковані та самовилікові від туберкульозу прирівнюються до носіїв 

латентної інфекції. 

 Хворі розділяються на виявлених та невиявлених. 

 Переважна частина населення вважається вакцинованою БЦЖ. 

 

 

Перевагами такого підходу є: 

 Можливість розділенняу рамках моделі раннього та пізнього виявлення 

(виявлення БК- та БК+ хворих). 

 Облік відмінностей виявлених та невиявлених (а, відповідно, лікуємих та 

нелікуємих) хворих. 

 Розгляд епідемічних процесів лише серед дорослого населення, що знімає 

багато проблем із неоднорідністю властивостей хазяїв інфекції. 

 

В основі розглядаємої математичної моделі полягає розділення популяції, що 

моделюється, на 6 груп, чисельність яких залежить від часу 𝑡 та є змінними 

моделі: 
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 𝑆(𝑡) – неінфіковані збудниками туберкульозу 

 𝐿(𝑡) – інфіковані індивіди (носії латентної інфекції) 

 𝑇𝑛
𝑈(𝑡) – невиявлені хворі без бактеріовиділення (БК-) 

 𝑇𝑖
𝑈(𝑡) – невиявлені хворі із бактеріовиділення (БК+) 

 𝑇𝑛
𝑇(𝑡) – виявлені хворі без бактеріовиділення (БК-) 

 𝑇𝑖
𝑇(𝑡) – виявлені хворі із бактеріовиділення (БК+) 

 

Всередині кожної групи усі індивіди рахуються ідентичними за своїми 

властивостями. У силу масової вакцинації БЦЖ населення на території країн 

колишнього СРСР, що призводить до зниження дитячої захворюваності 

туберкульозом до пренебрижимо малого рівня, у модеолюючу популяцію були 

враховані індивіди старше 15 років. А молодь, що досягла 15 років може 

поповнити групи 𝑆 та 𝐿, але не групу хворих 𝑇. У якості хворроби 

розглядається лише туберкульоз органів дихання, тому що внелегеневий 

туберкульоз значно більш рідкий та не привносить вагомого вкладу у подальше 

розповсюдження інфекції. 

 

Неінфіковані індивіди 𝑆 вважаються схильними до інфікування, що призводить 

або до швидкого прогресування хвороби, або до переводу у групу латентних 

носіїв 𝐿. У інфікованих індивідів активний туберкульоз може розвиватися як у 

результаті ендогенної активації (із постійною питомою швидкістю), так й через 

екзогенне суперінфікування (питома швидкість пропорційна силі інфекції). Усі 

захворівши індивіди включаються до групи 𝑇𝑛
𝑈, тобто враховується, що будь-

яка туберкульозна хвороба починає із форм без бактеріовиділення  та поза 

«зоною видимості» противотуберкульозних установ. Формальним критерієм 

подальшого прогресування захворювання є розвиток бактеріовиділення (а, 

відповідно, й перехід до групи 𝑇𝑖
𝑈). Передбачається, що це відбувається із 

постійною питомою швидкістю. Процеси спонтанного припинення 

бактеріовиділення (перехід із 𝑇𝑖
𝑈 до 𝑇𝑛

𝑈) та спонтанного самовилікування 



22 
 

(перехід із 𝑇𝑛
𝑈 до 𝐿) також вважаються такими, що відбуваються із постійними 

питомими швидкостями. Індивіди з груп 𝑆 та 𝐿 схильні лише до 

середньопопуляційному ризику смерті від нетуберкульозних причин. Хворі з 

груп  𝑇𝑛
𝑈 и 𝑇𝑖

𝑈 крім среднепопуляціонного ризику смерті від нетуберкульозних 

причин схильні до додаткового ризику смерті, пов'язаного з активним 

туберкульозом (у групі 𝑇𝑖
𝑈 він вище, у 𝑇𝑛

𝑈 – нижче). Хворі з груп 𝑇𝑛
𝑈 та 𝑇𝑖

𝑈 

можуть бути виявлені протитуберкульозними закладами та спрямовані на 

лікування, що моделюється за допомогою переказу виявлених хворих в групи 

𝑇𝑛
𝑇та 𝑇𝑖

𝑇 відповідно. Процеси розвитку і припинення бактеріовиділення, а також 

клінічного лікування (що переводить індивідів з 𝑇𝑛
𝑇 до 𝐿) визначаються 

постійними питомими швидкостями, але їх значення відрізняються від значень 

відповідних швидкостей для невиявлених (а значить, і не одержують лікування) 

хворих. Виявлені (отримують лікування) хворі схильні як 

среднепопуляціонному ризику смерті від нетуберкульозних причин, так і до 

додаткового ризику смерті від причин, пов'язаних з туберкульозом (нижчу, ніж 

відповідний ризик для невиявлених хворих). Вид залежності сили інфекції від 

змінних моделі (численностей груп) може варіювати, але важливим 

припущенням є те, що виявлені бактеріовиделітелі (𝑇𝑖
𝑇) являють собою 

набагато меншу епідеміологічну небезпеку, ніж невиявлені бактеріовиделітелі 

(𝑇𝑖
𝑈 ). Це пов'язано з тим, що отримує ефективному лікування 

бактеріовиділювач різко знижує або повністю припиняє бактеріовиділення 

через кілька тижнів або місяців терапії, хоча з точки зору формального обліку 

він продовжує вважатися бактеріовидільником порядку року. Крім того в 

моделі закладена можливість обліку міграційного відтоку і припливу індивідів з 

і в усі групи. Таким чином, чисельність груп моделі підпорядковується системі 

нелінійних звичайних диференціальних рівнянь (2.1) - (2.6), принцип побудови 

яких буде описаний далі. Параметри, які використовуються в рівняннях (2.1) - 

(2.6) перераховані в табл. 2.1, блок-схеми моделі наведені на рис. 2.1 і 2.2 
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  Таблиця 2.2: Опис змінних базової моделі 
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  Таблиця 2.3: Блок-схема моделі (2.1)-(2.6) 

 
Таблиця 2.4: Спрощена схема моделі (2.1)-(2.6). Потоки смертності та міграції не показані 
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Рівняння базової моделі будуються на основі принципу збереження кількості 

індивідів. Повна чисельність моделюється популяції може змінюватися тільки 

за рахунок процесів, природним чином впливають на її чисельність (приплив 

молоді (народження), смерть, міграційні приплив і відтік). Всі інші процеси (по 

в'язані з інфікуванням, розвитком, прогресом або лікуванням від туберкульозу, 

а також виявлення хворих) лише переміщають індивідів з однієї групи в іншу, 

зберігаючи повну чисельність моделюється популяції. 

Чисельність групи неінфікованих індивідів 𝑺 підпорядковується  рівнянню 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
 =  𝑓𝑆 (𝑡) − (𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖

𝑇  ) +  µ +  𝑒)𝑆, 

у якому функція 𝑓𝑆 (𝑡) задає приплив неінфікованих індивідів в популяцію (як в 

результаті припливу молоді, що досягає 15-річного віку, так і за рахунок 

міграції), а член −(𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇  )  +  µ +  𝑒)𝑆 визначає зменшення чисельності 

цієї групи за рахунок інфікування −(𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇  )  +  µ +  𝑒)𝑆, смерті від 

нетуберкульозних причин (−µ𝑆 ) і міграційного відтоку (−𝑒𝑆 ). 

Чисельність групи носіїв латентної інфекції 𝑳 підпорядковується рівнянню 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝑓𝐿 (𝑡)(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖

𝑇 ) + (1 − 𝑝)𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇  )𝑆 + 𝛾𝐿𝑇𝑛

𝑈 + 𝛾𝐿0𝑇𝑛
𝑇 − 

− (𝛿 +  𝑝𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇) + µ +  𝑒)𝐿, 

де 𝑓𝐿 (𝑡)(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇 ) визначає приплив інфікованих індивідів (інфікованої 

молоді, що досягає 15-річного віку і інфікованих мігрантів) (1 −

 𝑝)𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇)𝑆 описує приплив зазнали первинного інфікування, але не 

розвинули активної хвороби незабаром після цього, 𝛾𝐿𝑇𝑛
𝑈 задає приплив 

спонтанно самовилікуватися від туберкульозу, а 𝛾𝐿0𝑇𝑛
𝑇– вилікувалися з числа 

що знаходяться на лікуванні, член −(𝛿 +  𝑝𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇))𝐿 визначає 

зменшення кількості носіїв латентної інфекції в результаті ендогенної активації 

– 𝛿𝐿 і екзогенного суперінфікування −(𝛿 +  𝑝𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇))𝐿, а члени −µ𝐿 та -
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𝑒𝐿 – в результаті смерті від нетуберкульозних причин і міграційного відтоку. 

Відзначимо, що ймовірність розвитку хвороби в результаті суперінфікування 

вважається рівної ймовірності швидкого прогресування туберкульозу після 

первинного інфікування. 

Чисельність групи невиявлених хворих без бактеріовиділення 𝑻𝒏
𝑼 

підпорядковується рівнянню 

𝑑𝑇𝑛
𝑈

𝑑𝑡
 =  𝑓𝑛𝑈(𝑡) +  𝑝𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖

𝑇)𝑆 + (𝛿 +  𝑝𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇  )) 𝐿 + 

+𝛾𝑛𝑇𝑖
𝑈 – (𝜑𝑛  +  𝛾𝐿  +  𝛿𝑖  +  µ𝑛𝑈  +  𝑒𝑛𝑈)𝑇𝑛

𝑈, 

в якому за допомогою функції 𝑓𝑛𝑈(𝑡) моделюється приплив невиявлених БК-

хворих ззовні популяції, вираз 𝑝𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇)𝑆 + 𝑝𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖

𝑇 )𝐿  задає 

приплив індивідів, у яких розвинувся активний туберкульоз (в результаті 

швидкого прогресування, ендогенної активації або екзогенного 

суперінфікування), 𝛾𝑛𝑇𝑖
𝑈 визначає приплив спонтанно припинили 

бактеріовиділення невиявлених хворих і член − (𝜑𝑛  +  𝛾𝐿  +  𝛿𝑖  +  µ𝑛𝑈  +

 𝑒𝑛𝑈)𝑇𝑛
𝑈 моделює спадання чисельності групи 𝑇𝑛

𝑈 в результаті виявлення 

(−𝜑𝑛 𝑇𝑛
𝑈), спонтанного самозцілення (−𝛾𝐿 𝑇𝑛

𝑈), прогресування хвороби і 

розвитку бактеріовиділення (−𝛿𝑖  𝑇𝑛
𝑈), смерті (−µ𝑛𝑈 𝑇𝑛

𝑈) та міграційного 

відтоку (−𝑒𝑛𝑈 𝑇𝑛
𝑈). 

Чисельність групи невиявленх хворих із бактеріовиділенням 𝑻𝒊
𝑼 

підпорядковується рівнянню 

𝑑𝑇𝑖
𝑈

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖𝑈(𝑡) + 𝛿𝑖𝑇𝑛

𝑈 − (𝜑𝑖 + 𝛾𝑛 + µ𝑖𝑈 + 𝑒𝑖𝑈)𝑇𝑖
𝑈, 

де 𝑓𝑖𝑈(𝑡) задає приплив невиявлених БК + хворих ззовні популяції, 𝛿𝑖𝑇𝑛
𝑈 

визначає приплив за рахунок розвитку бактеріовиділення у невиявлених БК 

хворих (𝑇𝑛
𝑈), а за допомогою виразу −(𝜑𝑖 + 𝛾𝑛 + µ𝑖𝑈 + 𝑒𝑖𝑈)𝑇𝑖

𝑈 моделюється 

зменшення кількості невиявлених БК + хворих в результаті виявлення 
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(−𝜑𝑖𝑇𝑖
𝑈), спонтанного припинення бактеріовиділення (−𝛾𝑛𝑇𝑖

𝑈), смерті 

(−µ𝑖𝑈𝑇𝑖
𝑈) і міграційного відтоку (−𝑒𝑖𝑈𝑇𝑖

𝑈). 

Чисельність групи виявлених хворих без бактеріовиділення 𝑻𝒏
𝑻 

підпорядковується рівнянню 

𝑑𝑇𝑛
𝑇

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛𝑇(𝑡) + 𝛾𝑛0𝑇𝑖

𝑇 + 𝜑𝑛𝑇𝑛
𝑈 − (𝛾𝐿0 + 𝛿𝑖0 + µ𝑛𝑇 + 𝑒𝑛𝑇)𝑇𝑛

𝑇, 

у якому 𝑓𝑛𝑇(𝑡) визначає приплив виявлених БК-хворих ззовні популяції, 𝛾𝑛0𝑇𝑖
𝑇 

задає приплив виявлених хворих індивідів, які припинили бактеріовиділення 

(спонтанно або в результаті лікування), 𝜑𝑛𝑇𝑛
𝑈 – потік виявлення БК-хворих, а 

член −(𝛾𝐿0 + 𝛿𝑖0 + µ𝑛𝑇 + 𝑒𝑛𝑇)𝑇𝑛
𝑇 визначає зменшення чисельності групи 𝑇𝑛

𝑇 за 

рахунок лікування (−𝛾𝐿0𝑇𝑛
𝑇), прогресування хвороби і розвитку 

бактеріовиділення (−𝛿𝑖0𝑇𝑛
𝑇), смерті (−µ𝑛𝑇𝑇𝑛

𝑇) і міграційного відтоку (−𝑒𝑛𝑇𝑇𝑛
𝑇). 

Чисельність групи виявлених хворих з бактеріовиділенням 𝑻𝒊
𝑻 

підпорядковується рівнянню 

𝑑𝑇𝑖
𝑇

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖𝑇(𝑡) + 𝛿𝑖0𝑇𝑛

𝑇 + 𝜑𝑖𝑇𝑖
𝑈 − (𝛾𝑛0 + µ𝑖𝑇 + 𝑒𝑖𝑇)𝑇𝑖

𝑇 , 

де 𝑓𝑖𝑇(𝑡) задає приплив виявлених БК + хворих ззовні популяції, 𝛿𝑖0𝑇𝑛
𝑇 визначає 

приплив за рахунок розвитку бактеріовиділення у виявлених БК хворих (𝑇𝑛
𝑇), 

𝜑𝑖𝑇𝑖
𝑈 – потік виявлення БК + хворих, а вираз −(𝛾𝑛0 + µ𝑖𝑇 + 𝑒𝑖𝑇)𝑇𝑖

𝑇 задає 

зменшення кількості виявлених БК + хворих за рахунок припинення 

бактеріовиділення (−𝛾𝑛0𝑇𝑖
𝑇), смерті (−µ𝑖𝑇𝑇𝑖

𝑇) і міграційного відтоку (−𝑒𝑖𝑇𝑇𝑖
𝑇). 

Початкові умови і всі коефіцієнти, використовувані в рівняннях (2.1)-(2.6), є 

невід'ємними величинами; функції 𝜆(𝑡, 𝑆, . . . , 𝑇𝑖
𝑇) і 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = {𝑆, 𝐿, 𝑛𝑈, 𝑖𝑈, 𝑛𝑇, 𝑖𝑇} 

також є невід'ємними і досить гладкими. 
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ВИСНОВКИ 

В роботі були проведені дослідження математичних моделей – класичної SLT 

моделі та базової моделі розповсюдження туберкульозу, що була 

запропонована С. Є. Борисовим та А. А. Романюхой. При чисельних 

дослідженнях були построєні рішення відповідних математичних моделей, при 

якісних – були знайдені стаціонарні розв’язки моделей та досліджено їх на 

стійкість. 
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Додаток А 

Машинне дослідження на стійкість системи. 
from scipy.integrate import odeint 

import matplotlib.pyplot as plt 

import numpy as np 

import math 

 

 

h1 = 2 #-b * S* 

h2 = 0.8 #(lambda + mu + epsilon) * S* 

 

h3 = 0.5 #f_L 

h4 = 10 #(lambda - p*lambda) * S* 

h5 = 8 #gama_L * T_n_U* 

h6 = 2 #gama_L0 * T_n_T* 

h7 = 0.12 #(delta + p*lambda + mu + epsilon) * L* 

 

h8 = 0.8 #f_n_U 

h9 = 0 #p*lambda * S* 

h10 = 10000 #(delta + p*lambda) * L* 

h11 = 10000 #gama_n * t_i_U* 

h12 = 0.17 #(phi_n + gama_L + delta_i + mu_n_U + epsilon_n_U) * T_n_U* 

 

h13 = 0.17 #f_i_U 

h14 = 0.5 #delta_i * T_n_U* 

h15 = 0.17 #(phi_i + gama_n + mu_i_U + epsilon_i_U) * T_i_U* 

 

h16 = 10 #f_n_T 

h17 = 0.12 #gama_n0 * T_i_T* 

h18 = 8 #phi_n * T_n_U* 

h19 = 0.17 #(gama_L0 + delta_i0 + mu_n_T + epsilon_n_T) * T_n_T* 

 

h20 = 10 #f_i_T 

h21 = 0.12 #delta_i0 * T_n_T* 

h22 = 8 #phi_i * T_i_U* 

h23 = 0.17 #(gama_n0 + mu_i_T + epsilon_i_T) * T_i_T* 

 

 

def S(s): 

    return h1 - h2*s 

 

def L(s, t_n_U, t_n_T, l): 

    return h3 + h4*s + h5*t_n_U + h6*t_n_T - h7*l 

 

def T_n_U(s, l, t_i_U, t_n_U): 

    return h8 + h9*s + h10*l + h11*t_i_U - h12*t_n_U 
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def T_i_U(t_n_U, t_i_U): 

    return h13 + h14*t_n_U - h15*t_i_U 

 

def T_n_T(t_i_T, t_n_U, t_n_T): 

    return h16 + h17*t_i_T + h18*t_n_U - h19*t_n_T 

 

def T_i_T(t_n_T, t_i_U, t_i_T): 

    return h20 + h21*t_n_T + h22*t_i_U - h23*t_i_T 

 

def rungeKutta(y0, time0, time, step): 

    s, l, t_n_U, t_i_U, t_n_T, t_i_T = y0 

    dotsS = [] 

    dotsL = [] 

    dotsT_n_U = [] 

    dotsT_i_U = [] 

    dotsT_n_T = [] 

    dotsT_i_T = [] 

    dotsS.append(s) 

    dotsL.append(l) 

    dotsT_n_U.append(t_n_U) 

    dotsT_i_U.append(t_i_U) 

    dotsT_n_T.append(t_n_T) 

    dotsT_i_T.append(t_i_T) 

 

    ready = 0 

    print('Runge:') 

    for t in np.arange(time0, time, step): 

        readyTmp = int(t / time * 100) 

        if(ready != readyTmp): 

            ready = readyTmp 

            print(ready, '%') 

        koefS = [] 

        koefL = [] 

        koefT_n_U = [] 

        koefT_i_U = [] 

        koefT_n_T = [] 

        koefT_i_T = [] 

 

         

        #first koef[0] 

        koefS.append(S(s) * step) 

        koefL.append(L(s, t_n_U, t_n_T, l) * step) 

        koefT_n_U.append(T_n_U(s, l, t_i_U, t_n_U) * step) 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U, t_i_U) * step) 

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T, t_n_U, t_n_T) * step) 

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T, t_i_U, t_i_T) * step) 

 

         

        #second koef[1] 
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        koefS.append(S(s + (1/4) * koefS[0]) * step) 

        koefL.append(L(s + (1/4) * koefS[0], t_n_U + (1/4) * koefT_n_U[0], t_n_T + 

(1/4) * koefT_n_T[0], l + (1/4) * koefL[0]) * step) 

        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (1/4) * koefS[0], l + (1/4) * koefL[0], t_i_U + 

(1/4) * koefT_i_U[0], t_n_U + (1/4) * koefT_n_U[0]) * step) 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (1/4) * koefT_n_U[0], t_i_U + (1/4) * koefT_

i_U[0]) * step) 

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (1/4) * koefT_i_T[0], t_n_U + (1/4) * koefT_

n_U[0], t_n_T + (1/4) * koefT_n_T[0]) * step) 

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (1/4) * koefT_n_T[0], t_i_U + (1/4) * koefT_

i_U[0], t_i_T + (1/4) * koefT_i_T[0]) * step) 

         

         

        #third koef[2] 

        koefS.append(S(s + (3/32) * koefS[0] + (9/32) * koefS[1]) * step) 

        koefL.append(L(s + (3/32) * koefS[0] + (9/32) * koefS[1], t_n_U + (3/32) * 

koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1], t_n_T + (3/32) * koefT_n_T[0] + (9/32) * koef

T_n_T[1], l + (3/32) * koefL[0] + (9/32) * koefL[1]) * step) 

        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (3/32) * koefS[0] + (9/32) * koefS[1], l + (3/32

) * koefL[0] + (9/32) * koefL[1], t_i_U + (3/32) * koefT_i_U[0] + (9/32) * koefT_i_

U[1], t_n_U + (3/32) * koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1]) * step) 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (3/32) * koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1

], t_i_U + (3/32) * koefT_i_U[0] + (9/32) * koefT_i_U[1]) * step) 

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (3/32) * koefT_i_T[0] + (9/32) * koefT_i_T[1

], t_n_U + (3/32) * koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1], t_n_T + (3/32) * koefT_n_

T[0] + (9/32) * koefT_n_T[1]) * step) 

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (3/32) * koefT_n_T[0] + (9/32) * koefT_n_T[1

], t_i_U + (3/32) * koefT_i_U[0] + (9/32) * koefT_i_U[1], t_i_T + (3/32) * koefT_i_

T[0] + (9/32) * koefT_i_T[1]) * step) 

         

         

        #forth koef[3] 

 

        koefS.append(S(s + (1932/2197) * koefS[0] - (7200/2197) * koefS[1] + (7296/

2197) * koefS[2]) * step) 

         

        koefL.append(L(s + (1932/2197) * koefS[0] - (7200/2197) * koefS[1] + (7296/

2197) * koefS[2], 

                       t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * koefT_n_U

[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2], 

                       t_n_T + (1932/2197) * koefT_n_T[0] - (7200/2197) * koefT_n_T

[1] + (7296/2197) * koefT_n_T[2], 

                       l + (1932/2197) * koefL[0] - (7200/2197) * koefL[1] + (7296/

2197) * koefL[2]) * step) 

         

        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (1932/2197) * koefS[0] - (7200/2197) * koefS[1] 

+ (7296/2197) * koefS[2], 

                               l + (1932/2197) * koefL[0] - (7200/2197) * koefL[1] 

+ (7296/2197) * koefL[2], 
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                               t_i_U + (1932/2197) * koefT_i_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_U[1] + (7296/2197) * koefT_i_U[2], 

                               t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_U[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2]) * step) 

 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_U[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2], 

                               t_i_U + (1932/2197) * koefT_i_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_U[1] + (7296/2197) * koefT_i_U[2]) * step) 

         

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (1932/2197) * koefT_i_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_T[1] + (7296/2197) * koefT_i_T[2], 

                               t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_U[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2], 

                               t_n_T + (1932/2197) * koefT_n_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_T[1] + (7296/2197) * koefT_n_T[2]) * step) 

         

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (1932/2197) * koefT_n_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_T[1] + (7296/2197) * koefT_n_T[2], 

                               t_i_U + (1932/2197) * koefT_i_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_U[1] + (7296/2197) * koefT_i_U[2], 

                               t_i_T + (1932/2197) * koefT_i_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_T[1] + (7296/2197) * koefT_i_T[2]) * step) 

 

        #fifth koef[4] 

 

        koefS.append(S(s + (439/216) * koefS[0] - 8 * koefS[1] + (3680/513) * koefS

[2] - (845/4104) * koefS[3]) * step) 

         

        koefL.append(L(s + (439/216) * koefS[0] - 8 * koefS[1] + (3680/513) * koefS

[2] - (845/4104) * koefS[3], 

                       t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] + (3680/

513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3], 

                       t_n_T + (439/216) * koefT_n_T[0] - 8 * koefT_n_T[1] + (3680/

513) * koefT_n_T[2] - (845/4104) * koefT_n_T[3], 

                       l + (439/216) * koefL[0] - 8 * koefL[1] + (3680/513) * koefL

[2] - (845/4104) * koefL[3]) * step) 

         

        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (439/216) * koefS[0] - 8 * koefS[1] + (3680/513)

 * koefS[2] - (845/4104) * koefS[3], 

                               l + (439/216) * koefL[0] - 8 * koefL[1] + (3680/513)

 * koefL[2] - (845/4104) * koefL[3], 

                               t_i_U + (439/216) * koefT_i_U[0] - 8 * koefT_i_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_U[2] - (845/4104) * koefT_i_U[3], 

                               t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3]) * step) 

         

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3], 
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                               t_i_U + (439/216) * koefT_i_U[0] - 8 * koefT_i_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_U[2] - (845/4104) * koefT_i_U[3]) * step) 

         

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (439/216) * koefT_i_T[0] - 8 * koefT_i_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_T[2] - (845/4104) * koefT_i_T[3], 

                               t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3], 

                               t_n_T + (439/216) * koefT_n_T[0] - 8 * koefT_n_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_T[2] - (845/4104) * koefT_n_T[3]) * step) 

         

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (439/216) * koefT_n_T[0] - 8 * koefT_n_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_T[2] - (845/4104) * koefT_n_T[3], 

                               t_i_U + (439/216) * koefT_i_U[0] - 8 * koefT_i_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_U[2] - (845/4104) * koefT_i_U[3], 

                               t_i_T + (439/216) * koefT_i_T[0] - 8 * koefT_i_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_T[2] - (845/4104) * koefT_i_T[3]) * step) 

 

        #sixth koef[5] 

 

        koefS.append(S(s - (8/27) * koefS[0] + 2 * koefS[1] - (3544/2565) * koefS[2

] + (1859/4104) * koefS[3] - (11/40) * koefS[4]) * step) 

 

        koefL.append(L(s - (8/27) * koefS[0] + 2 * koefS[1] - (3544/2565) * koefS[2

] + (1859/4104) * koefS[3] - (11/40) * koefS[4], 

                       t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (3544/256

5) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4], 

                       t_n_T - (8/27) * koefT_n_T[0] + 2 * koefT_n_T[1] - (3544/256

5) * koefT_n_T[2] + (1859/4104) * koefT_n_T[3] - (11/40) * koefT_n_T[4], 

                       l - (8/27) * koefL[0] + 2 * koefL[1] - (3544/2565) * koefL[2

] + (1859/4104) * koefL[3] - (11/40) * koefL[4]) * step) 

         

        koefT_n_U.append(T_n_U(s - (8/27) * koefS[0] + 2 * koefS[1] - (3544/2565) *

 koefS[2] + (1859/4104) * koefS[3] - (11/40) * koefS[4], 

                               l - (8/27) * koefL[0] + 2 * koefL[1] - (3544/2565) *

 koefL[2] + (1859/4104) * koefL[3] - (11/40) * koefL[4], 

                               t_i_U - (8/27) * koefT_i_U[0] + 2 * koefT_i_U[1] - (

3544/2565) * koefT_i_U[2] + (1859/4104) * koefT_i_U[3] - (11/40) * koefT_i_U[4], 

                               t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (

3544/2565) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4]) * 

step) 

         

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (

3544/2565) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4], 

                               t_i_U - (8/27) * koefT_i_U[0] + 2 * koefT_i_U[1] - (

3544/2565) * koefT_i_U[2] + (1859/4104) * koefT_i_U[3] - (11/40) * koefT_i_U[4]) * 

step) 

         

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T - (8/27) * koefT_i_T[0] + 2 * koefT_i_T[1] - (

3544/2565) * koefT_i_T[2] + (1859/4104) * koefT_i_T[3] - (11/40) * koefT_i_T[4], 
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                               t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (

3544/2565) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4], 

                               t_n_T - (8/27) * koefT_n_T[0] + 2 * koefT_n_T[1] - (

3544/2565) * koefT_n_T[2] + (1859/4104) * koefT_n_T[3] - (11/40) * koefT_n_T[4]) * 

step) 

         

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T - (8/27) * koefT_n_T[0] + 2 * koefT_n_T[1] - (

3544/2565) * koefT_n_T[2] + (1859/4104) * koefT_n_T[3] - (11/40) * koefT_n_T[4], 

                               t_i_U - (8/27) * koefT_i_U[0] + 2 * koefT_i_U[1] - (

3544/2565) * koefT_i_U[2] + (1859/4104) * koefT_i_U[3] - (11/40) * koefT_i_U[4], 

                               t_i_T - (8/27) * koefT_i_T[0] + 2 * koefT_i_T[1] - (

3544/2565) * koefT_i_T[2] + (1859/4104) * koefT_i_T[3] - (11/40) * koefT_i_T[4]) * 

step) 

 

        s += (16/135) * koefS[0] + (6656/12825) * koefS[2] + (28561/56430) * koefS[

3] - (9/50) * koefS[4] + (2/55) * koefS[5] 

        l += (16/135) * koefL[0] + (6656/12825) * koefL[2] + (28561/56430) * koefL[

3] - (9/50) * koefL[4] + (2/55) * koefL[5] 

        t_n_U += (16/135) * koefT_n_U[0] + (6656/12825) * koefT_n_U[2] + (28561/564

30) * koefT_n_U[3] - (9/50) * koefT_n_U[4] + (2/55) * koefT_n_U[5] 

        t_i_U += (16/135) * koefT_i_U[0] + (6656/12825) * koefT_i_U[2] + (28561/564

30) * koefT_i_U[3] - (9/50) * koefT_i_U[4] + (2/55) * koefT_i_U[5] 

        t_n_T += (16/135) * koefT_n_T[0] + (6656/12825) * koefT_n_T[2] + (28561/564

30) * koefT_n_T[3] - (9/50) * koefT_n_T[4] + (2/55) * koefT_n_T[5] 

        t_i_T += (16/135) * koefT_i_T[0] + (6656/12825) * koefT_i_T[2] + (28561/564

30) * koefT_i_T[3] - (9/50) * koefT_i_T[4] + (2/55) * koefT_i_T[5] 

                

        if (math.isnan(s)): 

            dotsS.append(0) 

        else: 

            dotsS.append(s) 

        if (math.isnan(l)): 

            dotsL.append(0) 

        else: 

            dotsL.append(l) 

        if (math.isnan(t_n_U)): 

            dotsT_n_U.append(0) 

        else: 

            dotsT_n_U.append(t_n_U) 

        if (math.isnan(t_i_U)): 

            dotsT_i_U.append(0) 

        else: 

            dotsT_i_U.append(t_i_U) 

        if (math.isnan(t_n_T)): 

            dotsT_n_T.append(0) 

        else: 

            dotsT_n_T.append(t_n_T) 

        if (math.isnan(t_i_T)): 

            dotsT_i_T.append(0) 
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        else: 

            dotsT_i_T.append(t_i_T) 

         

        koefS.clear() 

        koefL.clear() 

        koefT_n_U.clear() 

        koefT_i_U.clear() 

        koefT_n_T.clear() 

        koefT_i_T.clear() 

 

    return [dotsS, dotsL, dotsT_n_U, dotsT_i_U, dotsT_n_T, dotsT_i_T] 

     

def countAccuracy(y1, y2, t1, t2): #suppose y1 is shorter 

    err = [] 

    time = [] 

    for i in range(len(t2)): 

        j = np.where(t1 == t2[i])[0] 

        if (j.size != 0): 

            err.append(abs(y2[i] - y1[j[0]]) / 15) 

            time.append(t1[j]) 

    plt.plot(time, err, label = 'Runge error estimate 0') 

     

def modified_runge(y0, time0, time, step, eps, mu, control, mult): 

    s, l, t_n_U, t_i_U, t_n_T, t_i_T = y0 

    #v2, f2 = v, f 

    dotsS = [] 

    dotsL = [] 

    dotsT_n_U = [] 

    dotsT_i_U = [] 

    dotsT_n_T = [] 

    dotsT_i_T = [] 

    dotsS.append(s) 

    dotsL.append(l) 

    dotsT_n_U.append(t_n_U) 

    dotsT_i_U.append(t_i_U) 

    dotsT_n_T.append(t_n_T) 

    dotsT_i_T.append(t_i_T) 

     

    ES = [] 

    EL = [] 

    ET_n_U = [] 

    ET_i_U = [] 

    ET_n_T = [] 

    ET_i_T = [] 

    ES.append(0.0) 

    EL.append(0.0) 

    ET_n_U.append(0.0) 

    ET_i_U.append(0.0) 

    ET_n_T.append(0.0) 

    ET_i_T.append(0.0) 
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    t = time0 

    timeVec = [] 

    timeVec.append(t) 

    ready = 0; 

    print('Modified Runge:') 

    while(t < time): 

        readyTmp = int(t/time*100); 

        if (ready != readyTmp): 

            ready = readyTmp 

            print(ready, '%') 

        koefS = [] 

        koefL = [] 

        koefT_n_U = [] 

        koefT_i_U = [] 

        koefT_n_T = [] 

        koefT_i_T = [] 

         

        #first koef[0] 

        koefS.append(S(s) * step) 

        koefL.append(L(s, t_n_U, t_n_T, l) * step) 

        koefT_n_U.append(T_n_U(s, l, t_i_U, t_n_U) * step) 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U, t_i_U) * step) 

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T, t_n_U, t_n_T) * step) 

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T, t_i_U, t_i_T) * step) 

 

        #print('first koef pased') 

         

        #second koef[1] 

        koefS.append(S(s + (1/4) * koefS[0]) * step) 

        koefL.append(L(s + (1/4) * koefS[0], t_n_U + (1/4) * koefT_n_U[0], t_n_T + 

(1/4) * koefT_n_T[0], l + (1/4) * koefL[0]) * step) 

        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (1/4) * koefS[0], l + (1/4) * koefL[0], t_i_U + 

(1/4) * koefT_i_U[0], t_n_U + (1/4) * koefT_n_U[0]) * step) 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (1/4) * koefT_n_U[0], t_i_U + (1/4) * koefT_

i_U[0]) * step) 

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (1/4) * koefT_i_T[0], t_n_U + (1/4) * koefT_

n_U[0], t_n_T + (1/4) * koefT_n_T[0]) * step) 

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (1/4) * koefT_n_T[0], t_i_U + (1/4) * koefT_

i_U[0], t_i_T + (1/4) * koefT_i_T[0]) * step) 

         

        #print('second koef pased') 

         

        #third koef[2] 

        koefS.append(S(s + (3/32) * koefS[0] + (9/32) * koefS[1]) * step) 

        koefL.append(L(s + (3/32) * koefS[0] + (9/32) * koefS[1], t_n_U + (3/32) * 

koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1], t_n_T + (3/32) * koefT_n_T[0] + (9/32) * koef

T_n_T[1], l + (3/32) * koefL[0] + (9/32) * koefL[1]) * step) 
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        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (3/32) * koefS[0] + (9/32) * koefS[1], l + (3/32

) * koefL[0] + (9/32) * koefL[1], t_i_U + (3/32) * koefT_i_U[0] + (9/32) * koefT_i_

U[1], t_n_U + (3/32) * koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1]) * step) 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (3/32) * koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1

], t_i_U + (3/32) * koefT_i_U[0] + (9/32) * koefT_i_U[1]) * step) 

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (3/32) * koefT_i_T[0] + (9/32) * koefT_i_T[1

], t_n_U + (3/32) * koefT_n_U[0] + (9/32) * koefT_n_U[1], t_n_T + (3/32) * koefT_n_

T[0] + (9/32) * koefT_n_T[1]) * step) 

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (3/32) * koefT_n_T[0] + (9/32) * koefT_n_T[1

], t_i_U + (3/32) * koefT_i_U[0] + (9/32) * koefT_i_U[1], t_i_T + (3/32) * koefT_i_

T[0] + (9/32) * koefT_i_T[1]) * step) 

         

        #print('third koef pased') 

         

        #forth koef[3] 

 

        koefS.append(S(s + (1932/2197) * koefS[0] - (7200/2197) * koefS[1] + (7296/

2197) * koefS[2]) * step) 

         

        koefL.append(L(s + (1932/2197) * koefS[0] - (7200/2197) * koefS[1] + (7296/

2197) * koefS[2], 

                       t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * koefT_n_U

[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2], 

                       t_n_T + (1932/2197) * koefT_n_T[0] - (7200/2197) * koefT_n_T

[1] + (7296/2197) * koefT_n_T[2], 

                       l + (1932/2197) * koefL[0] - (7200/2197) * koefL[1] + (7296/

2197) * koefL[2]) * step) 

         

        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (1932/2197) * koefS[0] - (7200/2197) * koefS[1] 

+ (7296/2197) * koefS[2], 

                               l + (1932/2197) * koefL[0] - (7200/2197) * koefL[1] 

+ (7296/2197) * koefL[2], 

                               t_i_U + (1932/2197) * koefT_i_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_U[1] + (7296/2197) * koefT_i_U[2], 

                               t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_U[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2]) * step) 

 

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_U[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2], 

                               t_i_U + (1932/2197) * koefT_i_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_U[1] + (7296/2197) * koefT_i_U[2]) * step) 

         

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (1932/2197) * koefT_i_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_T[1] + (7296/2197) * koefT_i_T[2], 

                               t_n_U + (1932/2197) * koefT_n_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_U[1] + (7296/2197) * koefT_n_U[2], 

                               t_n_T + (1932/2197) * koefT_n_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_T[1] + (7296/2197) * koefT_n_T[2]) * step) 
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        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (1932/2197) * koefT_n_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_n_T[1] + (7296/2197) * koefT_n_T[2], 

                               t_i_U + (1932/2197) * koefT_i_U[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_U[1] + (7296/2197) * koefT_i_U[2], 

                               t_i_T + (1932/2197) * koefT_i_T[0] - (7200/2197) * k

oefT_i_T[1] + (7296/2197) * koefT_i_T[2]) * step) 

 

        #print('forth koef pased') 

 

        #fifth koef[4] 

 

        koefS.append(S(s + (439/216) * koefS[0] - 8 * koefS[1] + (3680/513) * koefS

[2] - (845/4104) * koefS[3]) * step) 

         

        koefL.append(L(s + (439/216) * koefS[0] - 8 * koefS[1] + (3680/513) * koefS

[2] - (845/4104) * koefS[3], 

                       t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] + (3680/

513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3], 

                       t_n_T + (439/216) * koefT_n_T[0] - 8 * koefT_n_T[1] + (3680/

513) * koefT_n_T[2] - (845/4104) * koefT_n_T[3], 

                       l + (439/216) * koefL[0] - 8 * koefL[1] + (3680/513) * koefL

[2] - (845/4104) * koefL[3]) * step) 

         

        koefT_n_U.append(T_n_U(s + (439/216) * koefS[0] - 8 * koefS[1] + (3680/513)

 * koefS[2] - (845/4104) * koefS[3], 

                               l + (439/216) * koefL[0] - 8 * koefL[1] + (3680/513)

 * koefL[2] - (845/4104) * koefL[3], 

                               t_i_U + (439/216) * koefT_i_U[0] - 8 * koefT_i_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_U[2] - (845/4104) * koefT_i_U[3], 

                               t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3]) * step) 

         

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3], 

                               t_i_U + (439/216) * koefT_i_U[0] - 8 * koefT_i_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_U[2] - (845/4104) * koefT_i_U[3]) * step) 

         

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T + (439/216) * koefT_i_T[0] - 8 * koefT_i_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_T[2] - (845/4104) * koefT_i_T[3], 

                               t_n_U + (439/216) * koefT_n_U[0] - 8 * koefT_n_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_U[2] - (845/4104) * koefT_n_U[3], 

                               t_n_T + (439/216) * koefT_n_T[0] - 8 * koefT_n_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_T[2] - (845/4104) * koefT_n_T[3]) * step) 

         

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T + (439/216) * koefT_n_T[0] - 8 * koefT_n_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_n_T[2] - (845/4104) * koefT_n_T[3], 

                               t_i_U + (439/216) * koefT_i_U[0] - 8 * koefT_i_U[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_U[2] - (845/4104) * koefT_i_U[3], 

                               t_i_T + (439/216) * koefT_i_T[0] - 8 * koefT_i_T[1] 

+ (3680/513) * koefT_i_T[2] - (845/4104) * koefT_i_T[3]) * step) 



40 
 

 

        #print('fifth koef pased') 

 

        #sixth koef[5] 

 

        koefS.append(S(s - (8/27) * koefS[0] + 2 * koefS[1] - (3544/2565) * koefS[2

] + (1859/4104) * koefS[3] - (11/40) * koefS[4]) * step) 

 

        koefL.append(L(s - (8/27) * koefS[0] + 2 * koefS[1] - (3544/2565) * koefS[2

] + (1859/4104) * koefS[3] - (11/40) * koefS[4], 

                       t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (3544/256

5) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4], 

                       t_n_T - (8/27) * koefT_n_T[0] + 2 * koefT_n_T[1] - (3544/256

5) * koefT_n_T[2] + (1859/4104) * koefT_n_T[3] - (11/40) * koefT_n_T[4], 

                       l - (8/27) * koefL[0] + 2 * koefL[1] - (3544/2565) * koefL[2

] + (1859/4104) * koefL[3] - (11/40) * koefL[4]) * step) 

         

        koefT_n_U.append(T_n_U(s - (8/27) * koefS[0] + 2 * koefS[1] - (3544/2565) *

 koefS[2] + (1859/4104) * koefS[3] - (11/40) * koefS[4], 

                               l - (8/27) * koefL[0] + 2 * koefL[1] - (3544/2565) *

 koefL[2] + (1859/4104) * koefL[3] - (11/40) * koefL[4], 

                               t_i_U - (8/27) * koefT_i_U[0] + 2 * koefT_i_U[1] - (

3544/2565) * koefT_i_U[2] + (1859/4104) * koefT_i_U[3] - (11/40) * koefT_i_U[4], 

                               t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (

3544/2565) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4]) * 

step) 

         

        koefT_i_U.append(T_i_U(t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (

3544/2565) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4], 

                               t_i_U - (8/27) * koefT_i_U[0] + 2 * koefT_i_U[1] - (

3544/2565) * koefT_i_U[2] + (1859/4104) * koefT_i_U[3] - (11/40) * koefT_i_U[4]) * 

step) 

         

        koefT_n_T.append(T_n_T(t_i_T - (8/27) * koefT_i_T[0] + 2 * koefT_i_T[1] - (

3544/2565) * koefT_i_T[2] + (1859/4104) * koefT_i_T[3] - (11/40) * koefT_i_T[4], 

                               t_n_U - (8/27) * koefT_n_U[0] + 2 * koefT_n_U[1] - (

3544/2565) * koefT_n_U[2] + (1859/4104) * koefT_n_U[3] - (11/40) * koefT_n_U[4], 

                               t_n_T - (8/27) * koefT_n_T[0] + 2 * koefT_n_T[1] - (

3544/2565) * koefT_n_T[2] + (1859/4104) * koefT_n_T[3] - (11/40) * koefT_n_T[4]) * 

step) 

         

        koefT_i_T.append(T_i_T(t_n_T - (8/27) * koefT_n_T[0] + 2 * koefT_n_T[1] - (

3544/2565) * koefT_n_T[2] + (1859/4104) * koefT_n_T[3] - (11/40) * koefT_n_T[4], 

                               t_i_U - (8/27) * koefT_i_U[0] + 2 * koefT_i_U[1] - (

3544/2565) * koefT_i_U[2] + (1859/4104) * koefT_i_U[3] - (11/40) * koefT_i_U[4], 

                               t_i_T - (8/27) * koefT_i_T[0] + 2 * koefT_i_T[1] - (

3544/2565) * koefT_i_T[2] + (1859/4104) * koefT_i_T[3] - (11/40) * koefT_i_T[4]) * 

step) 
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        #print('sixth koef pased') 

     

        # index = 0 

        # for index in range(len(timeVec)): 

        #     v2 = dotsV[index] 

        #     f2 = dotsF[index] 

         

        s1 = s + (16/135) * koefS[0] + (6656/12825) * koefS[2] + (28561/56430) * ko

efS[3] - (9/50) * koefS[4] + (2/55) * koefS[5] 

        l1 = l + (16/135) * koefL[0] + (6656/12825) * koefL[2] + (28561/56430) * ko

efL[3] - (9/50) * koefL[4] + (2/55) * koefL[5] 

        t_n_U1 = t_n_U + (16/135) * koefT_n_U[0] + (6656/12825) * koefT_n_U[2] + (2

8561/56430) * koefT_n_U[3] - (9/50) * koefT_n_U[4] + (2/55) * koefT_n_U[5] 

        t_i_U1 = t_i_U + (16/135) * koefT_i_U[0] + (6656/12825) * koefT_i_U[2] + (2

8561/56430) * koefT_i_U[3] - (9/50) * koefT_i_U[4] + (2/55) * koefT_i_U[5] 

        t_n_T1 = t_n_T + (16/135) * koefT_n_T[0] + (6656/12825) * koefT_n_T[2] + (2

8561/56430) * koefT_n_T[3] - (9/50) * koefT_n_T[4] + (2/55) * koefT_n_T[5] 

        t_i_T1 = t_i_T + (16/135) * koefT_i_T[0] + (6656/12825) * koefT_i_T[2] + (2

8561/56430) * koefT_i_T[3] - (9/50) * koefT_i_T[4] + (2/55) * koefT_i_T[5] 

 

        #print('function pased') 

 

        es = abs((1/360) * koefS[0] - (128/4275) * koefS[2] - (2197/75240) * koefS[

3] + (1/50) * koefS[4] + (2/55) * koefS[5]) 

        el = abs((1/360) * koefL[0] - (128/4275) * koefL[2] - (2197/75240) * koefL[

3] + (1/50) * koefL[4] + (2/55) * koefL[5]) 

        et_n_U = abs((1/360) * koefT_n_U[0] - (128/4275) * koefT_n_U[2] - (2197/752

40) * koefT_n_U[3] + (1/50) * koefT_n_U[4] + (2/55) * koefT_n_U[5]) 

        et_i_U = abs((1/360) * koefT_i_U[0] - (128/4275) * koefT_i_U[2] - (2197/752

40) * koefT_i_U[3] + (1/50) * koefT_i_U[4] + (2/55) * koefT_i_U[5]) 

        et_n_T = abs((1/360) * koefT_n_T[0] - (128/4275) * koefT_n_T[2] - (2197/752

40) * koefT_n_T[3] + (1/50) * koefT_n_T[4] + (2/55) * koefT_n_T[5]) 

        et_i_T = abs((1/360) * koefT_i_T[0] - (128/4275) * koefT_i_T[2] - (2197/752

40) * koefT_i_T[3] + (1/50) * koefT_i_T[4] + (2/55) * koefT_i_T[5]) 

 

        #print('error pased') 

 

        if (control == 0): 

            if (es >= eps): 

                step /= mult 

                continue 

            elif (es < mu): 

                step *= mult 

                continue 

        elif (control == 1): 

            if (el >= eps): 

                step /= mult 

                continue 

            elif (el < mu): 

                step *= mult 
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                continue 

        elif (control == 2): 

            if (et_n_U >= eps): 

                step /= mult 

                continue 

            elif (et_n_U < mu): 

                step *= mult 

                continue 

        elif (control == 3): 

            if (et_i_U >= eps): 

                step /= mult 

                continue 

            elif (et_i_U < mu): 

                step *= mult 

                continue 

        elif (control == 4): 

            if (et_n_T >= eps): 

                step /= mult 

                continue 

            elif (et_n_T < mu): 

                step *= mult 

                continue 

        else: 

            if (et_i_T >= eps): 

                step /= mult 

                continue 

            elif (et_i_T < mu): 

                step *= mult 

                continue 

 

        #print(mult) 

 

        #print('Control pased') 

 

        if (math.isnan(s1)): 

            dotsS.append(0) 

            ES.append(0.0) 

        else: 

            dotsS.append(s1) 

            ES.append(es) 

        if (math.isnan(l1)): 

            dotsL.append(0) 

            EL.append(0.0) 

        else: 

            dotsL.append(l1) 

            EL.append(el) 

        if (math.isnan(t_n_U1)): 

            dotsT_n_U.append(0) 

            ET_n_U.append(0.0) 

        else: 
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            dotsT_n_U.append(t_n_U1) 

            ET_n_U.append(et_n_U) 

        if (math.isnan(t_i_U1)): 

            dotsT_i_U.append(0) 

            ET_i_U.append(0.0) 

        else: 

            dotsT_i_U.append(t_i_U1) 

            ET_i_U.append(et_i_U) 

        if (math.isnan(t_n_T1)): 

            dotsT_n_T.append(0) 

            ET_n_T.append(0.0) 

        else: 

            dotsT_n_T.append(t_n_T1) 

            ET_n_T.append(et_n_T) 

        if (math.isnan(t_i_T1)): 

            dotsT_i_T.append(0) 

            ET_i_T.append(0.0) 

        else: 

            dotsT_i_T.append(t_i_T1) 

            ET_i_T.append(et_i_T) 

 

        #print('dots pased') 

 

        koefS.clear() 

        koefL.clear() 

        koefT_n_U.clear() 

        koefT_i_U.clear() 

        koefT_n_T.clear() 

        koefT_i_T.clear() 

 

        #print('clear pased') 

 

        timeVec.append(t) 

        t += step 

        s = s1 

        l = l1 

        t_n_U = t_n_U1 

        t_i_U = t_i_U1 

        t_n_T = t_n_T1 

        t_i_T = t_i_T1 

 

        #print (t) 

    return [dotsS, dotsL, dotsT_n_U, dotsT_i_U, dotsT_n_T, dotsT_i_T, timeVec] 

 

eps = 1e-3 

mu = 1e-350 

y0 = [0.20, 0.60, 0.02, 0.04, 0.01, 0.13] 

start = 0 

end = 20 # 0.15 - MODIFIED RUNGE 
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n = 100 

 

step = (end - start) / n 

t = np.linspace(start, end, n + 1) 

solS, solL, solT_n_U, solT_i_U, solT_n_T, solT_i_T = rungeKutta(y0, start, end, ste

p) 

#solS1, solL1, solT_n_U1, solT_i_U1, solT_n_T1, solT_i_T1, t1 = modified_runge(y0, 

start, end, step, eps, mu, 3, 2) 

 

#accuracy 

n2 = n / 2 

step2 = (end - start) / n2 

t2 = np.linspace(start, end, int(n2) + 1) 

solS2, solL2, solT_n_U2, solT_i_U2, solT_n_T2, solT_i_T2 = rungeKutta(y0, start, en

d, step2) 

countAccuracy(solS2, solS, t2, t) 

#plt.plot(t, solS, label = 's(t)') 

#plt.plot(t1, solS1, label = 's(t)_mod') 

plt.plot(t, solL, label = 'l(t)') 

#plt.plot(t1, solL1, label = 'l(t)_mod') 

#plt.plot(t, solT_n_U, label = 't_n_U(t)') 

#plt.plot(t1, solT_n_U1, label = 't_n_U(t)_mod') 

#plt.plot(t, solT_i_U, label = 't_i_U(t)') 

#plt.plot(t1, solT_i_U1, label = 't_i_U(t)_mod') 

#plt.plot(t, solT_n_T, label = 't_n_T(t)') 

#plt.plot(t1, solT_n_T1, label = 't_n_T(t)_mod') 

#plt.plot(t, solT_i_T, label = 't_i_T(t)') 

#plt.plot(t1, solT_i_T1, label = 't_i_T(t)_mod') 

plt.legend(loc = 'best') 

plt.xlabel('t') 

plt.yscale('linear') 

plt.grid() 

plt.show() 

 

 

 

 

 

 

 

Вывод: 
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