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ФУНКЦИЯ 𝜏(𝛼) НА ЦЕЛЫХ ГАУССОВЫХ ЧИСЛАХ
С ФИКСИРОВАННЫМ ЧИСЛОМ ПРОСТЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ

Брейде В. Е., Радова А. С. Функцiя 𝜏(𝛼) на цiлих гаусових числах з фi-
ксованим числом простих дiльникiв. Розглянуто розподiл значень функцiї дiльни-
кiв 𝜏(𝛼) над 𝑍[𝑖] в арифметичних прогресiях з растучою рiзнiстю прогресiї. Побудова-
но асимптотичну формулу для суматорної функцiї, асоцiйованої з мультиплiкативною
функцiєю 𝑧𝑤(𝛼) в щiльному секторi 𝑁(𝛼) 6 𝑥, 𝜙1 6 arg𝛼 6 𝜙2, де 𝑤(𝛼) — кiлькiсть рi-
зних простих дiльникiв 𝛼. Наслiдком є нетривiальна асимптотична формула для суми
значень 𝜏(𝛼) в щiльному секторi з фiксованою кiлькiстю рiзних простих дiльникiв.
Ключовi слова: цiлi гаусовi числа, простi дiльники.

Брейде В. Е., Радова А. С. Функция 𝜏(𝛼) на целых гауссовых числах с
фиксированным числом простых делителей. Рассмотрено распределение значе-
ний функции делителей 𝜏(𝛼) над 𝑍[𝑖] в арифметических прогрессиях с растущей раз-
ностью прогрессии. Построена асимптотическая формула для сумматорной функции,
ассоциированной с мультипликативной функцией 𝑧𝑤(𝛼) в узком секторе 𝑁(𝛼) 6 𝑥, 𝜙1 6
6 arg𝛼 6 𝜙2, где 𝑤(𝛼) — число различных простых делителей 𝛼. Следствием является
нетривиальная асимптотическая формула для суммы значений 𝜏(𝛼) в узком секторе с
заданным числом различных простых делителей.
Ключевые слова: целые гауссовы числа, простые делители.

Breide V. E., Radova A. S. The 𝜏(𝛼) function on the integer gaussian with

fixed amount of the prime divisors. The distribution of the divisor’s function’s values

𝜏(𝛼) over 𝑍[𝑖] in the arithmetical progressions with the growing progression’s difference was

analized in present work. The asymptotic formulae for the sum function, which is associated

with multiplicated function 𝑧𝑤(𝛼) in narrow segment 𝑁(𝛼) 6 𝑥, 𝜙1 6 arg𝛼 6 𝜙2, where 𝑤(𝛼)

is the amount of different prime divisors of 𝛼 was built here. The result is the non-trivial

asymptotic formulae for the sum of the values 𝜏(𝛼) in narrow segment with the fixed amount

of prime divisors.

Key words: integer gaussian, prime divisor.

Введение. В 20-х годах прошлого столетия Е. Гекке стал изучать новые
дзета-функции, которые теперь называются Z-функциями Гекке. Оказалось, что
арифметические функции на множествах целых гауссовых чисел 𝑍[𝑖] облада-
ют рядом специфических свойств, не присущих арифметическим функциям на
множестве натуральных чисел. В пионерской работе Й. П. Кубимоса [5] рассмот-
рены подходы по применению аппарата Z-функций Гекке 𝑍𝑚(𝑠) к задачам о рас-
пределении значений арифметических функций над кольцом 𝑍[𝑖]. В настоящее
время аппарат Z-функций Гекке является основным инструментом аналитиче-
ской теории чисел на плоскости. В частности, наиболее сильные результаты о
распределении значений функции делителей целых гауссовых чисел получены с
использованием оценок для функции 𝑍𝑚(𝑠) в критической полосе.

c○Брейде В. Е., Радова А. С., 2015
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В настоящей статье мы изучаем функции делителей 𝜏(𝛼), 𝛼𝜖𝑍[𝑖] на последова-
тельности целых гауссовых чисел с фиксированным значением простых делите-
лей чисел 𝛼. На множестве натуральных чисел ряд аналогичных задач рассмот-
рен в работах А. Сельберга, Й. П. Кубимоса, И. Катаи, М. Суббарао (подробнее
см. [5]).

Предварительные результаты. В дальнейшем мы будем использо-
вать следующие обозначения. Через 𝐺 обозначим кольцо целых гауссовых чисел

𝐺 = 𝑎+ 𝑏𝑖|𝑎, 𝑏𝜖𝑍, 𝑖𝜖𝐶, 𝑖2 = −1.

Для 𝛼 ∈ 𝐺 функция 𝜏(𝛼) обозначает количество неассоциированных делителей
𝛼, а 𝜔(𝛼) — число различных простых делителей 𝛼. Для натурального 𝑘 и целого
𝑚𝜖𝑍 полагаем

𝐴𝑘(𝑥;𝑚) :=

′∑︁
𝜔(𝛼)=𝑘
𝑁(𝛼)6𝑥

𝜏(𝛼)𝑒4𝑚𝑖 arg𝛼

(здесь знак ′ означает суммирование по неассоциированным 𝛼 ∈ 𝐺),

𝐵𝑘(𝑥, ℎ;𝜙1, 𝜙2) :=
∑︁

𝜔(𝛼)=𝑘
𝜙1<𝑎𝑟𝑔𝛼6𝜙2

𝑥<𝑁(𝛼6𝑥+ℎ)

𝜏(𝛼).

Пусть 𝑍𝑚(𝑠) — Z-функция Гекке, определяемая для 𝑅𝑒 𝑠 > 1 следующим
абсолютно сходящимся рядом:

𝑍𝑚(𝑠) :=
∑︁

0̸=𝛼𝜖𝐺

𝑒4𝑚𝑖 arg𝛼

𝑁(𝛼)𝑠
,

где 𝑁(𝛼) = |𝛼|2 — норма гауссова числа 𝛼.

Лемма 1. Пусть 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 = 𝑅𝑒 𝑠, 𝑡 = 𝐼𝑚𝑠. Тогда в полосе −𝜀 6 𝑅𝑒 𝑠 6 1
справедливы следующие оценки:

𝑍𝑚(𝑠) << (𝑡2 +𝑚2)

1− 𝜎

2 log2(𝑡2 +𝑚2), |𝑡| ≥ 2,

𝑍𝑚(𝑠) << (𝑡2 +𝑚2)(1−𝜎)

3

2 log4(𝑡2 +𝑚2), |𝑡| > 2.

Первое утверждение леммы следует из функционального уравнения для 𝑍𝑚(𝑠)
и принципа Фрагмена—Линделёфа, а второе есть аналог подобного результата
для дзета-функции Римана.

Лемма 2. Существует абсолютная постоянная 𝑐0 > 0 такая, что в обла-
сти

𝑅𝑒 𝑠 > 1− 𝑐0(log(𝑡
2 +𝑚2))

−
2

3 (log log(𝑡2 +𝑚2))−1, |𝑡| > 2

функция 𝑍𝑚(𝑠) не имеет нулей (см. [2]).



Функция 𝜏(𝛼) на целых гауссовых числах с фикс. числом простых делителей 31

Лемма 3. Пусть С — постоянная из леммы 2, тогда в полосе

𝑅𝑒 𝑠 > 1− 1

2
𝑐0(log(𝑡

2 +𝑚2))
−
2

3 (log log(𝑡2 +𝑚2))−1, 2 6 |𝐼𝑚𝑠| 6 𝑇

справедлива оценка

log𝑍𝑚(𝑠) << (log(𝑇 + |𝑚|))𝐴 log log(𝑇 + |𝑚|)

с некоторой абсолютной постоянной 𝐴 > 0.

Это утверждение есть аналог леммы 5 из работы Рамачандра [6].

Лемма 4. Пусть 𝛼 — комплексное число, 𝑅𝑒𝛼 > 0. Тогда при 𝑥→∝ и любом
𝑀 имеем

𝛾(𝛼, 𝑥) :=

∫︁ 𝑥

0

𝑒−𝑢𝑢𝛼−1𝑑𝑢 = Γ(𝛼)+𝑥𝛼−1𝑒−𝑥(1+

𝑀∑︁
𝑚=1

Γ(𝛼+𝑚)

Γ(𝛼)
(−1)𝑚𝑥−𝑚+𝑂(𝑥−𝑀 ),

где Γ(𝛼) — Γ-функция Эйлера с постоянной в символе ”𝑂”, зависящей только
от 𝑀 (доказательство см. [1], стр. 140).

Основные результаты. В этой секции мы доказываем наши основные
теоремы о распределении функции делителей на последовательности целых гаус-
совых чсел с заданым числом неассоциированных простых делителей.

Теорема 1. Пусть 𝑧 — комплексное число, |𝑧| > 1. Тогда

𝑀0(𝑥, 𝑧) :=
𝑥

(log 𝑥)1−𝑧
(
𝑔0(𝑧)

Γ(𝑧)
+
𝑔2(𝑧)

log 𝑥
+

𝑔3(𝑧)

(log 𝑥)2
) +𝑂

⎛⎜⎜⎝𝑥𝑒−1

4
𝑙0(log 𝑥)

3

5 (log log 𝑥)−1

⎞⎟⎟⎠ ,

где

𝑔0(𝑧) =
(︁𝜋
4

)︁𝑧∏︁
𝑝

(︂
1− 1

𝑁(𝑝)

)︂𝑧 (︂
1 +

𝑧

𝑁(𝑝)− 1

)︂
.

Для комплексного 𝑧, |𝑧| = 1 и целого 𝑚 рассмотрим функцию

𝐹𝑚(𝑠, 𝑧) :=
∑︁
𝑑𝜖𝐺

𝑧𝜔(𝛼)𝜏(𝛼)𝑒4𝑚𝑖 arg𝛼

𝑁(𝛼)𝑠
, 𝑅𝑒 𝑠 > 1. (1)

В силу мультипликативности по 𝛼 функции 𝑧𝜔(𝛼)𝜏(𝛼)𝑒4𝑚𝑖 arg𝛼 мы можем за-
писать

𝐹𝑚(𝑠, 𝑧) :=
∏︁
𝑝

(1 + 𝑧

∝∑︁
𝑘=1

𝑘𝑒4𝑚𝑘𝑖 arg𝛼𝑁(𝛼)−𝑠) = 𝑍𝑚(𝑠)2𝑧𝐴𝑚(𝑠, 𝑧), (2)
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где 𝑍𝑚(𝑠) — Z-функция Гекке показателя𝑚, а 𝐴𝑚(𝑠, 𝑧) — функция, определяемая
равенством

𝐴𝑚(𝑠, 𝑧) =
∏︁
𝑝

(︃
1 +

∝∑︁
𝑘=2

((𝑘 + 1)𝑧 − 𝑘𝑧)𝑒4𝑚𝑘𝑖 arg 𝑝

𝑁(𝑝)𝑘𝑠

)︃ (︂1− 𝑒4𝑚𝑖 arg 𝑝

𝑁(𝑝)𝑠

)︂2𝑧

1− 2𝑧𝑒4𝑚𝑖 arg 𝑝

𝑁(𝑝)𝑠

. (3)

Из определения 𝐴𝑚(𝑠, 𝑧) легко показать, что 𝐴𝑚(𝑠, 𝑧) представляется орди-
нарным рядом Дирихле

∑︀∝
𝑛=1 𝑏𝑛(𝑧)𝑛

−𝑠, абсолютно сходящимся в полуплоскости

𝑅𝑒 𝑠 >
1

2
, причем 𝑏𝑛(𝑧) << 𝑛𝜀 равномерно по 𝑧, |𝑧| = 1 и 𝑚.

Сначала рассмотрим случай 𝑚 = 0. В силу соотношения

1

2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∝

2−𝑖∝

𝑦𝑠+𝑘

𝑠(𝑠+ 1)− (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 =

}︃
1

𝑘!
(𝑦−1)𝑘,𝑦>1,

0,0<𝑦<1.

}︃
(4)

и абсолютной сходимости ряда Дирихле 𝐹0(𝑠, 𝑧) для 𝜎 = 2 мы имеем

1

2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∝

2−𝑖∝
𝐹0(𝑠, 𝑧)

𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

∑︁
𝛼𝜖𝐺

𝑁(𝛼)6𝑥

𝑧𝜔(𝛼)𝜏(𝛼)𝑒4𝑚𝑖 arg𝛼· 1

2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∝

2−𝑖∝

(𝑥𝑁(𝛼)−1)𝑠+1

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

=

′∑︁
0<𝑁(𝛼)6𝑥

𝑧𝜔(𝛼)𝜏(𝛼)(𝑥−𝑁(𝛼)) := 𝑆0(𝑥, 𝑧).

Значение 𝑆0(𝑥, 𝑧) при 𝑧 = 1 совпадает с суммой∑︁
0<𝑁(𝛼)6𝑥

𝜏(𝛼)(𝛼−𝑁(𝛼)),

оценку которой можно получить из оценки суммы (см. [3])
∑︀

0<𝑁(𝛼)6𝑥
𝜏(𝛼)

∑︁
0<𝑁(𝛼)6𝑥

𝜏(𝛼) =
𝜋2

16
𝑥 log 𝑥+

(︂
𝜋

2
𝐿′(1, 𝜒4) +

𝜋2

16

)︂
𝑥+𝑂(𝑥𝜃+𝜀),

где 𝜃 =
1792

3615
, 𝜀 > 0 — произвольное малое число.

Поэтому частичным суммированием получим

𝑆0(𝑥, 𝑧) =
∑︁

0<𝑁(𝛼)6𝑥

𝜏(𝛼)(𝛼−𝑁(𝛼)) =

=
𝜋2

32
𝑥 log 𝑥+

(︂
𝜋

4
𝐿′(1, 𝜒4) +

𝜋2𝛾

16
− 𝜋2

32

)︂
𝑥+𝑂(𝑥𝜃+1+𝜀). (5)

Пусть теперь |𝑧| = 1, 𝑧 ̸= 1. Для 𝑇 > 3 определим на отрезке |𝑡| 6 𝑇 функцию

𝛿(𝑡) :=
𝑐0
2
(log |𝑡|

−
2

3 (log log(|𝑡|+ 10))−1),
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где 𝑐0 из леммы 2.
Обозначим 𝛿0 = 𝛿(𝑇 ).
Рассмотрим контур

𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶3 + 𝐶4 + 𝐶0,

где 𝐶1 состоит из тех точек 𝑠 = 𝜎+𝑖𝑡, для которых 𝜎 = 1−𝛿(𝑇 ), 𝑡 > 𝑇 , 𝐶2 состоит
из тех 𝑠 = 𝜎+𝑖𝑡, для которых 𝜎 = 1−𝛿(𝑇 ), 𝑡 6 −𝑇 . 𝐶3 (соответственно 𝐶4) состоит
из тех 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, для которых 𝜎 = 1− 𝛿0, 0 < 𝑡 < 𝑇 (соответственно,−𝑇 < 𝑡 < 0).

Наконец, 𝐶0 состоит из отрезка [1 − 𝛿0, 1 − 𝜌), проходимого в прямом и об-
ратном направлениях, и окружности радиуса 𝜌 с центром в точке 𝑠 = 1. Здесь
0 < 𝜌 < 𝛿0 и имеет тенденцию стремиться к нулю.

Поэтому имеем
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶′
𝐹0(𝑠, 𝑧)

𝑥𝑠

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 = 0.

Отсюда для 𝑧 ̸= 1:

𝑆0(𝑥, 𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∝

2−𝑖∝
𝐹0(𝑠, 𝑧)

𝑥𝑠

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝐹0(𝑠, 𝑧)
𝑥𝑠

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝐺0(𝑠, 𝑧)
1

(𝑠− 1)2𝑧
𝑑𝑧, (6)

где 𝐺0(𝑠, 𝑧) = (𝐿(𝑠, 𝜒4)(𝑠− 1)𝜁(𝑠))2𝑧
1

𝑠(𝑠+ 1)
.

Очевидно, что 𝐺0(𝑠, 𝑧), как функция от 𝑠, однозначна и аналитична на кон-
туре 𝐶. Заметим, что интеграл на окружности с центром в точке 𝑠 = 1 и радиуса
𝜌 от функции

𝐹0(𝑠, 𝑧)
𝑥𝑠

𝑠(𝑠+ 1)

стремится к нулю при 𝜌 → 0. А потому 𝐶0 можно рассматривать как интеграл
на отрезке [1− 𝛿0, 1], проходимый в прямом и обратном направлениях, причем

1

(𝑠− 1)2𝑧
=

{︃
𝑒−2𝜋𝑖𝑧(1− 𝑠)−𝑧 на верхнем берегу разреза отрезка [1− 𝛿0, 1],

𝑒2𝜋𝑖𝑧(1− 𝑠)−𝑧 на нижнем берегу.

Таким образом, мы имеем

𝐼 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝐹0(𝑠, 𝑧)
𝑥𝑠

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

1

2𝜋𝑖

⎛⎝∫︁
𝐶1

+

∫︁
𝐶2

+

∫︁
𝐶3

+

∫︁
𝐶4

+

∫︁
𝐶0

⎞⎠𝐺0(𝑠, 𝑧)
1

(𝑠− 1)2𝑧
𝑑𝑠 =

= 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 + 𝐼0. (7)

Оценку интегралов 𝐼1, ..., 𝐼4 мы получим, используя леммы 1 и 3.

(𝑍(𝑠, 0))𝑧 << 𝑒𝑥𝑝(𝑐1(log(|𝑡|+ 10))
1
3 log log(|𝑡|+ 10)),

где 𝑐1 — абсолютная постоянная, не зависящая от 𝑧, |𝑧| = 1.
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Наконец,

𝐼0 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶0

𝐺0(𝑠, 𝑧)
𝑑𝑠

(𝑠− 1)2𝑧
=

1

2𝜋𝑖

∫︁ 1

1−𝛿0
(𝑒2𝜋𝑖𝑧 − 𝑒−2𝜋𝑖𝑧)(1− 𝑠)−2𝑧𝐺0(𝑠, 𝑧)𝑥

𝑠+1𝑑𝑠.

(8)

В силу аналитичности 𝐺0(𝑠, 𝑧) в полуплоскости 𝑅𝑒 𝑠 >
1

2
мы можем записать

𝐼1 + 𝐼2 <<

∫︁ ∝

𝑇

𝑥2−𝛿(𝑡)𝑒𝑥𝑝(𝑐2(log |𝑡|)
1

3 log log |𝑡|) 1
𝑡2

=

=

∫︁ 𝑇1

𝑇

+

∫︁ ∝

𝑇1

<< 𝑥2−𝛿(𝑇1)𝑒𝑥𝑝(𝑐2(log 𝑇 )

1

3 log log 𝑇1)
1

𝑇
+

+𝑥2𝑒𝑥𝑝(𝑐2(log 𝑇1)

1

3 log log 𝑇1)𝑇
−1
1 .

Положим

log 𝑇1 = 2𝑎1(log 𝑥)

3

5 , log 𝑇 = 𝑎1(log 𝑥)

3

5 , 𝑎1 > 0.

Это дает

𝐼1 + 𝐼2 << 𝑥2𝑒𝑥𝑝(−𝑎2(log 𝑥)
3

5 (log log 𝑥)−1), 𝑎2 =
𝑐2

2𝑎
2
3
1

.

Кроме того,

𝐼3 + 𝐼4 << 𝑥2−𝛿0𝑒𝑥𝑝(𝑐2(log 𝑇 )

1

3 log log 𝑇 ) <<

<< 𝑥2𝑒𝑥𝑝(−𝑎2(log 𝑥)
3

5 (log log 𝑥)−1),

где 𝑔0(𝑧) = 𝐺0(1, 𝑧) = (𝐿(1, 𝜒4))
2𝑧𝐴0(1, 𝑧) = (

𝜋

4
)2𝑧𝐴0(1, 𝑧), 𝐴0(1, 1) = 1. Функция

𝐺1(𝑠, 𝑧) аналитична на отрезке [1− 𝛿0, 1] (как функция от 𝑠) и равномерно огра-
ничена относительно 𝑧, |𝑧| = 1. Ее мы рассматриваем как функцию вещественной
переменной 𝑠 и периодически продолжаем (с периодом 𝛿0) на всю ось. Поэтому
из определения 𝐼0 выводим

𝐼0 =
𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋
{𝑔0(𝑧)

∫︁ 1

1−𝛿0

𝑥𝑠−1

(1− 𝑠)2𝑧
𝑑𝑠+

∫︁ 1

1−𝛿0
(1− 𝑠)1−2𝑧𝐺1(𝑠, 𝑧)𝑥

𝑠−1𝑑𝑠} =

=
𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋
· 𝑔0(𝑧)

(log 𝑥)1−2𝑧

∫︁ 𝛿0 log 𝑥

0

𝑒−𝑢𝑢(1−2𝑧)−1𝑑𝑢+
𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋(log 𝑥)2−𝑧

∫︁ 𝛿0 log 𝑥

0

𝑒−𝑢𝑢1−2𝑧𝐺2(𝑢, 𝑧)𝑑𝑢,

(9)
где 𝐺2(𝑢, 𝑧) — периодическая с периодом 𝛿0 log 𝑥 функция от 𝑢 и ограниченная
абсолютной постоянной.
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Теперь применение леммы 4 дает

𝐼0 =
𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋(log 𝑥)1−2𝑧
𝑔0(𝑧){Γ(1− 2𝑧) +𝑂(𝛿0𝑥

−𝛿0 log 𝑥)}+

+
𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋(log 𝑥)2−2𝑧
{
∫︁ ∝

0

𝑒−𝑢𝑢1−2𝑧𝐺2(𝑢, 𝑧)𝑑𝑢+𝑂(𝛿20𝑥
−𝛿0 log2 𝑥)} =

=
𝑥2𝑔0(𝑧)

(log 𝑥)1−𝑧Γ(2𝑧)
+
𝑥2𝑔1(𝑧)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋(log 𝑥)2−2𝑧
+𝑂(𝑥2𝑒

−
1

2
𝑐1(log 𝑥)

3

5 (log log 𝑥)−1

), (10)

где 𝑔1(𝑧) =
∫︀ ∝
0
𝑒−𝑢𝑢1−2𝑧𝐺2(𝑢, 𝑧)𝑑𝑢, |𝑧| = 1, 𝑧 ̸= 1. Собирая вместе выражения для

интегралов 𝐼𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, 3, 4, получаем

𝑆0(𝑥, 𝑧) =
𝑥2

(log 𝑥)1−2𝑧
· 𝑔0(𝑧)
Γ(2𝑧)

+
𝑥2𝑔1(2𝑧)𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑧)

𝜋(log 𝑥)2−𝑧
+𝑂(𝑥2𝑒−𝑐2(log 𝑥)

3

5 (log log 𝑥)−1

), (11)

где 𝑐2 = 𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑐1).
Для каждого 𝑢, 0 < 𝑢 6 𝜆, имеем

𝑆0(𝑥+ 𝑢, 𝑧)− 𝑆0(𝑥, 𝑧) =

∫︁ 𝑥+𝑢

𝑥

𝑑

𝑑𝑦
(𝑆(𝑦, 𝑧))𝑑𝑦.

Значит, 𝑀0(𝑦, 𝑧) =
𝑑

𝑑𝑦
𝑆(𝑦, 𝑧).

Итак, мы имеем

𝑥+𝑢∫︁
𝑥

𝑀0(𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 =
𝑔0(𝑢)

Γ(2𝑧)

{︂
2𝑥+ 𝑢

(log 𝑥)1−𝑧
+𝑂

(︂
𝑢

(log 𝑥)2−2𝑧

)︂
+

(1− 2𝑧)(2𝑢− 𝑢2𝑥−1 − 𝑥)

(log 𝑥)2−2𝑧

}︂
+

+
𝑔1(𝑧)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋
𝑢

{︂
2𝑥+ 𝑢

(log 𝑥)2−2𝑧
+

2− 2𝑧(2𝑢− 𝑢2𝑥−1 − 𝑥)

(log 𝑥)3−2𝑧
+

+𝑂

(︂
𝑢

(log 𝑥)3−2𝑧

)︂
+𝑂

(︂
𝑥2𝑒−𝑐2(log 𝑥)

3
5 (log log 𝑥)−1

)︂}︂
. (12)

Далее, для 𝑥 6 𝑦 6 𝑥+ 𝑢

𝑀0(𝑦, 𝑧)−𝑀0(𝑥, 𝑧) = Σ𝛼𝜖𝐺//𝑥<𝑁(𝛼)6𝑦𝑧
𝜔(𝛼)𝜏(𝛼) = 𝑂(𝑢1+𝜀).

Тогда

𝑢𝑀0(𝑥, 𝑧) +𝑂(𝑢2+𝜀) =

∫︁ 𝑥+𝑢

𝑥

𝑀0(𝑦, 𝑧)𝑑𝑦. (13)

Положим

𝑢 = 𝑒
−
1

2
𝑐2(log 𝑥)

3

5 (log log 𝑥)−1

.
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Из (13)-(14) получаем

𝑀0(𝑥, 𝑧) =
𝑥

(log 𝑥)1−2𝑧

{︂
2𝑔0(𝑧)

Γ(𝑧)
+
𝑔2(𝑧)

log 𝑥
+

𝑔3(𝑧)

(log 𝑥)2

}︂
+

+𝑂

(︂
𝑥𝑒−

1
4 𝑐2(log 𝑥)

3
5 (log log 𝑥)−1

)︂
,

где

𝑔2(𝑧) =
(2𝑧 − 1)𝑔0(𝑧)

Γ(𝑧)
+

2𝑔1(2𝑧)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧

𝜋
,

𝑔3(𝑧) =
2

𝜋
(𝑧 − 1)𝑔1(2𝑧)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑧.

Таким образом, теорема 1 доказана. Аналогичным образом получается следую-
щая теорема 2.

Теорема 1. Существует абсолютная постоянная 𝑎 > 0 такая, что при

𝜙2 − 𝜙1 >> 𝑒𝑥𝑝(−𝑎(log 𝑥)
3

5 (log log 𝑥)−1)

справедлива асимптотическая оценка

𝑀(𝑥;𝜙1, 𝜙2; 𝑧) =
2(𝜙2 − 𝜙1)𝑃 (𝑥)

𝜋(log 𝑥)1−2𝑧
(
𝑔0(𝑧)

Γ(𝑧)
+
𝑔2(𝑧)

log 𝑥
+

𝑔3(𝑧)

(log 𝑥)2
)+

𝑂(𝑒𝑥𝑝(−𝑎(log 𝑥)
3

5 (log log 𝑥)−1),

где 𝑔2(𝑧), 𝑔3(𝑧) определены выше, 𝑃 (𝑥) = 𝑐1𝑥 log 𝑥+ 𝑐2𝑥.

Доказательство проходит аналогично доказательству теоремы 1, где вместо
𝑆0(𝑥, 𝑧) надо рассматривать 𝑆𝑚(𝑥, 𝑧),𝑚 ̸= 0. При этом учитывается, что в случае
𝑚 ̸= 0 функция 𝐹𝑚(𝑠, 𝑧) не имеет особой точки 𝑠 = 1. А затем применение леммы
о "стаканчиках"Виноградова дает указанный в теореме результат.

Следствием теоремы 2 является следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть 𝑐(𝑥) — вещественнозначная монотонная функция, стре-
мящаяся к ∞ медленнее

√
log log 𝑥. Тогда

𝐴𝑘(𝑥;𝜙1, 𝜙2) =
∑︁
𝛼𝜖𝐺

𝜔(𝛼)=𝑘
𝜙1<𝑎𝑟𝑔𝛼6𝜙2

𝑁(𝛼)6𝑥

=
2𝑃 (𝑥)(𝜙2 − 𝜙1)

𝜋 log 𝑥
· (log log 𝑥)

𝑘−1

(𝑘 − 1)!
×

× 𝑔0((𝑘 − 1)(log log 𝑥)−1

Γ(1 + (𝑘 − 1)(log log 𝑥)−1)
+𝑂

(︁
𝑘

3
2 (log log 𝑥)−2

)︁
равномерно по 𝑘, 𝑘𝜖[1, log log 𝑥+ 𝑐(𝑥)

√
log log 𝑥], если только

𝜙2 − 𝜙1 >> 𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑎
3
(log 𝑥)

3

5
(log log 𝑥)−1

)︂
.
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Доказательство теоремы 3 существенно опирается на результат теоремы 2 и
следует по схеме доказательства работы [4] о распределении натуральных чисел
на отрезке [1, 𝑥] с заданным числом различных простых делителей.

Заключение. Нами рассмотрено распределение значений функции дели-
телей 𝜏(𝛼) над 𝑍[𝑖] в арифметических прогрессиях с растущей разностью про-
грессии. Построена асимптотическая формула для сумматорной функции, ассо-
циированной с мультипликативной функцией 𝑧𝑤(𝛼) в узком секторе 𝑁(𝛼) 6 𝑥,
𝜙1 6 arg𝛼 6 𝜙2, где 𝑤(𝛼) — число различных простых делителей 𝛼. В качестве
следствия получена нетривиальная асимптотическая формула для суммы значе-
ний 𝜏(𝛼) в узком секторе с заданным числом различных простых делителей.
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