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Розглядаються умови керованостi для лiнiйних нестацiонарних дискретних систем з
множини початкових станiв на термiнальну множину. Введено означення трьох видiв
керованостi: з множини в множину; зi всiєї множини початкових умов на термiнальну
множину; з множини початкових умов на всю термiнальну множину. Для кожного з них
побудовано функцiї керованостi, обгрунтовано необхiднi i достатнi умови керованостi,
а також наведено вiдповiднi приклади.
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Вступ. Проблема керованостi є однiєю з центральних в теорiї керування.
Для лiнiйних дискретних систем керування вiдомi критерiї керованостi для ста-
цiонарних i нестацiонарних систем [1, 2]. Втiм, якщо заданi геометричнi обме-
ження на функцiю керування, а також множину початкових i кiнцевих станiв
системи, то такi критерiї не можуть бути застосованi. Для лiнiйних систем ке-
рування, що описуються у формi звичайних диференцiальних рiвнянь, критерiй
керованостi для такого випадку одержано в [3]. Для цього вводиться функцiя
керованостi, яка залежить вiд опорних функцiй множини обмежень на керуван-
ня, а також множин початкових i кiнцевих станiв. Основний результат полягає
в тому, що аналiзується невiд’ємнiсть знаку такої функцiї на одиничнiй сферi.

У статтi обґрунтовуються умови керованостi для лiнiйних нестацiонарних
дискретних систем з множини початкових станiв на термiнальну множину. Вка-
занi множини вибираються в класi опуклих компактiв. У постановках задач фi-
ксованим є iнтервал, на якому розглядається система, а також значення вектора
керування належать вiдомим компактним множинам. Розвиваючи пiдхiд робо-
ти [3], ми даємо означення трьох видiв керованостi: з множини в множину; зi всiєї
множини початкових умов на термiнальну множину; з множини початкових умов
на всю термiнальну множину.

Основнi результати
Будемо використовувати такi позначення: R𝑛 — 𝑛-вiмiрний евклiдовий про-

стiр; ‖ · ‖ — евклiдова норма в R𝑛; ⟨·, ·⟩ — скалярний добуток в R𝑛; 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) —
сукупнiсть непорожнiх опуклих компактiв в R𝑛; 𝑐(𝐴,𝜓) — опорна функцiя мно-
жини 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝜓 ∈ R𝑛; 𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1} — одинична сфера; 𝐾𝑟(𝑥) ⊂ R𝑛 —
замкнена куля радiуса 𝑟 > 0 з центром а точцi 𝑥 ∈ R𝑛; 𝜆𝑚𝑖𝑛(·), 𝜆𝑚𝑎𝑥(·) — вiдпо-
вiдно мiнiмальне та максимальне власнi числа матрицi.
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1. Керованiсть з множини в множину. Розглянемо лiнiйну дискретну
систему керування

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐶(𝑘)𝑢(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁. (1)

Тут 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) — вектор стану, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛) — вектор керування,
𝐴(𝑘) — 𝑛× 𝑛-матрицi; 𝐶(𝑘) — 𝑛×𝑚-матрицi, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 . Керування 𝑢(𝑘) ∈
𝑈(𝑘), де 𝑈(𝑘) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑚), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1. Множина 𝑀0 початкових станiв i
множина кiнцевих станiв𝑀𝑁 системи (1) є опуклими компактами в R𝑛. Множина
досяжностi системи (1) записується так:

𝑋 (𝑘, 0) = Θ(𝑘)𝑀0 +

𝑘−1∑︁
𝑠=0

Θ(𝑘, 𝑠+ 1)𝐶(𝑠)𝑈(𝑠), (2)

де Θ(𝑘) = Θ(𝑘, 0),Θ(𝑘, 𝑠) = 𝐴(𝑘 − 1)𝐴(𝑘 − 2)....𝐴(𝑠), 0 6 𝑠 6 𝑘. Виходячи з
формули (2), опорна функцiя множини досяжностi 𝑋 (𝑘,𝑀0) має вигляд

𝑐(𝑋 (𝑘,𝑀0) , 𝜓) = 𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑘)𝜓) +

𝑘−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑘, 𝑠+ 1)𝜓), (3)

де 𝜓 ∈ R𝑛. Введемо таке означення.

Означення 1. Система (1) називається керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁
з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , якщо знайдуться точки 𝑥0 ∈ 𝑀0, 𝑥𝑁 ∈ 𝑀𝑁 i
допустиме керування 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1 такi, що

𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 .

Тут 𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 позначає розв’язок системи (1) за умови 𝑥(0) = 𝑥0 в силу
допустимого керування 𝑢(·), визначеного в точках 𝑘 = 0, 𝑁 − 1.

Функцiя

Φ(𝜓) = 𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓), 𝜓 ∈ R𝑛

називається функцiєю керованостi системи (1) з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 на
iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁 . Має мiсце таке твердження.

Теорема 1. Для того щоб система (1) була керованою на iнтервалi 0 6
𝑘 6 𝑁 з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , необхiдно i достатньо, щоб функцiя
керованостi Φ(𝜓) > 0 для всiх 𝜓 ∈ 𝑆.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай система (1) є керованою на iнтервалi 0 6
𝑘 6 𝑁 з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 . Це означає, що

𝑋(𝑁,𝑀0) ∩𝑀𝑁 ̸= ∅.

Останнє спiввiдношення можна записати в еквiвалентнiй формi

0 ∈ 𝑋(𝑁,𝑀0) + (−1)𝑀𝑁 .
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Використовуючи властивостi опорної функцiї [4], одержуємо

𝑐(𝑋 (𝑁,𝑀0) , 𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) > 0

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆. Пiдставемо (3) в останню нерiвнiсть

𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

Отже, Φ(𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆. Достатнiсть обґрунтовується аналогiчно до необхiдностi,
але в зворотному порядку. Теорему доведено.

Приклад 1. Розглянемо умови теореми 1 у випадку, якщо 𝑀0 = 𝐾𝑝0(𝑎),
𝑀𝑁 = 𝐾𝑝𝑁 (𝑏), 𝑈(𝑘) = 𝐾𝑞(𝑘)(0), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 −1. Тут 𝑎, 𝑏 ∈ R𝑛, 𝑝0 > 0, 𝑝𝑁 > 0,
𝑞(𝑘) > 0, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1. Тодi функцiя керованостi має вигляд

Φ(𝜓) = 𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑎,Θ*(𝑁)𝜓 > +𝑝𝑁 ||𝜓||− < 𝑏, 𝜓 > +

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓||, 𝜓 ∈ R𝑛.

Умову Φ(𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆 можна записати так

𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ 𝑝𝑁 +
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| >< 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 > . (4)

Оскiльки
||Θ*(𝑁)𝜓|| ≥

√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)),

||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| ≥
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁)),

max
𝜓∈𝑆

< 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 >= ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||,

то нерiвнiсть (4) буде виконуватися для всiх 𝜓 ∈ 𝑆, якщо

𝑝0
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)) + 𝑝𝑁+

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁)) > ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||.

(5)

Отже, якщо параметри 𝑎, 𝑏, 𝑝0, 𝑝𝑁 , 𝑞(𝑠) задовольняють (5), то система (1) буде
керованою з 𝑀0 в 𝑀𝑁 на 0 6 𝑘 6 𝑁 .

2. Керованiсть зi всiєї множини початкових станiв. Розглянемо таке
означення.

Означення 2. Система (1) називається керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁
зi всiєї множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , якщо для будь-якої точки 𝑥0 ∈ 𝑀0 зна-
йдеться стан 𝑥𝑁 ∈𝑀𝑁 та допустиме керування 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁−1
таке, що 𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 .
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Функцiя

𝑊 (𝜓) = 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓)− 𝑐(𝑀0,−Θ*(𝑁)𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓)

називається функцiєю керованостi в системи (1) зi всiєї множини 𝑀0 в множину
𝑀𝑁 на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁 , де 𝜓 ∈ R𝑛. Має мiсце такий критерiй.

Теорема 2. Для того щоб система (1) була керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6
𝑁 зi всiєї множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , необхiдно i достатньо, щоб 𝑊 (𝜓) > 0
для всiх 𝜓 ∈ 𝑆.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (1) є керованою зi всiєї
множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 при 0 6 𝑘 6 𝑁 . Це означає, що для довiльної точки
𝑥0 ∈𝑀0 виконується спiввiдношення

𝑋(𝑁, 𝑥0) ∩𝑀𝑁 ̸= ∅

або еквiвалентне до нього включення

0 ∈ 𝑋(𝑁, 𝑥0) + (−1)𝑀𝑁 .

Використовуючи (2) i (3), одержимо, що для всiх 𝑥0 ∈𝑀0

< 𝑥0,Θ
*(𝑁)𝜓 > +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

З останньої нерiвностi випливає

min𝑥0∈𝑀0 < 𝑥0,Θ
*(𝑁)𝜓 > +𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓)+

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.
(6)

Оскiльки

min
𝑥0∈𝑀0

< 𝑥0,Θ
*(𝑁)𝜓 >= − max

𝑥0∈𝑀0

< 𝑥0,−Θ*(𝑁)𝜓 >= −𝑐(𝑀0,−Θ*(𝑁)𝜓),

то з (6) одержуємо

𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓)− 𝑐(𝑀0,−Θ*(𝑁)𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

Отже, 𝑊 (𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.
Достатнiсть теореми обґрунтовується тим, що при доведеннi необхiдностi ви-

користовувались тверження, якi є необхiдними i достатнiми. Теорему доведено.
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Приклад 2. Розглянемо умови керованостi зi всiєї множини 𝑀0 в множи-
ну 𝑀𝑁 при 0 6 𝑘 6 𝑁 , в умовах прикладу 1. У цьому випадку

𝑊 (𝜓) = 𝑝𝑁 ||𝜓||+ < 𝑏,−𝜓 > −𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑎,Θ*(𝑁)𝜓 > +

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓||, 𝜓 ∈ R𝑛.

Умову 𝑊 (𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆 можна записати так

𝑝𝑁 +
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| >

> 𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 >,𝜓 ∈ R𝑛.

Використовуючи оцiнки прикладу 1 i ||Θ*(𝑁)𝜓|| 6
√︀
𝜆𝑚𝑎𝑥 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)), одер-

жуємо

𝑝𝑁 +
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁)) >

> 𝑝0
√︀
𝜆𝑚𝑎𝑥 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)) + ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||.

Отже, якщо параметри задачi задовiльняють одержанiй оцiнцi, то дис-
кретна система (1) буде керованою зi всiєї множини 𝑀0 на множину 𝑀𝑁 при
0 6 𝑘 6 𝑁 .

3. Керованiсть з множини на всю множину. Результати даного пункту
статтi будуються на такому означеннi.

Означення 3. Система (1) називається керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁
множини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 , якщо для будь-якого стану 𝑥𝑁 ∈𝑀𝑁 iснує
точка 𝑥0 ∈𝑀0 i допустиме керування 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1 такi, що
𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 .

Функцiя

𝑍(𝜓) = 𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓)− 𝑐(𝑀𝑁 , 𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓)

називається функцiєю керованостi в системи (1) з множини 𝑀0 на всю множину
𝑀𝑁 на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁 , де 𝜓 ∈ R𝑛. Має мiсце така теорема.

Теорема 3. Для того, щоб система (1) була керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6
𝑁 з множини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 необхiдно i достатньо, щоб 𝑍(𝜓) > 0
для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 .

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (1) є керованою з мно-
жини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 . Тодi з означення 3 випливає, що

𝑋(𝑁, 𝑥0) ⊃𝑀𝑁 .
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Використовуючи властивостi опорних функцiй [4], одержуємо

𝑐(𝑋(𝑁,𝑀0), 𝜓)− 𝑐(𝑀𝑁 , 𝜓) > 0,∀𝜓 ∈ 𝑆.

Пiдставемо в останню нерiвнiсть формулу (3)

𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓)− 𝑐(𝑀𝑁 , 𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

Це означає, що 𝑍(𝜓) > 0 для всiх 𝜓 ∈ 𝑆.
Достатнiсть обґрунтовується аналогiчно до необхiдностi з використанням вла-

стивостей опорної функцiї в зворотному порядку. Теорему доведено.

Приклад 3. Знайдемо функцiю керованостi в умовах прикладу 1. Тодi

𝑍(𝜓) = 𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑎,Θ*(𝑁)𝜓 > −𝑝𝑁 ||𝜓||− < 𝑏, 𝜓 > +

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓||, 𝜓 ∈ R𝑛.

З того, що 𝑍(𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆, випливає, що

𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| >

> 𝑝𝑁+ < 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 >,𝜓 ∈ 𝑆.

Ця нерiвнiсть виконується, якщо

𝑝0
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)) +

𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁))

> 𝑝𝑁 + ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||.

Отже, якщо параметри задачi задовiльняють наведенiй оцiнцi, то система (1)
буде керованою з множини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 при 0 6 𝑘 6 𝑁 .

Висновки. В роботi обґрунтовано необхiднi i достатнi умови керованостi
для лiнiйних нестацiонарних дискретних систем у трьох випадках: з множини
початкових станiв на термiнальну множину; зi всiєї множини початкових умов
на термiнальну множину; з множини початкових умов на всю термiнальну мно-
жину. Для кожного з них побудовано функцiї керованостi та наведено приклади
їх застосування.
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Пичкур В. В., Собчук В. В., Таирова М. С., Башняков А. Н.
Критерии управляемости из множества начальных состояний на терминаль-
ное множество для линейных дискретных систем

Резюме

В статье рассматриваются условия управляемости для линейных нестационарных дис-
кретных систем из множества начальных состояний на терминальное множество. Введе-
но определение трех видов управляемости: из множества в множество; со всего множе-
ства начальных условий на терминальное множество; из множества начальных условий
на все терминальное множество. Для каждого из них построены функции управляемо-
сти, обоснованы необходимые и достаточные условия управляемости, а также приведе-
ны соответствующие примеры.
Ключевые слова: дискретные системы, управляемость, управление, функция управ-
ляемости .

Pichkur V. V., Sobchuk V. V., Tairova M. S., Bashnyakov O. M.
Linear discrete systems controllability from a set of initial states to a ter-
minal set

Summary

In the article we consider controllability conditions from an initial set to a terminal set for

a linear non-homogenous discrete system. We introduce three types of controllability: from

an initial set to a terminal set; from a whole set of initial conditions to a terminal set; from

a set of initial conditions to an entire terminal set. Necessary and sufficient conditions of

controllability are proved using controllability function.

Key words: discrete systems, controllability, control, controllability function.

References

1. Katsuhiko Ogata (1995). Discrete-Time Control Systems. University of Minnesota, 760 p.

2. Krabs W. & Pickl S. (2010). Dynamical Systems: Stability, Controllability and Chaotic
Behavior. Springer, 249 p.

3. Blagodatskikh V. I. (1977). Zadacha upravlyaemosti dlya lineynykh sistem [Controlabi-
lity problem for linear systems]. Trudy MIAN, vol. 143, pp. 57–67.

4. Blagodatskikh V. I. (2001). Vvedenie v optimalnoe upravlenie [Introoduction to Optimal
Control]. Moscow, «Vysshaya shkola», 239 p.


