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О плотности Н А Т У РА Л ЬН Ы Х  Ч И С ЕЛ  
С П Е Ц И А Л Ь Н О Г О  ТИПА

Рекомендовано до друку науковим семінаром 
“Деякі проблеми аналітичної теорії чисел” ОНУ 19.06.2000

Розглядаються натураш»ні числа, такі що П (л)-0)(и) = ■ Знайдено асимптотичну 
плотаість таких чисел.

Рассматриваются натуральные числа, такие что П(и) -  т(п) = q . Найдена асимптотиче­
ская плотность таких чисел.

The natural пшпЬегБ for which Q(n)-(o(n) = q are considered. The asymptotic density of
such numbers is found.

Пусть Q(n)  и co(w) -  функции числа простых делителей п с учетом и без учета 
кратности соответственно. Рассмотрим .характеристическую функцию множества 
целых чисел W, таких что Q(w) -о )(л ) = q ;

1, если 0(п) -т{п)  = д-,

О, если Q(w)-co(w) ^q .

Мы интересуемся плотностью натуральных чисел п, для которых О (и)-со(л) = q.  
Обозначим

В^{х) .=
п<х

А. Яёпу! доказал, что В ^ ( х ) / х  при дс -> оо , где > 0  -  постоянная [1]. 

Если q = О, то

п<х ^

(Это хорошо известный результат о числе бесквадратных чисел на отрезке натураль­
ного ряда.) Н. Delange получил такой результат [2];

B^{x)  = d g x + c i ^ - j x { \ 0 g \ 0 g x y y

Нашей целью является доказательство следующей теоремы.
Теорема. При X -*ао

/  V y(loglogy)'^~' 
logx

Доказательство. Пусть К  -  множество всех квадратнополных чисел. Обозначим 

через множество квадратиополных чисел к ( а ,  ^ 2 ) ,  для которых

а , + ...-кх^ -  r = q.  Заметим, что для к  должно выполняться e>{k)<q. Каждое
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v ,(n ) =

B ^ ( x ) = d ^ x + 0
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п, для которого V (и) = 1, можно однозначно предетавить в виде п = к т ,  где

кт<х кт<х
кеКд кеКд

ц^ш)=1
(к,т)=\

к<х т<х1к 
кеК д  (т,к)=1

к<х
кеК„
ы\ к  }

где мы положили Т (у, к): = ^  (w ) .
тЩу

{т,}с)=\

I

Мы имеем 

\ i4n t )  _ Q(s)

П = \ т
(m,/fc)=l

т-т 1 _ Q(^) Y
.2s

_  ^  (^) ^

п=\ v&'i,

где ^.{п) -  функция Лиувилля, Vi^\ = {n = p f ' ' ; Р, = 0 , 1 , 2 , р^... р ^ \ к } . 
Введем в рассмотрение мультипликативные функции

ц^(/и) =
ц (/и), если {т, к) = 1. ’kin),  если п eVi^; 

0,£сли (W, fc) = LО,если ( т , к ) > \

Тогда \ i \  = где * означает произведение Дирихле. Поэтому

Т { у , к ) -  Y ^ X , m \ m )  = Y 4 i ^ ) T i y l v ) ,
т<у т<у mv<y v ^ y

(шЛ)=1

где г (>'):= ^  ( т ) . Тогда
т^у

в ^ { х ) =  '£'kic(.v)T
kv<x
ksK „

Kkv) 7 1 ^ ' kv
ksK,

kv<x kv

ГЛК A ^ ^  /fc ('̂ )Обозначим d„ = > ----------- . ̂ ^  I-v71 jfc,v=I . . .

Этот рад сходится абсолютно, так как все числа k v  -  квадратнополиые и одно и то 
же число п можно представить в виде произведения n ^ k v  не более чем N  способа­
ми, причем N  =N (q)  -  постоянная, которая зависит только от q. Выражения для

можно найти, исследуя поведение суммы

~ C (2 ^ )V  1 - ^ / /  ’

где Z -  комплексное число. Беря 2 < 2 , нетрудно получить [1]:

6 t-t 1 - z / ( p +1)

а=0 Т ^ п9=0 71 р  '■ 2 І Р

Теперь выражения для В Лх)  можно записать в следующем виде:
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B J x )  = d^x+0

Нам необходимо оценить

УС

k h  k v
+  0

kv<x ’

l o g ^
kv

( 1 )

\ У

kv

kv>x
к€К„

kv<x
кєК„

4 k v

Пусть Qg(x) и —,(x )  означает количество квадратнополных чисел, не превос­

ходящих X, для которых га(и) и m{n)<q  соответственно. Найдем асимптотиче­
ские оценки для 0 ,(х )  и .

Пусть Z  -  комплексное число.

ш(п)

1+ -

^ 1 ,
/

-2s
1

Р'  Р '
=п

P')J
Легко видеть, что

F(s,z)  = {t;(2s)yA(s,z),

где A(s,z) -  аналитическая правее s = 1 /  3 функция. Положим

если п єЛГ;
a„=a„(z)  = \

О, если п і К .

Пусть Ь > \ 1 1 , Т  > 0 .  Тогда по формуле обращения радов Дирихле имеем

4 х  log2x1 Ь+ІТ

п<х 2т17 ^

Рассмотрим интеграл
Ь+іТ

{Q(2s) Y A { s, z ) ^ s + 0 +0
т

1 =

Ь -ІТ

[CXls)Y A { s , z ) ^ d s .

Положим s' = Is, b' - 2 b , T '  = I T  . Получим

Ь '+ ІТ ' /■ , N

/ =  ] { ф ' ) у л
Ь '- І Т '

^s '   ̂
— ,z

K l  .
- d s ' .

Рассуждая так же, как при построении сумматорной функции К(^(и) для случая 
О < а  < 2, а  1 [3], найдем

' ^ a „ = { f ( z ) + O i l / l o g x ) ) y f x l l o g y I x ^  , (2)

где

1 + V i''
V p.

С другой стороны, имеем

(3)
П<Х к=\
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Раскладывая / ( z )  \ogyjx^  в рад по степеням z и приравнивая правые части (2) и 

(3), получим, что для фиксированного q имеет место асимптотическое равенство

: ■/ logx
^ i i ( ? ) ( l o g lo g x ) ^ ' + 0

Vi=r

(log log х) 9-1

logx

где b^{q),k = -  вьиислимые постоянные, причем і , (^) = 1 / ( i j-1 )! .

Положим

(-1)" s ( « - i , ^ - i ) l
- ^ к Ш -  z ^ - — 1—  ----------- : , Г / -  h

S ( « - l ) ! p ” [ « 1 - 1 /V p

где S(n ,k )  -  числа Стирлинга 1 рода. Тогда при q = 2 и q = 3 коэффициенты bi^{q) 
вычисляются по формулам:

М 2 ) = 1 ;

62(2) = С - І п 2 + Х ^ і ( р ) ;  
р

^ ( 3 ) = 1 / 2 ;  

b^0)  = b^{2)-

+(С -  lo g 2 ) ^  ір) + ̂ , Е г і Р ) +  Z  -̂ 1 )•
р  р  Рі<Рі

Здесь С  -  постоянная Эйлера и суммирование проводится по всем простым числам.
Теперь мы можем оценить количество квадратнополных чисел, не превосходя­

щих X , для которых ю(п) <q  :

s , w =  i e , w = ~ f i ( i o g i o g x ) ^ ‘
ISjfcSq lOgX \<iSk logx  ) )

2 y f l
logx

^ c ^ (g )a o g lo g x )« “* + 0
Vjfc=l logx

где мы положили (q) = ^  (q + i - k ) .
H i<k

Применим по;^ченный результат для оценки . Имеем

^ ,(v ) 1 (log log

kv>x
кеК„

00 1 1

 ̂ « S  S f < s 4 -= ,0 ' * V ) «  г  ,
кєК,

Мы воспользовались тем, что если к e K ^ , v e V i ^ ,  то fcv = где г < q  .

Найдем теперь оценку для S j :

kv<x yfkv

log—  exp\-c^ logi,x  /  kv)] еЩ -С уІїо§[х7гі)]
‘• « I , -  f = — ^ « 1 — —̂ 7=—

■sikv ЫПkv<x
k^g ПЄ.



56 Тараненко Н. В.

Применяя лемму Абеля о частном суммировании, найдем

(log log х)

y h  t Ґ ^ q - k + l

9-1

п<х
пєН,

logx

где через мы обозначили множество квадратнополных чисел, для которых 

a( r i )<q.  , ^ і

Выберем константу с, так, чтобы  вы полнялось Cyjq > 2  . Для к '2.2 обо­

значим log*. X = log(log;t-i и положим log, X = logx . Разобьем  промежуток 
суммирования по w от 1 до х на участки w*. < и < А: = 0,1,2,..., где

«о =1,п* = [ x / a o g t x ) ‘’*°®*+'̂ . Тогда

«
1^  e x p (-c ^ lo g (y /n ))  _  ^

Щ<П<Пк+\ Гп  Пк<п<п!с+\ '/п  (logt+i x f

log logx  + 0
I logx J)

log log X + 0
logx JJ

+0 (log log x ) '’ '
logx ''y

Отсюда получаем, что

lOgxlOgi^.X

Пусть -  целое число, такое что 1 < log^^ x < Со , где Cq > 1 -  постоянная. Тогда

с , " '”' ' '

где Cj > 1 -  постоянная, и

ex p (-c ^ lo g (x /« )  _  (log log ^ _______ 1
.  У  1

log^ X л/« logx
—<п<х 
°1

Подставляя найденные оценки для S', и S j в формулу (1), по;^чаем утвержде­
ние теоремы.
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