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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ КОРНЕЙ Ь-ФУНКЦИЙ ДИРИХЛЕ 
В КРИТИЧЕСКОЙ ПОЛОСЕ— 5*̂- ** Г * •

NІ У статті розробленим мною методом із мог! монографії 11 ] вирішується проблема розподілу коренів 

Ь-функній, шо вілповілають першообразному характеру. Доведено, шо всі ці корені лежать на прямій

немас дійсних кфренів,СТ =  V-) , якщо s = СТ +  it . Крім того, доведено, що у таких фуц|сцій

ст, 0 < ст <  1.

В статье разработанным мною методом нз моей монографии [I] решается проблема распределе­

ния корней L-функций. отвечающих первообразному характеру. Доказано, что все эти корни лежат 

на прямой 0 = ^ 2 ,  если л =  СТ +  i t . Кроме того, доказано, что у таких функций нет вещественных 

корней ст, 0  й  СТ <  1.

In this article using my method from my monograph [I] 1 have solved the problem оГ the distribution of 
the roots o f L-functions which has an original character. It is proved that such roots arc located on the line

СТ =  У2 , if s = O + i t . Besides, it is proved that such functions have not real roots СТ, 0  <  СТ <  I .

1. Рассмотрим сначала случай, когда x(f!) ~ комплексный нервообразный характер. 

Положим W ( c o )= ^ ^  + /co;x)^(^2  + icj);x), где £ (л;х )=  ( f ) /2 г (* ^ )ь (* ;х ) .  Рассмотрим 

уравнение

dix> 

dx

(П  іЦІМ іЧ і-поф 

= Сt)H ( о )+ а + ів)Н  (со-  a + /0 ), Vлу; л к гц ^ н и

где а  > 0 ,0  -  вещественное, (а = х  + 1у, т  -  вещественная переменная. Уравнение (I) 
имеет вид: «

—  = соГ(со), где F ((o)=  н(<л + а + /0 ) //(со -  а  + /0 ). П  ~ к в н н м . г о ^

~ г da>
Значит, , ; = т - т 0 , а поскольку т -  вещественная, то вдоль интегральной

(oFlco)Wq 4 '

< т ід а . кривой Ф ((о )-Ф (ц ,)  = т - т 0 , где ф(ш ) -  ка- 
кая-либо первообразная. Значит, вдоль ин­
тегральной кривой 1тФ(со) = ц  = c o n s t. Для 
уравнения (1) точка ш = 0 - узел, а корень 
соц функции F(co) либо диполь, если крат­
ность корня равна 2. либо мультиполь поряд­
ка 2(т -  l) , если кратность корня т.

Лемма. Интегральные кривые уравнения 

(1) в плоскости со = x  + iy обладают следу­

ющими свойствами:
1) Ось координат О Y яв ляется интеграль­

ной кривой уравнения (1). Интегра.1ьные кри­
вые этого уравнения симметричны относи­
тельно оси О Y. , .
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2) Если _у0 > 0 достаточно велик, то в окрестности прямой у  = -.у  о и в  окрестности

• мой у  -  .уо интегральные кривые расположены так, как указано на рис. 1.

')  Интегральные кривые 1 , 1,, 1 ........1,, 1„ 1,, ... уходят  в »  по асимптотическому
равлению оси O Y  и на них параметр И не делает скачка.

4) Кривая типа I, и 1 ,, разделяющая пучки типа а,Ь и ä ,b  , единственная. 

Д оказательство . Ф ункция Я(со) четная. Имеем я ( с о ) = £ ( ^  + für.x£0<  + /о д х ). 

:чит н ( -ы )= Ь ,{ у 2 + 1иг,х%{Уг + 1 ^ х )  в силу уравнения 5 (v ;x )= e (x X (1- i';x ) .  
t ( x ) =  1. Поэтому Я (-с о )  = Я  (со).

Кроме того, a rg Я(со) = - a r g Н (ш ). Действительно, имеем 

Н (х + iy)Н (х - iy) = \{у2 -  у  + ix,x% (y2 -  у + ix, хХОб ~ У Х%(Уг ~ У ~ ^ х ) •

) М и -  y - i x ; x ) .  как видим, здесь входит всюду -у .

Значит, по формуле Эйлера / ,
й-v

; 0 ,  -  .* ♦ « . х т - У - Ы ) -  А . П ( ' - -  .

Мы считаем здесь >’ < 0  и велик по модулю. Здесь Д , -  вещественное число. Но

Д  i - X P ^ V+<,))  и 1 ~ сопряжены, их произведение веществен-

*  Значит Н (х  + iy )H (х -  iy)  -  вещественное число. Значит, H (x  + iy)  и H ( x - i y )  та- 
ж что a rg н ( х  + iy) = - a r g Н ( х - iy ) . Это выполняется при у < - у 0 , где у0 > 0 дое­

но велик. Но в силу аналитичности я(со) во всей плоскости со это равенство 
(яется всюду в плоскости со. 

докажем теперь, что ось OY -  интегральная кривая уравнения (I). Для этого поло­
ши» u) = /v , подставим в уравнение (1) и сократим на /. Легко заметить, что со = /у 
и.алетворяет уравнению (I), если Н (iy + а + <б)Я(iy - а  + id) есть вещественное чис- 

т  Но я(а + i(y  + 9 ))Н (~ а  + /(у  + 9)) = н ( а  + i(y  + в ))Н (а -  /(у  + б)) в силу четности 
f m )  относительно со. Далее, Н (а + i(y  + 9))я(я - i ( y  + 0)) -  вещественное число по 

заказанному выше. Значит, ось OY -  интегральная кривая уравнения (1).
Докажем теперь, что поле направлений уравнения (I) симметрично относительно 
OY. Для этого рассмотрим точки -х+гу и x+ iy  и докажем, что arg правой части 

т-гзнения (I) в этих точках отличается знаком. Пусть

Л = Н ( -  х  + iy + а + /0 )Я ( -  x  + iy - а  + /9)Я (л + /у + а + /9 )Я (x  + i y ~ a  + /9 ).

Но Н (~  х  + iy  + а + /9) = Н ( х -  а -  /(у  + в ) )  я ( -  х  + iy ~ а + /0) = н ( х  + а -  i(y  + в))

В OU) четности //(со) относительно со, т. е. н ( -  со)= Я  (со).
Подставляя это в А , получим, что первый и четвертый сомножители как и второй и 

-тг 'чн  взяты в сопряженных точках и потому их произведение вещественно. Значит, А 
нелс- гвенно. Значит, arg правой части уравнения (1) в точке (-.у, г) отличается знаком 

•: этого выражения в точке (у, v), что и означает симметрию интегральных кривых 
--пня (I) относительно оси OY.

>5ратимся к п.2 леммы, т. е. дадим обоснование рис. 1.
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Найдем argcoW(co + а + i 0 ) t f ( u - a  + i'ö), т. е. правой части уравнения (1). Имеем 

£ (у ;х )=  ( ^ Т ' /2 r ( ' i S)b (i;x )-  Положим со= x  + iy . У нас в (2) >■’. в  (. v-'ivun
'ШСЛЛнИЫМи;1 . , "Vt (£

Рассматриваем случай, когда у  < -у у  у0 достаточно велик. Тогда”14“'  *Л' “М' ' Л 

Г (г )=  Л л е (;- |/2)1пг- : [1 + о (с - ') ] .  Значит, ^{у2 - В - у + i ( x ± a ) ,x )  =

__ ГГ ~ ( ^ - 0 - v+ i ( . r ± a ) ) /2 x l n ^  ( - ^ - 0 - y + 6 + i ( j r ± r t ) ) / 2 x J n ( ( ^ - 9 - y + 6 t i ( j r i ^ i ) ) / 2 ) - ( ^ - 0 - y + 5 + i { j r ± t f ) ) / 2  
“  v ^71С 6 X

1 /  - l \ |  111 > ( / ^ \ U  B l f t -  =  O l l !  Л | Л Т  4 W ; ’* n i> |

I + 0 \У г -  0 -  у + б| | .  Мы рассматриваем у  < -у0, >'0 > 0 достаточно велик и положи­

ли Ц ^ - 0 - ; у  + / (л г ± я )х )=  Г Т (1 - Х£’ • ™e * = '2  “ е _  y  + / ( . r ± a ) .  Значит,

L ( ^ -  0 -  у  + i(x  ± я ) х )  = 1 + о (0 ^  “  б -  У)_')•  Отсюда получим 

arg £(/2 - 9 - У + i(x ± а \ х ) = ~  ' f 1п /с + *¥*,п >/0г ~ е “  -v + &Т + (* ± a f  + (3)

+  2 } ^ l l . i r c lg ^ ü —  _  л М  + o { \ y 2 -  у  -  в  +  б ] " ') .

Чтобы иайти arg всего произведения (2), следует рассмотреть в (3) случай х  + а , 

п отом  сд ^чай  х - а ,  с д о ж т ъ  w «се п о ,  а  п отом  п ри бави ть

argw  = arctgA _1,v. Полученное выражение обозначим  ф (* ,у )+  о ( |> 2 -  У ~  9 + 5| ' ) .  

Исследуем кривую ф(.г,у) = с . Л егко зам етить, что самым больш им слагаемым в 

дф(дг, v )/d .v , определяю щ им  знак Эф/ d . t , будет слагаем ое. типа'-------------------- -------------- - , -••а -  »-•* ■
2 *п уО'г -  0  -  >' + ö)2 + {х ±  a f  . Значит Эф/Эх > 0 ,  при всех у < -  у0. ■ ■

Геометрически это означает, что arg правой части уравнения (1) на прямой у = - у0 
монотонно возрастает с ростом д от х  -  0. Но. поскольку этот arg есть угол наклона 
касательной к интегральной кривой уравнения (1) в окрестности прямой у = - у п . то 
его возрастание означает, что интегральные кривые идут так. как указано на рис. I. 

Рассмотрим теперь прямую у = у0. На ней пользоваться (3) нельзя, т. к. нельзя применять

формулу Эйлера Ц К - 0 -  у +  /(д г ± а )х )  = ПО ~ХР  ' •  Мы сначала преобразуем правую 

часть (!) с помощью £(у;х) = e0 c)l0  - л >х)- Тогда получим, что в (3) надо переменить знаки 

х ,у ,а ,  0 и считать после этого у  = уи > 0. Легко получим, что тогда Э ф /Э *< 0  при д г< 0 ,т . 

е. получим картину интегральных кривых, рис.1, сверху. Дадим теперь обоснование рис.1 для 
поведения интегральных кривых типа I, и 1 г Докажем, что они имеют асимптотическое на­

правление оси OY. Для этого рассмотрим <р(х,у)= с . Найдем Эф/Эу на прямой у  = -у0. 

Обратимся к (3). Имеем

—  = ( .г ± о )- ------------^  * ,9*8 -̂-----------4-arctg •гА"„ . (сумма). Будем считать далее параметр 0
ду '{y2-y-e+&f+(xt«?  2 6 Х’- ' - 0+6

малым, |6‘ < }/А, у0 > 3-4 , л > а . Тогда Эф/Эу < О при у < - у 0 . На кривой <р(л\ у ) = г  нме-

d \  Эф/Эдг „  Зф п 9ф .  rfv .  ,ем . Поскольку у нас при у < - у 0, < 0 , .  > 0 .т о  - - >  0 . Значит, при
dx  Эф/Эу Эу Эл ох
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і> а  наклон кривой ф (л ,^ )= £- полож ительны й, как указанб на рис.Г. ЇҐри

. > уо. —  < 0 , —  < 0 .  наклон кривой отрицательный. 'С'-»«» V ЧЛ ."1/ 1 1 
ду дх

Поскольку изоклина уравнения (I), напри­

мер. кривая ф(.с, у ) = я  (пунктирная) уходит в 

, '3 * —«о по асимптотическому направлению оси ОУ,

|  ТО все кривые 1_), 1_2. ... также уходят В -ОО по
Р О И  направлению осн ОУ. Аналогично, все кривые

~ ~ ~ " В И И - -  Ут~Уі уходят в +°° по направлению оси ОУ. __
Обратимся к п.4 леммы. Докажем, что кри- 

вая типа I (, разделяющая пучки типа а и Б ин- 
тегральных кривых, единственная в том смыс- 

ле, что отсутствует пучок таких кривых, отде- 
I І [ I ||Р  ляюіцих а и В . Пусть через РЯ, рис.2, проходит
I 1 1 І II пучок интегральных кривых типа 1 г уходящих

вниз по асимптотическому направлению оси ОУ.
Рис 2 ои и ч с Покажем, что мы приходим к противоречию.

Пусть (} — середина РЯ. Проведем окружность 
г-ииуса Р с центром 0  и рассмотрим ее дугу а{3. Во всей заштрихованной на рис.2 области 
іравая часть уравнения (І) аналітична и не равна нулю, т. к. в этой области нет точек покоя

оавнения (1). Значит, { — ?------------------------------ < = 0 . Значит и
1 <оН (ш + а + 10)Я (со -  а + 10)

1 ш { — .------------г—.------------------------------------------------------------------------------------   = 0 .  V ’. х (*)
3 шН(а> + а  + /В)//(й) - а  + /0)

Поскольку на интегральных кривых Р а  и Я р  в силу уравнения (1) подынтегральное 

сражение в (*) равно , то интегралы по этим кривым вещественные и потому равенство
* обращается в равенство

1т 7 --------------  т ------------- . = 1 т { ----- г -  — ~ у ~ 7 '----------------------------------- \ (**)
*рС0Я  (со + а + » 0 ) / / ( ш - а + 1 0 ) Д  ыН(ш + а +  /в)//(о) -  а  + /0)

Левый интеграл взят по дуге а |3 ,  которая при больших Р может быть сколь угодно1 
_иекой вниз. Из приведенного выше значения функции я(да ,х ) следует, что при ш —> 

дикция соЯ(со + я + /0 ) и ( с о - а  + /0) очень быстро типа ехр(-г) возрастает (>’—> -° ° )  н 
готому левый интеграл в (•*) сколь угодно мал, в то время, как правый интеграл имеет 

":нчное от нуля значение. Действительно, подынтегральное выражение в нем не тожде- 
.-»енный нуль. Но тогда точки Р и Я можно выбрать так, что он будет отличен от нуля. В 
жтоге. равенство (*•) противоречиво. Но тогда наше предположение, что пучки а и Ь .рис.1, 
разделяются пучком интегральных кривых типа 1,, приводит к противоречию. Значит, пуч- , 

яя  интегральных кривых а и Ь разделяются только одной интегральной кривой типа 1 р 
»годящей в -о о .

Докажем теперь, что на кривой типа I , параметр М не делает скачка (п.З леммы), т. е. левый 

тредел Ц и правый предел И на 1,. если стремиться по интегральным кривым типа а и Ь < рис. I, 
вп адаю т. Для этого доказательства обратимся к уравнению (1). Напомним, что его правая 

*-сть имеет вид (2). Напомним также, что в эту правую часть входят функции х) и Ь (л ;х).
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Именно. £(.т;х)= ($-)"1/2г (4̂ ) ь (г, х ) .  где $ = Ч  + т ) - в £ й  . . ..Функция

Ц * ;х )=  п(> - х р " '  ')"  в силу формулы Эйлера. Будем рассматривать нижнюю полуплоскость 

5. в которой .у =  Ч -  у - в  + 1х И а  . Его вещественная часть большая положительная, при

У = ~.Уо- .уо > 0  велик, |0| мал. Тогда функция 

I 1 '»«йнтл т*) . X) равномерно аппроксимируется конечным

произведением П ( > - № " Г .  т- <г
) *i а- слцнал*
ОС ~ *î Т®*.-' рйп

Рис. 3.

pin

Заменим в правой части уравнения (1) все 

L-функции на их конечные р < п  произведения 
Эйлера. Тогда получим уравнение, равномерно 

»нтотлмюб о! аппроксимирую щ ее уравнение ( I)  при

■ i.nfr он* М** У < ~Уа< Уа велик и фиксирован. В верхней 
полуплоскости такой аппроксимации не будет. 
Однако, мы это аппроксимирующее уравнение 
будем рассматривать во всей плоскости, имея в 

•<*rwm Я*<нг тая итэ*айо4от{.4 виду, что аппроксимация имеет место только в
нижней полуплоскости. Рассмофим интеграль­
ные кривые этого уравнения во всей правой по­
луплоскости.

Кроме точки а) = 0 , никаких других точек 
покоя это уравнение не имеет. Действительно, по 
предыдущему,

и если заменить L(s; х) на J~J (l - ХР 1  ̂ • как
{> < п

мы сделали выше, то легко заметить, что 

( г ) " , , 2 г ( “2“ ) П  (l ~ w  ) '  нигде в нуль не
,,5.|

обращается. Значит, никаких точек покоя ука­
занное выше аппроксимирующее уравнение во 
всей плоскости не имеет, кроме точки покоя 

ш = 0 ,  ибо ш стоит множителем в правой части этого уравнения.

n( l -XJ>") ' может обращаться в »  в некоторых точках, которые являются просты-
pSn

ми полюсами. Однако, легко доказать, что эти точки не приводят к скачку параметра Ц и 

являются седлами. Действительно, рассмотрим модельное уравнение ^{° = * . Здесь точка
</t Ш•■SU',-.! йпаиф«»,

(0 = 0 является простым полюсом. Имеем ü)diü = d T .  Отсюда

• х 2 -  у 2 + Иху = 2(т -  т0)+ *1 -  vq + 2х0уо/. Мы положили ш = х  + iy . Сравнивая мнимые час­

ти, получим ху  = х 0у 0 . Значит, здесь параметр pi = л0>а . Он постоянен вдоль ингегралыюй

Рис. 4.
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•ожвон х у = х0у0 , а сама кривая -  гипербола. Значит, точка покоя 0 -  седло и интегральные 

«самые в ее окрестности имеют вид, рис. 3. Никакого скачка параметра |і  нет. Для общего

Скачок параметра Ц может произойти только при специальном расположении интеграль- 

• п  грнвых Именно, рассмотрим случай, когда интегральная кривая проходит через две точ-

а  ьж оя, рис.4, А и В. Тогда интегральная кривая с параметром |д( , приближается к пун- 
—юпой интегральной кривой справа и дает в пределе на этой пунктирной интегральной кри­

вая оелельное значение ц , -*  ц 0 . Однако, интегральная кривая ц 2 стремится к пунктирной 

юва и предельное значение слева ц 2 —» ц * , где ц 0 *  Д *. На пунктирной интеграль­

н а  *ривой будет скачок параметра И. равный * 0 -  Короче, скачок параметра Ц
ж г^г’жен только тогда, когда интегральная кривая проходит через две точки покоя. У нас, 

тл гтазано выше, во всей плоскосги аппроксимирующее уравнение имеет только одну точку 
лшем (о = 0. Значит, в нижней полуплоскости, где имеет место указанная выше аппроксимация

Л  - х р ~ 'У  п —»°°, никаких скачков параметра Ц нет. Поскольку эта апп-

р к х м а ц и я  при п —» оо при у  < - у 0, у п > 0 и велик, является равномерной, то никаких скач­

ет* -.араметра Ц и на интегральных кривых уравнения (1) в нижней полуплоскости нет. Ден- 
—»♦••ельно. параметр д  на интегральных кривых аппроксимирующего уравнения есть функ- 

заданный на этих кривых (при у  < - у 0, у0 > 0 и велик) и он непрерывен на этих 
« в ш х ,  что доказано выше, ибо он ие делает скачков. Но, поскольку при п —»°° аппроксима- 
ш в  равномерная, то предельный функционал также непрерывен (при у < - у 0, у п > 0  велик
•  •ксирован). Но тогда на интегральных кривых 1,, 1 ....... разделяющих пучки а и Б , рис.1,
« тстач к а  параметра Ц . Рассмотрим теперь прямую у  = у„, у0 > 0 в верхней полуплоскости, 

■ш аей та же картина, что и в окрестности прямой у  = -_у0 , рис. I с той разницей, что там при 
кмрастающих от х  = 0, а ^  правой части уравнения (I) убывает, т. к. соответствующая 

т < дх<  0 .  Это следует из того, что при г > 0 справа в (3) следует - у  заменигь на > > 0  и 
■оставить энак -  перед х ± а  . Изоклина ф ( л ,у ) = с  здесь наклонена (с отрицательным на- 

«аеиом) в сторону оси ОУ и имеет асимптотическое направление оси ОУ. Соответствующие 
1С 1,, 1„ ... уходят в +<*> по асимптотическому направлению оси ОУ. Лемма доказана. 

Основная теорема. Если X -  первообразный характер Iвещественный или комплексный), то 
•г-'ивиальные корни {.-функции Дирихле х )  расположены на прямой С  = К  . где $ = <т + /7.

Доказательство. Гипотеза [2] о том, что все нетривиальные корни Ь-функции Дирихле ле- 

ш  на прямой с  = Ц эквивалентна утверждению, что функция Я  (оу. х ). приведенная выше,
• • только вещественные корни. Предположим, что эта гипотеза неверна, т. е. функция 
).х) имеет существенно комплексный корень я  + гу , о > 0, у > 0 .  Докажем, что мы при- 

-.141 к противоречию.
Действительно, рассмотрим вспомогательное уравнение (I). Тогда у эгого уравнения су- 

■сствует корень у/ -  /0 правой части. В самом деле, подставим в правую часть (1) со = у/ -  /0 . 
" '.пучим  Н  (у/ — (0 + л  + /0 )// (у/ — /0 — я + /0) = 0 , ибо первый сомножитель имеет вид 

4{а  + у /)=  0 . Значит, если предположить, что функция Н(ш ) имеет существенно комплекс­
ный корень а + 1у ,  о > 0 ,у  > 0 .  то уравнение (1) имеет точку покоя (Ол(у -  0 )), лежащую на 

;о 1 ОУ, которая согласно лемме, является интегральной кривой уравнения (1). Аналогично, 

»месте с корнем а + гу . корнем Н  (о)) будет и а -  гу. Значит, будет и точка покоя ( О . / И - 0 ) ) -

зшдаения -  — [і + 0(ю )] положение аналогичное. 
(О
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Рис. 5.

ыи.:.л Идея нашего исследования следующая, Пред- 

Уо положим, что а + /у -  корень функции Я  (со), 

нарисуем качественную картину интегральных 
кривых уравнения (1), опирающуюся на это пред­

положение. Докажем, что эта качественная кар­

тина внутренне противоречива, т. е. предположе­
ние о существовании корня а  + гу противоречит 

некоторым свойствам функции Н (о)), которые 

мы укажем. Тогда наша теорема будет доказана. 
>1 «• ч«ыг8е-ч>! Обратимся к рис.5. Поскольку ось ОУ в силу

* леммы является интегральной кривой, а точки 
А = |(у -  9 ) и О -  точки покоя на ней, то отре­

зок ОА -  интегральная кривая. Окружим точки 
А и О маленькими дугами окружностей СЛ и С0. 

Поскольку ря -  отрезок интегральной кри­
вой. то при близкой М к я в силу непрерывной зависимости решения от начальной точки полу­
чим дугу интегральной кривой МЫ. В заштрихованной области нет точек покоя уравнения (1), 
т. к. на рч таких точек нет и потому не обращается в нуль правая часть уравнения (1). Значит,

функция +~^'+ —я + 7ё) аналитичиа в эт°й области. Поэтому

$~тл------- а т л --------- .„л = 0, 1гп{ = 0 , 1гп ( = 1т { + 1т{ + 1т |  .
1 0)Н1(0 + а + ! д ] Н ^ - а  + 1е) 3 ^  4
Но интегралы справа ограничены некоторыми универсальными числами при любом по­

ложении точек М и N на окружностях Сл и С0. Значит, 11т /  | < К  , где К  -  конечное число.
I мн I

Заметим, что 1 т  /  есть время пробега ТМ|< дуги МЫ, значит, ТМР(<А'. Дуги типа МЫ заиолня-
MN

ют некоторую область между интегральными кривыми 1,* и 1,*. В этой области в  нет точек 
покоя, т. к. входить в точку покоя, как известно, интегральная кривая может лишь при беско­
нечном значении времени, а у нас это время равномерно ограничено указанным выше числом 
К. •

Докажем, что эта область в  не может находиться при всех х  > 0 в полосе - у 0 < у <  у0 
фиксированной ширины 2 у0 .

Оценим функцию со//(со + а  + И))н(со -  а + /б) в этой полосе. Напомним, что 

^ Ц х )  = ^ 0  2 + Здесь

^ : х ) = ( ? Г /2 г ( п 6 )Ц л :х ).
1|' от н

1 1 Пусть со = л + /у . Тогда г у /  ,

н ( х  + 1у + а +  Ю;х)= $(У2 + •(* + а ) - ( у  + б)хЖ>2 + ((х + а )-(у  + б) х) • 
Подставим в (*)л = !ч + /(дг + а ) -  (у  + 0 ) . Получим

•: ':41-4Т«*П«г4'- 
.«*■,;!« лг.5! мо»/»>зИ .нт-.шиПпа1К|Р «нх ;«?п ц ,^(Ц  + | ( л + « ) - ( у + 9)) =

* V = (« »*е))/2 ̂  + /(, + а)-'(у + 0>х)-

Известно, что Г (г )=  л /2 яг ' ^ е ' ; [| + о | г |  / ^ 1п'  '[1 + о |г |  ' |

^  1 1

V

12
м - Д.- У* г/'.-И
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плавим сюда г =
^+f(*+o)-(v+0}+S

Получим

где

1=  ̂о(.-г' I

)—(у+0^+6 )^+|(л+л)-(> +0)+5 К+/’и+л)-(у+0)+5
* “ ~ 2 5 *" 2

г К > , [ п +_еИ  = 1 1 ^ 1  \у2 - ( у + ъ )+ § ]2 + 1 ( х + я )2

• = » | (  £ - {'* ‘р У- в - у  агс1е ^ _ ^ 9)-  , то 1Г(г) =  > /2 ^ев (| + о ( г |" ‘)|, 

Р в _ Л_ ^ Ь в 1 , п^ _ (>у+0 )+ 5 р  + 1 (дс+а) г ] _ ^ агс,8_ :;^ ^ - 2 1 ± 1 2 Ь £ .

»
В фракцию  £(^+ |'(дг + й ) - ( у  + 0 )), как показано выше, входит множителем

- -  а ) -  (у + 0)). Если наше предположение о том, что область С, указанная на рис.5,

I в полосе - у 0 < у < у 0 , где ш = дг + /у , то в этой области вещественная часть 

■* 1: ~ (у + ®)+ *’(* + а ) ограничена, а х  —> °° . Известно [2]. что в силу свойства Ь- 
■ ■  Дирихле как функции “конечного порядка”, отвечающей первообразному характе-'

■ О щ х )  < М 0х т ,га с  М 0,т  -  постоянные числа, М а > 0 ,т > 0 .
Ъ ш с а  -  у0 < у  < у0 состоит из двух полос - у 0 £  у < О и 0 £  у ^  у0 . В каждой из 
* •  ареды дущ ему, величина В оценивается аналогично. Н апример, в полосе 

5  » 5 О величина В при больших .с > 0  определяется отрицательными слагаемыми

■ O f = - Т „ п л.Тг,* • " ри больших Л' +Я > °  агс1« > п ^ “ I

- ж . Аналогичная оценка имеет место и в полосе 0 £  у < у0 (с заменой у  на -у), 

д с ж  в итоге,

l * f r +

г оценка имеет место и для \Н {х + 1 у - а  +/’0} . Но тогда вернемся к уравнению 
[а& асть С находится в полосе ширины 2у0 . то при больших л получим оценку для

этого уравнения i , \  t

а  + 10) / / (х + i y - a  + i Q ] < ) И +|г|)е - (г- 0>'  М 0х т . Щ /)( / / ,

, f du) .I тогда J  = ------ -------------------------- г— . , .*
. ! | uyH(x + iy + a + /0;х)Я (.г + iy - а  + Ю ;х) ’ '

'•-'и* (I) следует, что подынтегральное выражение есть r f r > 0 ,  т. к. время т 
^-.зной кривой уравнения (I) меняется в одном направлении. Мы выбрали на- 

a i .  что dx > 0 .  Значит. J есть время пробега куска 1 интегральной кривой, рис.5 и 
мазано выше, ограничено числом К для любой дуги 1. Значит, подынтегральное 
А можно заменить на его модуль, т. с.

/,/;i н .* va; о т  ! II зммэя а умой

d(ü I ii-wr. p  KH It MOT
-̂/(л +  /у + а + /0;хУ/(.* + /у-я  + /0;х)j -oiw ..*?»•»•<'win*; • н Я

"M u  jMJIV.: ll;"JQ „  . t№IIHMv->

r-*nr+
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V
- / I

у!(<!х ¥ + ((!)'? • ЛУ. VI
! |<о//(лг + IV + а + |'0;х)^(х + /у-я + /0;х)

1
Распространим интегрирование только на те части кривой 1. на которых Ах >0. Пусть 

они составляют сумму Ъ . Поскольку = + {(1\’/(ЬсУ , то на этих частях

> д.х и мы получим оценку

У > Г . . .  -------------------- :> Г (
£, 0)Н (дг + /у + а + /0; х)Н  (дг + гу -  а + /0; Х/1 , 1

|- (Я * И )с(«-«>. Лх

Н м о х*

- ъ г л ъ

в силу неравенства (4) при д > дг(). где дгп > 0 некоторое число. Если *>лг() достаточно 
велик, то суммарный интервал I  изменения л велик и потому последний интеграл расходит­
ся. Мы пришли к противоречию. Значит, область С выйдет из полосы - у 0 £  у й  у 0 и уйдет

либо вверх либо вниз, оставаясь между интегральными кривыми либо 1, и !; либо I.., и I г

Пусть, например, область в  ушла вниз между 11| и 112 . которые имеют, как доказано выше, 

асимптотическое направление оси ОУ. Тогда будет картина расположения интегральных кри­

вых, рис.6. в силу доказанной выше симметрии интегральных кривых уравнения (1). По 
сказанному выше, предположение, что функция Н (ш) имеет существенно комплексный 
корень и - у (  влечет за собой появление точки покоя | ( - у - в )  уравнения (I). Область С 

изображена на рис.6 вместе с симметричной с ней относительно ОУ областью. Точка покоя 
О. вообше говоря, может быть мультиполем. если она — корень правой части уравнения (I) 

кратности ^ £ . 2 ,  т. е. когда она одновременно является корнем функции
//(ш  + я +  /б )//(с о -а  + /9). Однако, параметр 
0 можно всегда выбрать так, что со = 0 не бу­
дет корнем этой функции, т. к. при со = 0 име­
ем н[-а + /б)* 0 . Значит, со = 0 - простой ко­
рень правой части уравнения (1). Значит, со = 0
- узел. Значит, вдоль кривой 1 ,* параметр 

ц * 0 .  а вдоль I,*. в силу ее симметрии с I 
М имеет противоположный знак. Поскольку 1,* 
пересекает прямую у = - у 0 , то в силу специ­
фики кривых а и а , , каждая такая кривая од­
ним концом касается кривой 1 (*, а другим сосед­
них кривых типа I * и. в частности, оси ОУ. Зна- 

’ '• Н 'чит, на всех кривых типа 1 ,* и, в частности, на
■ оси ОУ справа будет одно и то же значение па­

раметра Ц , а на всех левых кривых типа 1,* па-

' £ 6 (Й-И ) _

Рис. 6.Т -
-йн \ .

раметр равен - Ц . Значит, в точке 5. рис. 6, равно как и на всей нижней полуоси ОУ, будет 
скачок параметра Ц. равный 2ц . отличный от нуля. Однако, это противоречит установлен­
ному в лемме п.З отсутствию скачка параметра Ц на интегральных кривых уравнения (I), в 

том числе и на интегральной кривой - оси ОУ. 1 * ' >1 ■ .
В итоге, если предположить, что нетривиальные корни функции Л/(со) не лежат на веще­

ственной оси, т. е. если существует комплексный корень а ± /у. о > 0, у > 0 .  то будет суще­

ствовать точка покоя (0,-/(у  + 0)) уравнения ( I). на которой и «держится» вся I инотетическая
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.-тнна интегральных кривых уравнения (1), рнс.6. Однако, эта гипотетическая картина внут- 
-е -че противоречива, т. к, противоречит п.З леммы. Значит, предположение о существовании 

"ня а ± /у. а > 0, у > 0 функции Н (со) приводит к противоречию. Значит, все корни функ-
Н(ш) вещественны. Теорема доказана.

Замечание 1. Мы рассмотрели выше случай, когда характер х(»< К ) был первообразным 

. юмплексным. Если же х(л, К ) -  вещественный первообразный характер, то следует вместо 
«стмнения (I) рассмотреть более простое уравнение

= оз^(У2 +  /со -  0  +  / в ;х Х  ( Я  + <со -  0  -  / я ; х )  ;к»н*<п с. (5 )
ах

Формулировка леммы и ее доказательство остаются без изменений, а потому без нзме- 
остается и доказательство основной теоремы. Значит, если (.-функция Дирихле Ця; х) 

—»ечает вещественному первообразному характеру, то все корни этой функции, лежащие в 

змтической полосе, расположены на прямой о =  У2 , где л = о  + И . Положим а  = 0 .  Тог- 
лословно проведя доказательство, придем к выводу, что у Ь-функций Дирихле Ь($; х), 

ттсчаю щ их первообразному характеру х. не существует вещественных нетривиальных кор­
че; > =ст,О й а < '/2 .

Замечание 2. Обратимся теперь к дзета-функции Римана. Отвечающий ей характер

= 1 для любого п и потому дзета-функция должна быть рассмотрена отдельно. В пос-

время мне удалось существенно сократить мое доказательство в [I]. В настоящее 
! оно готовится к опубликованию. • -

ло» Н.И. Проблема Римана о распределении корней дэета-функции.- Львов: И м-во Львовского 
•а. 1970. 170 с.

ико» Н.Г. Введение в теорию Ь-функций Дирихле,- М.- Л.: Гостсхкздат, 1947 -  202 с. ' ’


