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gde fI � jIj��
R
I f�u� du� a qerez jEj oboznaqaets� lebegova mera

mno�estva E� Kak obyqno� polagaem

kfkBLO � sup
I
L�f � I��

kfkBMO � sup
I

	�f � I��

gde verhnie grani beruts� po vsem intervalam I � R�� Klass
BMO funkci� f s ograniqennym srednim kolebaniem� t�e� takih�
qto kfkBMO � �� opredelen v rabote 
�
� Analogiqno oprede�
l�ets� klass BLO funkci� s ograniqennym ni�nim kolebaniem
	sm� 
�
�� Legko videt�� qto BLO � BMO� a dl� nevozrasta�wih
na R� funkci� klassy BMO i BLO sovpada�t�
V dal�ne�xem qerez �E oboznaqaem harakteristiqesku� funk�

ci� mno�estva E� kfk� � ess sup
t�R�

f�t��

Toqna� ocenka sverhu BMO�normy preobrazovani� Hardi so�
der�its�� naprimer� v 
�
� Tam �e imeets� i ocenka snizu dl�
nevozrasta�we� funkcii� a utoqnena �ta ocenka v 
�
� Imenno�
v neravenstve

AkfkBMO � kPfkBMO � kfkBMO� 	��

gde f ne vozrastaet na R�� posto�nnu� � sprava nel�z� umen��
xit�� a vopros o naibol�xem znaqenii posto�nno� A sleva� na�
skol�ko nam izvestno� otkryt� Neuluqxaemoe v smysle konstant
neravenstvo

�

e
kfkBLO � kPfkBLO � kfkBLO

dl� nevozrasta�we� funkcii f poluqeno v 
�
�
Legko videt�� qto dl� suwestvenno ograniqenno� funkcii f

sopr��ennoe preobrazovanie Hardi P�f prinadle�it BLO� a
znaqit i BMO� Odnako� uslovie suwestvenno� ograniqennosti
funkcii f ne �vl�ets� neobhodimym� Toqnee� spravedliva

Teorema �� Pust� neotricatel�na�� lokal�no summiruema� na

R� funkci� f takova� qto
R ��

� f�u� duu ��� Togda

kP�fkBLO � kPfk�� 	��

Odin iz osnovnyh rezul�tatov danno� zametki sostoit v na�
ho�denii toqnyh ocenok BMO�normy sopr��ennogo preobrazo�
vani� Hardi�
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Teorema 	� Pust� neotricatel�na�� lokal�no summiruema� na

R� funkci� f takova� qto
R ��

� f�u� duu � �� Togda spravedlivo
neravenstvo

max

�



e
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t���

ess inf
u����t�

f�u��
�



kPfk�

�
�

� kP�fkBMO �



e
kPfk��

	��

priqem posto�nnye �
e sleva i sprava i �

� sleva nel�z� uluqxit��

Dokazatel�stva teorem � i � privod�ts� v x��
Dl� preobrazovani� Kal�derona analog teoremy � vygl�dit

tak�

Teorema 
� Pust� neotricatel�na�� lokal�no summiruema� na

R� funkci� f takova� qto
R ��

� f�u� du
u
��� Togda

kSfkBLO � kP�Pf�k� � 	��

Drugo� osnovno� rezul�tat �to� raboty zakl�qaets� v sle�
du�we� teoreme�

Teorema �� Pust� neotricatel�na�� lokal�no summiruema� na

R� funkci� f takova� qto
R ��

� f�u� du
u

� �� Togda spravedlivo
neravenstvo

max

�



e
lim
t���

ess inf
u����t�

f�u��
�



kP�Pf�k�

�
�

� kSfkBMO �



e
kP�Pf�k��

	��

priqem posto�nnye �
e sleva i sprava nel�z� uluqxit��

Teoremy � i � tak�e dokazany v x��

Zameqanie �� V levyh qast�h neravenstv 	�� i 	�� vmesto ess inf
nel�z� postavit� ess sup� De�stvitel�no� dl� funkcii

f�t� �
�X
k��


k������k����k�����k	�t�� t � ��

oqevidno� lim
t���

ess sup
u����t�

f�u� � �� i kP�Pf�k� � kPfk� � ��
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Zameqanie 	� Nam neizvestno� �vl�ets� li posto�nna� �
� v levo�

qasti neravenstva 	�� nailuqxe��

Zameqanie 
� �sno� qto kPfk� � kfk�� no uslovie kfk� � �
ne �vl�ets� neobhodimym dl� ograniqennosti Pf � S drugo� sto�
rony� iz oqevidnogo neravenstva uPf�u� � tPf�t�� u � t � ��
sleduet

P�Pf��
t� �
�


t

�tZ
t

Pf�u� du �
ln 




Pf�t�� t � ��

�to oznaqaet� qto uslovi� kPfk� � � i kP�Pf�k� � � ravno�
sil�ny� Takim obrazom� teoremy ��� pokazyva�t� qto neobhodi�
mym i dostatoqnym usloviem prinadle�nosti P�f i Sf klassam
BMO i BLO �vl�ets� ograniqennost� funkcii Pf � no ne suwe�
stvenna� ograniqennost� funkcii f �

Iz teorem � i � mgnovenno vytekaet

Sledstvie �� Esli v teoremah 
 i � dopolnitel�no predpolo�
�it�� qto funkci� f ne vozrastaet na R�� to

kP�fkBMO � kSfkBMO �



e
lim
t���

f�t� �



e
kPfk��

Dalee� esli f suwestvenno ograniqena na R�� to kPfk����
Togda� kak sleduet iz lemmy � x�� kPfk� � 
kPfkBMO � �to ne�
ravenstvo vmeste s 	�� i sledstviem � privodit k sledu�wemu
utver�deni��

Sledstvie 	� Pust� neotricatel�na�� ograniqenna� na R�� ne�

vozrasta�wa� funkci� f takova� qto
R ��

� f�u� du
u
��� Togda

kfkBMO �
e

�A
kP�fkBMO � 	��

kfkBMO �
e

�A
kSfkBMO � 	��

gde A 	 posto�nna� iz levo
 qasti neravenstva ����

Zameqanie �� Kak sleduet iz 	�� i 	��� bez predpolo�eni� ogra�
niqennosti funkcii f neravenstva 	�� i 	�� ter��t silu� da�
�e esli posto�nnye v ih pravyh qast�h zamenit� skol� ugod�
no bol�ximi� Analogiqno� uslovie monotonnosti funkcii f v
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sledstvii � tak�e nel�z� otbrosit�� V �tom legko ubedit�s� na
primere funkcii f�t� � �������	�t�� t � � �� � � � ��� dl� kotoro�

kfkBMO � �
� � a max�kP�fkBMO � kSfkBMO� � kSfk� � �� ln �

��� �

Sledu�wa� teorema pokazyvaet� qto obratnye po otnoxeni�
k 	�� i 	�� ocenki nevozmo�ny� da�e esli predpolagat� monoton�
nost� i ograniqennost� funkcii f �

Teorema �� Dl� l�bo
 polo�itel�no
 posto�nno
 c na
dets�
ograniqenna�� nevozrasta�wa� na R�� neotricatel�na� funkci�

f � taka�� qto
R ��

� f�u� du
u
�� i

kP�fkBMO � ckfkBMO � 	��

kSfkBMO � ckfkBMO� 	��

Dokazatel�stvo �to� teoremy dano v x��

Zameqanie �� Tak kak dl� nevozrasta�we� funkcii otnoxenie
ee BMO� i BLO�norm otdeleno ot nul� i ograniqeno 	sm� lem�
mu � v x��� to analogi neravenstv 	���	�� dl� norm v BLO tak�e
spravedlivy 	s drugimi posto�nnymi v pervyh dvuh neraven�
stvah��

x�� Lemmy i dokazatel�stva teorem

Lemma �� Esli funkci� f ne vozrastaet na R�� to

kfkBLO � sup
t��

L�f � ��� t�� � sup
t��

�
�

t

tZ
�

f�u� du� f�t�

�
�

kfkBMO � sup
t��

	�f � ��� t���

Dokazatel�stvo sm�� naprimer� v 
�� �
�

Lemma 	 	Neravenstvo D�ona�Nirenberga�� Pust� � � BMO�
Togda dl� l�bogo intervala I � R� spravedlivo neravenstvo

jfx � I � j��x�� �I j � �gj � B � jIj �exp

�
�



e
�

�

k�kBMO

�
� � � �� 	���

gde B 	 absol�tna� posto�nna��

S posto�nno� �
�e vmesto �

e v pokazatele �ksponenty takoe ne�

ravenstvo bylo dokazano v 
�
� S toqnym pokazatelem �
e neraven�

stvo 	��� poluqeno v 
�� �
�
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Lemma 
� Esli funkci� f ne vozrastaet na R�� to

�



kfkBLO � kfkBMO �




e
kfkBLO�

priqem posto�nnye �
� sleva i �

e sprava nel�z� uluqxit��

�ta lemma dokazana v 
�
�

Lemma �� Dl� funkcii f��t� �

�
��ln �

t

�
�����	�t��

�
t��������t�� t � ��

spravedlivo ravenstvo

kf�kBMO �



e
�
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stvo� V silu lemmy �� dostatoqno pokazat�� qto
sup
t��
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Po�tomu ostaets� pokazat�� qto 	�f�� ��� t�� �
�
e pri t � ��

Predpolo�im snaqala� qto � � t � t�� gde t� � e � koren�
uravneni� lnx � x � 
� �to oznaqaet� qto �f�����t� � �� Tak kak

� � ln �
u �

�
u � u � �� to na�dets� takoe t�� � � t� � t� qto
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Ostalos� rassmotret� sluqa� t � t�� t�e� kogda �f�����t� �
�
t �
�

ln t� � �� V �tom sluqae imeem

	�f�� ��� t�� �



t

t�Z
�

�
f��u�� �f�����t�

�
du �

� 
 �
� � ln t� ln�
 � ln t�

t
�

gde t� opredel�ets� iz uslovi� �
t�

� �f�����t�� t�e� t� � t
��ln t �

Oboznaqim 	�t� � ��ln t�ln���ln t�
t � t � t�� Tak kak t� � e� to

	�t�� � �
t�

� �
e � Legko tak�e ubedit�s� v tom� qto proizvodna�

	��t� strogo otricatel�na pri t � t�� Po�tomu 	�t� � �
e � t � t�� i

tem samym zaverxaets� dokazatel�stvo lemmy�

Sledu�wa� prosta� lemma byla ispol�zovana v x� pri doka�
zatel�stve sledstvi� ��

Lemma �� Pust� funkci� 
 neotricatel�na i ograniqena na R��
Togda spravedlivo neravenstvo

k
kBMO �
�



k
k��

Dokazatel
stvo� Oboznaqim ��t� � 
�t� � �
�k
k�� Togda� oqevid�

no�
k�kBMO � k
kBMO�

k�k� � ess sup
t�R�

j��t�j � ess sup
t�R�

����
�t� � �



k
k�

���� � �



k
k��

Po�tomu� v silu neravenstva Xvarca� imeem

k
kBMO � k�kBMO � sup
I�R�

�

jIj

Z
I

j��t�� �I j dt �

� sup
I�R�

�
�

jIj

Z
I

���t� � �I�
�
dt

����

�
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�
�

jIj

Z
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���t� dt� ��I�
�
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jIj

Z
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k
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Lemma dokazana�

Dokazatel
stvo teoremy �� Dl� t � � imeem

�

t

tZ
�

P�f�u� du� P�f�t� �

�
�

t

tZ
�

	



��Z
u

f�v�
dv
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f�v�
dv
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�
A du �

�

t

tZ
�

tZ
u

f�v�
dv

v
du �

�

t

tZ
�

f�v� dv � Pf�t��

Tak kak f neotricatel�na� to P�f ne vozrastaet na R�� Po�tomu
	�� sleduet iz lemmy � i poluqennogo ravenstva�

Dokazatel
stvo teoremy 	� Pravoe neravenstvo v 	�� sleduet
iz monotonnosti P�f � lemmy � i teoremy �� De�stvitel�no�

kP�fkBMO �



e
kP�fkBLO �




e
kPfk��

Dalee� dl� funkcii f��t� � �����	�t�� t � �� imeem P�f��t� � ln �
t�

������	�t�� t � �� i legko podsqitat�� qto kP�f�kBMO � �
e � Znaqit�

dl� f� pravoe neravenstvo v 	�� obrawaets� v ravenstvo� tak qto
posto�nnu� �

e sprava v 	�� nel�z� umen�xit��
Doka�em levoe neravenstvo v 	��� Poskol�ku P�f ne vozrasta�

et� iz lemmy � i teoremy � sleduet� qto

kP�fkBMO �
�



kP�fkBLO �

�



kPfk�� 	���

Poka�em teper�� qto v �tom neravenstve posto�nnu� �
� nel�z�

uveliqit�� Pust� � � � � �� Polo�im

f��t� �
�

�
�������	�t�� t � ��
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Togda

kPf�k� � �� P�f��t� �
�

�
�min

�
ln

�

�� �
� ln

�

t

�
� �����	�t�� t � ��

Legko videt�� qto kP�f�kBMO 	 �
� pri �	 ��� �to oznaqaet� qto

posto�nna� �
� sleva v 	�� toqna��

Teper� doka�em neravenstvo

kP�fkBMO �



e
lim
t���

ess inf
u����t�

f�u�� 	���

�sno� qto dostatoqno rassmatrivat� sluqa� kP�fkBMO � ��
Oboznaqim b � lim

t���
ess inf
u����t�

f�u�� Esli b � �� to 	��� oqevidno�

Pust� b � �� Zafiksiruem a� � � a � b� i na�dem takoe � � �� qto
f�u� � a dl� poqti vseh u � ��� ��� Togda dl� t � � budem imet�

P�f�t� �

�Z
t

f�u�
du

u
� a � ln

�

t
�

tak qto

lim inf
t���

P�f�t�

ln �
t

� a� 	���

Vospol�zuems� teper� lemmo� �� Dl� nevozrasta�we� funkcii
� � P�f i intervala I � ��� �� neravenstvo 	��� mo�no perepi�
sat� tak�

P�f�t� � C �
e



kP�fkBMO

�
ln

�

t
� lnB

�
�

gde

� � t � t� � B � exp

�
�




e
�


C

kP�fkBMO

�
� C � �P�f�������

Ots�da sleduet� qto

kP�fkBMO �



e
�
P�f�t� � C

ln �
t � lnB

� � � t � t��

Ustremiv v �tom neravenstve t	 ��� ispol�zu� 	���� poluqim

kP�fkBMO �



e
� a�
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Poskol�ku qislo a� a � b� proizvol�no� ots�da sleduet 	����
Nakonec� dl� rassmotrenno� vyxe funkcii f� 	��� obrawaets�
v ravenstvo� tak qto �

e sprava v 	��� nel�z� uveliqit��
Levoe neravenstvo v 	�� sleduet iz 	��� i 	����
Teorema dokazana�

Dokazatel
stvo teoremy 
� Esli � � t � s� to

Sf�t� � Sf�s� �

�
�

t
�

�

s

� tZ
�

f�u� du�

sZ
t

f�u�

�
�

u
�

�

s

�
du � ��

�to oznaqaet� qto Sf ne vozrastaet na R�� Po�tomu 	�� vytekaet
iz lemmy � i sledu�wego ravenstva�

�

t

tZ
�

Sf�u� du � Sf�t� �

�
�

t

tZ
�

�

u

uZ
�

f�v� dv du�
�

t

tZ
�

f�v� dv �
�

t

tZ
�

tZ
u

f�v�
dv

v
du �

�
�

t

tZ
�

�

u

uZ
�

f�v� dv du � P�Pf��t�� t � ��

Dokazatel
stvo teoremy �� S ispol�zovaniem teoremy � ne�
ravenstvo 	�� mo�et byt� poluqeno takimi �e rassu�deni�mi�
s pomow�� kotoryh 	�� poluqeno na osnovanii teoremy �� Da�
lee� dl� funkcii f��t� � �����	�t�� t � �� imeem Sf� � f�� gde f� �
funkci�� rassmotrenna� v lemme �� Tak kak

kP�Pf��k� � �� lim
t���

ess inf
u����t�

f��u� � �

i� v silu lemmy �� kSf�kBMO � kf�kBMO � �
e � to obe posto�nnye

�
e sleva i sprava v 	�� toqnye�

Dokazatel
stvo teoremy �� Predpolo�im� qto 	�� ne vypolne�
no� Togda na�dets� takoe c�� qto dl� l�bo� ograniqenno�� nevoz�
rasta�we� na R�� neotricatel�no� funkcii f spravedlivo ne�
ravenstvo kP�fkBMO � c�kfkBMO� Primen�� sledstvie � i lemmu
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�� ots�da poluqim

kfk� � kPfk� �
e



kP�fkBMO �

e



c�kfkBMO � c�kfkBLO � 	���

Postroim posledovatel�nost�funkci� fN � dl� kotoryh kfNk�
� � i kfNkBLO 	 � pri N 	 �� i tem samym poluqim protivo�
reqie s 	���� Zadadim N i polo�im

fN �t� �

�
��

�

N
ln�t � ��

�
����eN����t�� t � ��

�sno� qto funkci� fN neotricatel�na� ne vozrastaet na R� i
kfNk� � �� Esli � � t � eN � �� to

�fN ����t� �
�

t

tZ
�

�
��

�

N
ln�u� ��

�
du �

� ��
�

N

��
� �

�

t

�
ln�t� �� � �



�

L �fN � ��� t�� � �fN ����t� � fN �t� �
�

N

�
��

�

t
ln�t � ��



�

�

N
�

Esli �e t � eN � �� to fN �t� � � i

L �fN � ��� t�� � �fN ����t� � �fN ����eN��� � L
�
fN �
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