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ВСТУП

Розвиток питань та появлення нових проблем у роздiлi математи-
чної фiзики призвiв до необхiдностi побудови загальних способiв розв’язку
задач. Наприклад, iснує вiдомий метод роздiлення змiнних, який викори-
стовувається для розв’язку рiвнянь у часткових похiдних. Але цей метод
створен для свого типу задач: вiн погано працює з неоднорiдними рiвняння-
ми та неоднорiдними крайовими вимогами.
Також наявнiсть диференцiального оператора в часткових похiдних рiвнянь
заважає створювати загальнi методи для розв’язування задач.

Саме тому iснують iнтегральнi перетворення, що дозволяють(звiсно,
не завжди) звести рiвняння до звичайного диференцiального чи алгебраi-
чного рiвняння, зменшити розмiрнiсть.
Цей метод застосовується у задачах теплопровiдностi, теорiї пружностi,
теорiї коливань, електродинамицi.

У роботi я використовую одне з iнтегральних перетворень для розв’язку
класичної задачi теплопровiдностi.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

Маємо таку стацiонарну крайову задачу у часткових похiдних для
площини, де температура у тiлi описується рiвнянням Лапласу у полярних
координатах:

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2
𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
= 0, 0 ≤ 𝜑 < 𝜔, 0 ≤ 𝜔 < 2𝜋, 0 ≤ 𝑟 ≤ ∞.

𝑢(𝑟, 𝜑)|𝜑=𝜔 = 𝑓(𝑟),
𝜕𝑢(𝑟, 𝜑)

𝜕𝜑
|𝜑=0 = 0.

Рис. 1

Треба визначати функцiю розповсюдження температури 𝑢(𝑟, 𝜑) в
клинi, що розташований у тiлi, де на лiвий гранi(𝜑 = 𝜔) пiдтримується
температура за функцiєю 𝑓(𝑟), а тепловий потiк дорiвнює нулю на границi
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𝜑 = 0∘, тобто нижня грань теплоiзольована. Внутрiшнього джерела тепла -
немає.

Бачимо, що нашi гранiчнi вимоги - неоднорiднi, рiвняння має дифе-
ренцiальний оператор. Тому ефективним способом розв’язати задачу буде
використання iнтегрального перетворення. Заради отримання звичайного
однорiдного диференцiального рiвняння варто використовувати iнтегральне
перетворення Меллiна.

Задача зводиться до отримання звичайного однорiдного диференцi-
ального рiвняння у простiрi трансформант, знаходження загального та
часткового рiшення цього рiвняння та за допомогою зворотного перетворен-
ня Меллiна звернення до оригiналу функцiї, що i є необхiдним розв’язком.

1.1 Розв’язок.

1.1.1 Пошук трансформанти.

Трохи спростуємо рiвняння, домноживши його на 𝑟2:

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
+

𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
= 0.

Розглянемо перетворення Меллiна за змiнною 𝑟:

𝑈𝑝(𝜑) =

∫︁ ∞

0

𝑢(𝑟, 𝜑)𝑟𝑝−1𝑑𝑟.

Застосуємо його до нашого рiвняння:∫︁ ∞

0

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
𝑟𝑝−1𝑑𝑟 +

∫︁ ∞

0

𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
𝑟𝑝−1𝑑𝑟.

∫︁ ∞

0

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
𝑟𝑝−1𝑑𝑟 =

∫︁ ∞

0

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
𝑟𝑝𝑑𝑟 =

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑟𝑝+1

⃒⃒⃒∞
0
+𝑝

∫︁ ∞

0

𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝑝−1𝑑𝑟 =
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= 𝑝

∫︁ ∞

0

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝑝𝑑𝑟 = 𝑝𝑢𝑟𝑝

⃒⃒⃒∞
0
+ 𝑝2

∫︁ ∞

0

𝑢𝑟𝑝−1𝑑𝑟 = 𝑝2𝑈𝑝(𝜑).

∫︁ ∞

0

𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
𝑟𝑝−1𝑑𝑟 =

𝜕2

𝜕𝜑2

∫︁ ∞

0

𝑢𝑟𝑝−1𝑑𝑟 =
𝜕2𝑈𝑝(𝜑)

𝜕𝜑2
= 𝑈

′′

𝑝 (𝜑).

Отримуємо:
𝑈

′′

𝑝 (𝜑+ 𝑝2𝑈𝑝(𝜑) = 0

Застосуємо перетворення Меллiна до крайових умов по змiннiй 𝜑.

∫︁ ∞

0

𝑢(𝑟, 𝜑)
⃒⃒
𝜑=𝜔

𝑟𝑝−1𝑑𝑟 =

∫︁ ∞

0

𝑓(𝑟)𝑟𝑝−1𝑑𝑟 = 𝑓𝑝.

(Замiна для зручностi.)∫︁ ∞

0

𝜕𝑢(𝑟, 𝜑)

𝜕𝜑

⃒⃒
𝜑=0

𝑟𝑝−1𝑑𝑟 = 0.

Отримали наступну крайову задачу вiдносно трансформанти:

𝑈 ′′
𝑝 (𝜑) + 𝑝2𝑈𝑝(𝜑) = 0, 0 < 𝜑 < 𝜔.

𝑈𝑝(0) = 0, 𝑈
′

𝑝(𝜔) = 𝑓𝑝.

Знаходимо загальний розв’язок однорiдного диференцiального рiвня-
ння:

𝑈𝑝(𝜑) = 𝐶1 cos 𝑝𝜑+ 𝐶2 sin 𝑝𝜑.

Задовольняємо крайвоим умовам:.

𝑈
′

𝑝(𝜑) = 𝑝 (−𝐶1 sin 𝑝𝜑+ 𝐶2 cos 𝑝𝜑) = 0.

𝑈
′

𝑝(0) = 𝑝𝐶2 = 0, 𝐶2 = 0.

𝑈𝑝(𝜑) = 𝐶1 cos 𝑝𝜑.

𝑈𝑝(𝜔) = 𝐶1 cos 𝑝𝜔 = 𝑓𝑝, звiдки
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𝐶1 =
𝑓𝑝

cos 𝑝𝜔
.

Отримали наступний вираз для трансформанти:

𝑈𝑝(𝜑) =
𝑓𝑝 cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔
.

1.1.2 Пошук оригiналу.

Формула зворотного перетворення вiд трансформанти 𝑈𝑝(𝜑) :

𝑢(𝑟, 𝜑) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞
𝑈𝑝(𝜑)𝑟

−𝑝𝑑𝑝, 𝛾 > 𝑠0

За формулою отримуємо:

𝑢(𝑟, 𝜑) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

𝑓𝑝 cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔
𝑟−𝑝𝑑𝑝.

Пiдставимо сюди вираз для 𝑓𝑝 вiд 𝜂:

𝑢(𝑟, 𝜑) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

∫︀∞
0 𝑓(𝜂)𝜂𝑝−1𝑑𝜂 cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔
𝑟−𝑝𝑑𝑝 =

=

∫︁ ∞

0

𝑓(𝜂)

𝜂
𝑑𝜂

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔

(︂
𝑟

𝜂

)︂−𝑝
𝑑𝑝. (1.1)

Розглянемо внутрiшнiй iнтеграл:

𝐼 =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔

(︂
𝑟

𝜂

)︂−𝑝
𝑑𝑝.

𝐹 (𝑟, 𝜂) =
cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔

(︂
𝑟

𝜂

)︂−𝑝
.
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Отримали простi полюси у точках, де

cos 𝑝𝜔 = 0. 𝑝𝜔 = 0, 𝑝𝜔 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍.

𝑝𝑘 =
𝜋(2𝑘 + 1)

2𝜔
.

Рис. 2

Таким чином, полюси пiдiнтегральної функцiї розташованi на дiйснiй
вiсi. Закрепимо контур iнтегрування у правiй пiвплощинi.

Так як при 𝜂 = 𝑟 ряд не буде збiгатись розглянемо два випадки: 𝑟 > 𝜂

та 𝑟 < 𝜂.

Користуючись Лемою Жордана та основною теоремою про лишки
(2.1), розглянемо цi випадки:



9

𝐼 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
∞∑︁
𝑝𝑘>0

Res
𝑝=𝑝𝑘

𝐹𝑝(𝑟,𝜑), 𝑟 > 𝜂

∞∑︁
𝑝𝑘<0

Res
𝑝=−𝑝𝑘

𝐹𝑝(𝑟,𝜑), 𝑟 < 𝜂

(1.2)

𝐼 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
∞∑︁
𝑝𝑘>0

Res
𝑝=𝑝𝑘

cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔

(︂
𝑟

𝜂

)︂−(1+2𝑘)

, 𝑟 > 𝜂

∞∑︁
𝑝𝑘<0

Res
𝑝=−𝑝𝑘

cos 𝑝𝜑

cos 𝑝𝜔

(︂
𝑟

𝜂

)︂(1+2𝑘)

, 𝑟 < 𝜂

(1.3)

𝐼 =
1

𝜔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 cos
𝜋(1 + 2𝑘)𝜑

2𝜔

(︁𝜂
𝑟

)︁𝜋(1+2𝑘)
2𝜔

, 𝑟 > 𝜂

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 cos
𝜋(1 + 2𝑘)𝜑

2𝜔

(︂
𝑟

𝜂

)︂𝜋(1+2𝑘)
2𝜔

, 𝑟 < 𝜂

(1.4)

Спростуємо нашi вирази щоб отримати ряд, який можна обернути за
формулою (2.2) з додатку А:

(︃
𝑟

𝜂

)︃ 𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

= 𝑒
ln

(︃
𝑟

𝜂

)︃ 𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

= 𝑒

(︃
𝜋

2𝜔
(2𝑘+1) ln

(︃
𝑟

𝜂

)︃)︃
.

(︁𝜂
𝑟

)︁ 𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

= 𝑒

(︃
𝜋

2𝜔
(2𝑘+1) ln

(︃
𝜂

𝑟

)︃)︃
. (1.5)

Так як розглядаємо два випадки 𝑟 > 𝜂 та 𝑟 < 𝜂, то зручно скориста-
тись модулем:
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⃒⃒⃒⃒
ln

(︂
𝑟

𝜂

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ln 𝑟

𝜂 , 𝑟 > 𝜂

− ln 𝑟
𝜂 = ln 𝜂

𝑟 , 𝑟 < 𝜂

𝐼 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
𝜂

𝑟

)︃ 𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

=

(︃
𝑟

𝜂

)︃−
𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

= 𝑒
−

(︃
𝜋

2𝜔
| ln 𝑟

𝜂 |(2𝑘+1)

)︃
, 𝑟 > 𝜂

(︃
𝑟

𝜂

)︃ 𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

=

(︃
𝜂

𝑟

)︃−
𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

= 𝑒
−

(︃
𝜋

2𝜔
| ln 𝑟

𝜂 |(2𝑘+1)

)︃
, 𝑟 < 𝜂

(1.6)

𝐼 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
𝜂

𝑟

)︃ 𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

= 𝑒
−

(︃
𝜋

2𝜔
ln | 𝑟𝜂 |(2𝑘+1)

)︃
= 𝑒

(︃
𝜋

2𝜔
ln (𝜂

𝑟)(2𝑘+1)

)︃
, 𝑟 > 𝜂

(︃
𝑟

𝜂

)︃ 𝜋

2𝜔
(2𝑘+1)

= 𝑒
−

(︃
𝜋

2𝜔
| ln 𝑟

𝜂 |(2𝑘+1)

)︃
= 𝑒

(︃
𝜋

2𝜔
ln ( 𝑟

𝜂)(2𝑘+1)

)︃
, 𝑟 < 𝜂

Тепер замiсть двох випадкiв можемо звести до одного:

𝐼 = 𝑒
−

(︃
𝜋

2𝜔
ln | 𝑟𝜂 |(2𝑘+1)

)︃
. (1.7)

Проведемо замiни:

𝜋𝜑

2𝜔
= 𝑥,

𝜋

2𝜔

⃒⃒⃒⃒
ln

𝑟

𝜂

⃒⃒⃒⃒
= 𝑎, 𝐼𝜂 = 𝑒−𝑎(2𝑘+1).

Здобудимо кiнцевий вираз вiдповiдно замiнивши компоненти з (1.4)
на 𝑥:
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𝐼(𝑟, 𝜑) =
1

𝜔

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 cos (2𝑘 + 1)𝑥𝑒−𝑎(2𝑘+1). (1.8)

Суму цього ряду знайдемо за домогою вiдомої формули (2.2) з додатку
А:

𝐼(𝑟, 𝜑) =
1

𝜔

cos
(︁
𝜋𝜑
2𝜔

)︁
sinh

(︁
𝜋
2𝜔

⃒⃒
ln 𝑟

𝜂

⃒⃒)︁
cosh

(︁
𝜋
𝜔

⃒⃒
ln 𝑟

𝜂

⃒⃒)︁
+ cos

(︁
𝜋𝜑
𝜔

)︁. (1.9)

Повернемось до оригiналу з виразу (1.1) :

𝑢(𝑟, 𝜑) =
1

𝜔

∫︁ ∞

0

𝑓(𝜂)

⎛⎝ cos
(︁
𝜋𝜑
2𝜔

)︁
sinh

(︁
𝜋
2𝜔

⃒⃒
ln 𝑟

𝜂

⃒⃒)︁
cosh

(︁
𝜋
𝜔

⃒⃒
ln 𝑟

𝜂

⃒⃒)︁
+ cos

(︁
𝜋𝜑
𝜔

)︁
⎞⎠ 𝑑𝜂

𝜂
. (1.10)

1.2 Розрахунки та графiки

1.2.1 Розрахунки

Протягом розв’язку отримали невласний iнтеграл. Щоб шукати чи-
сельний розв’язок додамо наступну умову:

𝑓(𝜂) =

⎧⎨⎩𝑎, 0 < 𝜂 < 𝑏

0, 𝑏 < 𝜂 < ∞.

Нехай напруга 𝑓(𝜂) дорiвнює одиницi. Тодi ми отримуємо визначений iнте-
грал вiд 0 до 𝑏. Чисельний розв’язок цього iнтегралу знайдемо за допомогую
формули Сiмпсона та мови програмування python. Листiнг коду необхiдних
для обчислень функцiй надається у додатку Б.

Спочатку розглянемо площину вiд 0 до 𝜔, 𝜑 < 𝜔.

Для 𝑟 = 1 та 𝜑 = 𝜋
4 :

𝑢(𝑟, 𝜑) = 0.284725242969405.

Для 𝑟 = 1 та 𝜑 = 5𝜋
4 :
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𝑢(𝑟, 𝜑) = 0.23580551164006439.

Для 𝑟 = 0.2 та 𝜑 = 5𝜋
4 :

𝑢(𝑟, 𝜑) = 0.22404818754779207.

Тепер розглянемо площину вiд 0 до 𝜔, 𝜑 < 𝜔.

Для 𝑟 = 1 та 𝜑 = 𝜋
2 :

𝑢(𝑟, 𝜑) = 0.27931054351861007.

Для 𝑟 = 1 та 𝜑 = 𝜋
6 :

𝑢(𝑟, 𝜑) = 0.295186815320266.

Для 𝑟 = 0.01 та 𝜑 = 𝜋
6 :

𝑢(𝑟, 𝜑) = 0.3129259810510334.

Для 𝑟 = 1 та 𝜑 = 3𝜋
4 :

𝑢(𝑟, 𝜑) = 0.2805454223369931.

За розрахунками можна помiтити, що на заданому iнтервалi бiльш
всього на кiлькiсть температури впливає кут, а вже потiм - значення радiусу.

1.2.2 Графiки

Закрепимо одну з змiнних 𝑟 чи 𝜑.

Нехай 𝑟 = 1, 𝜑 = 𝜋
2 − 0.1, 𝜔 = 𝜋

2 .

Закрепимо кожну з змiнних та знайдемо чисельне значення iнтегралу
з (1.10) для кожної iншої змiнної з iнтервалу вiдповiдно.

Кiлькiсть крокiв дорiвнює ℎ = 300, тобто будемо мати 300 точок.
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Рис. 3

Рис. 4
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Рис. 5

Рис. 6
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Рис. 7

Рис. 8; 𝑟 = 5, 𝜑 = 3𝜋
4 , 𝜔 = 𝜋.
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З графiкiв можна зробити висновки, що кiлькiсть температури за
вуглом поступово зменшується вiд нуля до 𝜑, а за радiусом - майже нiяких
змiн не вiдбувається.
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РОЗДIЛ 2

ТЕОРIЯ

2.1 Основна теорема про лишки

Нехай задана функцiя 𝑓(𝑧), що є аналiтичною в однозв’язнiй областi
𝐷 окрiм деякого скiнченного числа iзольованих особливих точок, що лежать
всерединi областi, а 𝑙 є замкнута крива, що належить до 𝐷 та не проходить
через особливi точки 𝑓(𝑧).

Тодi ∮︁
𝑙

𝑓(𝑧)𝑧 = 2𝜋𝑖
𝑛∑︁
𝑘=1

res
𝑧𝑘
(𝑓𝑧), (2.1)

де 𝑧1, 𝑧2, · · · , 𝑧𝑘 - критичнi точки функцiї 𝑓(𝑧), що належать до 𝑙.

Так як у роботi маємо простi полюса та 𝑓(𝑧) = 𝜉(𝑧)
𝜓(𝑧) , то лишки будемо

обчислювати за формулою: 𝑓(𝑧0) =
𝜉(𝑧0)
𝜓′(𝑧0)

.

Посилання на джерело теореми: Теорiя функцiї комплексної змiнної.
Навчальний посiбник для iнженерних спецiальностей / Г.В.Журавська ––
К.: КПI iм. Iгоря Сiкорського, 2017 — 92 с.

2.2 Формула Сiмпсона

Формула Сiмпсона використовується для апроксимацiї пiдiнтегральної
функцiї на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] квадратичним iнтерполяцiйним полiномом. Сама
формула є iнтеграл вiд цього многочлена:

𝑏∫︁
𝑎

𝑝2(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏− 𝑎

6

(︂
𝑓(𝑎) + 4𝑓

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
+ 𝑓(𝑏)

)︂
. (2.2)

Посилання на джерело формули: "Simpson’s rule"

https://ela.kpi.ua/jspui/bitstream/123456789/19900/1/%D0%A2%D0%A4%D0%9A%D0%97.pdf
https://ela.kpi.ua/jspui/bitstream/123456789/19900/1/%D0%A2%D0%A4%D0%9A%D0%97.pdf
https://ela.kpi.ua/jspui/bitstream/123456789/19900/1/%D0%A2%D0%A4%D0%9A%D0%97.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Simpson%27s_rule
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ВИСНОВКИ

У цiй роботi розглядався клин у тiлi в полярних координатах. Було
потрiбно знайти оригiнал функцiї розповсюдження температури у тiлi.

Для знаходження цiєї функцiї я скористався iнтегральним перетворе-
нням Меллiна заради зведення рiвняння до крайової задачi з однорiднiм
диференцiальним рiвнянням.

Потiм, скориставшись формулами перетворення, знайшов трансфор-
манту та, вiдповiдно, оригiнал функцiї.

Далi я обчислив чисельнi розв’язки iнтегралу у визначених точках
тiла, побудував графiки оригiналу функцiї за кожною з двох змiнних, зробив
висновки на основi отриманних розв’язкiв та графiкiв.
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ДОДАТКИ

Формула для знаходження суми ряду

Формула (1) з книги "Интегралы и ряды, Том 1, Прудников А.П.,
Брычков Ю.А., Маричев О.И., 2002":

∞∑︁
𝑘=0

(∓1)𝑘𝑒−(2𝑘+1)𝑎 cos (2𝑘 + 1)𝑥 =
cos𝑥

cosh 2𝑎∓ cos 2𝑥

{︃
sinh 𝑎

cosh 𝑎

}︃
(1).
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Листiнг коду мови програмування python для

знаходження значень iнтегралу та побудови графiкiв

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
p l t . rcParams . update ( p l t . rcParamsDefault )

def func ( r , phi , x , w) :
w = np . p i /w
r e s = ( ( ( np . s inh ( (w/2)∗abs (np . l og ( r /x ) ) ) ) )
/(np . cosh (w∗abs (np . l og ( r /x ) ) ) + np . cos (w ∗ phi ) ) ) / x
return np . cos ( ( phi / 2) ∗ w)∗ r e s

def Simpson ( r , phi , a , w, h ) :
r e s = 0
spaces = np . l i n s p a c e ( a , 20 , h , endpoint=False )
for i in range (np . shape ( spaces ) [ 0 ] − 1 ) :

a = spaces [ i ]
b = spaces [ i +1]
r e s += ( ( b − a ) / 6 ) ∗ ( func ( r , phi , a , w) +
4∗ func ( r , phi , ( a + b) / 2 , w) + func ( r , phi , b , w) )

return r e s

def count_plot_arr (h , r_ar , phi_ar , r , phi ) :
r_values = np . l i n s p a c e (0 . 00001 , r , h , endpoint = False )
phi_values = np . l i n s p a c e (0 . 00001 , phi , h )
for i in range (h ) :

r_ar [ i ] = Simpson ( r_values [ i ] , phi ,
0 .00001 , w, 10000)

for i in range (h ) :
phi_ar [ i ] = Simpson ( r , phi_values [ i ] ,
0 .00001 , w, 10000)

print (3 )
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return r_ar , phi_ar

def func_plot_or ig ina l (Y, c , end , h ) :
i f ( c == " r " ) :

X = np . l i n s p a c e (0 . 00001 , end , h , endpoint=False )
else :

X = np . l i n s p a c e (0 . 00001 , end , h)

f i g , ax = p l t . subp lo t s ( dpi = 400)

ax . s e t_x labe l ( c )
ax . s e t_y labe l ( "$u ( r , ␣\ phi ) $" )
ax . p l o t (X, Y, l i n ew id th =2.0)

p l t . show ( ) ;
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