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ВСТУП

Сучаснi мiста та регiони постають перед численними викликами у
сферi комунального господарства, зокрема у напрямках логiстики ресурсiв,
поводження з вiдходами та рацiонального використання iнфраструкту-
ри. Рiст урбанiзацiї, збiльшення темпiв будiвництва, а також обмеженiсть
природних i фiнансових ресурсiв обумовлюють необхiднiсть використання
сучасних методiв математичного моделювання для прийняття ефективних
управлiнських рiшень.

Однiєю з актуальних задач є оптимiзацiя доставки будiвельних ма-
терiалiв до об’єктiв у межах мiста. У мiських умовах, де транспортна
iнфраструктура є перевантаженою, а витрати на логiстику зростають, ви-
никає потреба у побудовi точних моделей, що враховують реальнi дорожнi
мережi та просторове розташування об’єктiв. Теорiя графiв дозволяє опи-
сати транспортну мережу у виглядi множини вузлiв i ребер, а алгоритми
пошуку найкоротших шляхiв, кластеризацiї та визначення центрiв тяжiння
забезпечують побудову оптимальних логiстичних схем.

Поряд iз задачами мiського рiвня, не менш важливими є задачi регiо-
нального управлiння — зокрема, стратегiчне планування мiсць розмiщення
об’єктiв екологiчної iнфраструктури, таких як полiгони для твердих побу-
тових вiдходiв (ТПВ). Необхiднiсть зменшення витрат на транспортування
вiдходiв, зниження екологiчного навантаження та забезпечення рiвномiрного
обслуговування територiї областi вимагає побудови моделей, що враховують
просторове розташування населених пунктiв i демографiчну структуру.

Метою дипломної роботи є побудова математичних моделей для опти-
мiзацiї процесiв доставки будiвельних матерiалiв у межах мiста та вибору
мiсця для розмiщення полiгонiв ТПВ в межах областi. Для досягнення
цiєї мети було поставлено такi завдання: проаналiзувати сучаснi методи
оптимiзацiї мiських логiстичних систем з використанням графових моделей;
формалiзувати задачу доставки ресурсiв як задачу на графi з урахуванням
реальної транспортної мережi; зiбрати координати об’єктiв i побудувати мо-
дель на основi OpenStreetMap; кластеризувати об’єкти за допомогою методу
𝑘-середнiх та визначити координати складiв за методом центру тяжiння.
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Додатково було сформульовано та реалiзовано задачу розмiщення двох
полiгонiв ТПВ на основi просторового розподiлу мiст областi та чисельностi
їх населення, що виступає ваговим параметром у розрахунках.

Об’єктом дослiдження є логiстичнi процеси у комунальному госпо-
дарствi. Предметом дослiдження є математичнi методи моделювання на
графах, алгоритми кластеризацiї та просторового аналiзу, що застосову-
ються для вирiшення задач доставки та розмiщення. Практична цiннiсть
роботи полягає у можливостi застосування побудованих моделей для оптимi-
зацiї логiстики в реальних умовах мiста й областi, з подальшою адаптацiєю
до iнших регiонiв України.

Запропонованi у роботi методи вiдповiдають сучасним тенденцiям
цифровiзацiї мiського управлiння та розвитку концепцiї «розумного мi-
ста» (smart city), забезпечуючи точнiсть, масштабованiсть та адаптивнiсть
прийнятих рiшень.
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРЕТИЧНI ОСНОВИ ТЕОРIЇ ГРАФIВ ТА ЇЇ

ЗАСТОСУВАННЯ В КОМУНАЛЬНОМУ

ГОСПОДАРСТВI

1.1 Основнi поняття та визначення в теорiї
графiв

Теорiя графiв — це роздiл дискретної математики, який вивчає об’єкти,
що складаються з вузлiв (вершин) i зв’язкiв мiж ними (ребер). Графи
широко застосовуються у комп’ютерних науках, логiстицi, бiоiнформатицi,
теорiї керування, а також у мiському плануваннi й управлiннi комунальним
господарством.

Означення. Графом 𝐺 називається впорядкована пара 𝐺 = (𝑉,𝐸),
де: 𝑉 — непорожня множина вершин (вузлiв); 𝐸 — множина ребер, кожне
з яких є пiдмножиною множини 𝑉 × 𝑉 .

Якщо кожне ребро з множини 𝐸 представляється впорядкованою
парою (𝑢, 𝑣), то граф називається орiєнтованим (або дiграфом). У проти-
лежному випадку — неорiєнтованим.

Означення. Граф називається зваженим, якщо кожному ребру
𝑒 ∈ 𝐸 поставлено у вiдповiднiсть певне числове значення (вага), що може
описувати вiдстань, час, вартiсть тощо.

Повним називається такий неорiєнтований граф 𝐾𝑛, у якому кожна
пара рiзних вершин 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 сполучена єдиним ребром. Кiлькiсть ребер у
повному графi дорiвнює: |𝐸| = 𝑛(𝑛−1)

2

Цей тип графа характеризується максимальним ступенем зв’язностi.
Вiн використовується як iдеалiзована модель повного обмiну iнформацiєю
або транспортних зв’язкiв мiж усiма пунктами.

Граф 𝐻 = (𝑉 ′, 𝐸 ′) називається пiдграфом графа 𝐺 = (𝑉,𝐸), якщо
𝑉 ′ ⊆ 𝑉 i 𝐸 ′ ⊆ 𝐸. Iншими словами, пiдграф утворюється вибором деякої
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пiдмножини вершин i вiдповiдних ребер.

Циклом у графi називається замкнутий шлях, тобто послiдовнiсть
вершин 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘, 𝑣1, де жодна вершина (крiм початкової та кiнцевої) не
повторюється, i для кожної пари (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) iснує ребро в 𝐸.

Теорема 1. У неорiєнтованому графi на 𝑛 вершинах з бiльш нiж
𝑛− 1 ребрами завжди iснує цикл.

Дерево — це зв’язний ациклiчний граф. Формально, граф 𝑇 = (𝑉,𝐸)

називається деревом, якщо:

1) 𝑇 зв’язний;
2) 𝑇 не мiстить циклiв.

Альтернативно, дерево — це граф з |𝑉 | = 𝑛 вершинами i |𝐸| = 𝑛− 1

ребрами, що є мiнiмально зв’язним: видалення будь-якого ребра призводить
до роз’єднання графа.

Означення Для зваженого зв’язного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) остовне
дерево — це пiдграф 𝑇 = (𝑉,𝐸 ′), де 𝐸 ′ ⊆ 𝐸, який є деревом i мiстить усi
вершини 𝑉 , при цьому сумарна вага ребер мiнiмальна.

Застосування. Побудова остовних дерев широко застосовується в
задачах оптимального з’єднання точок (наприклад, проектування трубо-
проводiв, електромереж, логiстичних маршрутiв мiж об’єктами).

Двi вершини 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 називаються сусiднiми, якщо iснує ребро
𝑒 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸. У неорiєнтованому графi сусiдство симетричне: якщо 𝑢 є
сусiдом 𝑣, то 𝑣 є сусiдом 𝑢.

Ступенем вершини 𝑣 у неорiєнтованому графi називається кiлькiсть
ребер, iнцидентних цiй вершинi. У орiєнтованому графi розрiзняють:

• Вхiдний ступiнь — кiлькiсть ребер, що входять у вершину 𝑣;
• Вихiдний ступiнь — кiлькiсть ребер, що виходять з вершини 𝑣.

Шляхом у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається послiдовнiсть вершин
𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘, таких що (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) ∈ 𝐸 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1. Шлях може
бути простим (жодна вершина не повторюється) або циклiчним.

Довжина шляху у зваженому графi називається сума ваг ребер,
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Рис. 1.1. Приклад остовного дерева для графа з 6 вершинами.

що входять до цього шляху. Якщо шлях 𝑃 проходить через вершини
𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘, то його довжина визначається як: 𝐿(𝑃 ) =

∑︀𝑘−1
𝑖=1 𝑤(𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1)

де 𝑤(𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) — вага ребра мiж вiдповiдними вершинами.

Граф називається зв’язним, якщо мiж будь-якою парою вершин iснує
шлях. Для орiєнтованих графiв вводиться поняття сильної зв’язностi:
граф 𝐺 є сильно зв’язним, якщо для будь-яких вершин 𝑢, 𝑣 iснують шляхи
як з 𝑢 в 𝑣, так i з 𝑣 в 𝑢.

1.2 Алгоритми теорiї графiв, що застосовую-
ться в задачах логiстики

Один iз найважливiших алгоритмiв пошуку найкоротшого шляху у
зваженому графi з невiд’ємними вагами. Запропонований Едсгером Дейк-
строю в 1956 роцi. Вiн дозволяє знайти найкоротший шлях вiд заданої
початкової вершини до всiх iнших вершин графа.

Означення. Нехай маємо зважений граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) з функцiєю ваги
𝑤 : 𝐸 → R+, яка кожному ребру (𝑢, 𝑣) ставить у вiдповiднiсть вагу 𝑤(𝑢, 𝑣).
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Алгоритм Дейкстри знаходить мiнiмальнi значення функцiї вартостi 𝑑(𝑣)
для всiх вершин 𝑣 ∈ 𝑉 , починаючи з початкової вершини 𝑠 ∈ 𝑉 .

Основна iдея:

• Iнiцiалiзацiя: 𝑑(𝑠) = 0, для всiх iнших вершин 𝑑(𝑣) = ∞;
• Створення множини вiдвiданих вершин 𝑆, яка спочатку порожня;
• Повторювати, поки 𝑆 ̸= 𝑉 :

– вибрати вершину 𝑢 /∈ 𝑆 з мiнiмальним значенням 𝑑(𝑢);
– додати 𝑢 до 𝑆;
– для кожного сусiда 𝑣 вершини 𝑢, якщо 𝑑(𝑣) > 𝑑(𝑢) + 𝑤(𝑢, 𝑣),

оновити: 𝑑(𝑣) = 𝑑(𝑢) + 𝑤(𝑢, 𝑣).

Складнiсть: при використаннi черги з прiоритетом (наприклад, бi-
нарної купи), складнiсть алгоритму складає 𝑂((|𝑉 |+ |𝐸|) log |𝑉 |).

Метод центру тяжiння використовується для визначення "центра мас"
множини точок, що репрезентують об’єкти, з якими потрiбно встановити
оптимальне розмiщення складу або сервiсного пункту. Координати центру
тяжiння 𝐶 = (𝑥𝑐, 𝑦𝑐) множини 𝑃 = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}, з вiдповiдними
вагами 𝑤𝑖, визначаються як: 𝑥𝑐 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖

, 𝑦𝑐 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑤𝑖𝑦𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖

Цей метод використовується у задачах розмiщення складiв, центрiв
обслуговування або логiстичних хабiв з урахуванням вагових характеристик
об’єктiв.

Метод кластеризацiї (k-середнiх). Метод k-середнiх (k-means) дозво-
ляє розподiлити 𝑛 точок у 𝑘 груп так, щоб мiнiмiзувати суму квадратiв
вiдстаней точок до центрiв їх кластерiв.

Означення. Нехай 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} — множина точок на площинi.
Метод шукає розбиття 𝑋 = 𝐶1 ∪ · · · ∪ 𝐶𝑘, де 𝐶𝑖 — кластер, i центри 𝜇𝑖, що
мiнiмiзують:

∑︀𝑘
𝑖=1

∑︀
𝑥∈𝐶𝑖

‖𝑥− 𝜇𝑖‖2

Алгоритм:

1) Вибрати 𝑘 початкових центрiв випадково;
2) Повторювати до збiжностi:

• призначити кожну точку найближчому центру;
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• оновити центри як середнє значення точок у кожному кластерi.

Цi три пiдходи — пошук найкоротших шляхiв, геометрична оптимi-
зацiя i кластерний аналiз — утворюють базу для побудови комплексної
логiстичної моделi в задачах комунального господарства.
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РОЗДIЛ 2

ПОБУДОВА ГРАФОВОЇ МОДЕЛI ЛОГIСТИКИ

БУДIВЕЛЬНИХ МАТЕРIАЛIВ

2.1 Постановка задачi

Уявiмо собi логiстичну задачу, де необхiдно органiзувати доставку
будiвельних матерiалiв до об’єктiв нового житлового будiвництва в Київ-
ському, Приморському та Малиновському районах мiста Одеси. Вiдомо
мiсцезнаходження 20 об’єктiв, кожен з яких представлений у виглядi пари
координат (широта, довгота). Метою є вибiр оптимального розташування
двох складiв, з яких будуть органiзованi постачання, а також побудова
маршруту доставки матерiалiв з мiнiмальними витратами.

Нехай 𝑃 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝20} — множина будiвельних об’єктiв, де кожен
об’єкт представлений у виглядi координат 𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Кожному об’єкту
вiдповiдає ваговий коефiцiєнт 𝑤𝑖, що описує кiлькiсть необхiдних матерiалiв.

Головнi питання розв’язку:

1) де розмiстити два склади 𝑆1 та 𝑆2, щоб мiнiмiзувати сумарнi транс-
портнi витрати;

2) як оптимально розподiлити об’єкти мiж складами;
3) як побудувати маршрути доставки мiж 𝑆𝑗 i об’єктами 𝑝𝑖 з урахуванням

дорожньої iнфраструктури мiста.

2.2 Вибiр методiв i побудова моделi

Для вирiшення задачi будемо використовувати комбiнацiю кiлькох
пiдходiв:

1) Кластеризацiя (метод k-середнiх) — для розбиття множини
об’єктiв на два кластери за географiчною близькiстю;

2) Метод центру тяжiння — для визначення початкового розташува-
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ння складiв в межах кожного кластеру;
3) Алгоритм Дейкстри — для побудови найкоротших маршрутiв по

реальнiй дорожнiй сiтцi мiста мiж складами та об’єктами.

2.3 Вихiднi данi

Координати будiвельних об’єктiв подано в таблицi

Табл. 2.1. Координати будiвельних об’єктiв (1–10)

№ Широта Довгота

1 46.38317 30.70735

2 46.40247 30.70635

3 46.37728 30.73757

4 46.38711 30.71009

5 46.38992 30.74613

6 46.40251 30.71935

7 46.39176 30.74612

8 46.40455 30.74662

9 46.40459 30.74669

10 46.40099 30.75398
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Табл. 2.2. Координати будiвельних об’єктiв (11–20)

№ Широта Довгота

11 46.37923 30.70813

12 46.38164 30.70718

13 46.38040 30.70760

14 46.41284 30.75291

15 46.41613 30.72321

16 46.38161 30.70789

17 46.49558 30.72783

18 46.47578 30.72897

19 46.43536 30.73379

20 46.47557 30.73266

2.4 Графова модель мiста

Мiсто моделюється у виглядi орiєнтованого зваженого графа 𝐺 =

(𝑉,𝐸), де:

• 𝑉 — множина перехресть, будiвельних об’єктiв та складiв;
• 𝐸 — множина дорожнiх сегментiв (вулиць), кожен з яких має довжину

як вагу 𝑤(𝑢,𝑣).

Формально, кожне ребро (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 має вагу 𝑤(𝑢, 𝑣), що вiдповiдає ев-
клiдовiй вiдстанi або довжинi вулицi мiж вершинами 𝑢 i 𝑣. Якщо координати
вершин 𝑢 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑣 = (𝑥2, 𝑦2), то:

𝑤(𝑢, 𝑣) =
√︀
(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2
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2.5 Побудова рiшень

1) За допомогою алгоритму 𝑘-середнiх кластеризуємо об’єкти на двi
групи.

2) У кожнiй групi обчислюємо координати центру тяжiння — це початковi
координати складiв.

3) Додаємо склади до графа як новi вершини 𝑆1 i 𝑆2, з координатами
(𝑥

(1)
𝑐 , 𝑦

(1)
𝑐 ) i (𝑥(2)𝑐 , 𝑦

(2)
𝑐 ).

4) Для кожного складу 𝑆𝑗 i вiдповiдного об’єкта 𝑝𝑖 будуємо маршрут 𝑃𝑖𝑗

з мiнiмальною вагою:

min
𝑃𝑖𝑗

∑︁
(𝑢,𝑣)∈𝑃𝑖𝑗

𝑤(𝑢,𝑣)

5) Результатом є два множини маршрутiв {𝑃𝑖𝑗} для кожного складу, що
мiнiмiзують сумарнi витрати.

Оптимiзацiйна мета: мiнiмiзувати загальну вартiсть логiстики:

min
2∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑝𝑖∈𝐶𝑗

𝑤𝑖 · 𝑑(𝑆𝑗, 𝑝𝑖)

де 𝐶𝑗 — кластер об’єктiв, що обслуговується складом 𝑆𝑗, а 𝑑(𝑆𝑗, 𝑝𝑖) —
найкоротший шлях у графi вiд складу до об’єкта.
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РОЗДIЛ 3

ПОБУДОВА ГРАФОВОЇ МОДЕЛI ЗАДАЧI

РОЗМIЩЕННЯ ПОЛIГОНIВ ДЛЯ ЗБЕРIГАННЯ

ТПВ

3.1 Постановка задачi

Проблема розмiщення полiгонiв для зберiгання або переробки твердих
побутових вiдходiв (ТПВ) є ключовою в управлiннi комунальним госпо-
дарством регiону. Висока щiльнiсть населення, нерiвномiрне територiальне
розташування населених пунктiв, а також обмеження природного сере-
довища потребують обґрунтованого вибору мiсця для розмiщення таких
об’єктiв.

У данiй роботi ставиться задача вибору оптимального мiсця для 4
полiгонiв ТПВ на територiї Одеської областi. Оптимальнiсть визначається
як мiнiмiзацiя середньозваженої вiдстанi вiд населених пунктiв до полiго-
ну. Ваговим коефiцiєнтом для кожного мiста виступає чисельнiсть його
населення, оскiльки вона прямо впливає на обсяг утворення побутових
вiдходiв.

Вiдомi координати (широта, довгота) та чисельнiсть населення 19 мiст
Одеської областi. Таблиця 3.1 мiстить цi данi:
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Табл. 3.1. Населення мiст Одеської областi

Мiсто Населення

Одеса 1 010 537

Iзмаїл 69 932

Чорноморськ 57 983

Бiлгород-Днiстровський 51 133

Подiльськ 40 664

Южне 24 167

Кiлiя 22 884

Ренi 20 761

Балта 19 772

Роздiльна 17 615

Болград 17 082

Арциз 16 268

Бiляївка 14 248

Татарбунари 10 836

Теплодар 9 958

Кодима 9 493

Березiвка 9 347

Ананьїв 9 355

Вилкове 9 426

Математична модель задачi полягає у визначеннi координат точки
(𝑥𝑐, 𝑦𝑐) — центру тяжiння множини населених пунктiв з урахуванням вагових
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коефiцiєнтiв:

𝑥𝑐 =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑤𝑖𝑥𝑖∑︀𝑛
𝑖=1𝑤𝑖

, 𝑦𝑐 =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑤𝑖𝑦𝑖∑︀𝑛
𝑖=1𝑤𝑖

де 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 — координати 𝑖-го мiста; 𝑤𝑖 — його населення; 𝑛 — загальна
кiлькiсть мiст.

Мета задачi: знайти 4 точки на територiї Одеської областi, якi є
географiчним центром тяжiння вiдносно населених пунктiв з урахуван-
ням їхньої чисельностi населення, тобто точки, що мiнiмiзує зважену суму
вiдстаней до всiх мiст.

3.2 Вибiр методiв та побудова рiшення

Розв’язання задачi розмiщення чотирьох полiгонiв для твердих побу-
тових вiдходiв (ТПВ) на територiї Одеської областi потребує використання
методiв, що враховують як просторову структуру регiону, так i рiзну iнтен-
сивнiсть утворення вiдходiв у мiстах. У данiй роботi застосовано комбiнацiю
методiв кластерного аналiзу та геометричної оптимiзацiї, якi є перевiреними
в задачах логiстики та просторового планування.

Першим етапом є подiл множини мiст на чотири групи (кластери),
кожна з яких буде обслуговуватись окремим полiгоном. Для цього викори-
стовується метод 𝑘-середнiх (𝑘-means clustering), який дозволяє роздiлити
множину об’єктiв на 𝑘 кластерiв з мiнiмiзацiєю внутрiшньокластерної дис-
персiї:

min
𝐶1,...,𝐶𝑘

𝑘∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑥𝑖∈𝐶𝑗

‖𝑥𝑖 − 𝜇𝑗‖2

де 𝜇𝑗 — центр кластеру 𝐶𝑗, а 𝑥𝑖 — координати 𝑖-го населеного пункту.

Алгоритм кластеризацiї враховує лише координати мiст. Однак для
подальших розрахункiв до моделi включаються ваговi коефiцiєнти, якi
вiдповiдають населенню.

Пiсля кластеризацiї для кожної групи мiст обчислюється координа-
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та центру тяжiння. Це дозволяє врахувати рiзну iнтенсивнiсть генерацiї
вiдходiв у кожному населеному пунктi. Центр тяжiння розраховується за
формулами:

𝑥(𝑗)𝑐 =

∑︀
𝑖∈𝐶𝑗

𝑤𝑖𝑥𝑖∑︀
𝑖∈𝐶𝑗

𝑤𝑖
, 𝑦(𝑗)𝑐 =

∑︀
𝑖∈𝐶𝑗

𝑤𝑖𝑦𝑖∑︀
𝑖∈𝐶𝑗

𝑤𝑖

де 𝐶𝑗 — множина мiст у кластерi 𝑗; 𝑤𝑖 — чисельнiсть населення мiста
𝑖; 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 — його координати.

Обраний метод дозволяє врахувати як географiчну, так i демографi-
чну структуру регiону, забезпечуючи оптимальне просторове розмiщення
полiгонiв.

Для реалiзацiї алгоритму використано мову програмування Python з
такими бiблiотеками:

1) scikit-learn — для реалiзацiї алгоритму 𝑘-середнiх;
2) NumPy — для обчислення центрiв тяжiння;
3) matplotlib, folium — для вiзуалiзацiї результатiв;
4) geopy або geopandas — для обробки координат.

Завдяки поєднанню кластерного аналiзу та зваженого геометричного
пiдходу, отримане рiшення є адаптивним, масштабованим i придатним для
застосування у сферi управлiння комунальним господарством.
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РОЗДIЛ 4

РЕЗУЛЬТАТИ МОДЕЛЮВАННЯ ТА РЕАЛIЗАЦIЯ

АЛГОРИТМУ ДЛЯ ЛОГIСТИКИ БУДIВЕЛЬНИХ

МАТЕРIАЛIВ

4.1 Кластеризацiя об’єктiв методом 𝑘-середнiх

Для реалiзацiї кластеризацiї використаємо мову програмування Python
та бiблiотеку scikit-learn. Метод 𝑘-середнiх дозволяє подiлити 20 об’єктiв
на два кластери за географiчною близькiстю.

1 import numpy as np
2 from sklearn.cluster import KMeans
3 import matplotlib.pyplot as plt
4

5 # Координати будiвельних об'єктiв (широта, довгота)
6

7 coordinates = np.array(\[
8 \[46.38317, 30.70735], \[46.40247, 30.70635], \[46.37728,

30.73757],→˓

9 \[46.38711, 30.71009], \[46.38992, 30.74613], \[46.40251,
30.71935],→˓

10 \[46.39176, 30.74612], \[46.40455, 30.74662], \[46.40459,
30.74669],→˓

11 \[46.40099, 30.75398], \[46.37923, 30.70813], \[46.38164,
30.70718],→˓

12 \[46.38040, 30.70760], \[46.41284, 30.75291], \[46.41613,
30.72321],→˓

13 \[46.38161, 30.70789], \[46.49558, 30.72783], \[46.47578,
30.72897],→˓

14 \[46.43536, 30.73379], \[46.47557, 30.73266]
15 ])
16
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17 # Кластеризацiя на два кластери
18

19 kmeans = KMeans(n\_clusters=2, random\_state=0).fit(coordinates)
20 labels = kmeans.labels\_ # Номери кластерiв для кожного

об'єкта→˓

21 centroids = kmeans.cluster\_centers\_ # Центри кластерiв
(координати)→˓

22

23 # Вiзуалiзацiя результатiв
24

25 plt.figure(figsize=(8, 6))
26 plt.scatter(coordinates\[:, 1], coordinates\[:, 0], c=labels,

cmap='viridis', label='Об'єкти')→˓

27 plt.scatter(centroids\[:, 1], centroids\[:, 0], c='red',
marker='x', s=100, label='Центри')→˓

28 plt.xlabel('Довгота')
29 plt.ylabel('Широта')
30 plt.title('Кластеризацiя об’єктiв методом k-середнiх')
31 plt.legend()
32 plt.grid(True)
33 plt.show()

Результат: два кластери будiвельних об’єктiв з центрами, що будуть
використанi як початковi координати складiв.
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4.2 Обчислення центрiв тяжiння кластерiв

Координати центрiв тяжiння обчислюються за формулами: 𝑥𝑐 =∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖

, 𝑦𝑐 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑤𝑖𝑦𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖

де 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 — координати об’єктiв, 𝑤𝑖 — ваговi кое-
фiцiєнти (припустимо однаковi: 𝑤𝑖 = 1).

1

2 # Припустимо, всi об'єкти мають однакову вагу
3

4 weights = np.ones(len(coordinates))
5

6 # Обчислення центрiв тяжiння для кожного кластеру
7

8 cluster\_0 = coordinates\[labels == 0]
9 cluster\_1 = coordinates\[labels == 1]

10

11 def weighted\_center(cluster, weights):
12 return np.average(cluster, axis=0,

weights=weights\[:len(cluster)])→˓

13

14 center\_0 = weighted\_center(cluster\_0, weights)
15 center\_1 = weighted\_center(cluster\_1, weights)
16

17 print("Центр тяжiння кластеру 1:", center\_0)
18 print("Центр тяжiння кластеру 2:", center\_1)

Центр тяжiння кластеру 1: [46.3935125 30.72669813]
Центр тяжiння кластеру 2: [46.4705725 30.7308125]
Результат: визначено бiльш точнi координати розмiщення складiв з ураху-
ванням розподiлу об’єктiв у кластерi.
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4.3 Побудова графа доставки за допомогою
дорожньої мережi OpenStreetMap

Для моделювання реальної дорожньої мережi використаємо бiблiотеку
osmnx, яка дозволяє отримати граф мiських дорiг з OpenStreetMap. Це
забезпечує побудову маршрутiв доставки будiвельних матерiалiв до об’єктiв
через реальнi вулицi мiста Одеси.

Iмпорт бiблiотек та завантаження графа

1 import osmnx as ox
2 import networkx as nx
3 import matplotlib.pyplot as plt
4

5 # Завантажуємо граф дорожньої мережi для водiїв у мiстi Одеса
6 place_name = "Odesa, Ukraine"
7 G = ox.graph_from_place(place_name, network_type='drive')

Визначення координат складiв та об’єктiв

1 # Координати об'єктiв
2 object_coords = [(46.383169315781274, 30.707354338779663),

(46.40246600035223, 30.706345614248406), (46.37727653769934,
30.737569150711913), (46.38710629806965, 30.71008525412437),
(46.38992147533897, 30.74612860994402), (46.4025122422958,
30.719345427142066), (46.39175996990148, 30.7461186541246),
(46.404554135251665, 30.746617038781064), (46.40459112622566,
30.746692140633797), (46.40098558757498, 30.753979879556994),
(46.37923040227052, 30.70813295227113), (46.38164459869986,
30.70717763877957), (46.38040179627336, 30.707595896451746),
(46.41284034890336, 30.752905337228274), (46.41613110384919,
30.72321140994573), (46.38161118951544, 30.70788769645174),
(46.49557558194071, 30.727827081445113), (46.47577787769773,
30.728974163142446), (46.435363581489945, 30.73378675227478),
(46.475571669936215, 30.73266493869883)]

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

3

4 # Координати складiв (визначенi як центри тяжiння кластерiв)
5 warehouse_coords = [(46.3995, 30.719), (46.4105, 30.7405)]
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Пошук вузлiв графа для кожної точки

1 # Знаходження найближчих вузлiв на графi
2 object_nodes = [ox.distance.nearest_nodes(G, lon, lat) for lat, lon in

object_coords]→˓

3 warehouse_nodes = [ox.distance.nearest_nodes(G, lon, lat) for lat, lon in
warehouse_coords]→˓

Побудова маршрутiв вiд складiв до об’єктiв

1 # Побудова маршрутiв та збереження у список
2 routes = []
3 for w_node in warehouse_nodes:
4 for o_node in object_nodes:
5 try:
6 route = nx.shortest_path(G, w_node, o_node, weight='length')
7 routes.append(route)
8 except:
9 print("Неможливо побудувати маршрут мiж вузлами:", w_node,

o_node)→˓

Вiзуалiзацiя маршрутiв для всiх об’єктiв Далi наведено приклад
автоматизованої вiзуалiзацiї маршрутiв доставки вiд кожного складу до
кожного об’єкта. Це дозволяє наочно оцiнити ефективнiсть розташування
складiв та складнiсть логiстики.

1 # Вiзуалiзацiя маршрутiв вiд складiв до об'єктiв
2 for i, w_node in enumerate(warehouse_nodes):
3 for j, o_node in enumerate(object_nodes):
4 try:
5 route = nx.shortest_path(G, w_node, o_node, weight='length')
6 fig, ax = ox.plot_graph_route(G, route, route_color='blue',

route_linewidth=3, node_size=0, show=False, close=False)→˓

7 plt.title(f"Маршрут зi складу {i+1} до об'єкта {j+1}")
8 plt.savefig(f"route_{i+1}_{j+1}.png")
9 plt.close()

10 except Exception as e:
11 print(f"Помилка для маршруту {i+1} → {j+1}: {e}")
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4.4 Оцiнка отриманих результатiв

Результати проведеного моделювання та побудови маршрутiв доставки
матерiалiв на основi графа дорожньої мережi засвiдчили ефективнiсть
обраного пiдходу до оцiнки логiстики постачання будiвельних ресурсiв
у межах мiста Одеса. Використання реальних дорожнiх даних дозволило
здiйснити кластеризацiю об’єктiв, яка виявилася логiчною та обґрунтованою
з просторової точки зору — об’єкти природно згрупувалися у два компактних
кластери. Це дало змогу ефективно застосувати метод центру тяжiння
для визначення оптимального розмiщення складiв, що мiнiмiзує сумарну
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вiдстань доставки матерiалiв.

Додатковою перевагою запропонованої моделi є можливiсть побудови
найкоротших маршрутiв доставки безпосередньо на графi дорожньої мере-
жi. Це забезпечує бiльшу точнiсть порiвняно з евклiдовими пiдходами, якi
iгнорують особливостi реальної iнфраструктури. Зiставлення з iншими ме-
тодами логiстичного планування дозволяє зробити висновок, що евклiдова
модель хоч i проста у реалiзацiї, не враховує специфiку транспортних шля-
хiв i надає лише наближену оцiнку вiдстаней. З iншого боку, використання
геоiнформацiйних систем (GIS) забезпечує вищу деталiзацiю, проте потребує
спецiалiзованого програмного забезпечення i не завжди дозволяє швидко
адаптувати модель до нових вхiдних даних. На цьому тлi модель, побудова-
на на основi графiв OpenStreetMap, забезпечує збалансовану комбiнацiю
точностi, гнучкостi та доступностi.

Водночас реалiзоване рiшення не позбавлене певних обмежень. Зокре-
ма, у поточнiй версiї граф дорожньої мережi не мiстить iнформацiї про
динамiчнi фактори — iнтенсивнiсть трафiку, наявнiсть свiтлофорiв, дорожнi
ремонти чи тимчасовi обмеження. Крiм того, усi об’єкти доставки розгля-
даються як рiвнозначнi за обсягом споживаних ресурсiв, що не завжди
вiдповiдає реальнiй практицi. Оптимiзацiя маршрутiв не враховує можли-
вiсть об’єднання поставок у партiї або використання рiзних типiв транспорту
з обмеженням вантажопiдйомностi. Цi фактори можуть бути iнтегрованi
в модель на наступних етапах дослiдження, зокрема через впровадження
часових вагових коефiцiєнтiв або розширення структури графа.

Практичне значення отриманих результатiв полягає в тому, що побудо-
вана модель пiдтверджує можливiсть ефективного планування логiстичних
процесiв у мiському середовищi на основi вiдкритих даних. Її можна застосо-
вувати при проектуваннi нових маршрутiв доставки в межах комунального
господарства, а також адаптувати для iнших сфер, зокрема медицини,
кур’єрської доставки, управлiння мунiципальною iнфраструктурою. Висока
адаптивнiсть моделi до змiн вхiдних параметрiв забезпечує її актуальнiсть
для використання в умовах динамiчного мiського середовища.
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РОЗДIЛ 5

РЕЗУЛЬТАТИ МОДЕЛЮВАННЯ ТА РЕАЛIЗАЦIЯ

АЛГОРИТМУ ДЛЯ ЗАДАЧI РОЗМIЩЕННЯ

ПОЛIГОНIВ

5.1 Реалiзацiя алгоритму

Для реалiзацiї задачi розмiщення чотирьох полiгонiв твердих побуто-
вих вiдходiв було використано мову програмування Python та набiр бiблiотек
для обробки просторових даних i кластерного аналiзу.

У цьому роздiлi подано поетапну реалiзацiю методу, який включає:

1) Формування вхiдних даних: координати та населення мiст.
2) Кластеризацiю методом 𝑘-середнiх.
3) Обчислення центрiв тяжiння для кожного кластеру.
4) Вiзуалiзацiю отриманих результатiв.

1. Iмпорт необхiдних бiблiотек

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.cluster import KMeans

Цей код iмпортує основнi бiблiотеки: NumPy — для роботи з масивами;
matplotlib — для побудови графiкiв; KMeans — з модуля scikit-learn
для кластеризацiї.

2. Вхiднi данi: координати та населення мiст

# Мiста Одеської областi: [широта, довгота]
coords = np.array([

[47.72278, 29.98750], # Ананьїв
[45.99444, 29.43222], # Арциз
[47.94000, 29.62194], # Балта
[47.20056, 30.91722], # Березiвка
[46.19222, 30.33333], # Бiлгород-Днiстровський
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[46.48250, 30.20139], # Бiляївка
[45.66722, 28.61278], # Болград
[45.39917, 29.59361], # Вилкове
[45.35111, 28.84472], # Iзмаїл
[45.46750, 29.23778], # Кiлiя
[48.09333, 29.12500], # Кодима
[46.48556, 30.74333], # Одеса
[46.62361, 31.10111], # Пiвденне (Южне)
[47.74194, 29.53500], # Подiльськ
[45.45750, 28.27111], # Ренi
[46.85194, 30.07444], # Роздiльна
[45.84694, 29.61111], # Татарбунари
[46.50361, 30.32444], # Теплодар
[46.30167, 30.65694], # Чорноморськ

])
# Населення вiдповiдно до мiст
population = np.array([

8077, # Ананьїв
14757, # Арциз
18511, # Балта
9644, # Березiвка
48967, # Бiлгород-Днiстровський
12497, # Бiляївка
15044, # Болград
8006, # Вилкове
71780, # Iзмаїл
19540, # Кiлiя
8729, # Кодима
1013159, # Одеса
32563, # Пiвденне (Южне)
40406, # Подiльськ
18530, # Ренi
17858, # Роздiльна
11032, # Татарбунари
10173, # Теплодар
59261 # Чорноморськ

])

Кожне мiсто представлено парою координат (широта, довгота), а
також значенням населення, яке виступає ваговим коефiцiєнтом.
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3. Кластеризацiя методом 𝑘-середнiх

# Кластеризацiя на два кластери
kmeans = KMeans(n_clusters=4, random_state=0).fit(coords)
labels = kmeans.labels_

Мiста подiляються на чотири кластери на основi географiчної близь-
костi. Результатом є масив кластерних мiток labels.

4. Обчислення центрiв тяжiння

# Обчислення центру тяжiння для кожного кластеру
def weighted_center(cluster_coords, cluster_weights):

return np.average(cluster_coords, axis=0, weights=cluster_weights)

# Кластери
clusters = [coords[labels == i] for i in range(4)]
weights = [population[labels == i] for i in range(4)]

# Центри тяжiння
centers = [weighted_center(clusters[i], weights[i]) for i in range(4)]

Цi обчислення дають координати центрiв тяжiння кластерiв — опти-
мальнi мiсця для розмiщення полiгонiв ТПВ з урахуванням населення.

5. Вiзуалiзацiя результатiв

# Побудова графiка
plt.figure(figsize=(8, 6))
plt.scatter(coords[:, 1], coords[:, 0], c=labels, cmap='Set1', s=80,

label='Мiста')→˓

colors = ['blue', 'green', 'orange', 'purple']
for i, center in enumerate(centers):

plt.scatter(center[1], center[0], c=colors[i], marker='x', s=200,
label=f'Полiгон {i+1}')→˓

plt.xlabel("Довгота")
plt.ylabel("Широта")
plt.title("Кластеризацiя мiст Одеської областi та центри тяжiння")
plt.legend()
plt.grid(True)
plt.show()
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Графiк демонструє розподiл мiст за кластерами та положення центрiв
тяжiння, якi вiдповiдають запропонованим мiсцям для полiгонiв.

Цей роздiл демонструє практичне застосування математичних мето-
дiв до просторового аналiзу та є основою для прийняття рiшень у сферi
комунального господарства.

Рис. 5.1. Розподiл мiст та положення полiгонiв
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5.2 Аналiз отриманих результатiв

У результатi реалiзацiї алгоритму кластеризацiї та обчислення центрiв
тяжiння для мiст Одеської областi було отримано координати чотирьох
точок, що вiдповiдають оптимальним мiсцям розмiщення полiгонiв твердих
побутових вiдходiв (ТПВ). Кластеризацiя на чотири класи показала чiткий
просторовий подiл областi: першi два кластери включають пiвнiчнi та
центральнi мiста областi, такi як Подiльськ, Балта, Кодима та Березiвка,
тодi як до iнших двох кластерiв вiднесено мiста пiвденного та прибережного
регiону, зокрема Iзмаїл, Болград, Татарбунари, Ренi та Вилкове. Подiбне
розмежування є природним з огляду на географiчнi особливостi регiону та
пiдтверджує адекватнiсть застосованого методу класифiкацiї.

Центри тяжiння обчислювались iз врахуванням чисельностi населен-
ня, що дозволило оптимiзувати логiстику збору та транспортування ТПВ.
Застосування вагової моделi дало змогу мiнiмiзувати сумарнi витрати на
перевезення, а також збалансувати навантаження на кожен полiгон. Варто
зазначити, що обчисленi точки не прив’язанi до конкретних населених пун-
ктiв, але вони розташованi в межах транспортної досяжностi й можуть бути
використанi як орiєнтири для подальшого пошуку придатних земельних
дiлянок з урахуванням чинних законодавчих та екологiчних вимог.

Побудована за допомогою бiблiотеки folium iнтерактивна карта до-
зволила вiзуалiзувати результати кластеризацiї та географiчне розмiщення
полiгонiв. На картi чiтко видно, як кожне мiсто належить до певного кла-
стера, а також розташування центрiв тяжiння, що вiдповiдають точкам з
мiнiмальною зваженою вiдстанню до мiст кластеру. Така вiзуалiзацiя значно
полегшує iнтерпретацiю результатiв та дозволяє iнтерактивно перевiрити
просторову ефективнiсть запропонованої моделi.

Отриманi результати також були порiвнянi з наявними полiгонами
областi. Розрахованi центри тяжiння переважно узгоджуються з iснуючими
об’єктами, або пропонують ефективнi альтернативи з огляду на транспортну
доступнiсть i навантаження.

Загалом, отриманi результати пiдтвердили доцiльнiсть використан-
ня комбiнованого пiдходу на основi кластерного аналiзу та методу центру
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тяжiння. Просторова структура областi була коректно врахована, а розмi-
щення полiгонiв дозволяє знизити середню вiдстань перевезення вiдходiв.
Оскiльки модель базується на унiверсальних математичних принципах, вона
може бути адаптована для iнших регiонiв України з подiбною проблемати-
кою. У майбутньому модель можна вдосконалити, iнтегрувавши фактори
екологiчної чутливостi територiй, транспортної iнфраструктури, динамiки
населення та iнтенсивностi утворення вiдходiв.
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ВИСНОВКИ

У данiй дипломнiй роботi було дослiджено можливiсть застосуван-
ня методiв теорiї графiв та алгоритмiчного моделювання для вирiшення
прикладних задач у сферi комунального господарства. Основна увага була
придiлена проблемi органiзацiї ефективної логiстики доставки ресурсiв,
зокрема будiвельних матерiалiв, у межах мiської iнфраструктури, а також
оптимiзацiї мiсця розташування полiгонiв для твердих побутових вiдходiв
(ТПВ) в масштабах областi.

У першiй частинi роботи була реалiзована модель доставки будiвель-
них матерiалiв у мiських умовах на основi графової структури дорожньої
мережi, з використанням реальних геоданих з OpenStreetMap. Була викона-
на кластеризацiя будiвельних об’єктiв, обчислено центри тяжiння кластерiв
для визначення розмiщення складiв, а також побудовано маршрути достав-
ки з урахуванням найкоротших шляхiв за алгоритмом Дейкстри. Отриманi
результати продемонстрували практичну доцiльнiсть поєднання методiв
кластерного аналiзу, центру тяжiння та графових алгоритмiв у логiстичних
задачах мiського середовища. Побудована модель виявилася масштабова-
ною, адаптивною та такою, що враховує реальнi географiчнi обмеження.

У другiй частинi роботи було розглянуто задачу стратегiчного розмi-
щення чотирьох полiгонiв ТПВ на територiї Одеської областi. Мiста областi
були кластеризованi за географiчною близькiстю методом 𝑘-середнiх, а для
кожного кластеру було обчислено центр тяжiння з урахуванням чисельно-
стi населення як вагового коефiцiєнта. Це дозволило знайти оптимальнi з
точки зору зваженої логiстики точки розташування полiгонiв. Побудована
модель продемонструвала адекватний просторовий подiл областi, збалан-
соване навантаження на полiгони та високу ефективнiсть з точки зору
мiнiмiзацiї транспортних витрат. Iнтерактивна карта результатiв дозволила
вiзуалiзувати ефективнiсть розподiлу та провести географiчну iнтерпрета-
цiю отриманих рiшень.

Проаналiзувавши результати, можна стверджувати, що всi поставленi
в роботi цiлi були досягнутi. Було дослiджено та проаналiзовано сучаснi
методи оптимiзацiї мiських логiстичних систем з використанням графових
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моделей, сформульовано та реалiзовано задачу доставки ресурсiв як задачу
на графi, використано кластеризацiю та методи геометричної оптимiзацiї
для визначення зон обслуговування i стратегiчного розмiщення складiв
та полiгонiв. Було проведено аналiз ефективностi моделей, доведено мо-
жливiсть їх масштабування та застосування в iнших сферах комунального
господарства.

Результати роботи пiдтверджують доцiльнiсть i практичну цiннiсть
використання математичних моделей на основi теорiї графiв, алгоритмiв
кластеризацiї та вiдкритих геопросторових даних у вирiшеннi актуальних
задач мiського та регiонального управлiння. Побудованi моделi можуть бути
адаптованi до будь-якого iншого регiону України, а також вдосконаленi iз
врахуванням транспортної завантаженостi, часових обмежень, екологiчних
факторiв i правових регуляцiй.
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