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ВСТУП

У роботi дослiджується поняття локальної афiнної зв’язностi та її
взаємодiя з метрикою на многовидi M. У загальному випадку компоненти
зв’язностi Γ𝛾

𝛼𝛽 нiякої симетрiї по iндексам не мають, i не пов’язанi з метри-
кою 𝑔𝛼𝛽 , оскiльки цi поняття визначають на многовидi M рiзнi геометричнi
операцiї. А саме, метрика многовиду визначає в кожнiй точцi скалярний
добуток векторiв дотичного простору, а афiнна зв’язнiсть визначає коварi-
антне диференцiювання i паралельне перенесення тензорiв. Геометрiя на
многовидi M визначається метрикою i афiнною зв’язнiстю. Будемо говорити,
що на M задана афiнна геометрiя, якщо задана досить гладка метрика i
афiнна зв’язнiсть, тобто заданi три об’єкти (M, 𝑔,Γ). У загальному випадку
метрика i афiнна зв’язнiсть задаються довiльно i є незалежними геоме-
тричними об’єктами. Тому при побудовi рiзних моделей їх розглядають як
незалежнi поля, що мають рiзну фiзичну iнтерпретацiю. Зокрема, у фiзицi
метрика описує гравiтацiйну взаємодiю. Фiзичний змiст афiнної зв’язностi
поки незрозумiлий. Причина тому, що фiзична iнтерпретацiя зв’язностi
залежить вiд конкретної моделi. Вiдповiднi моделi складнi з математичної
точки зору i тому поки вивченi недостатньо добре.

В нерiманових просторах за рахунок появи дефекту зв’язностi збiль-
шується кiлькiсть суттєвих компонент тензору Рiмана. Наприкiнцi 20-х
рокiв ХХ столiття Я. А. Схоутен проаналiзував диференцiальнi геометрiї,
якi вiдповiдають певним природним умовам. Вiн довiв, що такi геометрiї
описуються трьома тензорами, якi називаються "схоутенами": Тензор неме-
тричностi: коварiантна похiдна метричного тензора. Тензор скруту: опис
симетрiї коварiантної похiдної. Рiзниця узагальнених коефiцiєнтiв зв’язностi:
для перенесення ко- та контраварiантних величин. В узагальнених диферен-
цiальних геометрiях ко- i контраварiантнi величини можуть переноситися
за допомогою рiзних коефiцiєнтiв зв’язностi. В роботi вивчається тензори
скруту та неметричностi, та залежнiсть кiлькостi комонент тензору Рiмана
вiд них.
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РОЗДIЛ 1

АФIННА ЗВ’ЯЗНIСТЬ. КОВАРIАНТНЕ

ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ

1.1 Означення та властивiсть афiнної зв’язностi

Необхiднiсть диференцiювати тензорнi поля виникає у великiй кiлько-
стi прикладних завдань (див., наприклад, визначення дивергенцiї векторно-
го поля). Першим кандидатом на цю операцiю є звичайне диференцiювання
компонент тензорiв у криволiнiйних координатах.

Диференцiювання тензорних полiв є важливою складовою багатьох
прикладних задач (наприклад, при обчисленнi дивергенцiї векторного поля).
Одним з основних методiв цiєї операцiї є стандартне диференцiювання
компонентiв тензорiв у криволiнiйних координатах.

Розглянемо тензорне поле 𝑇𝑖1,...,𝑖𝑘 . Фiксуємо криволiнiйну систему
𝑥1, . . . ,𝑥𝑛 i побудуємо набiр функцiй 𝑃𝛼; 𝑖1,...,𝑖𝑘 =

𝜕𝑇𝑖1,...,𝑖𝑘

𝜕𝑥𝛼 , Iншими словами,
розглянемо частиннi похiднi (у звичайному сенсi) компонентiв тензорного по-
ля. Виконаємо цю операцiю в кожнiй системi координат, тобто порiвняємо в
кожнiй системi набiр компонентiв 𝑇𝑖′1,...,𝑖

′
𝑘

та новий набiр: 𝑃𝛼′; 𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘
=

𝜕𝑇𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘

𝜕𝑥𝛼′ .
Виникає запитання: цi набори утворюють тензорне поле 𝑃? Тобто, чи цi
набори будуть перетворюватися один в одного при замiнi координат за
тензорним законом? Перевiримо це. Пiд час переходу вiд (𝑥) до (𝑥′) вiдбу-
вається таке перетворення:

𝑃𝛼′; 𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘
=

𝜕𝑇𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘

𝜕𝑥𝛼′ =
𝜕

𝜕𝑥𝛼′

(︂
𝜕𝑥𝑖1

𝜕𝑥𝑖
′
1
. . .

𝜕𝑥𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑖
′
𝑘

𝑇𝑖1,...,𝑖𝑘

)︂
=

= 𝑃𝛼; 𝑖1,...,𝑖𝑘

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑥𝛼′

𝜕𝑥𝑖1

𝜕𝑥𝑖
′
1
. . .

𝜕𝑥𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑖
′
𝑘

+ 𝑇𝑖1,...,𝑖𝑘

𝜕

𝜕𝑥𝛼′

(︂
𝜕𝑥𝑖1

𝜕𝑥𝑖
′
1
. . .

𝜕𝑥𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑖
′
𝑘

)︂
.

Отже,

𝑃𝛼′𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘
= 𝑃𝛼𝑖1,...,𝑖𝑘

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑥𝛼′

𝜕𝑥𝑖1

𝜕𝑥𝑖
′
1
. . .

𝜕𝑥𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑖
′
𝑘

+ 𝑆𝛼′𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘
(𝑇,𝑥,𝑥′), (1.1)
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де (1.1)

𝑆𝛼′𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘
= 𝑇𝑖1,...,𝑖𝑘

𝜕

𝜕𝑥𝛼′

(︂
𝜕𝑥𝑖1

𝜕𝑥𝑖
′
1
. . .

𝜕𝑥𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑖
′
𝑘

)︂
.

При замiнi (𝑥) → (𝑥′) вираз загального вигляду 𝑆𝛼′𝑖′1,...,𝑖
′
𝑘

вiдмiнний
вiд нуля, тобто 𝑃𝛼𝑖1,...,𝑖𝑘 не перетворюються за тензорним законом.

Отже, операцiя звичайного диференцiювання 𝜕
𝜕𝑥𝑖 - не тензорна опе-

рацiя, вона перетворює тензорне поле в iнше тензорне поле. З отриманої
формули також видно, за яких умов операцiя 𝜕

𝜕𝑥𝑖 є тензорною: вона буде
такою при лiнiйних замiнах (𝑥) → (𝑥′); якщо замiна лiнiйна, то 𝑆𝛼′;𝑖′1,...,𝑖

′
𝑘
≡ 0.

Далi, з тензорної точки зору, розглянемо векторне поле 𝑇 𝑖, вiднесене
до криволiнiйної системи (𝑥), i спробуємо визначити його дивергенцiю за
формулою: div(𝑇 ) =

∑︀
𝑖
𝜕𝑇 𝑖

𝜕𝑥𝑖 , взявши її з означення дивергенцiї в евклi-
довiй системi координат. Чи буде цей вираз скаляром, тобто чи залиши-
ться вiн незмiнним при довiльнiй замiнi (𝑥) → (𝑥′)? Перевiримо рiвнiсть:
div(𝑇 )(𝑥) = div(𝑇 )(𝑥′), де (𝑥) та (𝑥′) - довiльнi системи. Отримуємо:

div(𝑇 )(𝑥′) =
∑︁
𝑖′

𝜕𝑇 𝑖′

𝜕𝑥𝑖′
=

𝜕

𝜕𝑥𝑖′

(︂
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝑇 𝑖

)︂
=

=
∑︁
𝑖

𝜕𝑇 𝑖

𝜕𝑥𝑖
+𝑅(𝑇,𝑥,𝑥′) = 𝑑𝑖𝑣(𝑇 )(𝑥) +𝑅(𝑇,𝑥,𝑥′),

де 𝑅(𝑇,𝑥,𝑥′) = 𝑇 𝑖 𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑖′
𝜕2𝑥𝑖′

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑖 . При довiльнiй замiнi, величина 𝑅(𝑇,𝑥,𝑥′) вiдмiн-
на вiд нуля, тобто запропоноване визначення дивергенцiї не є iнварiантним.
З явної формули 𝑅(𝑇,𝑥,𝑥′) видно, що 𝑅 = 0, наприклад, при лiнiйних
замiнах. Отже, стосовно нелiнiйних замiн, операцiя 𝜕

𝜕𝑥𝑖 не є тензорною
операцiєю.

Мета: навчитися iнварiантно диференцiювати тензорнi поля в довiль-
них системах координат. Це важливо, оскiльки на гладких многовидах
локальнi координати майже завжди криволiнiйнi. Отже, потрiбно знайти
операцiю (позначимо її через ∇ - «набла») з наступними властивостями
(будемо поки вважати, що M𝑛 = R𝑛).

1) У декартових координатах в R𝑛 операцiя повинна збiгатися зi
звичайним диференцiюванням

{︀
𝜕
𝜕𝑥𝑖

}︀
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2) Операцiя ∇ повинна бути тензорною операцiєю, тобто якщо 𝑇 -
тензорне поле на R𝑛 (вiднесене до криволiнiйних координат), то i ∇𝑇 має
бути тензорним полем.

Для цього розглянемо в R𝑛 векторне поле 𝑇 𝑖; нехай (𝑥) - декартова
система координат, (𝑥′) - довiльна система. Розглянемо ∇ i запишемо вимоги
1) i 2), накладенi на ∇. Тодi в системi (𝑥) маємо:

(∇𝑇 )𝑖𝑗 =
𝜕𝑇 𝑖

𝜕𝑥𝑗
; (1.2)

при переходi до (𝑥′) має бути:

(∇𝑇 )𝑖
′

𝑗′ =
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
(∇𝑇 )𝑖𝑗. (1.3)

Треба знайти явний вид ∇, тобто обчислити компоненти (∇𝑇 )𝑖
′

𝑗′ в довiльнiй
системi координат.

Маємо:

(∇𝑇 )𝑖
′

𝑗′ =
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑘′
𝑇 𝑘′

)︂
= 𝛿𝑖

′

𝑘′𝛿
𝛼′

𝑗′
𝜕𝑇 𝑘′

𝜕𝑥𝛼′ + 𝑇 𝑘′𝜕𝑥
𝑖′

𝜕𝑥𝑖
𝜕2𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑗′𝜕𝑥𝑘′
;

(∇𝑇 )𝑖
′

𝑗′ =
𝜕𝑇 𝑖′

𝜕𝑥𝑗′
+ 𝑇 𝑘′Γ𝑖′

𝑗′𝑘′ ; Γ𝑖′

𝑗′𝑘′ =
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
· 𝜕2𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑗′𝜕𝑥𝑘′
. (1.4)

Видно, що виникли деякi функцiї Γ𝑖′

𝑗′𝑘′, якi вимiрюють вiдхилення ∇
вiд операцiї звичайного (евклiдового) диференцiювання. Знайдено дiю ∇
на векторних полях.

Розглянемо тепер в R𝑛 ковекторне поле 𝑇 𝑖. Для знаходження явного
виду ∇ на 𝑇𝑖, потрiбно знову вирiшити систему рiвнянь:

(∆𝑇 )𝑖𝑗 =
𝜕𝑇𝑖

𝜕𝑥𝑗
; (∆𝑇 )𝑖′𝑗′ =

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑖′
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
(∆𝑇 )𝑖𝑗 .

Маємо:

(∆𝑇 )𝑗′𝑖′ =
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑖′
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑥𝑘

′

𝜕𝑥𝑖
𝑇𝑘′

)︂
=

= 𝛿𝑘
′

𝑖′ 𝛿
𝑗′

𝛼′
𝜕𝑇𝑘′

𝜕𝑥𝛼′ + 𝑇𝑘′
𝜕2𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
· 𝜕𝑥

𝑖

𝜕𝑥𝑖′
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
=

𝜕𝑇𝑖′

𝜕𝑥𝑗′
+ 𝑇𝑘′Γ̃

𝑘′

𝑖′𝑗′ (1.5)
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де Γ̃𝑘′

𝑖′𝑗′ = 𝜕2𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖 · 𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑖′ · 𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′ . Отримали (∇𝑇 )𝑖′𝑗′ = 𝜕𝑇𝑖′

𝜕𝑥𝑗′ + 𝑇𝑘′Γ̃
𝑘′

𝑖′𝑗′; де Γ̃𝑘′

𝑖′𝑗′ -
функцiї, що вимiрюють вiдхилення ∇ вiд звичайного диференцiювання на
ковекторних полях.

Лема 1.1. [6] Має мiсце рiвнiсть Γ̃𝑘′

𝑖′𝑗′ = −Γ𝑘′

𝑖′𝑗′.

Доведення. Очевидна тотожнiсть 𝜕𝑥𝑖′

𝜕𝑥𝑖′′ · 𝜕𝑥𝑖′′

𝜕𝑥𝑘′ = 𝛿𝑖
′

𝑘′. Диференцiюючи її
по 𝑥𝑝

′, отримуємо:

𝜕2𝑥𝑖
′′

𝜕𝑥𝑝′𝜕𝑥𝑘′
· 𝜕𝑥

𝑖′

𝜕𝑥𝑖′′
+

𝜕𝑥𝑖
′′

𝜕𝑥𝑘′
· 𝜕2𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑝′′𝜕𝑥𝑖′′
· 𝜕𝑥

𝑝′′

𝜕𝑥𝑝′
= 0,

звiдки випливає, що Γ𝑖′

𝑝′𝑘′ + Γ̃𝑖′

𝑝′𝑘′ = 0.
Лемма доведена. □

Отже, дiя оператора ∇ на векторнi та ковекторнi поля у криволiнiйних
координатах R𝑛 має вигляд:

(∇𝑇 )𝑖
′

𝑗′ =
𝜕𝑇 𝑖′

𝜕𝑥𝑗′
+ 𝑇 𝑘′Γ𝑖′

𝑘′𝑗′; (∇𝑇 )𝑖′𝑗′ =
𝜕𝑇𝑖′

𝜕𝑥𝑗′
− 𝑇𝑘′Γ

𝑘′

𝑖′𝑗′. (1.6)

Розглянемо тепер дiю оператора ∇ на операторних полях, тобто на
полях типу (1, 1). Для тензора другого рангу типу (1,1) коварiантна похiдна
має вигляд

(∆𝑇 )𝑖𝑗𝑘 =
𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑇 𝑖

𝑗 ); (1.7)

(∆𝑇 )𝑖
′

𝑗′𝑘′ =
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘′
𝜕

𝜕𝑥𝑘

(︂
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝛼′

𝜕𝑥𝑝
′

𝜕𝑥𝑗
𝑇 𝛼′

𝑝′

)︂
=

Бiльш детально формула виводиться так:

=
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘′
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝛼′

𝜕𝑥𝑝
′

𝜕𝑥𝑗
𝜕𝑇 𝛼′

𝑝′

𝜕𝑥𝑞′
𝜕𝑥𝑞

′

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑇 𝛼′

𝑝′
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘′
· 𝜕2𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑞′𝜕𝑥𝛼′ ·
𝜕𝑥𝑞

′

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑥𝑝

′

𝜕𝑥𝑗
+

+𝑇 𝛼′

𝑝′
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘′
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝛼′

𝜕2𝑥𝑝
′

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗
=

𝜕

𝜕𝑥𝑘′
(𝑇 𝑖′

𝑗′ ) + 𝑇 𝑝′

𝑗′ Γ
𝑖′

𝑝′𝑘′ − 𝑇 𝑝′

𝑗′ Γ
𝑝′

𝑗′𝑘′ .

Таким чином, знайдено дiю ∇ на 𝑇 𝑖
𝑗 .

Теорема 1.1. Нехай M𝑛 = R𝑛, (𝑥′) - довiльнi криволiнiйнi координати,
(𝑥) - декартовi координати, . Тодi на R𝑛 iснує тензорна операцiя ∇, що
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задається на довiльному тензорному полi 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘
𝑗1...𝑗𝑝

формулою:

(∇𝑇 )
𝑖′1...𝑖

′
𝑘

𝑗′1...𝑗
′
𝑝;𝛼

′ =

=
𝜕

𝜕𝑥𝛼′ (𝑇
𝑖′1...𝑖

′
𝑘

𝑗′1...𝑗
′
𝑝
) +

𝑘∑︁
𝑠=1

𝑇
𝑖′1...𝑖

′
𝑠=𝑞′...𝑖′𝑘

𝑗′1...𝑗
′
𝑝

Γ
𝑖′𝑠
𝑞′𝛼′ −

𝑝∑︁
𝑠=1

𝑇
𝑖′1...𝑖

′
𝑝

𝑗′1...𝑗
′
𝑠=𝑞′...𝑗′𝑘

Γ𝑞′

𝑗′𝑠𝛼
′ , (1.8)

де функцiї Γ𝑖′

𝑗′𝑞′ перетворюються при замiнi (𝑥′) → (𝑥′′) за правилом:

Γ𝑖′′

𝑗′′𝑘′′ =
𝜕𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑖′
𝜕𝑥𝑗

′

𝜕𝑥𝑗′′
𝜕𝑥𝑘

′

𝜕𝑥𝑘′′
Γ𝑖′

𝑗′𝑘′ +
𝜕𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑖′
𝜕2𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑗′′𝑑𝑥𝑘′′
. (1.9)

Доведення. Вигляд ∇ на полi 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘
𝑗1...𝑗𝑝

визначається повторенням обчи-
слень для векторних, ковекторних та операторних полiв, зроблених вище,
стiльки разiв, в залежностi який ранг має поле 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘

𝑗1...𝑗𝑝
. Далi розглянемо

закон перетворення Γ𝑖′

𝑗′𝑘′:

∆𝑘′𝑇
𝑖′ =

𝜕𝑇 𝑖′

𝜕𝑥𝑘′
+ 𝑇 𝑝′Γ𝑖′

𝑝′𝑘′ ;

Маємо:

∆𝑘′′𝑇
𝑖′′ =

𝜕𝑇 𝑖′′

𝜕𝑥𝑘′′
+ 𝑇 𝑝′′Γ𝑖′′

𝑝′′𝑘′′ =
𝜕𝑥𝑘

′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑖′
· 𝜕𝑇

𝑖′

𝜕𝑥𝑘′′
+ 𝑇 𝑖′ 𝜕𝑥

𝑘′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕2𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑘′𝜕𝑥𝑖′
+

+𝑇 𝑝′𝜕𝑥
𝑝′′

𝜕𝑥𝑝′
Γ𝑖′′

𝑝′′𝑘′′ = ∆𝑘′′𝑇
𝑖′′ =

𝜕𝑥𝑘
′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑖′
·∆𝑘′𝑇

𝑖′ =
𝜕𝑥𝑘

′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑖′

(︂
𝜕𝑇 𝑖′

𝜕𝑥𝑘′
+ 𝑇 𝑝′Γ𝑖′

𝑝′𝑘′

)︂
.

Порiвнюючи, отримуємо:

𝑇 𝑝′ 𝜕𝑥
𝑘′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑖′
Γ𝑖′

𝑝′𝑘′ = 𝑇 𝑝′ 𝜕𝑥
𝑘′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕2𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑘′𝜕𝑥𝑖′
+ 𝑇 𝑝′𝜕𝑥

𝑝′′

𝜕𝑥𝑝′
Γ𝑖′′

𝑝′′𝑘′′. (1.10)

Оскiльки це тотожнiсть має мiсце для будь-якого поля 𝑇 𝑖, то

Γ𝑖′′

𝑝′′𝑘′′ = Γ𝑖′

𝑝′𝑘′
𝜕𝑥𝑝

′

𝜕𝑥𝑝′′
𝜕𝑥𝑘

′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑖′
− 𝜕𝑥𝑝

′

𝜕𝑥𝑝′′
𝜕𝑥𝑘

′

𝜕𝑥𝑘′′
𝜕2𝑥𝑖

′′

𝜕𝑥𝑘′𝜕𝑥𝑝′
(1.11)

В силу леми 1.1

𝜕2𝑥𝑖
′′

𝜕𝑥𝑘′𝜕𝑥𝑖′
· 𝜕𝑥

𝑝′

𝜕𝑥𝑝′′
· 𝜕𝑥

𝑘′

𝜕𝑥𝑘′′
= − 𝜕2𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑘′′𝜕𝑥𝑖′′
· 𝜕𝑥

𝑖′′

𝜕𝑥𝑘′
= − 𝜕2𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑝′′𝜕𝑥𝑘′′
· 𝜕𝑥

𝑖′′

𝜕𝑥𝑖′
. (1.12)
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Теорему доведено. □

Для випадку, коли M𝑛 = R𝑛, доведено теорему iснування «тензорно-
го диференцiювання». Це дозволяє у явному виглядi обчислити Γ𝑖′

𝑗′𝑘′, що
вимiрюють вiдхилення ∇ вiд евклiдового диференцiювання 𝜕

𝜕𝑥𝑖 а саме:

Γ𝑖′

𝑗′𝑘′ =
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕2𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑗′𝜕𝑥𝑘′
= − 𝜕2𝑥𝑘

′

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
· 𝜕𝑥

𝑖

𝜕𝑥𝑖′
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
.

Використовувалося те, що в 𝑅𝑛 iснують вiдокремленi привiлейованi коор-
динати - декартовi, в яких операцiя ∇ збiгається зi звичайним диферен-
цiюванням. Тепер перейдемо до розгляду довiльних гладких многовидiв.
Нову операцiю ∇ визначимо аксiоматично, базуючись на властивостях,
визначених вище для R𝑛.

Означення 1.1. Будемо говорити, що на гладкому многовидi M𝑛 зада-
на операцiя коварiантного диференцiювання ∇, якщо для кожного
гладкого атласу в кожнiй картi заданий набiр гладких функцiй Γ𝑖

𝑗𝑘, якi
перетворюються при замiнi координат згiдно з законами перетворення:

Γ𝑖′

𝑗′𝑘′ =
𝜕𝑥𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘′
Γ𝑖
𝑗𝑘 +

𝜕𝑥𝑖
′

𝜕𝑥𝑖
· 𝜕2𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑗′𝜕𝑥𝑘′
(1.13)

Тодi маємо, що ∇ задається формулою:

(∆𝑇 )𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑝;𝛼
=

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(𝑇 )𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑝

+
𝑘∑︁

𝑠=1

𝑇 𝑖1...;𝑖𝑠=𝑞;...𝑖𝑘
𝑗1...𝑗𝑝

Γ𝑗𝑠
𝑞𝛼−

−
𝑝∑︁

𝑠=1

𝑇 𝑖1...𝑖𝑘
𝑗1...;𝑗𝑠=𝑞;...𝑖𝑝

Γ𝑞
𝑗𝑠𝛼

(1.14)

Iснування таких многовидiв M𝑛, на яких можна ввести ∇, доведено
вище. Для M𝑛 = R𝑛, де Γ𝑖

𝑗𝑘 задаються отриманими вище формулами. Ва-
жливо зауважити, що набiр Γ𝑖

𝑗𝑘 не утворює тензора. Цi функцiї називаються
символами Крiстоффеля. Їх закони перетворення вiдповiдають тензор-
ним, наприклад, у випадку, коли замiна (𝑥) → (𝑥′) лiнiйна. У визначеннi ∇
система (𝑥) не є декартовою системою, оскiльки подiї розвиваються вже у
довiльному 𝑀𝑛. Iнодi кажуть, що символи Крiстоффеля (або ∇) задають
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на 𝑀𝑛 афiнну зв’язнiсть.

1.2 Аксiоматичне задання коварiантного
диференцiювання

Зв’язнiсть, яка була введена в R𝑛, є симетричною. Це випливає з фор-
мул, що задають ∇ в термiнах частинних похiдних. Символи Крiстофеля,
на довiльному M𝑛 вже не мають вигляд других частинних похiдних вiд
координат. Така формула виникає, коли на 𝑀𝑛 iснують локально евклiдовi
координати. ∇ представляється у виглядi сукупностi операцiй ∇𝑘 - кова-
рiантних диференцiювань (за окремими координатами), якщо є фiксована
система координат,

Теорема 1.2. [4] Коварiантне диференцiювання (зв’язнiсть) ∇ задоволь-
няє спiввiдношенням:
1) операцiя ∇ = {∇𝑘} – лiнiйна;
2) набiр функцiй ∇𝑘𝑇

(𝑖)
(𝑗) = (∇𝑇 )

(𝑖)
𝑘;(𝑗) утворює тензорне поле, для довiльного

тензорного поля 𝑇
(𝑖)
(𝑗) ;

3) якщо тензорне поле скалярне, тобто гладка функцiя 𝑓 на M𝑛, то:

∇𝑓 = {∇𝑘𝑓} =

{︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑘

}︂
= grad 𝑓 ; (1.15)

4) на векторних полях 𝑇𝑖 операцiя ∇ має вигляд:

∇𝑘𝑇
𝑖 =

𝜕𝑇 𝑖

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑇 𝛼Γ𝑖

𝛼𝑘. (1.16)

На ковекторних полях 𝑇𝑖 операцiя ∇ має вигляд:

∇𝑘𝑇𝑖 =
𝜕𝑇𝑖

𝜕𝑥𝑘
− 𝑇 𝛼Γ𝛼

𝑖𝑘; (1.17)

5) Операцiя ∇ задовольняє формулi Лейбнiца:

∇𝑘{𝑇 (𝑖)
(𝑗) · 𝑃

(𝛼)
(𝛽) } =

(︁
∇𝑘𝑇

(𝑖)
(𝑗)

)︁
· 𝑃 (𝛼)

(𝛽) + 𝑇
(𝑖)
(𝑗) · (∇𝑘𝑃

(𝛼)
(𝛽) ), (1.18)
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де 𝑇
(𝑖)
(𝑗) та 𝑃

(𝛼)
(𝛽) - довiльнi тензорнi поля.

Доведення. Властивостi 1)-4) випливають безпосередньо з визначення
∇. Залишилося довести 5). Розглянемо найпростiший випадок: одне з полiв
𝑇

(𝑖)
(𝑗) , 𝑃

(𝛼)
(𝛽) - скалярне. Тодi 5) випливає iз формули Лейбнiца для скалярних

функцiй. Нехай тепер покладемо поля 𝑇 та 𝑃 , як векторнi поля 𝑇 𝑖, 𝑃 𝑗. Тодi
маєио рiвнiсть:

∇𝑘(𝑇
𝑖 · 𝑃 𝑗) =

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑇 𝑖 · 𝑃 𝑗) + 𝑇 𝛼𝑃 𝑗Γ𝑖

𝛼𝑘 + 𝑇 𝑖𝑃 𝛼Γ𝑗
𝛼𝑘 =

=

(︂
𝜕𝑇 𝑖

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑇 𝛼Γ𝑖

𝛼𝑘

)︂
𝑃 𝑗+𝑇 𝑖

(︂
𝜕𝑃 𝑗

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑃 𝛼Γ𝑗

𝛼𝑘

)︂
= (∇𝑘𝑇

𝑖)𝑃 𝑗+𝑇 𝑖(∇𝑘𝑃
𝑗). (1.19)

Теорема 1.3. Нехай на M𝑛 задана операцiя ∇ = {∇𝑘}, яка задовольняє 1-5
(див. Теорема 1.2). Тодi має мiсце тотожнiсть, для довiльного тензорного
поля 𝑇

(𝑖)
(𝑗):

∇𝑘𝑇
(𝑖)
(𝑗) = ∇𝑘𝑇

𝑖1...𝑖𝛼
𝑗1...𝑗𝑝

=

=
𝜕

𝜕𝑥𝑥
(𝑇 𝑖1...𝑖𝛼

𝑗1...𝑗𝑝
+

𝛼∑︁
𝑞=1

𝑇
𝑖1...;𝑖𝑞=𝑟;...𝑖𝛼
𝑗1...;𝑗𝑝

Γ
𝑖𝑞
𝑟𝑘 −

𝑝∑︁
𝑠=1

𝑇 𝑖1...𝑖𝛼
𝑗1...;𝑗𝑠=𝜔;...𝑗𝑝

Γ𝜔
𝑗𝑠𝑘

, (1.20)

тобто, можна розумiти, що ∇ - коварiантне диференцiювання у сенсi
наданого визначення. Властивостi 1)-5) однозначно задають операцiю ∇,
тобто її можна вводити аксiоматично за допомогою властивостей 1)-5).

Доведення. Дiя ∇ вже визначено для скалярних функцiй та тензорiв
1-го рангу (див. формули 1)-4). Залишається визначити ∇ на тензорах
довiльного типу. Доведемо наступну лему. Лема: Будь-яке тензорне поле мо-
жна розкласти на лiнiйну комбiнацiю (з гладкими коефiцiєнтами) добуткiв
тензорних полiв 1-го рангу.

Насправдi, будь-яке тензорне поле є полiлiнiйним вiдображенням
векторних полiв у скалярнi поля.

𝑇 = 𝑎𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑞
𝑒𝑖1 ⊗ . . .⊗ 𝑒𝑖𝑘 ⊗ 𝑒𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝑒𝑗𝑞 : (𝑇*)

𝑞 × (𝑇 *)𝑘 → 𝑅, (1.21)

де 𝑒𝑖𝛼, 𝑒
𝑖𝛼 - поля 1-го рангу. Це визначення iнварiантне, щодо вибору коор-
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динатної системи (в iншiй системi розкладання змiниться). В (1.31) 𝑎𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑞
-

гладкi функцiї. Фiксуємо будь-яку систему 𝑥1, . . . ,𝑥𝑛 i нехай {𝑇 𝛼
𝑖𝑠
} (де 𝑖𝑠 -

фiксовано) - набiр компонент тензора 𝑒𝑖𝑠; вiдповiдно {𝑇 𝑗𝑠
𝛽 } (де 𝑗𝑠 - фiксовано)

- набiр компонент 𝑒𝑗𝑠. Записав 𝑇 в цiй системi, отримаємо:

𝑇 = 𝑎𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑞
𝑇 𝛼1

𝑖1
. . . 𝑇 𝛼𝑘

𝑖𝑘
𝑇 𝑗1
𝛽1
. . . 𝑇

𝑗𝑞
𝛽𝑞
×

×
(︂

𝜕

𝜕𝑥𝛼1

)︂
⊗ . . .⊗

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝛼𝑘

)︂
⊗

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂𝛽1

⊗ . . .⊗
(︂

𝜕

𝜕𝑥

)︂𝛽𝑞

;

тобто,

𝑇 = 𝑇 𝛼1...𝛼𝑘

𝛽1...𝛽𝑞

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝛼1

)︂
⊗ . . .⊗

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝛼𝑘

)︂
⊗

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂𝛽1

⊗ . . .⊗
(︂

𝜕

𝜕𝑥

)︂𝛽𝑞

,

де,
𝑇 𝛼1...𝛼𝑘

𝛽1...𝛽𝑞
= 𝑎𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑞

𝑇 𝛼1

𝑖1
. . . 𝑇 𝛼𝑘

𝑖𝑘
𝑇 𝑗1
𝛽1
. . . 𝑇

𝑗𝑞
𝛽𝑞
.

Будь-яке полiлiнiйне вiдображення повнiстю визначається коефiцiєнтами
щодо базису. Повернемося до доведення формули дiї ∇ на 𝑇

(𝑖)
(𝑗) . Для просто-

ти розглянемо випадок тензора 2-го рангу (для довiльного поля викладення
аналогiчнi). З огляду на лiнiйнiсть ∇ формулу 5) достатньо перевiрити на
мономах 𝑇𝑖𝑗 = 𝛼(𝑥)𝑇𝑖𝑃𝑗, де 𝛼(𝑥) — гладка функцiя. Обчислимо ∇𝑘(𝑇𝑖𝑗) у
припущеннi, що ∇𝑘(𝑇𝑖) вже вiдомi (див. 4)). За формулою Лейбнiца 5) маємо:

∇𝑘(𝑇𝑖𝑗) = ∇𝑘(𝛼(𝑥)𝑇𝑖𝑃𝑗) =
𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑇𝑖𝑗)− Γ𝑝

𝑖𝑘𝑇𝑝𝑗 − Γ𝑝
𝑗𝑘𝑇𝑖𝑞, (1.22)

що й потрiбно. □

Означення 1.2. Нехай ∇ - афiнна зв’язнiсть на M𝑛. Локальнi координати
𝑥1, . . . ,𝑥𝑛 називаються евклiдовими для ∇, якщо в них Γ𝑖

𝑗𝑘(𝑥) = 0.

Такi координати можуть i не iснувати, наприклад, якщо ∇ не симе-
трична. Справдi, якщо ∇ несиметрична, то Ω𝑖

𝑗𝑘 вiдмiнна вiд нуля. Якби
iснували координати, у яких Γ𝑖

𝑗𝑘 ≡ 0, то в цiй же системi звернувся б у
нуль i Ω𝑖

𝑗𝑘, а тодi вiн був би тотожним нулем у будь-якiй системi через
тензорнiсть.
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Важливо, що поняття коварiантного диференцiювання (тобто афiнної
зв’язностi) не використовує поняття рiманової метрики, ми користували-
ся лише наявнiстю гладкої структури на M𝑛. Тому, рiманова метрика i
зв’язнiсть це двi рiзнi структури на M𝑛. Зокрема, евклiдовi координати
для афiнної зв’язностi та евклiдовi координати для метрики 𝑔𝑖𝑗 (тобто такi,
в яких 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗), це - рiзнi поняття, тож у загальному випадку рiманова
метрика та частине диференцiювання не визначають один одного.

Нехай на M𝑛 фiксована метрика 𝑔𝑖𝑗. Тодi з множини всiх афiнних
симетричних зв’язностей можна видiлити одну (i тiльки одну!) зв’язнiсть,
«узгоджену» з цiєю метрикою i повнiстю обумовлену нею. Це - важливий
клас зв’язностей, якi називаються рiмановими зв’язностями.
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РОЗДIЛ 2

СХОУТЕНИ. ОЗНАЧЕННЯ ТЕНЗОРIВ

НЕМЕТРИЧНОСТI ТА СКРУТУ. ВИЗНАЧЕННЯ

НЕРIМАНОВОЇ АФIННОЇ ЗВ’ЯЗНОСТI ЗА

МЕТРИКОЮ, ТЕНЗОРОМ СКРУТУ ТА ТЕНЗОРОМ

НЕМЕТРИЧНОСТI

Нехай в скiнченномiрному рiмановому просторi задана метрика

𝑔𝑖𝑗 = (𝑟𝑖 𝑟𝑗), 𝑖,𝑗 = 1,𝑛 𝑒𝑖 = 𝑟𝑖

Коефiцiєнти афiнної зв’язностi (символи Крiстоффеля 1 i 2 роду) ви-
значаються, як коефiцiєнти розкладання кобазиса i базиса по самому базису.
Отримуємо зв’язнiсть симетричну за нижнiми iндексами. Ця зв’язнiсть має
властивiсть, що коварiантна похiдна метричного тензора дорiвнює нулю.
Кажуть, що зв’язнiсть узгоджена з метрикою.

𝜕𝑒𝑗
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑟𝑖
𝜕𝑥𝑗

= Γℎ
𝑖𝑗𝑒ℎ = Γ𝑖𝑗,ℎ𝑒

−ℎ

Γℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑗𝑖; 𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 0⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑆ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 − Γℎ
𝑗𝑖 ≡ 0

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 0 рiманова геометрiя

(2.1)

Γℎ
𝑖𝑗 = 𝑔ℎ𝑘Γ𝑖𝑗,𝑘 = 𝑔ℎ𝑘

1

2

(︂
𝜕𝑔𝑗ℎ
𝜕𝑥𝑖

+
𝜕𝑔𝑖ℎ
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖𝑗

)︂
− рiманова зв’язнiсть (2.2)

Закон перетворення рiманової зв’язностi:

Γℎ′

𝑖′𝑗′ =
𝜕2𝑥ℎ

𝜕𝑥𝑖′𝜕𝑥𝑗′
𝜕𝑥ℎ

𝜕𝑥ℎ′ +
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑖′
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗′
𝜕𝑥ℎ

′

𝜕𝑥ℎ
Γℎ
𝑖𝑗 (2.3)
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2.1 Рiманова зв’язнiсть

Нехай Γ𝑖
𝑗𝑘 – афiнна зв’язнiсть на M𝑛 , а 𝑔𝑖𝑗 – метрика ∇.

Означення 2.1. Симетрична афiнна зв’язнiсть ∇ = {Γ𝑖
𝑗𝑘} називається

рiмановою або узгодженою з метрикою 𝑔𝑖𝑗, якщо ∇(𝑔𝑖𝑗) ≡ 0.

Спираючись на тензорнiсть ∇, тотожнiсть {∇𝑘(𝑔𝑖𝑗) = 0} справедлива
для будь-якої системи координат, завдяки тензорним властивостям. Щодо
рiманової зв’язностi, тензор метрики 𝑔𝑖𝑗 можна вважати постiйним, адже
його коварiантна похiдна дорiвнює нулю. Звiдси випливає, що для будь-
якого тензорного поля 𝑇

(𝑝)
(𝑞) справедливе правило Лейбнiца: ∇𝑘(𝑔𝑖𝑗𝑇

(𝑝)
(𝑞) ) =≡

𝑔𝑖𝑗∇𝑘(𝑇
(𝑝)
(𝑞) ), (див. формулу Лейбниця 5). Зокрема, операцiя коварiантної

похiдної ∇ комутує з операцiями пiдняття та опускання iндексiв. Доведемо
iснування та єдинiсть рiманової зв’язностi. Далi буде доведено, що для
будь-якої метрики 𝑔𝑖𝑗 на M𝑛 iснує єдина рiманова зв’язнiсть.

Теорема 2.1. Нехай 𝑔𝑖𝑗 метрика задана на M𝑛. Тодi iснує i єдина симе-
трична афiнна зв’язнiсть, узгоджена з 𝑔𝑖𝑗, причому:

Γ𝑖
𝑗𝑘 =

1

2
𝑔𝑖𝛼

(︂
𝜕𝑔𝑘𝛼
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑔𝑗𝛼
𝜕𝑥𝑘

− 𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝛼

)︂
. (2.4)

Доведення. Припустимо, що рiманова зв’язнiсть для метрики 𝑔𝑖𝑗

iснує. Доведемо, що вона єдина. Згiдно з означенням рiманової зв’язностi,:
∇𝑘(𝑔𝑖𝑗) = 0. Так як ∇ задається Γ𝑖

𝑗𝑘, то достатньо довести, що з цiєї системи
однозначно визначаються компоненти рiманової зв’язностi Γ𝑖

𝑗𝑘 як функцiї
𝑔𝑖𝑗 i 𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝛼 маємо: ∇𝑘𝑔𝑖𝑗 = 0,
𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘 = 𝑔𝛼𝑗Γ

𝛼
𝑖𝑘 + 𝑔𝛼𝑖Γ

𝛼
𝑗𝑘. Циклiчно переставляючи

iндекси у другому рiвняннi, отримуємо ще два рiвняння, якi також описують
зв’язок:

+

+

−

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘 = Γ𝑗;𝑖𝑘 + Γ𝑖;𝑗𝑘

𝜕𝑔𝑘𝑖
𝜕𝑥𝑗 = Γ𝑖;𝑘𝑗 + Γ𝑘;𝑖𝑗

𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖 = Γ𝑘;𝑗𝑖 + Γ𝑗;𝑘𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
(𝑖𝑗𝑘)

(𝑘𝑖𝑗)

(𝑗𝑘𝑖)

(2.5)

де Γ𝑖;𝑘𝑗 = 𝑔𝑖𝛼Γ
𝛼
𝑘𝑗. Складаючи першi два рiвняння системи, отриманої в



16

попередньому пунктi i вiднiмаючи iз суми третє, в результатi отримуємо:

𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝑔𝑘𝑖
𝜕𝑥𝑗

− 𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖

= 2Γ𝑖;𝑗𝑘 = 2𝑔𝑖𝛼Γ
𝛼
𝑗𝑘. (2.6)

(Нагадаємо: Γ𝑖
𝑗𝑘 = Γ𝑖

𝑘𝑗.) Далi маємо,

Γ𝛼
𝑗𝑘 =

1

2
𝑔𝑖𝛼

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝑔𝑘𝑖
𝜕𝑥𝑗

− 𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝛼

)︂
. (2.7)

В результатi були отриманi формули, якi описують компоненти рiма-
нової зв’язностi Γ𝛼

𝑗𝑘 через компоненти метрики 𝑔𝑖𝑗 i їх похiднi.

Завдяки знайденим формулам можна зробити висновок, що для за-
даної метрики 𝑔𝑖𝑗 iснує лише один розв’язок системи рiвнянь, що описує
Γ𝛼
𝑗𝑘. Для доведення iснування, достатньо визначити Γ𝑖

𝑗𝑘 за допомогою одер-
жаних вище формул. Повторюючи дiї у зворотному порядку, одержуємо:
∇𝑘(𝑔𝑖𝑗) ≡ 0. Теорема доведена.

Зауваження 2.1. Припустимо, що на M𝑛 iснує система координат 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
де 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗. Iснування такої системи еквiвалентне iснуванню системи, в якiй
(𝑔𝑖𝑗) стає постiйною матрицею, не залежною вiд точки всерединi деякого
околу. За допомогою лiнiйних перетворень цю матрицю можна привести
до виду 𝛿𝑖𝑗 (у всiх точках околу одночасно). Тому систему координат, де
матриця метричного тензора стала одиничною, можна назвати евклiдовою.
Зважаючи на це зауваження, розглянемо рiманову зв’язнiсть. Локальна
система координат є евклiдовою з точки зору зв’язностi тодi i тiльки тодi,
коли в цiй системi, у деякому околi, {Γ𝑖

𝑗𝑘 ≡ 0}.

Теорема 2.2. Система координат - евклiдова з погляду рiманової зв’язностi,
що вiдповiдає 𝑔𝑖𝑗, тодi i лише тодi, коли ця система евклiдова з погляду
самого 𝑔𝑖𝑗 (тобто 𝑔𝑖𝑗 локально постiйний в деякому околi).

Доведення. Дiйсно, якщо 𝑔𝑖𝑗 локально постiйний (сталий), то в силу
теореми 1.4 маємо: {Γ𝑖

𝑗𝑘 ≡ 0}, тобто система є евклiдовою вiдносно рiманової
зв’язностi ∇. Зворотньо, якщо {Γ𝑖

𝑗𝑘 = 0}, то згiдно з теоремою 1 маємо:
𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘 = 𝑔𝑘𝛼𝑗Γ

𝛼
𝑗𝑘 − 𝑔𝑘𝛼𝑖Γ

𝛼
𝑗𝑘 = 0, тобто 𝑔𝑖𝑗 є постiйним в цiй системi координат,

що й потрiбно довести. □
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Розглянемо гладку гiперповерхню 𝑉 𝑛−1 ⊂ R𝑛, задану графiком: 𝑥𝑛 =

𝑓(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛−1); Нехай 𝑃0 ∈ 𝑉 𝑛−1 - довiльна точка. Нехай 𝑇𝑃0
(𝑉 𝑛−1) пара-

лельна до площини R𝑛−1(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛−1), тобто 𝜕𝑓(𝑃0)
𝜕𝑥𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1. Вже

було обчислено вид 𝑔𝑖𝑗 у точцi 𝑃0 вiдносно спецiальної системи координат.
Маємо: 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 + 𝑓𝑥𝑖𝑓𝑥𝑗 . Звiдси: 𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘

⃒⃒⃒
𝑃0

= 0, тобто Γ𝑖
𝑗𝑘(𝑃0) = 0, де ∇ -

рiманова зв’язнiсть, узгоджена з 𝑔𝑖𝑗). Умова Γ𝑖
𝑗𝑘 = 0 виконується лише в

точцi 𝑃0. В околi цiєї точки Γ𝑖
𝑗𝑘 не повинна бути нульовою.

2.2 Тензор неметричностi та тензор скруту
афiнної зв’язностi

Чи можна скласти зв’язанiсть по-iншому?

Зазвичай компоненти зв’язностi Γ𝛾
𝛼𝛽 не мають симетрiї за iндексами i

не пов’язанi з метрикою 𝑔𝛼𝛽, оскiльки цi поняття описують на многовидi M
рiзнi геометричнi операцiї. Тобто, метрика многовиду визначає у кожнiй
точцi скалярний добуток векторiв iз дотичного простору. Афiнна зв’язнiсть,
з iншого боку, визначає коварiантне диференцiювання та паралельне пере-
несення тензорiв. Разом метрика та афiнна зв’язнiсть визначають геометрiю
на многовидi M. Будемо казати, що у M задана афiнна геометрiя, якщо
заданi досить гладка метрика i афiнна зв’язнiсть. Таким чином, афiнна
геометрiя описується трьома об’єктами: (M,𝑔,Γ).

Зауваження 2.2. В загальному випадку метрика та афiнна зв’язнiсть
задаються довiльним чином i є незалежними геометричними об’єктами. Це
дозволяє розглядати їх як незалежнi поля з рiзним фiзичним змiстом при
побудовi фiзичних моделей.

Сучасна наука вважає, що метрика визначає гравiтацiйну взаємодiю.
Фiзичний змiст афiнної зв’язностi поки не зрозумiлий. Це пов’язано з тим,
що фiзична iнтерпретацiя зв’язностi залежить вiд конкретної моделi, а
самi моделi - складнi з математичної точки зору i потребують подальшого
вивчення. □

Визначимо тензор скруту:
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Означення 2.2. Тензор скруту на многовидi в локальнiй системi координат
є антисиметричною частиною афiнної зв’язностi

𝑆𝑖𝑘𝑚 =
1

2
(Γ𝑖𝑘𝑚 − Γ𝑖𝑚𝑘)

або

𝑆𝑖
𝑘𝑚 =

1

2
(Γ𝑖

𝑘𝑚 − Γ𝑖
𝑚𝑘) (2.8)

Iз закону перетворення зв’язностi бачимо, що скрут (2.8) є тензором
типу (1, 2).

Визначимо тензор неметричностi:

Означення 2.3. Якщо на многовидi задана афiнна геометрiя, то можна
побудувати тензор неметричностi 𝑄𝑚𝑘𝑖.

Вiн дорiвнює коварiантною похiдною вiд метрики.

𝑄𝑚𝑘𝑖 = 𝑔𝑘𝑖;𝑚. (2.9)

Тензор неметричностi, за побудовою, симетричний щодо перестановки
двох останнiх iндексiв

𝑄𝑚𝑘𝑖 = 𝑄𝑚𝑖𝑘

Зауважимо, що для визначення неметричностi необхiднi обидва об’єкти:
i метрика, i зв’язнiсть

Щоб з’ясувати змiст тензора неметричностi, розглянемо, як змiнює-
ться квадрат приросту радiус-вектора 𝑑𝑟⃗ 2 (вiдрiзок 𝐴𝐵 – див. Рис. 1) при
перенесеннi з точки 𝐴 в нескiнченно близьку точку 𝐶 (нове положення вiд-
рiзка 𝐶𝐷), якщо координати кiнцiв вiдрiзка 𝐴𝐵 вiдрiзняються на величини
𝛿𝑥𝛼:

(𝑑𝑟⃗ 2)(𝐴𝐵) = 𝑔𝛼𝛽(𝐴)𝛿𝑥
𝛼𝛿𝑥𝛽. (2.10)

Точка 𝐷 вiдповiдає наявностi двух змiщень 𝑑𝑥𝛼 + 𝛿𝑥𝛼.
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Рис. 2.1. Перенесення приросту 𝛿𝑥𝛼 з точки 𝐴 в точку 𝐶 i перенесення
приросту 𝑑𝑥𝛼 з точки 𝐴 в точку 𝐵

Будемо вимагати, щоб при нескiнченно малому перенесеннi вздовж
𝐴𝐶 с компонентами 𝑑𝑥𝛼 в новому положеннi 𝐶𝐷 прирiст 𝛿𝑥𝛼 прийняв такi
значення

𝛿𝑥̃𝛼 = 𝛿𝑥𝛼 − Γ𝛼
𝛽𝛾𝑑𝑥

𝛽𝛿𝑥𝛾, (2.11)

щоб квадрат приросту радiус-вектора

(𝑑𝑟⃗ 2)(𝐶𝐷) = 𝑔𝛼𝛽(𝐶)𝛿𝑥̃𝛼𝛿𝑥̃𝛽 (2.12)

при розкладi в ряд Тейлора, з точнiстю до нескiнченно малих вкладiв I
порядку, вмiщував тiльки тензорнi вклади (включаючи коварiантну похiдну
𝑔𝛼𝛽;𝜇):

(𝑑𝑟⃗ 2)(𝐶𝐷) =

=

(︂
𝑔𝛼𝛽(𝐴) +

𝜕𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑥𝜇

𝑑𝑥𝜇
)︂
(𝛿𝑥𝛼 − Γ𝛼

𝜈𝜎𝑑𝑥
𝜈𝛿𝑥𝜎)(𝛿𝑥𝛽 − Γ𝛽

𝛾𝜌𝑑𝑥
𝛾𝛿𝑥𝜌) ≈ (2.13)

≈ (𝑔𝛼𝛽(𝐴)𝑔𝛼𝛽;𝜇𝑑𝑥
𝜇)𝛿𝑥𝛼𝛿𝑥𝛽,

𝑔𝛼𝛽;𝜇 =
𝜕𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑥𝜇

− Γ𝜈
𝛼𝜇𝑔𝜈𝛽 − Γ𝜈

𝛽𝜇𝑔𝛼𝜈. (2.14)
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З (2.13) видно, что тензор неметричностi 𝑄𝛼𝛽𝜇 (2.9) встановлює
змiну квадрата приросту радiус-вектора 𝑑𝑟⃗ 2 при перенесеннi на вели-
чину 𝑑𝑥𝜇 :

𝑄𝛼𝛽𝜇𝑑𝑥
𝜇𝛿𝑥𝛼𝛿𝑥𝛽 = (𝑑𝑟⃗ 2)(𝐶𝐷) − (𝑑𝑟⃗ 2)(𝐴𝐵). (2.15)

В метричних просторах тензор неметричностi дорiвнює нулю:

𝑄𝛼𝛽𝜇 = 𝑔𝛼𝛽;𝜇 = 0, (2.16)

тобто метричний тензор в них є коварiантно сталим.

Перейдемо до знаходження афiнних зв’язностей

Γ𝛾
𝛼𝛽. (2.17)

Перепозначаючи в (2.14) iндекси отримаємо:

𝑔𝛼𝜇;𝛽 =
𝜕𝑔𝛼𝜇
𝜕𝑥𝛽

− Γ𝜈
𝛼𝛽𝑔𝜈𝜇 − Γ𝜈

𝜇𝛽𝑔𝛼𝜈, (2.18)

𝑔𝛽𝜇;𝛼 =
𝜕𝑔𝛽𝜇
𝜕𝑥𝛼

− Γ𝜈
𝛽𝛼𝑔𝜈𝜇 − Γ𝜈

𝜇𝛼𝑔𝛽𝜈 (2.19)

Якщо (2.18) та (2.19) почленно вiдняти вiд отриманого виразу (2.14),
будемо мати:

𝑄𝛼𝛽𝜇 +𝑄𝛼𝜇𝛽 −𝑄𝛽𝜇𝛼 =2{𝛼𝛽𝜇}+ (Γ𝜈
𝛽𝛼 − Γ𝜈

𝛼𝛽)𝑔𝜈𝜇+

+(Γ𝜈
𝜇𝛼 − Γ𝜈

𝛼𝜇)𝑔𝛽𝜈 − (Γ𝜈
𝜇𝛽 + Γ𝜈

𝛽𝜇)𝑔𝛼𝜈, (2.20)

где {𝛼𝛽𝜇} – символи Крiстоффеля 1 роду, що визначаються формулою

{𝛼𝛽𝜇} =
𝜕𝑔𝜇𝛼
𝜕𝑥𝛽

+
𝜕𝑔𝜇𝛽
𝜕𝑥𝛼

− 𝜕𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑥𝜇

. (2.21)

Введемо позначення:

𝑆𝜈
𝛼𝛽 =

1

2
(Γ𝜈

𝛼𝛽 − Γ𝜈
𝛽𝛼). (2.22)
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Не важко переконатися, що цей об’єкт представляє собою тензор III рангу,
антисимметричний за нижнiми iндексами:

𝑆𝜈
𝛼𝛽 = −𝑆𝜈

𝛽𝛼. (2.23)

𝑆𝜈
𝛼𝛽 i є тензором скруту, згiдно з означенням 1. Не обмежуючи загальностi

мiркувань, з метою прозоростi результатiв, будемо вважати, що в (2.13)
метричний тензор є коварiантно сталим 𝑔𝛼𝛽;𝜇 = 0, i розглянемо перенесення
змiщення 𝐴𝐶 вздовж змiщення 𝐴𝐵 – див. Рис 2.1. В цьому випадку замiсть
𝛿𝑥𝛼 (2.11) розглянемо перенесення 𝑑𝑥𝛼:

𝑑𝑥̃𝛼 = 𝑑𝑥𝛼 − Γ𝛼
𝛽𝛾𝛿𝑥

𝛽𝑑𝑥𝛾. (2.24)

Рiзниця коварiантних диференциалiв для приросту координати 𝑥𝛼 в точцi
𝐷 при використаннi (2.11) 𝐷′ = 𝑥𝛼 + 𝑑𝑥𝛼 + 𝛿𝑥̃𝛼 и використаннi (2.24)
𝐷′′ = 𝑥𝛼 + 𝛿𝑥𝛼 + 𝑑𝑥̃𝛼

𝐷𝑥𝛼(𝐷′)−𝐷𝑥𝛼(𝐷′′) = (Γ𝛼
𝛾𝛽 − Γ𝛼

𝛽𝛾)𝛿𝑥
𝛽𝑑𝑥𝛾. (2.25)

Оскiльки лiва частина цього виразу є вектором, а в правiй є згортки векторiв
𝛿𝑥𝛽 та 𝑑𝑥𝛾, то рiзниця Γ𝛼

𝛾𝛽 − Γ𝛼
𝛽𝛾 є тензор III рангу. Простiр, в якому тензор

скруту вiдiнний вiд нуля, називається простором зi скрутом. В цьому
просторi лiве вiдрiзняється вiд правого.

Розглянемо геометричний сенс антисиметричної частини узагальнених
коефiцiєнтiв зв’язностi. Для цього паралельно перенесемо мале змiщення
𝐴𝐶 уздовж малого змiщення 𝐴𝐵 згiдно з формулою

𝑑𝑥̃𝜇 = 𝑑𝑥𝜇 −𝐾𝜇
𝛼𝛽𝛿𝑥

𝛼𝑑𝑥𝛽. (2.26)

У результатi отримаємо нове змiщення 𝐵𝐷′, де точка 𝐷′ має координати

𝐷′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝛿𝑥𝜇 + 𝛿𝑥̃𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝛿𝑥𝜇 + 𝑑𝑥𝜇 −𝐾𝜇
𝛼𝛽𝛿𝑥

𝛼𝑑𝑥𝛽, (2.27)

де 𝑥𝜇 - координати точки 𝐴 (див. рис. 4.2). Враховуючи, що координати
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точки 𝐷, яку отримали у результатi першого перенесення, мають значення:

𝐷𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝑑𝑥𝜇 + 𝛿𝑥̃𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝑑𝑥𝜇 + 𝛿𝑥𝜇 −𝐾𝜇
𝛼𝛽𝑑𝑥

𝛼𝛿𝑥𝛽, (2.28)

компоненти малого змiщення мають вигляд:

𝐷𝜇 −𝐷′𝜇 = (𝐾𝜇
𝛼𝛽 −𝐾𝜇

𝛽𝛼)𝑑𝑥
𝛽𝛿𝑥𝛼 ≡ 2𝑆𝜇

𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛽𝛿𝑥𝛼, (2.29)

де величина

𝑆𝜇
𝛼𝛽 =

1

2
(𝐾𝜇

𝛼𝛽 −𝐾𝜇
𝛽𝛼) (2.30)

є тензором. Ця величина називається тензором скруту.

Рис. 2.2.: Геометричний сенс тензора скруту
Як показано на Рис. 2.2., тензор скруту вдповiдає за порушення правила
паралелограма.

Таким чином, афiнна зв’язнiсть Γ𝛼𝛽𝜇 в лiнiйних просторах разом з
символами Крiстоффеля {𝛼𝛽𝜇} мiстить також тензор скруту 𝑆𝜈

𝛼𝛽 i тензор
неметричностi 𝑄𝛼𝛽𝛾:

Γ𝛼𝛽𝜇 = {𝛼𝛽𝜇}+ 𝑆𝜇𝛼𝛽 − 𝑆𝜇𝛽𝛼 − 𝑆𝛼𝛽𝜇 −
1

2
(𝑄𝜇𝛼𝛽 −𝑄𝜇𝛽𝛼 +𝑄𝛼𝛽𝜇). (2.31)

Як показав Схоутен [2], рiзнi гладкi лiнiйнi простори, для яких при пе-
ренесеннi на нескiнченно близьку вiдстань 𝑑𝑥𝑖 вектори перетворюються в
вiдповiдностi з 𝛿𝐴𝛼 = Γ𝛾

𝛼𝛽𝐴𝛾𝑑𝑥
𝛽 або 𝛿𝐵𝛼 = Γ̄𝛼

𝜇𝜈𝐵
𝜇𝑑𝑥𝜈 , характеризується не
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бiльш, нiж трьома тензорами III рангу: тензором неметричностi 𝑄𝛼𝛽𝛾 та
двома тензорами скруту (рiзними для ко- и контравариантних векторiв).
В таких просторах при перенесеннi на нескiнченно близьку вiдстань не
тiльки по-рiзному змiнюються напрями ко- и контравариантних векторiв,
але й змiнюються довжини векторiв . Оскiльки кожний з перерахованих
тензорiв III рангу може бути нульовим, виродженим (прямим добутком
вектора на тензор II рангу) або довiлним, всього матимемо 33 = 27 рiзних
типiв лiнiйних просторiв. Зокрема, коли всi три тензори дорiвнюють нулю,
тобто коли афiнна зв’язнiсть представляє собою символи Крiстоффеля

Γ𝛼𝛽𝜇 = {𝛼𝛽𝜇}, (2.32)

геометрiя, що описує простiр , називається рiмановою, а самий простiр –
рiмановим.

Отже, Якщо задати (𝑔𝑖𝑗, Γ
ℎ
𝑖𝑗), тодi тензор 𝑄𝑚𝑘𝑖 = 𝑔𝑘𝑖;𝑚 визначається

однозначно за метрикою i зв’язнiстю. Тобто для визначення тензора неме-
тричностi необхiднi обидва об’єкти: i метрика, i зв’язнiсть.

Також, якщо задати (𝑔𝑖𝑗, Γ
ℎ
𝑖𝑗), тодi тензорне поле 𝑆𝑖

𝑘𝑚 яке антисиме-
тричне за нижнiми двома iндексами, визначається однозначно за зв’язнiстю.

Таким чином, за заданою метрикою i афiнною зв’язнiстю побудовано
два тензорних поля: тензор скруту i тензор неметричностi.

Неважко пiдрахувати число незалежних компонент в зв’язностi, i
тензорiв скруту i неметричностi:

[Γ𝛾
𝛼𝛽] = 𝑛3, [𝑆𝛾

𝛼𝛽] =
𝑛2(𝑛− 1)

2
, [𝑄𝛼𝛽𝛾] =

𝑛2(𝑛+ 1)

2
(2.33)

Звiдси випливає, що сумарна кiлькiсть незалежних компонент тензорiв
скруту i неметричностi дорiвнює кiлькостi компонент афiнної зв’язностi.

Зауважимо, що доданки з метрикою i тензором неметричнностi в (2.31)
мають однаковий порядок iндексiв i знакiв, а доданки зi скрутом при такому
самому порядку iндексiв вiдрiзняються знаками. Таким чином, для того,
щоб на многовидi M задати афiнну геометрiю, необхiдно i достатньо задати
три тензорних поля: метрику, скрут i неметричнiсть. Вiдзначимо
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ще раз, що всi три об’єкта можна задати незалежним чином, i в рiзних
математичних i фiзичних моделях їх потрiбно розглядати як незалежнi
змiннi.

𝑔𝛼𝛽𝑔𝛽𝛾 = 𝛿𝛼𝛾 , знаходимо, що коварiантна похiдна вiд оберненого метри-
чного тензору метрики,

∇𝛼𝑔
𝛽𝛾 = −𝑄𝛽𝛾

𝛼 , −𝑄𝛽𝛾
𝛼 := 𝑔𝛽𝛿𝑔𝛾𝜀𝑄𝛼𝛿𝜀

Вiдрiзняється знаком вiд (2.9). Якщо тензор неметричностi вiдмiнний
вiд нуля, то операцiї пiдйому i опускання iндексiв не комутує з коварiантним
диференцiюванням.

Можна сказати, що для задання афiнної геометрiї на многовидi необ-
хiдно задати метрику i афiнну зв’язнiсть.
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РОЗДIЛ 3

ДЕФЕКТ ЗВ’ЯЗНОСТI. ТЕНЗОР РIМАНА

ЗАГАЛЬНОЇ АФIННОЇ ЗВ’ЯЗНОСТI

3.1 Дефект зв’язностi

Означення 3.1. Дефектом зв’язностi називається рiзниця мiж коефiцi-
єнтами паралельного перенесення довiльної зв’язностi та зв’язностi Левi -
Чевiти. Використовуючи (2.31) , бiльш детально дефект зв’язностi набуває
вигляду

𝐷𝑘𝑙𝑚 = ′Γ𝑘𝑙𝑚 − Γ𝑘𝑙𝑚, (3.1)

де ′Γ𝑘𝑙𝑚 - коефiцiєнти паралельного перенесення довiльної зв’язностi, а Γ𝑘𝑙𝑚

- коефiцiєнти зв’язностi Левi - Чевiти. Виразимо ′Γ𝑘𝑙𝑚 через метричний
тензор, маємо:

′Γ𝑘𝑙𝑚 = 𝑔𝑘𝑛 ′Γ𝑛𝑙𝑚,
′Γ𝑘𝑙𝑚 = Γ𝑘𝑙𝑚 +𝐷𝑘𝑙𝑚, 𝐷𝑘𝑙𝑚 = 𝑠𝑘𝑙𝑚 + 𝑞𝑘𝑙𝑚,

Запишемо стандартний спосiб обчислення символу Крiстоффеля в рiмановiй
геометрiї, через компоненти метричного тензора 𝑔𝑚𝑛 та їхнi частиннi похiднi.

Γ𝑘
𝑛𝑝 =

1

2
𝑔𝑘𝑚

(︂
𝜕𝑔𝑚𝑛

𝜕𝑥𝑝
+

𝜕𝑔𝑚𝑝

𝜕𝑥𝑛
− 𝜕𝑔𝑛𝑝

𝜕𝑥𝑚

)︂
,

Тензор скруту та тензор неметричностi з (2.32) мають вiгляд:

𝑠𝑘𝑙𝑚 = 𝑆𝑘𝑙𝑚 + 𝑆𝑙𝑚𝑘 − 𝑆𝑚𝑘𝑙, 𝑞𝑚𝑘𝑙 =
1

2
(𝑄𝑘𝑙𝑚 −𝑄𝑙𝑚𝑘 +𝑄𝑚𝑘𝑙),

Тензор скруту 𝑆𝑙𝑘𝑚 визначається як антисиметрична частина зв’язностi:

𝑆𝑙𝑘𝑚 =
1

2
(Γ𝑙𝑘𝑚 − Γ𝑙𝑚𝑘),
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Пiдставляючи визначення у початкове рiвняння дефекту зв’язностi отрима-
ємо детальний вигляд дефекту зв’язностi:

𝐷𝑘𝑙𝑚 = 𝑆𝑘𝑙𝑚 − 𝑆𝑙𝑘𝑚 + 𝑆𝑚𝑘𝑙 +
1

2
(𝑄𝑘𝑙𝑚 +𝑄𝑙𝑘𝑚 −𝑄𝑚𝑘𝑙) (3.2)

Загальний вигляд тензора Рiмана з урахуванням дефекту зв’язностi
(3.2):

′𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝜕 ′Γℎ
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕 ′Γ𝑖𝑗

𝜕𝑥ℎ
+ ′Γ𝛼

𝑖𝑘
′Γℎ

𝛼𝑗 − ′Γ𝛼
𝑖𝑗

′Γℎ
𝛼𝑘; (3.3)

З (3.1), виражаємо ′Γℎ
𝑖𝑗. Маємо:

′Γℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 +𝐷ℎ
𝑖𝑗

Пiдставляючи в (3.3) виражений через дефект зв’язностi ′Γℎ
𝑖𝑗, отримаємо

розгорнуту формулу тензора Рiмана:

′𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝜕Γℎ
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝐷ℎ
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
−

𝜕𝐷ℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
+ Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗 − Γ𝛼

𝑖𝑘𝐷
ℎ
𝛼𝑗 +𝐷𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗 +𝐷𝛼

𝑖𝑘𝐷
ℎ
𝛼𝑗−

− Γ𝛼
𝑖𝑗Γ

ℎ
𝛼𝑘 −𝐷𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘 − Γ𝛼

𝑖𝑗𝐷
ℎ
𝛼𝑘 −𝐷𝛼

𝑖𝑗𝐷
ℎ
𝛼𝑘

Далi

′𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 +
𝜕𝐷ℎ

𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝐷ℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
+ Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗 − Γ𝛼

𝑖𝑘𝐷
ℎ
𝛼𝑗 +𝐷𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗 +𝐷𝛼

𝑖𝑘𝐷
ℎ
𝛼𝑗−

−𝐷𝛼
𝑖𝑗Γ

ℎ
𝛼𝑘 − Γ𝛼

𝑖𝑗𝐷
ℎ
𝛼𝑘 −𝐷𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘 −𝐷ℎ

𝑖𝛼Γ
𝛼
𝑘𝑗 +𝐷ℎ

𝑖𝛼𝐷
𝛼
𝑘𝑗

Отримаємо

′𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 +𝐷ℎ
𝑖𝑘,𝑗 −

𝜕𝐷ℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
+ Γ𝛼

𝑖𝑘𝐷
ℎ
𝛼𝑗 +𝐷𝛼

𝑖𝑘𝐷
ℎ
𝛼𝑗 −𝐷𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘 −𝐷𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘+

𝐷ℎ
𝑖𝛼𝐷

𝛼
𝑘𝑗

У результатi отримаємо загальний вигляд тензора Рiмана з урахуванням
дефекту зв’язностi:

′𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 +𝐷ℎ
𝑖𝑘,𝑗 −𝐷ℎ

𝑖𝑗,𝑘 +𝐷𝛼
𝑖𝑘𝐷

ℎ
𝛼𝑗 −𝐷𝛼

𝑖𝑗𝐷
ℎ
𝛼𝑘 (3.4)
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Цi формули детально описують вплив дефекту зв’язностi на тензор
Рiмана, включаючи додатковi компоненти та похiднi дефекту зв’язностi,
що впливають на геометричнi властивостi простору.

Узагальнений тензор Рiччi, виражений через компоненту тензора
Рiмана ′𝑅𝛼

𝑖𝛼𝑘, має вигляд

′𝑅𝛼
𝑖𝑘 =

′𝑅𝛼
𝑖𝛼𝑘

Покажемо антисиметричну властивiсть узагальненого тензора Рiччi, що
зв’язує компоненти ′𝑅𝛼

𝑖𝑗𝛼 та ′𝑅𝛼
𝑖𝑘

′𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼 = − ′𝑅𝛼

𝑖𝑘

З урахуванням дефекту зв’язностi, отримаємо додатковi доданки:

′𝑅𝛼
𝑖𝛼𝑘 =

′𝑅𝑖𝑘 +𝐷𝛼
𝑖𝑘𝛼 −𝐷ℎ

𝑖𝛼𝑘 +𝐷𝛼
𝑖𝑘𝐷

𝛽
𝛼𝛽 −𝐷𝛼

𝑖𝛽𝐷
𝛽
𝛼𝛽 (3.5)

Пiдкреслимо, що ′𝑅𝛼
𝛼𝑗𝑘 не є нульовим, що вказує на присутнiсть дефе-

ктiв зв’язностi.

′𝑅𝛼
𝛼𝑗𝑘 ̸= 0

Таким чином, отримаємо узагальнений тензор Рiччi, який включає ефекти
дефектiв зв’язностi. Вони дозволяють враховувати додатковi геометричнi
властивостi, що виникають.

У рiмановiй геометрiї, тензор кривини Рiмана визначається як

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝜕Γℎ
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕Γ𝑖𝑗

𝜕𝑥ℎ
+ Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗 − Γ𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘;

та слiд тензора Рiмана по iндексу 𝛼 є нульовим

𝑅𝛼
𝛼𝑗ℎ = 0;

Це типовий результат для рiманових многовидiв, де метрика визначає
зв’язнiсть без додаткових умов на неметричнiсть або скрут.
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Це означає, що у рiмановiй геометрiї слiд тензора Рiмана по iндексу
альфа завжди нульовий, що є наслiдком симетрiї та властивостей зв’язностi
Крiстоффеля.

Згортаючи по ℎ𝑖 отримаємо:

′𝑅𝛼
𝛼𝑗𝑘 = 𝐷𝛼

𝛼𝑘,𝑗 −𝐷𝛼
𝛼𝑗,𝑘 ̸= 0 - ротор вектора 𝐷𝛼

𝛼𝑘

На вiдмiну вiд рiманової геометрiї, ця формула показує, що у загальних
випадках, коли є дефект зв’язностi (у теорiях з неметричнiстю та скрутом),
розгортка тензора кривини по iндексу 𝛼 дає ненульовий результат. Це вказує
на наявнiсть додаткових структур (неметричнiсть, скрут), що впливають
на геометрiю простору.

Отже, в нерiмановiй геометрiї в загальному випадку згортка тензора
Рiмана по верхньому i першому нижньому iндексу є ненульовою i дорiвнює
ротору вектора 𝐷𝛼

𝛼𝑘.

У класичнiй рiмановiй геометрiї тензор кривини Рiмана згортається
до нуля через властивостi метрики та зв’язностi Крiстоффеля. Проте у
бiльш загальних теорiях, що включають неметричнiсть i скрут, згорнутий
тензор кривини може бути ненульовим, що вiдображає складнiшу геоме-
тричну структуру простору. Це важливо для розумiння фiзичних теорiй,
якi виходять за межi загальної теорiї вiдносностi i включають додатковi
компоненти у зв’язностi.
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РОЗДIЛ 4

ПРИКЛАДИ АФФIНИХ ЗВ’ЯЗНОСТЕЙ

Розглянемо окремi випадки афiнних геометрiй.

Означення 4.1. [5] Прагнучи об’єднати гравiтацiю з електромагнетизмом
Г. Вейль розглянув тензор неметрiчностi спецiального виду

𝑄𝛼𝛽𝛾 = 𝑊𝛼g𝛽𝛾, (4.1)

де 𝑊𝛼 - форма Вейля, яка ототожнюється з електромагнiтним потенцiалом,
(при умовi, що скрут тотожно дорiвнює нулю). Будемо говорити, що геоме-
трiя Рiмана-Картана-Вейля на многовидi визначається, якщо задана
метрика, скрут i неметричнiсть спецiального виду (4.1). Якщо тензор неме-
тричностi тотожно дорiвнює нулю, а метрика i скрут нетривiальнi, то будемо
говорити, що на многовидi задана геометрiя Рiмана-Картана. В цьому
випадку з рiвняння (2.31) випливає, що аффiнна зв’язнiсть однозначно
визначається метрикою i скрутом:

Γ𝛼𝛽𝜇 = {𝛼𝛽𝜇}+ 𝑆𝜇𝛼𝛽 − 𝑆𝜇𝛽𝛼 − 𝑆𝛼𝛽𝜇 (4.2)

Так як коварiантна похiдна вiд метрики тотожно дорiвнює нулю,
зв’язнiсть називється метричною.

∇𝛼g𝛽𝛾 = 𝜕𝛼g𝛽𝛾 − Γ𝛿
𝛼𝛽 − Γ𝛿

𝛼𝛾g𝛽𝛿 = 0. (4.3)

Данна рiвнiсть забезпечує коммутативнiсть коварiантного диференцiювання
з опусканням i пiднiманням iндексiв. Рiвнiсть називається умовою метри-
чностi. Умову метричностi (4.3) ще назiвають еквiвалентною ∇𝛼g𝛽𝛾 = 0 як
наслiдок рiвняння ∇𝛼g𝛽𝛾 = −𝑄𝛽𝛾

𝛼 , −𝑄𝛽𝛾
𝛼 := g𝛽𝛿g𝛾𝜀𝑄𝛼𝛿𝜀.

Якщо тензор скруту дорiвнює нулю, тобто 𝑆𝑘
𝑖𝑚 = 0, а неметричнiсть

має вигляд (4.1), то будемо говорити, що задана геометрiя Рiмана-Вейля.
Вираз для афiнної зв’язностi, у геометрiї Рiмана-Вейля, можна записати у
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виглядi:

Γ𝛼𝛽𝛾 =
1

2
((𝜕𝛼 +𝑊𝛼)g𝛽𝛾 + (𝜕𝛽 +𝑊𝛽)g𝛾𝛼 − (𝜕𝛾 +𝑊𝛾)g𝛼𝛽). (4.4)

Зауважимо, що афiнна зв’язностi симетрична по двом першим iндексам.

У разi коли i тензор неметрiчностi, i тензор скруту тотожно дорiвню-
ють нулю, а метрика нетривiальна i додатно визначена, то кажуть, що на
многовидi задана геометрiя Рiмана. У цьому випадку метрична зв’язнiсть
також симетрична по двом першим iндексам i однозначно визначається
метрикою:

Γ̃𝛾
𝛼𝛽 =

1

2
g𝛾𝛿((𝜕𝛼g𝛽𝛿 + 𝜕𝛽g𝛼𝛿 − 𝜕𝛾g𝛼𝛽). (4.5)

Таку зв’язнiсть називають зв’язнiстю Левi-Чивiти або символами
Крiстоффеля. Зауважимо, що невирожденнiсть матрицi потрiдно для ви-
значення метрики. За означенням для символiв Крiстоффеля видно, що цi
умови необхiднi щоб метрика визначала зв’язнiсть Левi-Чивiти. Геометрiя
називається псевдорiмановою, якщо метрика не є додатно визначеною. При
цьому, для зв’язностi попереднi назви, зберiгаються .

Зауваження 4.1. На многовидi з заданною афiнною геометрiєю загального
вигляду iснує двi зв’язностi: афiнна зв’язнiсть та зв’язнiсть Левi-Чивiти
(оскiльки задана метрика). Геометричнi об’єкти, побудованi за допомогою
зв’язностi Левi-Чивiти, позначаються знаком тiльди - .

Приклад 4.1. Можливостi зв’язностi Левi-Чивiти має наочний геометри-
чний змiст для двовимiрних поверхонь, iзометрiчно вкладених в триви-
мiрний евклiдiв простiр. Розглянемо два, дотичних до поверхнi, вектора
𝑋𝑥 i 𝑌𝑦 в близьких точках 𝑥 i 𝑦. Левi-Чивита [4] запропонував вважати
вектор 𝑌𝑦 паралельним вектору 𝑋𝑥, при умовi що його проекцiя в евклiдо-
вому просторi на дотичну площину в точцi 𝑥 паралельно вектору 𝑋𝑥. Така
зв’язнiсть узгоджена з метрикою, iндукованої вкладенням, та значення її
скруту дорiвнює нулю.

У рiмановiй геометрiї коварiантна похiдна описується компонентами



31

зв’язностi, якi мають два нижнiх iндекси та один верхнiй

Γ̃𝛾
𝛼𝛽 := Γ̃𝛼𝛽𝛿g𝛾𝛿 (4.6)

i тому є однаковою для двох метрик, якi вiдрiзняються постiйним множни-
ком.

Символи Крiстоффеля симетричнi щодо престановки перших двох
iндексiв. Ця властивiсть виконується лише в голономному базисi. У неголо-
номному базисi ця симетрiя порушується. Згiдно з формулами для символiв
Крiстофеля (4.5) та умовою метричности (4.3) маємо рiвнiсть (4.2).

Це доводить наступну теорему

Теорема 4.1. Для того, щоб символи Крiстофеля в деякiй системi коорди-
нат дорiвнювали нулю, необхiдно i достатньо, щоб компоненти метрики
в цiй системi координат були постiйнi.

Через те, що символи Крiстоффеля не належать до тензорних величин,
то вони можуть бути нетривiальнi в iншiй системi координат.

Приклад 4.2. В евклiдовому просторi в декартовiй системi координат сим-
воли Крiстоффеля дорiвнюють нулю. Проте, в сферичнiй або цилiндричнiй
системах координат вони мають ненульовi значення.

Означення 4.2. Якщо тензори неметричностi i скруту тотожно дорiвню-
ють нулю, i в околi будь-якої точки iснує система координат, де метрика
представлена одиничною дiагональною матрицею, а символи Крiстоффе-
ля дорiвнюють нулю, то геометрiя називається локально евклiдовою (або
псевдоевклидовою, якщо деякi з одиниць, входить в метрику з вiд’ємним
знаком). Вiдповiдна система координат називається декартовою.

Приклад 4.3. Розглянемо двовимiрний тор, що вкладений в тривимiрний
евклiдiв простiр. Якщо припустити, що скрут i неметричнiсть при цьому
дорiвнюють нулю, а метрика - iндукована вкладенням, то тензор криви-
ни тора дорiвнює нулю. Отже, тор є нетривiальним локально евклiдовим
многовидом.
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ВИСНОВКИ

Афiнна геометрiя на многовидi задається, коли заданi досить гладка
метрика та афiнна зв’язнiсть, тобто три об’єкти (M, 𝑔,Γ). У загальному ви-
падку, метрика i афiнна зв’язнiсть є незалежними геометричними об’єктами.
Це призводить до того, що при побудовi моделей вони розглядаються як
незалежнi поля з рiзною фiзичною iнтерпретацiєю. Наприклад, у фiзицi
метрика описує гравiтацiйну взаємодiю, тодi як фiзичний змiст афiнної
зв’язностi залишається незрозумiлим через залежнiсть вiд конкретної моде-
лi. Вивчення вiдповiдних моделей ускладнене з математичної точки зору i
досi не дослiджене достатньо добре.

У нерiманових просторах з’являється дефект зв’язностi, що збiль-
шує кiлькiсть суттєвих компонент тензора Рiмана. У цiй роботi дослiджує-
ться залежнiсть мiж афiнною зв’язнiстю та компонентами тензора Рiмана
в умовах нерiманових просторiв.

Таким чином, для того, щоб на многовидi M задати афiнну геоме-
трiю, необхiдно i достатньо задати три тензорних поля: метрику, скрут
i неметричнiсть. Вiдзначимо ще раз, що всi три об’єкта можна задати
незалежним чином, i в рiзних математичних i фiзичних моделях їх потрiбно
розглядати як незалежнi змiннi.

Якщо задати (𝑔𝑖𝑗, Γ
ℎ
𝑖𝑗), тодi тензор 𝑄𝑚𝑘𝑙 = 𝑔𝑘𝑙;𝑚 визначається однозна-

чно за метрикою i зв’язнiстю. Тобто для визначення тензора неметричностi
необхiднi обидва об’єкти: i метрика, i зв’язнiсть.

Якщо задати (𝑔𝑖𝑗, Γ
ℎ
𝑖𝑗), тодi тензорне поле 𝑆𝑙

𝑘𝑚 яке антисиметричне за
нижнiми двома iндексами, визначається однозначно за зв’язнiстю.

У результатi, за заданою метрикою i афiнною зв’язнiстю побудовано
два тензорних поля: тензор скруту i тензор неметричностi.

В нерiмановiй геометрiї в загальному випадку згортка тензора Рiмана
по верхньому i першому нижньому iндексу є ненульовою i дорiвнює ротору
вектора 𝐷𝛼

𝛼𝑘, а отже збiльшується кiлькiсть суттєвих компонент тензора
Рiмана на вiдмiну вiд рiманової геометрiї.
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