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ВСТУП

Роботу присвячено дослiдженню методом тригонометричних сум ря-

да конгруецiй з метою виведення асимптотичних формул кiлькостi їхнiх

розв’язкiв.

Актуальнiсть. Проблемою дослiдження кiлькостi розв’язкiв конгру-

енцiй, на початку XX столiття, займалися такi видатнi вченi як I. М. Вино-

градов , Х. Клостерман, Г. Давенпорт, Х. Хасе i Г. Вейль. В перiод другої

половини XX столiття можна вiдзначити таких науковцiв, як Л. Мордел, К.

Хулi, Л. П. Постнiкова, П. Д. Варбанець та С. А. Степанов.

При розв’язаннi подiбних задач найчастiше використовуєьться метод

тригонометричних сум, який був запропонований i розроблений I. М. Вино-

градовим. Також використовують оцiнки тригонометричних сум.

Кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiй є основним елементом теорiї чисел та

аналiтичної теорiї чисел. Вивчення якого допомагає зрозумiти властивостi

чисел та їх взаємозв’язки.

Кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiй та iх розподiл має практичне за-

стосування в криптографiї, особливо в алгоритмах шифрування на осно-

вi конгруенцiй. Зокрема дослiдження розв’язкiв конгруенцiй виду y2 ≡
x3 + ax+ b (mod pn) дає результати для криптографiї на елiптичних кривих

над скiнченним кiльцем (у випадку mod p – над скiнченним полем). Зна-

ння про розподiл розв’язкiв може допомогти в розробцi та вдосконаленнi

криптографiчних систем, зокрема завдяки цьому з’являється можливiсть

генерувати послiдовностi псевдо-випадкових чисел.

Мета роботи

Метою моєї роботи є застосування методу тригонометричних сум та ме-

тодiв Л.П. Постнiкової для дослiдження кiлькостi розв’язкiв i узагальнення
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вiдомостей ряду конгруенцiй:

y2 ≡ x3 + a (mod pn) (0.1)

y2 ≡ x3 + ax+ b (mod pn) (0.2)

y2 ≡ x4 + x2 + a (mod pn) (0.3)

xs + ym ≡ 1 (mod pn) (0.4)

Структура роботи. Дипломна робота складається зi вступу, двох

роздiлiв, висновку та списку лiтератури.

У першому роздiлi розглянуто метод Мордела оцiнки кiлькостi розв’язкiв

конгруецiй та наведено приклад застосування його методу. Також наведенi

необхiднi теореми та попереднi результати.

У другому роздiлi наведенi отриманi уявлення для розв’язкiв виду для

конгруенцiй (0.1) – (0.4). Також наведенi способи оцiнювання тригономе-

тричних сум, якi виникають при розв’язаннi задачi про кiлькiсть розв’язкiв

конгруенцiй.
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РОЗДIЛ 1

ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ

1.1 Оцiнка для кiлькостi розв’язкiв m

конгруенцiй за модулем p

Нехай p просте число, ξ = (ξ1, . . . , ξn) n цiлих змiнних i f(ξ), f1(ξ), . . . , fm(ξ)

m+ 1 многочлен вiд ξ з цiлими коефiцiєнтами. Нехай l = (l1, . . . , ln) n зада-

них цiлих чисел, якi задовольняють умовам 0 ≤ l1 < p, . . . , 0 ≤ ln < p, або

iншими словами 0 ≤ (l) < p. Розглянемо двi задачi.

Перша задача це пошук оцiнки для тригонометричної суми

S ′n =
∑
ξ

e(f(ξ1, . . . , ξn)), 0 ≤ ξ1 < l1, . . . , ξn < ln, (1.1)

iншими словами 0 ≤ (ξ) < (l), де e(x) = exp

2πix

p

, в термiнах

повних тригонометричних сум

S ′n =
∑
x

e(f(x1, . . . , xn)), 0 ≤ (x) < p (1.2)

Друга задача – знайти оцiнку кiлькостi розв’язкiв N ′n,m m когруенцiй

за модулем p

f1(ξ) ≡ 0, . . . , fm(ξ) ≡ 0, 0 ≤ (ξ) < (l) (1.3)

в термiнах кiлькостi розв’язкiв Nn,m
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f1(x) ≡ 0, . . . , fm(x) ≡ 0, 0 ≤ (x) < p (1.4)

Тут i далi будемо вважати, що всi змiннi позначенi латинськими лiтера-

ми набувають значень 0, 1, . . . , p− 1. Змiннi ξ1, ξ2, . . . набувають значень

0, 1, . . . , l1 − 1.

Вiдносно першої задачi вiдомi доведення i результат, для випадку

n = 1, запишемо у iншому виглядi, який дає уявлення для узагальненя

цього результату для довiльного n, i дає iдею для другої задачi.

Припустимо, що n = 1, ξ = ξ1, тодi

S ′1 =
∑
ξ

e(f(ξ)), 0 ≤ ξ < l.

Очевидно, що

pS ′1 =
∑
x,t,ξ

e(f(x) + t(x− ξ)). (1.5)

Сумуючи по t отримуємо нуль, хiба що x = ξ, коли отримуємо дiльник

p.

Далi сумуємо вiдносно ξ. Доданок при t = 0 має вигляд l
∑

x e(f(x)) =

lS1. Коли t 6= 0, при сумуваннi вiдносно ξ, отримуємо

∑
x,t>0

e(−tξ) =
1− e(−tl)
1− e(−t)

так, що

pS ′1 = lS1 +
∑
x,t>0

e(f(x) + tx)
1− e(−tl)
1− e(−t)

(1.6)

Припустимо далi, що ми маємо наступну незалежну вiд t оцiнку∣∣∣∣∣∑
x

e(f(x) + tx)

∣∣∣∣∣ ≤ E. (1.7)
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Легко бачити, що

|pS ′1 − lS1| ≤ E
∑
t>0

 sin πt

p

−1 ≤ Ep log p.

Отже, отримуємо добре вiдомий результат:

S ′1 = lp−1S1 + ΘE log p, |Θ| < 1

Далi розглянемо випадок для довiльного n з ξ = (ξ1, . . . ,ξn), l =

(l1, . . . ,ln), x = (x1, . . . , xn) i ξi < li, i = 1,n.

Маємо

S ′n =
∑
ξ

e(f(ξ)), Sn =
∑
x

e(f(x)). (1.8)

Припускаємо, що iснують оцiнки E(0)
n ,E

(1)
n , . . . ,E

(n)
n , якi незалежнi вiд t, i

такi, що ∣∣∣∣∣∑
x

e(f(x) + t · x)

∣∣∣∣∣ ≤ E(r)
n , (1.9)

де t · x =
∑n

j=1 tjxj i r - число ненульових t. Таким чином E
(0)
n = |Sn|.

Зазвичай оцiнки E(r)
n можуть бути замiненi на незалежну вiд r оцiнку En,

але iнодi може бути корисним зберегти E(r)
n . Тодi значення E(r)

n залежатиме

вiд того, якi r з t не дорiвнюють нулю i тодi сумування по r мiститиме всi

варiанти t якi дорiвнюютю нулю.

Доводимо, що

S ′n = l1 . . . lnp
−nSn + Θ(n)

n E(n)
n (log p)n +Rn, |Θ(n)

n | < 1, (1.10)

де за домовленiстю про сумування вiдносно r отримаємо

Rn =
n−1∑
r=1

Θ(r)
n lr+1 . . . lnp

r−nE(r)
n (log p)r, |Θ(n)

n | < 1. (1.11)
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Доведення аналогiчне випадку при n = 1. Таким чином

pnS ′n =
∑
x,t,ξ

e(f(x) + t · (x− ξ)). (1.12)

Очевидно сумування по t дає нуль, хiба що x = ξ коли ми отримуємо

pnS ′n. Коли всi t дорiвнюють нулю в (1.12) маємо внесок l1l2 . . . lnSn. При-

пустимо, що r з t не дорiвнюють нулю. Для зручностi нехай t1, . . . , tr не

дорiвнюють нулю, а tr+1, . . . , tn всi дорiвнюють нулю. Результат сумування

по ξ

lr+1 . . . ln
∑
t,x

e(f(x) + t · x)
1− e(−l1t1)
1− e(−t1)

. . .
1− e(−lrtr)
1− e(−tr)

.

Цей результат за модулем не перевищує

lr+1 . . . ln
∑
t

E(r)
n

sin
πt1

p
. . . sin

πtr

p

−1 < lr+1 . . . lnE
(r)
n pr(log p)r.

Сумуючи по r i позначаючи через Θ
(r)
n такi доданки, що |Θ(r)

n | < 1, отримуємо

значення Rn з (1.11)

Таким чином ми пiдiйшли до другої задачi. Позначимо через N ′n,m
кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiй

fj(ξ) ≡ 0, 0 ≤ (ξ) < (l) (j = 1, . . . ,m), (1.13)

та через Nn,m кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiй

fj(x) ≡ 0, 0 ≤ (x) < p (j = 1, . . . ,m), (1.14)

Якщо ми покладемо u · f(x) = u1f1(x) + · · ·+ umfm(x), то отримаємо

pn+mN ′n,m =
∑
u,t,x,ξ

e (u · f(x) + t · (x− ξ)) , (1.15)
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оскiльки сума вiдносно t i u дорiвнює нулю, хiба що x = ξ, fj(ξ) ≡ 0(j =

1, . . . ,m). Ми будемо вимагати деяких оцiнок для тригонометричних сум,

незалежних, в свою чергу, вiд t i u. Припустимо, що∣∣∣∣∣∑
x,u

e (u · f(x) + t · x)

∣∣∣∣∣ ≤ E(r)
n , (1.16)

де r означає кiлькiсть t, якi не дорiвнюють нулю. Iнодi оцiнка E(r)
n може

бути заминена на незалежну вiд r оцiнку En, але згодом стає зрозумiло, зо

зручнiше залишити E(r)
n . Зауважимо, як i ранiше, що значення E(r)

n буде

залежати вiд вибору r з t, якi не дорiвнюють нулю, i що пiдсумовування r

включає всi вибранi.

Ми доводимо, що

N ′n,m = l1 . . . lnp
−nNn,m + ΘE(n)

n (log p)n +Rn, (1.17)

де

Rn =
n−1∑
r=1

Θ(t)
n lr+1 . . . lnp

r−n−m(log p)rE(r)
n (1.18)

з угодою на сумування по r i |Θ(r)
n | < 1.

Коли всi t дорiвнюють нулю в (1.15), отримуємо внесок pml1 . . . lnNn,m.

Припустимо що r iз t не дорiвнюють нулю t1, . . . , tr. Тодi так само як в

(1.12), маємо внесок Θ
(r)
n lr+1 . . . lnp

r−nE
(r)
n (log p)r, а отже виконуються (1.17)

i(1.18).

Оцiнка (1.17) залежить вiд пошуку корисних оцiнок для E(r)
n . Грубi

оцiнки для сумування по x досить легко знайти але тодi сумування по u

дає дiльник p. Бiльш точнi результати можна отримати, якщо використати

аналiтичний вид виразу для суми по x. Для простоти розглянемо два

випадки, коли m = 1 i f(x) є загальним квадратичним многочленом вiд x:

f(x) = a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n + a, a1 . . . an 6≡ 0 (1.19)
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a1x
2
1 + · · ·+ asx

2
s + as+1xs+1 + · · ·+ anxn + a, a1 . . . an 6≡ 0 (1.20)

В першому випадку загальна тригонометрична сума (1.16) набуває

вигляду

E =
∑
x,u

e
(
u
(
a1x

2
1 + · · ·+ anx

2
n + a

)
+ t1x1 + · · ·+ tnxn

)
. (1.21)

Припустимо на початку, що всi t дорiвнюють нулю. Тодi маємо E ′ =

pl1 . . . lnNn,1, де Nn,1 число розв’язкiв конгруенцiї

a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n + a ≡ 0.

Тодi

pNn,1 =
∑
u,x

e
(
u
(
a1x

2
1 + · · ·+ anx

2
n + a

))
=

= pn +

p−1∑
u=1,x=0

e
(
u
(
a1x

2
1 + · · ·+ anx

2
n + a

))
=

= pn + in(p−1/2)
2

a1 . . . an
p

 pn/2
p−1∑
u=1

u
p

 e (au) ,

i тому легко оцiнюється. Оскiльки результат добре вiдомий, його достатньо

буде процитувати p 6= 2.

Припустимо n парне.

Якщо a 6≡ 0, то Nn,1 = pn−1 −

(−1)n/2a1 . . . an

p

 p(n−2)/2

Якщо a ≡ 0, то Nn,1 = pn−1 − (p− 1)

(−1)n/2a1 . . . an

p

 p(n−2)/2

Припустимо n непарне.
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Якщо a 6≡ 0, то Nn,1 = pn−1 +

(−1)(n+1)/2aa1 . . . an

p

 p(n−1)/2

Якщо a ≡ 0, то Nn,1 = pn−1.

Припустимо далi, що всi t не дорiвнюють нулю. Тодi сума в (1.21) з

u = 0 дорiвнює нулю i тому ми можемо припустити далi, що u 6= 0.

Суми по x є Гаусовими сумами i тому ми маємо внесок

E ′ = in((p−1/2))
2

pn/2

a1 . . . an
p

∑
u

′

un
p

 e

au− t21

4a1u
· · · −

t2n

4anu

 ,

(1.22)

де 1/4a1u = u′ з 4a1uu
′ ≡ 1

Далi розглянемо суми

K
(n)
c,d =

∑
u

′

un
p

 e

cu+
d

u



де
1

u
= u′ i uu′ ≡ 1. При парному n маємо суми Клостермана. Якщо

cd ≡ 0, K
(n)
c,d = −1, якщо не викнується c ≡ d ≡ 0, то K(n)

c,d = p − 1. У

випадку cd 6≡ 0 маємо оцiнку Вейля∣∣∣K(0)
c,d

∣∣∣ ≤ 2
√
p,

i цю оцiнку також можна використовувати, якщо не виконується c ≡ d ≡ 0.

Для випадку непарного n доведено, що K
(1)
c,d може бути виражене

через скiнченну кiлькiсть доданкiв. Для наших цiлей досить сказати, що∣∣∣K(1)
c,d

∣∣∣ ≤ 2
√
p. Отже в (1.17), (1.18) ми можемо взяти E(r)

n = O(p(n+1)/2)

Далi розглянемо другий випадок квадриточної форми приведеної в
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(1.20). Тригонометрична сума в (1.16) набуде наступного вигляду

E =
∑
x,u

e(g(x,u)), (1.23)

де

g(x,u) = u(a1x
2
1+· · ·+asx2s+as+1xs+1+· · ·+anxn+a)+t1x1+· · ·+tnxn. (1.24)

Коли всi t дорiвнюють нулю, маємо внесок pn в E, оскiльки

a1x
2
1 + · · ·+ asx

2
s + as+1xs+1 + · · ·+ anxn + a ≡ 0

має pn−1 розв’язкiв.

Припустимо, що всi t не дорiвнюють нулю. Тодi внесок в E, при u = 0,

дорiвнює нулю, а отже ми можемо припустити далi, що u 6= 0. При x1, . . . ,xs
суми є Гаусовськими, а отже

E ′ = is((p−1)/2)
2

ps/2

a1 . . . as
p

∑
x,u

u
p

s

e(h(x,u)),

де

h(x,u) = xs+1(as+1u+ ts+1) + · · ·+ xn(anu+ tn) + au−
t21

4a1u
− · · · −

t2s

4asu
.

При xs+1, . . . , xn суми дорiвнюють нулю, якщо не виконуються

as+1u+ ts+1 = 0, . . . , anu+ tn = 0.

Це дає щонайбiльше одне значення u. Отже

|E ′| ≤ ps/2pn−s = pn−s/2. (1.25)

Цей результат може бути використаним в (1.17) i (1.18) для всiх E(r)
n .
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Розглянемо випадок m конгруенцiй вiд n змiнних,

fj(ξ) ≡ 0, 0 ≤ (ξ) < (l), j = 1, . . . ,m.

Ми вже побачили, що кiлькiсть розв’язкiвN ′n,m визначається наступною

рiвнiстю

N ′n,m = l1 . . . lnp
−nNn,m + Θ(n)

n (log p)nE(n)
n +Rn, (1.26)

де

Rn =
n−1∑
r=1

Θ(r)
n lr+1 . . . lnp

r−n−m(log p)rE(r)
n (1.27)

Кiлькiсть розв’язкiв Nn,m визначається рiвнiстю

pmNn,m =
∑
x,u

e

(
m∑
s=1

usfs(x)

)
. (1.28)

Доданки з усiма u ≡ 0 вносять pn до суми, тому припустимо далi, що

всi u 6≡ 0. У деяких ситуацiях може бути бажано розглянути рiзнi випадки,

коли деякi з u ≡ 0. Але такої потреби немає, коли всi f(x) є квадратичними

формами наступного вигляду

fs(x) = as,1x
2
1 + · · ·+ as,nx

2
n + as. (1.29)

Сумування в (1.28) набуває вигляду

S =
∑
u,x

e(h(x,u)), (1.30)

де

h(x,u) =
n∑
s=1

(
m∑
t=1

(utats)x
2
s +

m∑
t=1

utat

)
(1.31)

Припустимо u такий, що жоден x2 не має коефiцiєнта конгруентного

нулю. Суми вiдносно x є Гаусовими i тому є внесок S ′ в (1.30), наступного
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виду

S ′ = in((p−1)/2)
2

pn/2
∑
u

n∏
s=1

u1a1s + · · ·+ umams

p

 e(u1a1 + · · ·+ umam).

(1.32)

Припустимо далi, що r серед x2 мають коефiцiєнти конгруентнi нулю.

Пiдсумовування по цим x дає pr. Тодi, замiнивши r з u через решту n− r з

u, ми отримаємо суму, подiбну до (1.32). Знаходження точної оцiнки для

(1.32) є досить складною задачею, навiть при використаннi оцiнки Вейля.

Особливий випадок m = 2, a1 = a2 = 0 вартий уваги. (1.32) набуде

вигляду

S ′ = in((p−1)/2)
2

pn/2
∑
u

n∏
s=1

u1a1s + u2a2s

p


Внесок при u2 ≡ 0

∑
u1

un1
p

a11 . . . a1n
p

 = 0, якщо n парне,

∑
u1

un1
p

a11 . . . a1n
p

 = (p− 1)

a11 . . . a1n
p

 якщо n непарне.

Коли u2 6≡ 0, покладемо u1 = uu2. Внесок в S ′

in((p−1)/2)
2

pn/2
∑
u,u2

u2
p

n
n∏
s=1

u1a1s + u2a2s

p

 = 0 якщо n парне,

in((p−1)/2)
2

pn/2
∑
u,u2

u2
p

n
n∏
s=1

u1a1s + u2a2s

p

 = O((p− 1)p(n+3)/2)

якщо n непарне,



15

оскiльки кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiї

v2 ≡
n∏
s=1

ua1s + a2s

p


дорiвнює p+O(

√
p) за теоремою Вейля.

Розглянемо наступний випадок в (1.31), коли деякi з x2 мають коефi-

цiєнти конгруентнi нулю. Для простоти припустимо, що це виконується

тiльки для одного коефiцiєнта, i тому a обов’язково задовольняє умову
a1,λ

a2,λ
6≡
a1,µ

a2,µ
для всiх λ 6= µ, 1 ≤ λ, µ ≤ n. Досить розглянути випадок коли

x21 має коефiцiєнт конгруентний нулю. Тодi u1a11 + u2a21 ≡ 0 i внесок в

(1.31) набуває форми

S ′′ = i(n−1)((p−1)/2)
2

p(n+1)/2
∑
u

n∏
s=2

u1a1s + u2a2s

p

 .

Покладемо u1 = ta21, u2 = −ta11. Тодi

S ′′ = i(n−1)((p−1)/2)
2

p(n+1)/2
∑
t

 t

p

n−1
n∏
s=2

a21a1s + a11a2s

p

 = 0

якщо n парне,

S ′′ = i(n−1)((p−1)/2)
2

p(n+1)/2
∑
t

 t

p

n−1
n∏
s=2

a21a1s + a11a2s

p

 = O(p(n+3)/2)

якщо n непарне.

Тодi з (1.28) отримуємо

p2Nn,2 = pn +O(p(n+3)/2) =⇒ Nn,2 = pn−2 +O(pn−1/2).
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1.2 Застосування метода Мордела

В позначеннях попереднього роздiлу розглянемо задачу пошуку оцiнки

N ′m через Nm.

Маємо

p(m+−1)nN ′m =

pn−1∑
u=0

pn−1∑
(t)=0

pn−1∑
(x)=0

(l)∑
(ξ)=0

e2πi(uf(x)+t·(x−ξ))/p
n

(1.33)

Сумування по t i u дає нуль, крiм випадку, коли x = ξ, f(ξ) ≡
0(mod pn).

Припустимо, що ми маємо оцiнки для тригонометричних сум, якi не

залежать вiд t: ∣∣∣∣∣∣
∑
u

∑
(x)

e2πi(uf(x)+t·(x−ξ))/p
n

∣∣∣∣∣∣ ≤ E(r)
m , (1.34)

де r - кiлькiсть ненульових координат вектора t.

Покажемо, що

N ′m = l1 . . . lmp
−mnNn + Θ(m)

m E(m)
m p−n logm pn +Rm, (1.35)

де

Rm =
m−1∑
r=1

∑
i1,...im−r

Θ(r)
m li1 . . . lim−rE

(r)
m p(r−m−1)n logr n,

∣∣∣Θ(r)
m

∣∣∣ < 1 (1.36)

Дiйсно, якщо в (1.33) всi координати t дорiвнюють нулю, то маємо

внесок l1 . . . lmpnNm.

Нехай r координат вектора t вiдмiннi вiд нуля, для зручностi нехай це
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будуть t1, . . . , tr. Сумуючи в (1.33) по ξ отримуємо

lr+1 . . . lm
∑
u

∑
(x)

∑
(t)

∗e2πi(uf(x)+t·(x−ξ))/p
n 1− e−2πi(l1t1/pn)

1− e−2πi(t1/pn)
. . .

1− e−2πi(lrtr/pn)

1− e−2πi(tr/pn)
,

(1.37)

∗ - означає, що сумуємо лише по t1, . . . , tr.

(1.37) за модулем не перевищує

lr+1 . . . lm
∑
(t)

∗E(r)
m (sin

πt1

pn
. . . sin

πtr

pn
)−1 < lr+1 . . . lmE

(r)
m p2n logr pn.

Проводячи сумування по r та враховуючи комбiнацiї наборiв iндексiв з

r, отримуємо вiдношення (1.35) i (1.36).

Зауважимо, що якщо деякi з li кратнi pn−1, то у виразi (1.37) можемо

вважати, що при сумуваннi по вiдповiдному ti, вiн набуває значення, взаємно

простi з p, а отже в (1.34) оцiнку ведемо по всiм значенням ti.

Застосуємо отриманi результати до задачi про розподiл розв’язкiв

конгруенцiї

ax3 + y3 ≡ b (mod pn), (a,p) = (b,p) = 1, p = 6k − 1, (1.38)

де 0 ≤ x < T1, 0 ≤ y < T2.

Як було показано в [2] дана задача еквiвалентна задачi про розподiл

сукупностi розв’язкiв конгруенцiй виду

y ≡ y(0)φ(t)(mod pn), (1.39)

де 0 ≤ y < T2, 0 ≤ t <

T1
p

 = Q. Тут y(0) - розв’язок (1.38), а x приймає

значення 0, 1, . . . , p− 1, виключаючи випадок, коли ax30 ≡ b(mod p).
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Для зручностi викладок замiнимо t на x в (1.39) i тодi маємо

f(x,y) = y(0)φ(x)− y, (1.40)

де φ(x) = a0 + a1p
λ1x+ . . .+ asp

λsxs, (ai,p) = 1.

Розглядаємо наступну задачу

f(x,y) ≡ 0 (mod pn), 0 ≤ x < Q, 0 ≤ y < T2, (y,p) = 1. (1.41)

Будемо вважати, що T2 = kpn−1, 0 < k ≤ p.

Використовуючи формули (1.35) та (1.36) маємо

N ′Q, T2 =
QT2

p2n
N + ΘE

(2)
2 p−n log2 pn +R2, |Θ| ≤ 1, (1.42)

де

R2 = Θ′E
(1)
2 (Q+ T2)p

−2n log pn, |Θ′| ≤ 1. (1.43)

N ′q, T2 - кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiї (1.41), а N - кiлькiсть розв’язкiв

конгруенцiї

y ≡ y(0)(a0 + a1p
λ1x+ . . .+ asp

λsxs) (mod pn), (y,p) = 1. (1.44)

Було доведено, що при i > 4 справедлива нерiвнiсть λi ≥ i
p− 2

p− 1
> 0,

а отже многочлен φ(x) за модулем p є многочленом 3-го степеня i тодi

конгруенцiя φ(x) ≡ 0 (mod p) має не бiльше трьох розв’язкiв.

Звiдки отримуємо, що при x = 0, 1, . . . , pn− 1 многочлен φ(x) набуває

кратних p значень не бiльше нiж 3pn−1.

Конгруенцiя (1.41) має рiвно pn розв’язкiв, оскiльки при кожному

значеннi x величина y визначається однозначно i не бiльше нiж 3pn−1 раз y
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буде кратним p. Таким чином маємо

N = pn +O(pn−1).

Щоб отримати оцiнки для E(1)
2 i E(2)

2 використаємо теорему, сформу-

льовану в довiднику Хуа Ло-Гена [4].

Теорема 1. Нехай f(x) = a1x + . . . + akx
k - многочлен з цiлими коефi-

цiєнтами i нехай m- найбiльше цiле таке, що (am,p) = 1. Тодi, якщо

1 ≤ m < p, то справедлива наступна оцiнка∣∣∣∣∣
pn∑
x=1

e2πi(f(x)/p
n)

∣∣∣∣∣ ≤ mnpn(1−1/m) (1.45)

Маємо

E
(r)
2 =

pn−1∑
u=o

pn∑
x,y=0

e2πi(u(y(0)φ(x)−y)/p
n+(t1x+t2y)/p

n) =

=
∑
u

∑
y

e2πi((t2−u)/p
n)y
∑
x

e2πi(uy(0)φ(x)+t1x)/p
n

Звiдки

∣∣∣E(r)
2

∣∣∣ ≤∑
u

∣∣∣∣∣∑
y

e2πi((t2−u)/p
n)y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
x

e2πi(uy(0)φ(x)+t1x)/p
n

∣∣∣∣∣
Cума

∑
y e

2πi((t2−u)/pn)y дорiвнює нулю, крiм випадку u = t2, тодi вона

дорiвнює pn.

Зауважимо, що сумування по u вдеться тiльки при (u,p) = 1.

У цьому випадку до суми e2πi(uy(0)φ(x)+t1x)/p
n може бути застосована

Теорема (1), причому m ≤ 3.
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В результатi отримаємо∣∣∣E(r)
2

∣∣∣ ≤ pn3np2/3n = 3np5/3n, r = 1,2.

Отримуємо наступну рiвнiсть

N ′Q,T2 =
T2Q

pn
+O

T2Q

pn+1

+ 3np2/3n log2 pn + 3n(Q+ T2)p
−1/3n log pn (1.46)

Нехай тепер kpn−1 < T2 < (k + 1)pn−1, звiдки N ′Q,kpn−1 ≤ N ′Q,T2 ≤
N ′Q,(k+1)pn+1.

Завдяки цьому отримуємо

N ′Q,T2 =
T2Q

pn
+O

T2Q
pnk

+ 3np2/3n log2 pn + 3n(Q+ T2)p
−1/3n log pn

Або, якщо записати iнакше

N ′Q,T2 =
T2Q

pn
+O

T2Q
pnk

1

k

+O
(
e2np2/3n log2 p

)
(1.47)

Позначимо через A(T1, T2) кiлькiсть розв’язкiв конгруецiї (1.38), та

беручi до уваги рiвномiрнiсть оцiнки (1.47) вiдносно x, отримаємо, що для

кiлькостi розв’язкiв справедлива наступна асимптотична формула

A(T1, T2) =
T1T2

pn

p− 1

p
+O

T1
p

+O
(
e2np2/3n log2 p

)
(1.48)
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РОЗДIЛ 2

ОЦIНКА КIЛЬКОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ

КОНГРЕУНЦIЙ

Метод Л.П. Постнiкової (1964) [2] дозволяє дослiдити розподiл розв’язкiв

широкого класу конгруенцiй вищих ступенiв.

2.1 Оцiнка кiлькостi точок з цiлими

координатами на елiптичних кривих

Розглянемо конгруенцiю

y2 ≡ x3 + a(mod pn), (2.1)

де a 6≡ 0(mod p), p – просте, n ∈ N

Нехай x0 - розв’язок (2.1), тодi x0 +pt також буде розв’язком. Тодi (2.1)

набуде наступного виду

y2 ≡ (x0 + pt)3 + a(mod pn).

Отже будемо мати

y2 ≡ (x30 + a)(1 + 3x′0x
2
0pt+ 3x′0x0(pt)

2 + x0(pt)
3)(mod pn),

де (x30 + a)x′0 ≡ 1(mod pn) i 1 ≤ x′0 ≤ pn − 1.
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Розглядаючи x0, x′0 i ω як дiйснi числа, введемо у розгляд функцiю

U(ω) =
√

1 + 3x′0x
2
0ω + 3x′0x0ω

2 + x0ω3

.

Розкладемо функцiю U(ω) в степеневий ряд

U(ω) =
∞∑
l=0

Xlω
l,

де Xl = Xl(x0, x
′
0) функцiї вiд x0, x′0. Зрозумiло, що X0 = 1, X1 = 3/2x20x

′
0.

Розглянемо похiдну lnU(ω)

d(lnU(ω))

dω
=
U ′(ω)

U(ω)
=

∑∞
l=1 lXlω

l−1∑∞
l=0Xlωl

. (2.2)

З iншого боку

d(lnU(ω))

dω
=

3x20x
′
0 + 6x0x

′
0ω + 3x′0ω

2

2 + 6x20x
′
0ω + 6x0x′0ω

2 + 2x′0ω
3

(2.3)

Прирiвнюючи (2.2) i (2.3) отримуємо

∞∑
l=1

lXlω
l−1(2+6x20x

′
0ω+6x0x

′
0ω

2+2x′0ω
3)−

∞∑
l=0

Xlω
l(3x20x

′
0+6x0x

′
0ω+3x′0ω

2) = 0

Звiдки при k = 1, 2, . . .

2Xk+1 = (3− 6k)x20x
′
0Xk + (12− 6k)x0x

′
0Xk−1 + (7− 2k)x′0Xk−2 (2.4)

З формули (2.4) можемо отримати всi Xk+1, при

X0 = 1, X1 =
3

2
x20x

′
0, X2 = −

9

4
x40(x

′
0)

2 + 3x0x
′
0.
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Аналогiчно для

y2 ≡ x3 + ax+ b(mod pn), (2.5)

де a, b 6≡ 0(mod p), отримуємо функцiю

U(ω) =
√

1 + (3x20 + a)x′0ω + 3x0x′0ω
2 + x′0ω

3, (x30 + ax0 + b)x′0 ≡ 1(mod pn)

Для якої справедлива наступна рiвнiсть

d(lnU(ω))

dω
=

(3x20 + a)x′0 + 6x0x
′
0ω + 3x′0ω

2

2 + 2x′0(3x
2
0 + a)ω + 6x0x′0ω

2 + 2x′0ω
3

(2.6)

Звiдки при k = 1, 2, . . .

(2k+2)Xk+1 = (3x20+a)(1−2k)x′0Xk+6(2−k)x0x
′
0Xk−1+(7−2k)Xk−2 (2.7)

З формули (2.7) можемо отримати всi Xk+1, при

X0 = 1, X1 =
1

2
(3x20 + a)x′0,

X2 =
3

2
x0x

′
0 −

1

8
(3x20 + a)2x0x

′
0,

де (x30 + ax0 + b)x′0 ≡ 1(mod pn).

Що в свою чергу доводить твердження леми, аналогiчної лемi 3 в роботi

[2]:

Лема 1. Нехай s =

p− 1

p− 2
n

, y1(t), y2(t) — розв’язки (2.5). Iснує много-

член степенi s

φ(t) = Φ0(x0) + pλ1Φ1(x0)t+ . . .+ pλsΦs(x0)t
s,
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у якого Φi(x0), i = 0, 1, . . . , s — натуральнi числа, якi взаємно простi з

p, а λ1, λ2, . . . , λs — натуральнi числа, для яких справедливi нерiвностi

λj ≥ j
p− 2

p− 1
, j = 1, . . . , s,

такий, що розв’язки конгруенцiї (2.5)

yi(t) ≡ yi(0)φ(t) (mod pn), i = 1, 2

Далi введемо у розгляд величини Yj, Zj (j = 1, 2, . . . , s), якi визнача-

ються наступним чином

Y1 = 0, Y2 = 1, Y3 =
1

2
x′0(3x

2
0 + a)

Z1 = 0, Z2 = 0, Z3 = 1,

а при j ≥ 4, Yj, Zj знаходимо з формули (2.7), замiнюючи X на

вiдповiднi змiннi.

Розглянемо визначники

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Xj−2 Xj−1 Xj

Yj−2 Yj−1 Yj

Zj−2 Zj−1 Zj

∣∣∣∣∣∣∣∣ , j = 3, 4, . . . , s.

Враховуючи введенi позначення для ∆3 будемо мати

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
X1 X2 X3

Y1 Y2 Y3

Z1 Z2 Z3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = X1

∣∣∣∣∣Y2 Y3

Z2 Z3

∣∣∣∣∣ =
1

2
(3x20 + a)x′0.

Отримуємо, що νp(∆3) = 0, тобто (∆3, p) = 1.
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Крiм того для j ≥ 4 отримуємо:

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Xj−2 Xj−1 Xj

Yj−2 Yj−1 Yj

Zj−2 Zj−1 Zj

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
2j − 9

2j

∣∣∣∣∣∣∣∣
Xj−2 Xj−1 Xj−3

Yj−2 Yj−1 Yj−3

Zj−2 Zj−1 Zj−3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
2j − 9

2j
∆j−1

Повторюючи данi мiркування можна отримати, що

∆j = (−x′0)j−3
(2j − 9)!6

22j−7j!(j − 4)!
∆3

Далi нехай

νp(Xjp
j) = λj, νp(Yjp

j) = µj, νp(Zjp
j) = τj

i тодi остаточно, враховуючи вираз для ∆j, отримуємо, що

min (λj−2,λj−1, λj) ≤ j + 1 +
4(j − 1)

p− 1

Використовуючи всi попереднi результати було отримано наступнi

результати для конгруенцiї (2.5)

Теорема 2. Нехай p > 3 — просте число, n ∈ N, n ≥ 3, A(T1, T2) —

кiлькiсть розв’язкiв (2.5). Де 0 ≤ x ≤ T1, 0 < y ≤ T2,

p
5n+23

8 ≤ T1 ≤ pn, 1 ≤ T2 ≤ pn.

Тодi

A(T1, T2) =
T1T2

pn
+O(e7n log

2 nT θ1 ), θ = 1−
1

32n3 log n
.
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2.2 Розподiл розв’язкiв

y2 ≡ x4 + x2 + a (mod pn)

Розглянемо конгруенцiю

y2 ≡ x4 + x2 + a(mod pn), (2.8)

де a 6≡ 0(mod p), p - просте, n ∈ N.

Допомiжна функцiя U(ω) для конгруенцiї (2.7):

U(ω) =
√

1 + x′0(4x
3
0 + 2x0)ω + x′0(6x

2
0 + 1)ω2 + 4x′0x0ω

3 + x′0ω
4,

де (x40 + x20 + a)x′0 ≡ 1(mod pn).

Для якої справедлива наступна рiвнiсть:

d(lnU(ω))

dω
=

x′0(4x
3
0 + 2x0) + 2x′0(6x

2
0 + 1)ω + 12x0x

′
0ω

2 + 4x′0ω
3

2 + 2x′0(4x
3
0 + 2x0)ω + 2x′0(6x

2
0 + 1)ω2 + 8x′0x0ω

3 + 2x′0ω
4

(2.9)

Звiдки при k = 1, 2, . . .

(k + 1)Xk+1 = Xkx
′
0(2x

3
0 + x0)(1− 2k) +Xk−1x

′
0(6x

2
0 + 1)(3− k)+

+ 2Xk−2x0x
′
0(7− 2k) +

1

2
Xk−3x

′
0. (2.10)

З формули (2.10) отримуємо всi Xk+1 при

X0 = 1, X1 = −x′0(2x30 + x0)

X2 =
(x′0)

2

2
(2x30 + x0)

2 +
x′0

2
(6x20 + 1),

X3 = −
(x′0)

3

2
(2x30 + x0)

3 −
(x′0)

2

2
(6x20 + 1)(2x30 + x0) +

x′0

6
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Далi, аналогiчно результатам попереднього роздiлу, можна отрима-

ти оцiнки для λj, ввести у розгляд величини ∆i i отримати вирази для

розв’язкiв конгруенцiї (2.8).

2.3 Розподiл розв’язкiв xs + ym ≡ 1(mod pn)

Розглянемо конгруенцiю загального виду

xs + ym ≡ 1(mod pn), (2.11)

де s, m, n ∈ N, p – просте.

Введена у розгляд функцiя U(ω), згiдно методу, який запропонувала

Л.П. Постнiкова (1964) [2], для конгруенцiї (2.10) набуде наступного вигляду

U(ω) = m

√
1− sxs−10 x′0ω − C2

sx
s−2
0 x′0ω

2 − . . .− Cs−1
s x0x′0ω

s−1 − x′0ωs,
(2.12)

де Ck
s – бiномiальнi коефiцiєнти i (1− xs0)x′0 ≡ 1(mod pn). Звiдки отримуємо

вираз для знаходження Xl:

∞∑
l=1

lXlω
l−1(m− C1

smx
′
0x

s−1
0 ω − . . .− Cs−1

s x′0x0ω
s−1 − x′0mωs)+

+
∞∑
l=0

Xlω
l(C1

smx
′
0x

s−1
0 +2C2

sx
′
0x

s−2
0 ω+. . .+Cs−1

s x′0x0(s−1)ωs−2+x′0sω
s−1) = 0

(2.13)

Звiдки при l = 1, 2, . . . s, використовуючи наведену нижче таблицю (Табл.2.1)

отримуємо всi Xl.

Для всiх l = s+ 1, s+ 2, . . . отримуємо наступну рекурентну формулу:

(l + 1)Xl+1m = −Xllx
′
0x

l−1
0 (1− lm)−Xl−1C

2
sx
′
0x

l−2
0 (2− (l − 1)m)− . . .

−X2C
s−1
s x′0x0(l − 1− 2m)−X1x

′
0(l −m). (2.14)
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2.4 Застосування отриманих результатiв

для дослiдження кiлькостi розв’язкiв

Отриманi уявлення ровз’язкiв розглянутих вище конгруенцiй дозволяє

розв’язати задачу про кiлькiсть розв’язкiв виду (x(t), y(t)), t = 0, 1, . . . , T−
1, якi попали у прямокутник

1 ≤ x ≤ T1, 1 ≤ y ≤ T2,

тобто задачу про розподiл розв’язкiв конгруенцiй виду

yk ≡ f(x) (mod pn)

де f(x) — многочлен типу xl 6≡ bx+ c, в неповних системах лишкiв 1 ≤ x ≤
T1, 1 ≤ y ≤ T2, T1, T2 ≤ pn.

Дiйсно, шукана кiлькiсть розв’язкiв дорiвнює сумi значень характери-

стичної функцiї χ(∆), де ∆ — iнтервал

 1

pn
,
T2

pn

. Ця сума оцiнюється за

домогою леми про скляночки Виноградова за допомогою оцiнок тригономе-

тричної суми
k∑
i=1

∑
x0

T∑
t=1

e2πi
φi(0)φ(t)

pn

тут φ(t) = Φ0(x0) + pλ1Φ1(x0) + . . ..

Внутрiшню суму по t можна оцiнювати двома способами:

1. Теорема Виноградова про середнє значення тригонометричної суми

(див. [5]) по коефiцiєнту многочлена φ(t) з номером (s− 1) або s, де s

— степiнь многочлена φ(t) призводить до оцiнки суми по t як << T 1−ρ,

де ρ = 1−
c0

n2 log n
, c0— абсолютна постiйна, яка залежить тiльки вiд

вигляду φ(t), а тодi асимптотична формула в задачi про кiлькiсть
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розв’язкiв конгруенцiї набуває вигляду

A(T1, T2) =
T1T − 2

pn
+O

T 1−ρ
2

T1

pn


2. Обчислення коефiцiєнтiв при t в многочленi φ(t) показує, що для p > 7

многочлен φ(t) набуває вигляду φ(t) = A0 + A1t + A2t
2 + p3g(t), де

g(x) ∈ Z [t]. Але тодi сума

∑
t

e2πiyi(0)(A0+A1t+A2t
2+p3g(t)),

де g(t) — многочлен з цiлими коефiцiєнтами,νp(A2) = 2. Тому сума по

t є неповною сумою Гауса, яку можна оцiнити через повну суму Гауса

(яка в свою чергу оцiнюється як квадратний корiнь з довжини суми,

тобто << pn/2)

Цi два способи оцiнок суми

∑
t

exp

2πiyi(0)
φ(t)

pn


призводять до оцiнки остаточного члена в асмиптотичнiй формулi для

A(T1, T2).

A(T1, T2) =
T1T2

pn
+O

min

T1pn(T
1− c0

n2 logn

1 ),
T2

pn/2 log pn




Враховуючи отриманi результати можемо сформулювати наступну

теорему

Теорема 3. В позначеннях теореми 2 отримуємо

A(T1,T2) =
T1T2

pn
+O(p

n
2 log2 pn).
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi було проведено глибоке дослiдження ряду конгруенцiй

з використаням методу тригонометричних сум з метою отримання асимпто-

тичних формул для кiлькостi їхнiх розв’язкiв.

Результати роботи показали, якого виду тригонометричнi суми вини-

кають при оцiнцi кiлькостi розв’язкiв конгруенцiй, та якими методами їх

можна оцiнити.

Важливим етапом дослiдження було визначення двох ефективних мето-

дiв оцiнки цих сум: перший базується на використаннi теореми Виноградова

про середне значення тригонометричної суми, а другий включає обчислення

коефiцiєнтiв при t у многочленi φ(t), який виникає при побудовi уявлень

розв’язкiв конгруенцiй.

Здобутi результати в рамках даної роботи мають важливе теоретичне

значення та практичний потенцiал у галузi теорiї чисел та аналiтичної

теорiї чисел. Вони можуть бути використанi для подальшого розвитку

аналiтичних та обчислювальних методiв у аналiтичнiй теорiї чисел, а також

знайти застосування у сумiжних областях, таких як криптографiя i обробка

сигналiв.
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