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Глава 8. Векторна алгебра і аналітична геометрія  

у просторі 

 
8.1. Скалярні та векторні величини 

 

У природознавстві доводиться мати справу з різними типами ве-

личин. До одного з них відносяться такі, які характеризуються лише 

числовим значенням. Наприклад: 

m  – маса, 

  – густина, 

V – об’єм. 

Такі величини називаються скалярними. Ті величини, в тому числі і 

змінні, з якими ми мали справу у попередніх розділах курсу, відно-

сяться саме до таких величин. 

До іншого типу відносяться величини, які характеризуються не 

тільки числовим значенням, а ще й напрямом. Наприклад: 

v  – швидкість, 

F  – сила, 

E   – напруженість електричного поля. 

Ці величини називають векторними. Вони використовуються в бага-

тьох науках, особливо у фізиці, механіці. В кліматології, зокрема,  та-

кі величини виникають при розгляді повітряних рухів, в геоморфоло-

гії – при дослідженні впливу нахилу долини на ступінь розмиття річ-

кового русла, тощо. Щоб векторні величини відрізнити від скалярних, 

їх позначають стрілкою, або жирним шрифтом: v, F, E. Такі величини 

мають свої певні властивості, закони дій над ними. Вивченню цих за-

конів і присвячено найближчі параграфи. 

Означення. Векторною величиною (або просто вектором) нази-

вається величина, яка характеризується числовим значенням і напря-

мом. 

Термін «вектор» (від латинського vector – переносник) ввів у 

1848 році математик і фізик У. Гамільтон (1805–1865 рр.). Ми будемо 

позначати вектори буквами зі стрілками: , ,a b c . Напрям вектора мо-

жна визначити, якщо вказати початкову і кінцеву його точки. Вектор 

a , початок якого знаходиться у точці A , а кінець у точці B , познача-

тимемо AB . Зображувати вектори зручно за допомогою напрямлених 

відрізків (рис. 8.1). 
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 Рис. 8.1 

      

Напрям вектора показується стрілкою, а його числове значення – 

відстанню між точками  A  і  B . Ця відстань позначається  | |a  або 

AB  і називається довжиною або модулем вектора. Вектор, довжина 

якого дорівнює одиниці, називається одиничним, його ми позначати-

мемо  e . Вектор, довжина якого дорівнює нулю, називається нульо-

вим (точка A тоді буде збігатися з точкою B ), такий вектор познача-

тимемо 0 . Одиничний вектор, напрям якого збігається з напрямом 

ненульового вектора a , називається ортом вектора a . 

Означення. Вектори  a  і  b  називаються колінеарними, якщо їх 

напрями збігаються або протилежні.  

Тобто колінеарними називаються такі вектори, які лежать на од-

ній прямій або паралельних прямих (рис. 8.2).  Нульовий вектор вва-

жається колінеарним будь-якому вектору. 

 

 

Рис. 8.2 

 

З означення вектора випливає, що він повністю визначається сво-

єю довжиною та своїм напрямом. А положення початкової точки A  
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не відіграє ролі. Таким чином, вектори, що розрізняються лише по-

ложенням початкової точки (точки прикладання), вважаються одним і 

тим же вектором (рис. 8.3). 

 

Рис. 8.3 

Тим не менш, існують задачі, де точка прикладання також відіг-

рає роль (наприклад, сила, яку прикладено до якоїсь точки пружного 

тіла).  Таким чином, вектор можна паралельним переносом переноси-

ти у будь-яку точку простору. 

 

8.2. Лінійні операції над векторами 

 

Нехай задано два вектори  a  і  b . Оскільки вектори можна пере-

носити до будь-якої точки простору, то, не обмежуючи загальності, 

можна вважати, що початок вектора b  збігається з кінцем вектора a  . 

Означення. Сумою векторів a  і  b   називається вектор  a b , 

початок якого збігається з початком вектора  a  , а кінець – з кінцем 

вектора b  (рис. 8.4). 

 

Рис. 8.4 

Таке правило додавання векторів називається правилом трикут-

ника  (з рисунку 8.4 видно, чому саме). В деяких задачах доцільно ко-

ристуватися іншим правилом – правилом паралелограма. Припусти-
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мо, що вектори a  і  b  збігаються своїми початками. Побудуємо на 

цих векторах паралелограм так, що a  і  b   є його суміжними сторо-

нами. Діагональ цього паралелограма, що йде від точки прикладання 

векторів a  і  b   до протилежної вершини паралелограма, й є сума ве-

кторів  a  і  b   (рис. 8.5). 

 

Рис. 8.5 

Легко переконатися в еквівалентності правила трикутника і пра-

вила паралелограма. Саме за правилом паралелограма знаходиться 

рівнодіюча 1 2F F  двох сил 1F   та  2F  . 

Правило додавання двох векторів легко узагальнити на будь-яке 

число векторів (рис. 8.6).        

 

Рис. 8.6 

Розглянемо питання про віднімання векторів. Нехай вектори a  і  

b  збігаються своїми початками. 

Означення. Різницею векторів a  і b  називається вектор с a b   

такий, що  b c a  . 

З означення випливає, що початок вектора a b  збігається з кін-

цем вектора b , а кінець – з кінцем вектора  a   (рис. 8.7). 
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Рис. 8.7 

Означення. Добутком вектора a  на число   називається вектор   

a , довжина якого дорівнює  | | | |a  , а напрям збігається з напрямом 

вектора  a  , якщо 0  , і протилежний йому, якщо 0  . Якщо 0   

або | | 0a  , то  0a  . 

Теорема. Вектори  a  і  b  колінеарні тоді і тільки тоді, коли іс-

нує таке число  ,  що  b a  . 

Доведення. Будемо вважати, що вектори a  і b  ненульові (у про-

тилежному випадку 0  , і нульовий вектор колінеарний будь-якому 

вектору). 

Необхідність. Нехай вектори a  і b  колінеарні. Для визначеності 

припустимо, що вони збігаються напрямами. Розглянемо орт e , век-

торів a  і b   (рис. 8.8).  

 
 

Рис. 8.8 

 

Тоді очевидно:  | | , | |a a e b b e  .  Оскільки  | | 0a  , то  

| |
| | | |

| |

b
b b e a e a

a
    ,   де  

| |

| |

b

a
   . 
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Якщо вектори  a  і b   мають протилежні напрями, то введемо орт 

e  вектора  a , тоді: 

| |
| | , | | | |

| |

b
a a e b b e a e a

a
       , де 

| |

| |

b

a
    . 

Достатність випливає безпосередньо з означення добутку вектора 

на число. 

Додавання, віднімання і множення вектора на число називаються 

лінійними операціями над векторами. Сформулюємо деякі властивос-

ті цих операцій. 

1)    a a    , 

2)  a a a     , 

3)  a b a b      , 

4) a b b a   , 

5)    a b c a b c     . 

     
Справедливість цих властивостей випливає безпосередньо з 

означень лінійних операцій над векторами. 

 

8.3. Проекція вектора на вісь. Основна теорема про проекцію 

 

Нехай задано вектор a AB  і напрямлена вісь l  . Проведемо пер- 

пендикуляри з точок A  і  B  на пряму l . Основи цих перпендикулярів  

позначимо відповідно A  і  B  . Дістанемо вектор  A B   .    

Означення. Скалярною проекцією вектора  AB  на вісь l   (у пода-

льшому просто проекцією)  називається довжина вектора A B  , яку 

взято зі знаком «», якщо напрям вектора  A B   збігається з напря-

мом осі  l  (рис. 8.9), та зі знаком «» у протилежному випадку 

(рис. 8.10). 
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Рис. 8.9 

  

  

 

Рис. 8.10 

 

Позначається проекція вектора AB  на вісь l  таким чином: lпр AB . 

Тобто: 

lпр AB A B     (рис. 8.9). 

lпр AB A B     (рис.8.10). 

Теорема. Проекція вектора AB  на вісь l  дорівнює довжині век-

тора AB , яку помножено на косинус кута   між вектором AB   і 

напрямом осі l . 

Доведення. Розглянемо спочатку ситуацію, яка відповідає 

рис. 8.9. Очевидно, що  A B AC    , а з прямокутного трикутника 

ACB  випливає, що: 
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coslпр AB A B AC AB    , 

і теорему у цьому випадку доведено. Розглянемо ситуацію, що відпо-

відає рис. 8.10. Тоді: 

 cos coslпр AB A B AC AB AB          , 

і теорему доведено повністю. 

Сформулюємо основні властивості проекцій. 

1.  l l lпр a b пр a пр b   , тобто проекція суми векторів на вісь 

дорівнює сумі проекцій векторів на цю вісь (рис. 8.11).     

 

 

Рис. 8. 11 

 , , , .l l lAB пр a BC пр b AC пр a b AC AB BC       

2.     l lпр a пр a    , де    – число. 

Дійсно, нехай   – кут між вектором a   і віссю l , а  – кут між 

вектором a   і віссю l . Тоді, якщо  0   , то      , і матимемо: 

  cos | | cosl lпр a a a пр a           . 

Якщо 0   , то    , і матимемо: 

     cos | | | | cos | | | | cos | | cos .l lпр a a a a a пр a                   

 

Тобто лінійні операції над векторами переходять у відповідні лі-

нійні операції над проекціями. 
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8.4. Компланарні та некомпланарні вектори. Базис у просторі 

Означення. Вектори називаються компланарними, якщо вони 

лежать у одній площині, або в паралельних площинах (рис. 8.12). 

З означення випливає, що будь-які два вектори завжди будуть 

компланарними, адже два вектори завжди лежать в паралельних 

площинах. 

 

Рис. 8.12 

Таким чином, щоб вектори були некомпланарними, їх має бути 

принаймні три (рис. 8.13).    

 

Рис. 8.13 

Означення. Базисом у просторі називається довільна упорядко-

вана трійка некомпланарних векторів. 

З означення випливає, що ці вектори мають бути ненульовими, 

адже у протилежному випадку вони були б компланарними. 

Зауваження. Базис можна ввести також на прямій та на площині. 

Базисом на прямій називається довільний ненульовий вектор. Бази-
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сом на площині називається довільна упорядкована пара ненульових 

неколінеарних векторів. 

Теорема (про розкладання вектора за базисом). Нехай вектори  

, ,a b c  утворюють базис у просторі. Тоді для будь-якого вектора d  

простору існує єдина трійка чисел  , ,    , що справджується рів-

ність: 

d a b c    . 

Доведення. Зведемо вектори  , , ,a b c d  до одного початку і побу-

дуємо на векторах  , ,a b c  паралелепіпед так, щоб вектор  d   був  йо-

го діагоналлю (рис. 8.14).    

 

 

Рис. 8.14 

Вектори, що відповідають ребрам паралелепіпеда, позначимо че-

рез  1 1 1, ,a b c , а вектор, що відповідає діагоналі основи паралелепіпе-

да, позначимо через p .  

Оскільки вектор  1a  колінеарний  вектору  a  , то  1a a  , відпо-

відно 1 1,b b c c   . Очевидно, що 1 1p a b a b     ,    1d p c    

a b c     , що й треба було довести. 

Числа  , ,    називаються координатами вектора  d  в базисі  

, ,a b c  .  
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Введемо поняття орієнтованих трійок векторів.  

Означення. Упорядкована трійка  , ,a b c  некомпланарних векто-

рів називається правою (рис. 8.15а), якщо  з кінця вектора  c  найко-

ротший поворот від вектора  a  до вектора b  видно проти годиннико-

вої стрілки. Якщо цей поворот видно за годинниковою стрілкою 

(рис. 8.15б), то трійка називається лівою. 

 

                      Рис. 8.15а                                     Рис. 8.15б 

 

Назви трійок мають таке походження. Великий, вказівний та се-

редній пальці правої руки (перераховані саму у такому порядку) 

утворюють праву трійку, а ті ж самі пальці лівої руки, перераховані у 

такому ж самому порядку, утворюють ліву трійку. 

Означення. Стандартним базисом у просторі називається права 

трійка взаємно перпендикулярних одиничних векторів , ,i j k         

(рис. 8.16) 

Рис. 8.16 
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Такий базис ще називається ортонормованим. Згідно з вище до-

веденою теоремою для будь-якого вектора d  існує єдина трійка чисел  

, ,x y z  (координат вектора d ), що буде виконана рівність: 

d xi y j zk   . 

 

8.5. Прямокутна декартова система координат у просторі 

 

Розглянемо у просторі точку O   і деякий базис, що задається век-

торами 1 2 3, ,e e e . 

Означення. Сукупність точки та базису називається декартовою 

системою координат у просторі.  

Це означення пов’язане з ім’ям видатного французького матема-

тика Рене Декарта (1596–1650 рр.) – засновника аналітичної гео-

метрії.  

Проведемо через точку O  в напрямах векторів, що утворюють 

базис, напрямлені прямі. Ці прямі називаються координатними осями 

(рис. 8.17).  

 

 

Рис. 8.17 

 

Площини, які проходять через координатні прямі, називаються 

координатними площинами.  

Особливо часто використовується прямокутна декартова сис-

тема координат (ПДСК). Це система, яка пов’язується з ортонормо-

ваним базисом (рис. 8.18).  Вісь  Ox , яка проходить в напрямі вектора 
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i ,  називається віссю абсцис, вісь Oy , яка проходить в напрямі векто-

ра j  – віссю ординат, а вісь Oz , яка проходить в напрямі вектора  k   

– віссю аплікат. 

Координатні площини будемо позначати  , ,Oxy Oyz Oxz . Вони 

поділяють простір на 8 октантів. 

Нехай задано довільну точку M   простору. Тоді вектор OM   згі-

дно з теоремою про розкладання вектора за базисом можна подати у 

вигляді: 

OM xi y j zk   .    

 

 

   Рис. 8.18 

Координати  , ,x y z   вектора OM   в базисі , ,i j k   називаються 

прямокутними декартовими координатами точки M  у просторі. 

Точка  M  з координатами  , ,x y z  позначається  , ,M x y z . 

З ортогональності (тобто перпендикулярності) векторів , ,i j k  ви- 

пливає, що:  

, ,Ox Oy Ozx пр OM y пр OM z пр OM                                                

(рис. 8.19).   
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Рис. 8.19 

 

Таким чином, будь-який вектор a  у ПДСК повністю характеризу-

ється єдиною трійкою чисел , ,x y za a a  – координатами цього вектора. 

І навпаки – кожна така трійка чисел визначає єдиний вектор, для яко-

го ця трійка дає його координати. Тому замість вектора можна розг-

лядати саме упорядковані трійки чисел. Тоді пишемо:  , ,x y za a a a , 

що означає рівність: x y za a i a j a k   , причому  x Oxa пр a ,

,y Oy z Oza пр a a пр a  . 

      

       

8.6. Довжина і напрям вектора у ПДСК 

При зображенні вектора за допомогою напрямлених відрізків йо-

го напрям зображується стрілкою, а довжина (модуль) – довжиною 

відрізка. А як знайти напрям і довжину вектора  a ,  якщо його задано 

координатами:  

   x y za a i a j a k   ?     
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Рис. 8.20 

 

Оскільки вектор  a   є  діагоналлю прямокутного паралелепіпеда з 

вимірами | |, | |, | |x y za a a  (рис. 8.20), то: 

2 2 2| | x y za a a a   . 

Знайдемо координати вектора a AB , якщо    1 1 1 2 2 2, , , , ,A x y z B x y z  

(рис. 8.21). 

Рис. 8.21 

Очевидно, що  AB OB OA   . З іншого боку: 
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 1 1 1 1 1 1, ,OA x y z x i y j z k    ,    2 2 2 2 2 2, ,OB x y z x i y j z k    . 

2 2 2 1 1 1AB x i y j z k x i y j z k        

       2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1, ,x x i y y j z z k x x y y z z          . 

А тоді: 

     
2 2 2

2 1 2 1 2 1AB x x y y z z      .                                  (8.6.1) 

Ця формула водночас дає відстань між точками  A  і B  . 

Напрям вектора   , ,x y za a a a   визначається кутами  , ,    , які 

вектор a  утворює з координатними осями (рис. 8.20). 

     , , , , ,a i a j a k      . 

Косинуси цих кутів називаються напрямними косинусами вектора 

a . З формул для проекцій вектора на осі (див. п. 8.3) дістанемо: 

cos , cos , cos
| | | | | |

yx z
aa a

a a a
       .                                         (8.6.2) 

З урахуванням  формули для довжини вектора легко одержати: 
2 2 2cos cos cos 1    . 

Приклад. Задано точки     0; 1;2 , 1;1;4A B  . Знайти координати, 

довжину та напрямні косинуси вектора AB .  

Маємо:      1 0;1 1 ; 4 2 1; 2; 2AB         , 

 
2 2 21 2 2 1 4 4 9 3AB          , 

1 2 2
cos , cos , cos

3 3 3
       . 

      

8.7. Операції над векторами у координатній формі 

 

Нехай задано два вектори    , , , , ,x y z x y za a a a b b b b  . Лінійним 

операціям над векторами відповідатимуть відповідні арифметичні 

операції над координатами векторів, що випливає з властивостей 

проекцій векторів. 



19 

 

Нехай    – дійсне число. Тоді: 

 , ,x y za a a a       ,    , ,x x y y z za b a b a b a b     .  

Якщо a b  , то , ,x x y y z za b a b a b   . Навпаки, при виконанні 

останньої рівності справджується рівність a b  . Тобто будь-яка век-

торна рівність a b  еквівалентна трьом скалярним рівностям:
 

, ,x x y y z za b a b a b   . 

Необхідною та достатньою умовою колінеарності векторів a  і b  є 

пропорційність їх координат, тобто: 

yx z

x y z

aa a

b b b
   .                                                                               (8.7.1) 

Дійсно, вектори a  і b  колінеарні тоді і тільки тоді, коли існує чи-

сло   таке, що a b  , тобто , ,x x y y z za b a b a b      , з чого й ви-

пливає пропорційність координат. 

Приклади. Задано вектор   , ,x y za a a a . Знайти орт вектора a . 

Шуканим ортом є вектор  
1

| |
e a

a
 . Знайдемо:  2 2 2| | x y za a a a   . 

Отже, 

 , , cos ,cos ,cos
| | | | | |

yx z
aa a

e
a a a

 
     
 

, 

де  cos , cos , cos    – напрямні косинуси вектора a . 

2. Знайти вектор    ; 1;x za a a  , колінеарний вектору  

 1; 2;3b    .  

Використаємо умову колінеарності векторів: 

1

1 2 3

x z
a a

 


. 

Звідси:  
1 3

,
2 2

x za a    ,  отже,  
1 3

; 1;
2 2

a
 

  
 

  . 

Означення. Будемо казати, що точка M  ділить відрізок AB  у 

відношенні  , якщо:  

| |

| |

AM

MB
  .                                                                                    (8.7.2) 
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Нехай задано відрізок AB  точками    1 1 1 2 2 2, , , , ,A x y z B x y z . 

Знайдемо на відрізку таку точку ( , , )M x y z , яка ділить відрізок AB   у 

відношенні  . 

Введемо радіус-вектори точок  , ,A B M  : 

     1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , ,r OA x y z r OB x y z r OM x y z       

(рис. 8.22). 

 

 

Рис. 8.22 

 

Тоді: 1 2,AM r r MB r r     . За умовою AM MB   , тобто 

 1 2r r r r      ,  і в координатній формі одержимо: 

     1 2 1 2 1 2, ,x x x x y y y y z z z z            . 

Розв’язуючи ці рівняння відносно , ,x y z  , матимемо:  

1 2 1 2 1 2, ,
1 1 1

x x y y z z
x y z

     
  

     
.                                     (8.7.3) 

Зокрема, якщо  1  , то точка M – центр відрізка AB  , і тоді ко-

ординати цього центру даються формулами: 

1 2 1 2 1 2, ,
2 2 2

C C C

x x y y z z
x y z

  
    . 

Тобто координати , ,C C Cx y z   центру відрізка дорівнює середньо-

му арифметичному відповідних координат його кінців. 
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Приклад. Задано точки     2; 1;3 , 4;3; 2A B    . Знайти точку 

 ; ;M x y z ,  що ділить відрізок AB   у відношенні 
4

3
  . 

Згідно з формулами (8.7.3) маємо: 

   
4 4 4

2 4 1 3 3 2
10 9 13 3 3, ,

4 4 47 7 7
1 1 1

3 3 3

x y z

        

      

  

. 

Отже,  
10 9 1

; ;
7 7 7

M
 
 
 

. 

 

8.8. Скалярний добуток векторів 

 

Означення. Скалярним добутком векторів  a  і b  називається 

скаляр, який дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута 

між ними (рис. 8.23).   

 

Рис. 8.23 

| | | | cosa b a b     .                                                                  (8.8.1) 

Оскільки   | | cos , | | cosa b
b пр b a пр a       , то:  

| | | |a b
a b a пр b b пр a     .                                                         (8.8.2) 

Поняття скалярного добутку векторів широко використовується у 

математиці та суміжних науках. Розглянемо, наприклад, силу F  , що 
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діє на матеріальне тіло під кутом    до напряму переміщення s  цього 

тіла (рис. 8.24). 

 

Рис. 8.24 

Тоді робота цієї сили  | | | | cosA F s    ,  тобто A F s  . Зокре-

ма, якщо напрям дії сили збігається з напрямом переміщення, тобто  

0  , cos 1  , то  | | | |A F s  . 

Визначимо деякі важливі властивості скалярного добутку. 

1. a b b a   . 

Дійсно:     | | | | cos , | | | | cos ,a b a b a b b a b a b a         . 

Тобто скалярний добуток має властивість комутативності. 

2.    a b a b     . 

Дійсно       | | | |
b b

a b b пр a b пр a a b           . 

3.  a b c a b a c      . 

Дійсно      | | | |a a aa b c a пр b c a пр b пр c          

 | | | | | |a a a aa пр b пр c a пр b a пр c a b a c           . 

4. Скалярний добуток двох ненульових векторів дорівнює нулю 

тоді і тільки тоді, коли ці вектори перпендикулярні. 

Справді, якщо 0a b   , тобто | | | | cos 0a b      при тому, що 

| | 0a  , | | 0b  , то  cos 0   , тобто або 
2


  , або 

3

2


   . В обох 

випадках вектори a  і b  перпендикулярні. 

5. 2 2| | | | cos0 | |a a a a a a      . 

Тобто скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжи-

ни. Звідси зокрема маємо: 
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| |a a a  . 

Приклад. Знайти скалярний добуток векторів 3 2a b  і 4 5a b , 

якщо | | 2a  ,  | | 3b  ,   ,
3

a b


 . 

Маємо:   1
| | | | cos , 2 3 cos 2 3 3

3 2
a b a b a b


           ;   

2 2 2 4a    ,        2 3 3 9b    ;            

   3 2 4 5 12 15 8 10a b a b a a a b b a b b           

2
212 7 10 12 4 7 3 10 9 63a a b b            . 

Нехай  , ,i j k   – вектори ортонормованого базису. Знайдемо всі 

можливі скалярні добутки цих векторів: 
2 2 2 2 2 2| | 1, | | 1, | | 1i i j j k k      ,      

   

| | | | cos 0, | | | | cos 0, | | | | cos 0
2 2 2

i j i j i k i k j k j k
  

             . 

6. Припустимо тепер, що вектори ,a b   задано своїми координа-

тами: 

   , , , , ,x y z x y za a a a b b b b  . 

Знайдемо (на підставі властивостей 1–3 скалярного добутку): 

   x y z x y za b a i a j a k b i b j b k         

x x x y x za b i i a b i j a b i k       y x y y y za b j i a b j j a b j k       

z x z y z za b k i a b k j a b k k       x x y y z za b a b a b  . 

Отже, одержали вираз скалярного добутку векторів a   і b   через 

їх координати: 

x x y y z za b a b a b a b    .                                                               (8.8.3) 

Тобто скалярний добуток двох векторів дорівнює сумі добутків їх 

відповідних координат. 

Зокрема, для скалярного квадрата вектора  a  маємо: 
2 2 2 2 2| | x y za a a a a    .                              

Таким чином, використовуючи скалярний добуток векторів, ми 

одержуємо формулу для довжини вектора a , яку в п. 8.6 одержали 

іншим способом: 
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2 2 2| | x y za a a a   .                                                                      (8.8.4) 

Кут  ,a b   між векторами a   і b   визначиться формулою: 

2 2 2 2 2 2
cos

| | | |

x x y y z z

x y z x y z

a b a b a ba b

a b a a a b b b

 
  

     
.                          (8.8.5) 

Приклад. Трикутника задано його вершинами (0; 1;2)A  , 

( 1; 2;7)B   ,   0; 2;6C  . Знайти його внутрішній кут при вершині  A .    

Очевидно, що кут A  це кут між векторами AB    та  AC   

(рис. 8.25).  

 

Рис. 8.25 

Згідно з формулою (8.8.5) маємо:

   

     
2 2 22 2 2

1 0 1 1 5 4 7
cos 0,98

511 1 5 0 1 4

AB AC

AB AC

       
    

        
. 

Звідси  11o  . 

Оскільки cos 1  , то з формули кута між векторами випливає 

славнозвісна нерівність Коші–Буняковського: 

| | | | | |a b a b   .                                                                            (8.8.6) 

Тобто, модуль скалярного добутку векторів не перевищує добут-

ку їх довжин. В координатній формі нерівність (8.8.6) набуває вигля-

ду: 

2 2 2 2 2 2

x x y y z z x y z x y za b a b a b a a a b b b        .                      (8.8.7) 
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8.9. Векторний добуток векторів 

Нехай задано два вектори a   і  b  .  

Означення. Векторним добутком векторів  a   і  b  називається 

вектор c a b  , який задовольняє наступні умови: 

1) вектори , ,a b c   утворюють праву трійку (див. п. 8.4); 

2) вектор c   перпендикулярний до кожного з векторів  a   і  b  

(тобто перпендикулярний площині, у якій лежать вектори a   і  b ) ; 

| | | | | | sinc a b   ,  де    ,a b  . 

 

 а                                                         в 

Рис. 8.26 

    

Векторний добуток векторів має наочні геометричну та механіч-

ну інтерпретації. Почнемо з геометричної. Розглянемо паралелограм, 

який побудовано на векторах a   і  b   (рис. 8.27):   
 

 
Рис. 8.27 
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Площа цього паралелограма дорівнює | | | | sina b  , тобто саме a b . 

Таким чином, довжина векторного добутку двох векторів чисельно 

дорівнює площі паралелограма, побудованого на цих векторах. 

Тепер розглянемо механічну інтерпретацію. Нехай у точці A  

прикладено силу  F , і O   – деяка фіксована точка. З фізики відомо, 

що моментом сили F  відносно точки O  називається вектор M , дов-

жина якого дорівнює добутку величини сили на плече, і який напрям-

лено по осі обертання так, що коли дивитися з його кінця, то обер-

тання тіла відбувається проти годинникової стрілки (рис. 8.28).    

 

 

Рис. 8.28 

Оскільки  | | | | | | | | sin | | sin ,M F ON F r F OA F OA         , то 

момент сили F ,  прикладеної в точці A  , відносно точки O   визнача-

ється векторним добутком M OA F  . 

Розглянемо деякі властивості векторного добутку: 

1.   a b b a     , тобто від переставлення множників векторний 

добуток змінює свій знак (на відміну від скалярного добутку). Дійсно, 

хоча a b b a   , але якщо ми змінюємо місцями вектори a   і  b  

(рис. 8.26), то трійка , ,a b c   з правої стає лівою, і для того, щоб вона 

залишилася правою, необхідно вектор  c a b   зорієнтувати у про-

тилежному напряму.  

2.     ;a b a b a b a b         . 
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3.   a b c a b a c      . 

4.  Векторний добуток векторів a   і  b    дорівнює нуль-вектору 

тоді і тільки тоді, коли вектори a   і  b   колінеарні.  

Дійсно, у цьому випадку  , 0a b  , або   , 180oa b  , отже, 

 sin , 0a b  , а тоді 0a b  . 

5.  Розглянемо векторні добутки векторів , ,i j k    ортонормовано-

го базису: 

0i i j j k k      ,    , ,i j k j k i k i j      ,  

, ,j i k k j i i k j         . 

З цих рівностей і властивостей 1–3 векторного добутку нескладно 

вивести вираз координат векторного добутку через координати век-

торів-множників. Отже, нехай   , ,x y za a a a ,   , ,x y zb b b b . Тоді ма-

ємо: 

   x y z x y za b a i a j a k b i b j b k         

     

     

     

x x x y x z

y x y y y z

z x z y z z

a b i i a b i j a b i k

a b j i a b j j a b j k

a b k i a b k j a b k k

      

      

      

 

x y x z y x y z z x z ya b k a b j a b k a b i a b j a b i        

     y z z y x z z x x y y xa b a b i a b a b j a b a b k        

y z x yx z

x y z

y z x yx z

x y z

i j k
a a a aa a

i j k a a a
b b b bb b

b b b

    .                      (8.9.1) 

Приклади.  

1. Знайти площу трикутника  ABC , якщо    1;2;3 , 1;3;0 ,A B     

 2; 3; 5C    . 
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Площа трикутника  ABC  дорівнює половині площі паралелогра-

ма, побудованого на векторах AB   і  AC . А тоді  
1

2
ABCS AB AC    . 

Знайдемо  2;1; 3AB    ,    3; 5; 8AC     . 

2 1 3 2 1 3

3 5 8 3 5 8

i j k i j k

AB AC      

  

 

1 3 2 3 2 1
23 7 13

5 8 3 8 3 5
i j k i j k

 
       . 

Отже згідно з (8.8.4): 

   
2 2 21 747

23 7 13
2 2

ABCS       . 

1. Знайти момент сили  1; 2;4F   , прикладеної до точки  1;2;3A   

відносно точки   3;2; 1B  . 

Маємо: M BA F  . Оскільки  2;0;4BA   , то: 

2 0 4 4 12 4

1 2 4

i j k

M i j k    



. 

 

8.10. Мішаний добуток векторів 

 

Означення. Мішаним добутком векторів , ,a b c  називається 

скаляр, який дорівнює скалярному добутку вектора a b   на вектор c , 

тобто  a b c  . 

Легко встановити формулу для мішаного добутку, якщо вектори 

, ,a b c   задано своїми координатами. Дійсно, нехай   , ,x y za a a a ,  

 , ,x y zb b b b ,  , ,x y zc c c c . Тоді: 

.
y z x yx z

y z x yx z

a a a aa a
a b i j k

b b b bb b
     
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 
x y z

y z x yx z

x y z x y z

y z x yx z

x y z

a a a
a a a aa a

a b c c c c b b b
b b b bb b

c c c

      .      (8.10.1) 

Встановимо деякі властивості мішаного добутку. 

1. Якщо у мішаному добутку змінити місцями будь-які два мно-

жники, то мішаний добуток змінить знак на протилежний. Напри-

клад: 

   a b c a c b      . 

Це випливає з того, що якщо у визначнику змінити місцями два 

рядки, то визначник змінить знак на протилежний. 

2. Мішаний добуток не змінюється при так званому циклічному 

переставленні, тобто: 

     a b c b c a c a b         

(перший множник переставляється в кінець). Дійсно, це еквівалентно 

тому, що рядки у визначнику змінюються місцями два рази, а тоді у 

наслідку визначник залишається незмінним. 

3. У мішаному добутку знаки векторного та скалярного добутків 

можна змінювати місцями, тобто: 

   a b c a b c     . 

Дійсно,      a b c b c a a b c        . 

З’ясуємо геометричний зміст мішаного добутку. Нехай вектори 

, ,a b c  зведено до одного початку. Побудуємо на цих векторах пара-

лелепіпед 1 1 1 1ABCDA B C D   (рис. 8.29): 

1 1 1 1ABCDA B C D ABCDV S h    , де  h  – висота паралелепіпеда.  

Маємо: 

 
a b

a b c
h пр c

a b


 
 


 . 

Отже: 

 
 

1 1 1 1ABCDA B C D

a b c
V a b a b c

a b

 
     


. 
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Рис. 8.29 

 

Таким чином, абсолютна величина мішаного добутку векторів , ,a b c  

дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах , ,a b c . 

Приклад. Знайти об’єм тетраедра, заданого вершинами  2; 1;0A  , 

 5;5;3B ,     3;2; 2 , 4;1;2C D . 

Шуканий об’єм дорівнює шостій частині об’єму паралелепіпеда, 

побудованого на векторах , ,AB AC AD , тобто: 

 
1

6
V AB AC AD   . 

Маємо:      3; 6; 3 , 1; 3; 2 , 2; 2; 2AB AC AD    . 

 
3 6 3

1 3 2 18

2 2 2

AB AC AD      . 

Отже, 
1

18 3
6

V    . 

Теорема. Вектори , ,a b c  компланарні тоді і тільки тоді, коли їх 

мішаний добуток дорівнює нулю. 

Доведення. Необхідність. Нехай , ,a b c  – компланарні вектори. 

Позначимо через   площину, в якій лежать ці вектори (без обмежен-
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ня загальності можна вважати, що всі три вектори лежать саме в од-

ній площині, внаслідок можливості паралельного перенесення векто-

рів). Тоді вектор a b  перпендикулярний площині  , а оскільки 

c , то a b  перпендикулярній c , отже   0a b c   . 

Достатність. Нехай   0a b c   . Тоді вектори a b  і c  перпенди-

кулярні. Але вектор a b  перпендикулярній векторам a  і b , отже век-

тори , ,a b c  – компланарні. 

Ця теорема узгоджується з геометричним змістом мішаного до-

бутку: якщо вектори , ,a b c  компланарні, то об’єм побудованого на 

них паралелепіпеда, очевидно, дорівнює нулю.  

Приклад. Довести, що точки    0;1; 2 , 2; 0; 1A B   ,  1; 5; 8C  , 

 1; 6; 11D  лежать в одній площині. 

Точки , , ,A B C D  лежать в одній площині тоді і тільки тоді, коли 

вектори , ,AB AC AD– компланарні. Знайдемо: 

     2; 1; 3 , 1; 4;6 , 1; 5; 9AB AC AD       . 

 
2 1 3

1 4 6 0

1 5 9

AB AC AD

  

     , 

Отже, вектори , ,AB AC AD– компланарні, і, таким чином, потрі-

бне доведено. 

 

8.11. Поверхні та лінії у просторі 

 

Означення. Поверхнею у просторі називається геометричне міс-

це точок цього простору, прямокутні декартові координати яких за-

довольняють рівняння: 

 , , 0F x y z  .                                                                             (8.11.1) 

При цьому рівняння (8.11.1) називається рівнянням поверхні. 

Розглянемо деяку поверхню    у просторі (рис. 8.30). 
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Рис. 8.30 

Відмітимо, що строго визначити поняття поверхні без викорис-

тання системи координат неможливо, і ми змушені розуміти його на 

інтуїтивному рівні (також, як і поняття точки, лінії). Наприклад, по-

верхня Землі, поверхня мильної кулі, тощо. Геометричну модель по-

верхні можна отримати, якщо взяти аркуш паперу і певним чином зі-

гнути його.  

Приклад. Знайдемо рівняння сфери, виходячи з її означення, як 

геометричного місця точок, рівновіддалених від однієї заданої точки 

(центру сфери). Моделлю сфери, близькою до ідеальної, є мильна ку-

лька. 

Нехай центром сфери є точка   0 0 0, ,C x y z , і  R   – радіус сфери. 

Нехай  , ,M x y z  – довільна точка сфери. Тоді  MC R . Згідно з фо-

рмулою (8.6.1): 

     
2 2 2

0 0 0MC x x y y z z R       , 

Звідси: 

     
2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R      . 

Це й є шукане рівняння сфери. Зокрема, якщо центром сфери є 

початок координат  0;0;0O , то рівняння набуває вигляду: 
2 2 2 2x y z R   .                                                                       (8.11.2) 
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Якщо вираз  , ,F x y z  в рівнянні поверхні є многочленом від 

, ,x y z , тобто сумою скінченного числа одночленів k l max y z   зі стали-

ми коефіцієнтами a  і натуральними показниками  , ,k l m  , то поверх-

ня називається алгебраїчною. Наприклад, сфера – алгебраїчна повер-

хня. Порядком алгебраїчної поверхні називається степінь многочлена, 

яким задається рівняння цієї поверхні. Сфера – алгебраїчна поверхня 

2-го порядку. Неалгебраїчні поверхні називаються трансцендентни-

ми. Ми розглядатиме лише алгебраїчні поверхні 1-го та 2-го порядків.  

Розглянемо тепер питання про опис лінії у просторі. Тут існують 

такі можливості. Лінію можна задати як перетин двох поверхонь  

(рис. 8.31).    

 

 

Рис. 8.31 

    

Якщо поверхні задано своїми рівняннями  1 , , 0F x y z    та 

 2 , , 0F x y z  , то координати будь-якої точки на лінії мають задово-

льняти систему двох рівнянь з трьома невідомими: 
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 

 
1

2

, , 0,

, , 0.

F x y z

F x y z

 



 

Такі рівняння і називаються рівняннями лінії у просторі.  

Інша можливість – параметричні рівняння лінії. Вони виникають 

таким чином. Розглянемо (рис. 8.32) вектор  r t  з початком у точці  

 0;0;0O , довжина і напрям якого змінюються з часом  t  (тобто, у 

кожен момент часу вектор r   має  свою довжину і напрям). Тоді з пе-

ребігом часу кінець цього вектора буде описувати лінію, яка назива-

ється годографом вектора  r t  . А рівняння: 

 r r t  

називається векторним параметричним рівнянням цієї лінії. Якщо це 

рівняння переписати у координатній формі: 

( ),

( ),

( ),

x x t

y y t

z z t





 

 

то дістанемо скалярні параметричні рівняння лінії у просторі. У по-

дальшому ми одержимо рівняння деяких конкретних ліній. 

 

 

Рис. 8.32 
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8.12. Площина у просторі. Рівняння площини 

Однією з найпростіших поверхонь є площина. Моделями площин 

може бути аркуш паперу, поверхня столу, стіни, підлоги, стелі та ін. 

Площина є необмеженою поверхнею, її не можна повністю помістити 

в середину будь-якої сфери. Її також може бути визначено як геомет-

ричне місце точок простору, рівновіддалених від двох заданих точок 

простору. Виходячи з цього означення, можна легко отримати рів-

няння площини, подібно тому, як ми отримали рівняння прямої лінії 

на площині (див. п. 3.4). Але зараз ми отримаємо рівняння площини, 

спираючись на апарат векторної алгебри. 

Отже, нехай у ПДСК у просторі задана площина  . Як можна за-

дати площину? Можна, наприклад, задати три точки цієї площини, 

що не лежать на одній прямій. А можна задати одну точку площини і 

деякий ненульовий вектор  n , який перпендикулярній цій площині. 

Ось з цього ми й будемо виходити.  

Нехай  0 0 0 0, ,M x y z   –  фіксована точка площини  , а вектор 

 , ,n A B C  перпендикулярний цій площині (рис. 8.33). Цей вектор 

називається нормальним вектором площини  . Нехай   , ,M x y z  – 

довільна точка площини  . Рівняння площини ми дістанемо, якщо 

знайдемо зв’язок між координатами , ,x y z   цієї точки.  

 

Рис. 8.33 
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Розглянемо вектор  0 0 0 0, ,M M x x y y z z    . Оскільки його 

цілком розташовано у площині  , а вектор n  – перпендикулярній цій 

площині, то вектор  0M M  буде перпендикулярний вектору n , отже їх 

скалярний добуток дорівнює нулю: 

0 0n M M  . 

Якщо записати це рівняння у координатній формі (див. п. 8.8), то 

одержимо: 

     0 0 0 0A x x B y y C z z      . 

Розкриваючи у цьому рівняння дужки і позначаючи

0 0 0D Ax By Cz    , дістанемо:  

0Ax By Cz D    .                                                                 (8.12.1) 

Покажемо тепер, що будь-яке рівняння вигляду (8.12.1), в якому 

, , ,A B C D  – будь-які сталі, причому серед сталих , ,A B C  хоча б одна 

відмінна від нуля, описує у тривимірному просторі площину і тільки її.  

Рівняння (8.12.1) має хоча б один розв’язок . Дійсно, припустимо, 

що, наприклад 0C  . Тоді, беручи довільні 0 0,x y , з (8.12.1) дістане-

мо: 

0 0 0

A B D
z x y

C C C
    . 

Таким чином, існує принаймні одна точка  0 0 0 0, ,M x y z , координати 

якої задовольняють рівняння (8.12.1): 

0 0 0 0Ax By Cz D    .                                                             (8.12.2) 

Віднімаючи від рівняння (12.1) тотожність (12.2), дістанемо рівняння: 

     0 0 0 0A x x B y y C z z      ,                                       (8.12.3)                                                                    

яке еквівалентне рівнянню (8.12.1). Покажемо, що рівняння (8.12.3) 

визначає в системі координат Oxyz  деяку площину. А саме площину 

 , яка проходить через точку  0 0 0 0, ,M x y z  перпендикулярно вектору 

 , ,n A B C  (оскільки хоча б одна з сталих , ,A B C  відмінна від нуля, 

то вектор n  ненульовий). Дійсно, якщо точка  , ,M x y z  належить 

площині  , то її координати задовольняють рівняння (8.12.3), оскіль-

ки в цьому випадку вектори  0 0 0 0, ,M M x x y y z z     і  

 , ,n A B C  перпендикулярні, отже їх скалярний добуток: 

0 0 0( ) ( ) ( )A x x B y y C z z      
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дорівнює нулю. Якщо точка  , ,M x y z  не належить площині  , то її 

координати не задовольняють рівняння (8.12.3), оскільки в цьому ви-

падку вектори n  і 0M M  не є перпендикулярними, тому їх скалярний 

добуток відмінний від нуля. Таким чином, наше твердження доведе-

но, і рівняння (8.12.1) описує площину і тільки її. 

Рівняння (8.12.1) називається загальним рівнянням площини. З 

цього рівняння видно, що площина є алгебраїчною поверхнею 1-го 

порядку. Проведемо дослідження рівняння (8.12.1). 

1. Нехай  0D  , тобто 

0Ax By Cz   . 

Очевидно, що координати точки  0;0;0O   це рівняння задоволь-

няють. Це означає, що у даному випадку площина проходить через 

початок координат. 

2. Нехай  0A  , тобто:  

0By Cz D   . 

Нормальний вектор   0; ;n B C . Очевидно, він буде перпенди-

кулярним вектору  1;0;0i  , отже площина буде паралельна цьому 

вектору, тобто осі  Ox  (рис. 8.34).  

 

 

Рис. 8.34 

 

На координатній площині Oyz  площина   буде вирізати пряму 

лінію 0By Cz D   . 
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3. Якщо 0B  , тобто 0Ax Cz D   , то площина   буде парале-

льна осі  Oy . 

4. Якщо  0C  , тобто  0Ax By D   , то площина   буде пара-

лельна осі  Oz .  

5.  Нехай водночас  0A B  , але  0, 0C D  , тобто 0Cz D  . 

Тоді рівняння можна переписати так: 

D
z

C
  . 

Це рівняння буде визначати площину, яка водночас паралельна 

осям ,Ox Oy , отже площині Oxy   (рис. 8.35).    

 

Рис. 8.35 

 

6. Якщо  0, 0, 0A C B D    , то площина   буде паралельна 

площині  Oxz . 

7. Якщо  0, 0, 0B C A D    , то площина   буде паралельна 

площині Oyz . 

Рівняння самих координатних площин запишуться так: 

Площина Oxy :    0 0, 0z A B D C     . 

Площина Oxz :    0 0, 0y A C D B     . 

Площина Oyz :    0 0, 0x B C D A     . 

Приклад. Скласти рівняння площини, що проходить через точку  

 0 1;2;3M   перпендикулярно вектору  3; 2;5n   .  

Згідно з рівнянням (8.12.3) матимемо: 
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     3 1 2 2 5 3 0x y z      . 

Або, розкриваючи дужки: 

3 2 5 8 0x y z    . 

 

8.13. Кут між двома площинами.  

Умови паралельності та перпендикулярності площин 

 

Розглянемо дві площини 1   та 2 , які задано відповідно рівнян-

нями: 

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D     , 

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D     . 

Двогранний кут   між цими площинами вимірюється лінійним 

кутом між перпендикулярами, проведеними у кожній з площин до лі-

нії перетину цих площин (рис. 8.36).   

 

Рис. 8.36 

 

Легко зрозуміти, що цей кут буде співпадати з кутом між норма-

льними векторами    1 1 1 1 2 2 2 2; ; , ; ;n A B C n A B C   цих площин. А тоді 

згідно з формулою (8.8.5) маємо: 
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1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

cos
| | | |

n n A A B B C C

n n A B C A B C

  
  

     
.                   (8.13.1) 

Якщо площини паралельні, то вектори 1 2,n n  колінеарні, і, згідно 

з умовою (8.7.1) колінеарності двох векторів, маємо умову паралель-

ності площин: 

1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
  . 

Якщо площини перпендикулярні, то 1 2 0n n  , і тоді: 

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C   . 

Приклад. Знайти кут між площинами 2 3 1 0x y z      і  

5 0x y z    .   

За формулою (8.13.1) маємо: 

 

 
22 2 2 2 2

2 1 1 1 3 1
cos 0

2 1 3 1 1 1

     
  

     
. 

Отже, дані площини перпендикулярні.  

 

8.14. Рівняння площини, що проходить через три задані точки 

 

Згідно з аксіомою елементарної геометрії через кожні три точки, 

що не лежать на одній прямій, можна провести площину і тільки од-

ну. Нехай задано три точки      0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , ,M x y z M x y z M x y z . 

Побудуємо рівняння площини, що проходить через ці точки. Нехай  

 , ,M x y z  – довільна точка цієї площини. Тоді вектори 0 0 1,M M M M , 

0 2M M  компланарні, а тоді згідно з необхідною і достатньою умовою 

компланарності  (п. 8.10), мішаний добуток цих векторів дорівнює 

нулю, отже: 

0 0 0

1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

   

  

.                                                   (8.14.1)  

 



41 

 

Це й є рівняння площини, що проходить через точки 0 1 2, ,M M M . 

Зауважимо, що це рівняння можна отримати ще іншим шляхом. 

Якщо ми маємо два ненульові і неколінеарні вектори, що лежать у 

даній площині, то у якості нормального вектора площини можна взя-

ти векторний добуток цих векторів. У нашому випадку вектори 

0 1M M  та 0 2M M   лежать у площині, отже нормальний вектор площи-

ни: 

0 1 0 2 1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0

i j k

n M M M M x x y y z z Ai B j Ck

x x y y z z

        

  

,                     

де 

    

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

, ,
y y z z x x z z x x y y

A B C
y y z z x x z z x x y y

     
   

     
. 

Оскільки точка  0 0 0 0, ,M x y z  належить площині, то рівняння 

площини має вигляд: 

     0 0 0 0A x x B y y C z z      . 

Підставляючи сюди вирази для , ,A B C , одержуємо рівняння 

(8.14.1). 

Приклад. Написати рівняння площини, що проходить через точки 

 0 2; 3;0M  ,    1 24;6; 5 , 7;1;2M M  . 

Згідно з рівнянням (8.14.1) маємо: 

   

2 3

2 9 5 38 2 41 3 89 0

9 4 2

x y z

x y z

 

      



. 

Або: 

38 41 89 47 0x y z    . 

 

  



42 

 

8.15. Нормальне рівняння площини.  

Відстань від точки до площини 

 

Нехай задано довільну площину  . Проведемо через початок ко-

ординат O пряму, перпендикулярну площині   (рис. 8.37). Нехай P  

точка перетину цієї прямої та площини  . Розглянемо вектор OP  

(якщо точки O  і P  співпадають, тобто площина   проходить через 

початок координат, то замість вектора OP  розглянемо нормальний 

вектор площини  , початок якого збігається з початком координат). 

Нехай cos , cos , cos    – напрямні косинуси вектора OP , і  p OP . 

Тоді у якості нормального вектора площини   можна взяти орт век-

тора OP , тобто: 

 cos , cos , cosn    . 

Нехай ( , , )M x y z  – довільна точка простору. Вона належатиме 

площині   тоді і тільки тоді, коли проекція вектора OM  на вектор 

нормалі n  дорівнюватиме p , тобто: 

nnp OM p .                                                                               (8.15.1) 

Але, оскільки  , ,OM x y z  і 1n  , то: 

cos cos cosn

n OM
np OM n OM x y z

n


        .             (8.15.2) 

З рівностей (8.15.1), (815.2)  отримуємо, що точка ( , , )M x y z  належить 

площині   тоді і тільки тоді, коли її координати задовольняють рів-

няння: 

cos cos cos 0x y z p     .                                                (8.15.3) 

Рівняння (8.15.3) називається нормальним рівнянням площини  . 

Припустимо, що площину   задано загальним рівнянням: 

0Ax By Cz D    .                                                                 (8.15.4) 

Рівняння (8.15.3), (8.15.4) визначають одну й ту ж площину. Тоді ко-

ефіцієнти цих рівнянь пропорційні. Помножимо обидві частини рів-

няння (8.15.4) на деякий множник   такий, щоб коефіцієнти одержа-

ного рівняння: 
0Ax By Cz D                                                                                                

співпадали з коефіцієнтами рівняння (8.15.3). Тобто: 

cos , cos , cos ,A B C D p            .                            (8.15.5) 
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Піднесемо перші три з рівностей (8.15.5) до квадрату і складемо. Діс-

танемо: 

 2 2 2 2 2 2 2cos cos cosA B C       .                                                                 

Права частина цієї рівності дорівнює одиниці. Отже: 

2 2 2

1

A B C
  

 
.                                                                 (8.15.6) 

Число   називається нормувальним множником. Знак «плюс» або 

«мінус» у формулі (8.15.6) обирається з рівності D p   , тобто 

(оскільки 0p  ) протилежним знаку коефіцієнта D  в рівнянні 

(8.15.4).  

Знайдемо тепер відстань d  від точки  1 1 1 1, ,M x y z  до площини  , 

тобто довжину перпендикуляру, проведеного з точки 1M  на площину

 . Очевидно, що: 

     
1

1 1n

n MM
d np MM n MM

n


      

     1 1 1cos cos cosx x y y z z         

1 1 1| cos cos cos cos cos cos |x y z x y z          

1 1 1| cos cos cos |x y z p     . 

Отже, дістали формулу: 

1 1 1| cos cos cos |d x y z p     .                                          (8.15.7) 

 

Рис. 8.37 
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Якщо площину   задано загальним рівнянням (8.15.4), то, вихо-

дячи з рівностей (8.15.5), (8.15.6), (8.15.7), відстань d  можна знайти 

за формулою: 

1 1 1

2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

  


 
.                                                           (8.15.8) 

Приклад. Знайти довжину висоти AH  піраміди, заданої своїми 

вершинами  1;2; 1A   ,      1;0;2 , 0;1; 1 , 2;0; 1B C D  . 

Знайдемо рівняння площини, що проходить через точки , ,B C D : 

   

1 2

1 1 3 3 1 6 2 3 6 5 0

1 0 3

x y z

x y z x y z

 

             



. 

Або: 

3 6 5 0x y z    . 

Довжина висоти AH  дорівнює відстані від точки A  до площини грані 

BCD . Отже, згідно з формулою (8.15.8): 

   
2 2 2

3 1 6 2 1 1 5 3

463 6 1
AH

       
 

 
. 

Цей результат можна було б отримати ще й інакше. Об’єм 

піраміди дорівнює треті добутку площі основи на висоту, тобто: 

1

3
ABCD BCDV S AH  . 

Звідси: 

3 ABCD

BCD

V
AH

S
  . 

Знайдемо: 

 
1

6
ABCDV AB AC AD   . 

Оскільки 
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 
2 2 3

1 1 0 3

3 2 0

AB AC AD



    



, 

то 
3 1

6 2
ABCDV   . Далі: 

1

2
BCDS BC BD  . 

Оскільки: 

1 1 3 3 6

1 0 3

i j k

BC BD i j k       



, 

то 
1 46

9 36 1
2 2

BCDS     . 

Таким чином: 

1
3

32
1 4646
2

AH



 



. 

 

8.16. Пряма лінія у просторі 

   

В п. 3.4 ми здобули рівняння прямої лінії на площині: 

0Ax By С   . 

А який вигляд буде мати рівняння прямої лінії у просторі? Здавалось 

би, треба просто додати до попереднього рівняння третю змінну: 

0Ax By Cz D    . 

Але у просторі таке рівняння, як ми знаємо, буде описувати площину, 

а не пряму лінію. А рівняння прямої лінії буде отримуватись інакше. 
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Нехай у ПДСК у просторі задано деяку точку   0 0 0 0, ,M x y z  і век-

тор  , ,p m n k  (рис. 8.38).  Побудуємо рівняння прямої лінії l , що 

проходить через точку 0M  паралельно вектору p , який будемо нази-

вати напрямним вектором прямої l . Зрозуміло, що така пряма визна-

чатиметься єдиним чином. Зауважимо у зв’язку з цим, що такої єди-

ності не було б, якби ми задали вектор не паралельній прямій, а пер-

пендикулярній їй, як ми це робили у випадку прямої лінії на площині 

або площини у просторі. 

 

Рис. 8.38 

 

Візьмемо на прямій l  довільну точку  , ,M x y z . Вектор  

 0 0 0 0, ,M M x x y y z z     колінеарний вектору p , і, згідно з умо-

вою колінеарності векторів: 0M M tp . Позначимо 0 0 ,r OM r OM  , 

тоді 0 0M M r r  , і ми дістаємо рівняння  0r r tp  , або: 

0r r tp  .                                                                                   (8.16.1) 

Рівняння (8.16.1) називається векторно-параметричним рівнян-

ням прямої лінії у просторі. Якщо його розписати по компонентах, то 

матимемо: 
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0

0

0

,

,

.

x x tm

y y tn

z z tk

 


 
  

                                                                               (8.16.2) 

Рівняння (8.16.2) називаються параметричними рівняннями пря-

мої лінії у просторі. Змінна t  називається параметром. Якщо її вира-

зити з усіх трьох рівнянь і дорівняти праві частини, то матимемо: 

0 0 0x x y y z z

m n k

  
  .                                                             (8.16.3) 

Рівняння (8.16.3) називаються канонічними рівняннями прямої лі-

нії у просторі. Зауважимо, що деякі знаменники в цьому рівнянні мо-

жуть бути нулями. Це буде означати, що деякі з координат напрямно-

го вектора p  дорівнюють нулю. Але всі три числа , ,m n k  бути вод-

ночас нулями не можуть, адже це означало б, що вектор  p  – нульо-

вий, отже, він не мав би ніякого напряму, і тому не міг би бути на-

прямним. Якщо, зокрема,  0, 0, 0m n k   , то вектор  p  перпенди-

кулярний осі  Ox , тому рівняння: 

0 0 0

0

x x y y z z

n k

  
   

визначають пряму, також перпендикулярну осі  Ox . Аналогічно рів-

няння, де лише  0n  , або  лише 0k  , визначають прямі, які перпен-

дикулярні відповідно осі  Oy  або вісі Oz . 

Якщо 0m n  , 0k  , то пряма паралельна осі Oz . Якщо 

0,m k   0n  , то пряма паралельна осі Oy , якщо 0, 0n k m   , то 

пряма паралельна осі Ox . 

Легко написати канонічні рівняння прямої, яка проходить через 

дві задані точки 1 1 1 1( , , )M x y z  та 2 2 2 2( , , )M x y z . Зрозуміло, що у цьому 

випадку в якості напрямного вектора прямої можна взяти вектор 

1 2M M , який має координати 2 1x x , 2 1y y , 2 1z z . Таким чином, ка-

нонічні рівняння такої прямої мають вигляд: 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z

x x y y z z

  
 

  
.                                                         (8.16.4) 

Крім задання прямої за допомогою точки, через яку вона прохо-

дить, та її напрямного вектора, пряму можна задати як лінію перетину 
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двох площин. Нехай площина 1  задається рівнянням 

1 1 1 1 0A x B y C z D    , а площина 2 – рівнянням 

2 2 2 2 0A x B y C z D    . Будемо припускати, що серед визначників: 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

, ,
A B A C B C

A B A C B C
 

хоча б один відмінний від нуля. Тоді площини 1   та  2  перетина-

ються по прямій, яку позначимо l   (рис. 8.39).   

 

Рис. 8.39 

 

Координати , ,x y z  будь-якої точки прямої l  задовольнятимуть 

системі 2-х лінійних алгебраїчних рівнянь з 3-ма невідомими: 

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0.

A x B y C z D

A x B y C z D

   


   
 

Знаходячи хоча б один розв’язок цієї системи (його існування га-

рантується відмінністю від нуля хоча б одного з вищенаведених ви-

значників), ми знайдемо точку, через яку проходить пряма l . Напря-

мний вектор p  прямої l  паралельний обом площинам 1 2,  , отже він 

перпендикулярний нормальним векторам  1 1 1 1, ,n A B C  та  
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 2 2 2 2, ,n A B C   цих площин, отже площині  , у якій лежать ці нор-

мальні вектори. А тоді в якості вектора p  можна взяти векторний до-

буток векторів 1n  та  2n  : 

1 2 1 1 1

2 2 2

i j k

p n n A B C

A B C

   . 

Приклади  

1. Написати канонічні рівняння прямої l , яка є лінією перетину 

площин: 

1

2

: 2 3 13 0,

: 3 4 14 0.

x y z

x y z

    

    
 

Знайдемо розв’язок системи: 

2 3 13 0,

3 4 14 0.

x y z

x y z

   


   
 

Визначник  
1 2

3 1
, що відповідає змінним ,x y  цієї системи, відмінний 

від нуля, отже змінну z  визначимо довільно (наприклад, 1z  ), а ,x y  

визначимо з системи: 

2 10,

3 10.

x y

x y

 


 
 

Звідси 2, 4x y  . Отже, точка  2;4;1M  лежить на прямій l . Знай-

демо напрямний вектор: 

 1 2 1 2 3 5 5 5 5;5; 5

3 1 4

i j k

p n n i j k        . 

Можна взяти в якості напрямного вектор  
1

1;1; 1
5

p   . Отже, шукані 

рівняння прямої l  мають вигляд: 

2 4 1

1 1 1

x y z  
 


. 
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2. Написати канонічні рівняння прямої, яка проходить через точ-

ку  1;2;3M 
 
перпендикулярно площині 3 2 5 0x y z    . 

Нормальний вектор  3; 1;2n    даної площини буде паралель-

ний прямій, отже його можна взяти у якості напрямного вектора пря-

мої. Канонічні рівняння прямої матимуть вигляд: 

1 2 3

3 1 2

x y z  
 


. 

 

8.17. Кут між двома прямими. 

Умови паралельності та перпендикулярності прямих 

 

Нехай прямі  1l  і  2l  задано рівняннями: 

1 1 1
1

1 1 1

2 2 2
2

2 2 2

: ,

: .

x x y y z z
l

m n k

x x y y z z
l

m n k

  
 

  
 

 

Кут   між прямими дорівнює куту між їх напрямними вектора-

ми, отже згідно з формулою (8.8.5) маємо: 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

cos
| | | |

p p m m n n k k

p p m n k m n k

  
  

     
. 

Прямі 1l  і  2l  будуть паралельні, якщо вектори 1p  і  2p  колінеарні. 

Отже, умова паралельності прямих має вигляд: 

1 1 1

2 2 2

m n k

m n k
  . 

Умова перпендикулярності прямих 1l  і  2l  співпадає з умовою пе-

рпендикулярності  1p  і  2p :  

1 2 1 2 1 2 0m m n n k k   . 

Приклади 

1.  Знайти кут між прямими: 

1

2 1 0,
:

2 3 5 0,

x y z
l

x y z

   


   
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2 : 2 , 2 , 2 3 .l x t y t z t       

Знайдемо напрямний вектор прямої 1l : 

 1 2 1 1 2 8 4 2; 8; 4

2 1 3

i j k

p i j k       



. 

Або:  1

1
1; 4; 2

2
p    . 

Напрямний вектор прямої 2l  :  2 2; 1;3p   . 

Знайдемо      1 2 1 2 4 1 2 3 0p p           . Отже 90o  , тобто 

дані прямі перпендикулярні.  

2.  Довести, що прямі 

1 : 2, 2 1l x z y z    , 

2

2 4 2
:

3 1 1

x y z
l

  
   

перетинаються, і написати рівняння площини, у якій вони розташова-

ні. 

Запишемо канонічні рівняння прямої 1l . Розв’язуючи систему 

2x z  ,  2 1y z  , легко знайти точку, що належить цій прямій: 

 2;1;0M  . Напрямний вектор прямої 1l : 

 1 1 0 1 2 1; 2; 1

0 1 2

i j k

p i j k     



, 

отже: 

1

2 1
:

1 2 1

x y z
l

 
  . 

Запишемо параметричні рівняння прямої 2l : 

2 3 , 4 , 2x t y t z t       

і підставимо у рівняння прямої 1l : 

2 3 2 4 1 2

1 2 1

t t t    
  . 

Ці рівняння задовольняються при 1t   . Отже, підставляючи це зна-

чення t   у параметричні рівняння прямої  2l , дістанемо: 

1, 3, 1x y z    . 
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Таким чином, точка  0 1; 3; 1M    є точкою перетину прямих 1 2,l l , 

і вона, очевидно, належить площині, у якій лежать ці прямі. Норма-

льний вектор площини знайдемо як векторний добуток напрямних 

векторів прямих 1 2,l l : 

 1 2 1 2 1 2 5 1;2; 5

3 1 1

i j k

n p p i j k        . 

Отже, шукане рівняння площини має вигляд: 

   1 2 3 5 1 0x y z      . 

Або: 

2 5 0x y z   . 

 

8.18. Кут між прямою лінією та площиною.  

Перетин прямої лінії та площини 

 

Розглянемо площину  , що задається рівнянням: 

0Ax By Cz D    , 

і пряму l , яку задано канонічними рівняннями: 

0 0 0x x y y z z

m n k

  
  . 

Означення. Кутом   між прямою l  і площиною   називається 

кут між прямою l  та її проекцією на площину   (рис. 8.40).      

Рис. 8.40 
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Поставимо задачу знаходження цього кута. Введемо нормальний 

вектор  , ,n A B C  площини  . Позначимо через   кут між вектором 

n  і напрямним вектором  , ,p m n k  прямої l . Очевидно, що 

2


   , і тоді sin cos  . Згідно з формулою (8.8.5) маємо: 

2 2 2 2 2 2
sin cos

Am Bn Ck

A B C m n k

 
   

    
. 

Легко отримати умови паралельності та перпендикулярності прямої l  

та площини   (зробіть це самостійно).  

Умова паралельності: 

0Am Bn Ck   . 

Умова перпендикулярності: 

A B C

m n k
  . 

Припустимо, що пряма l   непаралельна площині  , тобто:  

0Am Bn Ck   .                                                                      (8.18.1) 

Знайдемо координати точки  , ,M x y z   перетину прямої  l  і площини

 . Запишемо параметричні рівняння прямої l : 

0

0

0

,

,

.

x x tm

y y tn

z z tk

 


 
  

                                                                               (8.18.2) 

Підставимо ці вирази у рівняння площини  : 

     0 0 0 0A x mt B y nt C z kt D       . 

Або: 

  0 0 0Am Bn Ck t Ax By Cz D       , 

і внаслідок умови (8.18.1) дістаємо: 

0 0 0Ax By Cz D
t

Am Bn Ck

  
 

 
. 

Підставляючи це значення t   у рівняння (8.18.2), одержимо шукані 

координати точки M . 

Приклад. Знайти кут між прямою: 

1 1
:

2 6 3

x y z
l

 
 


 

і площиною: 
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: 2 4 0x y z     , 

і знайти точку перетину прямої l  і площини  . 

Введемо нормальний вектор  2;1;1n    площини    і напрямний 

вектор   2;6; 3p    прямої l . Згідно з формулою кута між прямою 

лінією та площиною маємо: 

 
22 2 2 2 2

2 2 6 1 3 1 7 1
sin

6 49 62 1 1 2 6 3

    
   

     
. 

Знайдемо точку перетину прямої l  та площини  .  Запишемо параме-

тричні рівняння прямої l : 

2 , 6 1, 3 1x t y t z t      . 

Підставимо у рівняння площини   : 

2 2 6 1 3 1 4 0t t t       . 

4
7 4 0;

7
t t   . 

Підставляючи у параметричні рівняння прямої  l , дістаємо: 

8 17 5
, ,

7 7 7
x y z    . 

Таким чином, пряма l  і площина   перетинаються в точці 

8 17 5
; ;

7 7 7
M
 

 
 

. 

Зауваження. Якщо пряму l  задано як лінію перетину площин, 

тобто рівняннями: 

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0,

A x B y C z D

A x B y C z D

   


   
 

то координати точки перетину прямої  l  і площини   можна знайти з 

системи: 

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0,

0.

A x B y C z D

A x B y C z D

Ax By Cz D

   


   
    
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8.19. Відстань від точки до прямої 

 

Нехай задано пряму l  канонічним рівнянням: 

0 0 0x x y y z z

m n k

  
   

і точку  1 1 1, ,M x y z .  

Означення. Відстанню d   від точки M до прямої l   називається 

довжина перпендикуляру, проведеного з точки M  на пряму l  

(рис. 8.41).  

Знайдемо цю відстань. Точка  0 0 0, ,A x y z  лежить на прямій l , 

вектор  , ,p m n k  є напрямним вектором цієї прямої. З рис. 8.41 ви-

дно: sind AM , де    – кут між вектором AM  і прямою l .  

 

Рис. 8.41 

 

З іншого боку, з означення векторного добутку векторів: 

| | sinAM p AM p    . 

Звідси маємо: 

sin
| |

AM p

AM p


 


. 

Таким чином: 

AM p AM p
d AM

pAM p

 
  


. 
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Приклади. 1. Знайти відстань від точки  2; 1;3M    до прямої:  

1 2 1

3 4 5

x y z  
  . 

Маємо:      1; 2;1 , 3;1;2A AM   ,   3;4;5p  . 

 3 1 2 3 9 9 3; 9;9

3 4 5

i j k

AM p i j k         ; 

   
2 2 2

2 2 2

3 9 9 3 19
0,3 38

5 23 4 5
d

   
  

 
. 

2. Знайти відстань між паралельними прямими: 

1 2

2 1 3 1 1 1
: ; :

1 2 2 1 2 2

x y z x y z
l l

     
    . 

Шукана відстань буде дорівнювати відстані від будь-якої точки 

прямої 2l  до прямої 1l  . Точка  1;1; 1M    лежить на прямій  2l . Знай-

демо відстань від точки M   до прямої  1l . Точка  2; 1; 3A     лежить 

на прямій 1l , напрямним вектором цієї прямої є вектор  1;2;2p  . 

Оскільки   1;2;2AM    , то:  

 1 2 2 4 4 0;4; 4

1 2 2

i j k

AM p j k       ; 

2 216 16 32

9 18

AM p
d

p

 
   . 
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8.20. Поверхні другого порядку 

 

Як ми вже відмічали, площина являється поверхнею першого по-

рядку, її рівняння лінійне відносно , ,x y z . Якщо поверхня описується 

рівнянням 2-го порядку відносно , ,x y z , тобто рівнянням вигляду: 
2 2 2 0Ax By Cz Dxy Exz Fyz Gx Hy Kz L          , 

то така поверхня називається поверхнею 2-го порядку. При цьому 

припускається, що принаймні один з коефіцієнтів , , , , ,A B C D E F   ві-

дмінний від нуля (у протилежному випадку ми отримуємо поверхню 

1-го порядку, тобто площину). 

Розглянемо деякі важливі типи поверхонь 2-го порядку. 

I. Циліндричні поверхні. Циліндричною називають поверхню, 

утворену множиною прямих (твірних), які перетинають задану лінію 

L   (напрямну) і паралельні заданій прямій l .  

Ми обмежимось випадком, коли напрямні лежать в одній з коор-

динатних площин, а твірні паралельні координатній осі, перпендику-

лярній цій площині. Наприклад, напрямна лежить в площині Oxy , а ні 

осі Oz  (рис. 8.42).  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

   

                                 Рис. 8.42 

Якщо в площині Oxy  лінія L   описується рівнянням: 
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 , 0f x y  , 

то саме таке рівняння буде описувати у просторі  Oxyz  циліндричну 

поверхню  , напрямною якої є лінія L , а твірні паралельні осі Oz . 

Дійсно, якщо  , ,M x y z  – точка цієї поверхні, то координати ,x y  бу-

дуть збігатися з координатами точки на лінії  L , а координата z  буде 

довільною.  

Приклади 

1). Круговий циліндр. Це поверхня, що визначається рівнянням: 
2 2 2x y R  . 

Її напрямною є коло 2 2 2x y R   на площині Oxy   (рис. 8.43). 

 

                     Рис. 8.43                                       Рис. 8.44 

 

2).  Еліптичний циліндр.  
2 2

2 2
1

x y

a b
  . 

Напрямною є еліпс  
2 2

2 2
1

x y

a b
   (рис. 8.44).                      

 

3).  Параболічний циліндр.  
2y x . 

Напрямною є парабола 2y x    (рис. 8.45). 
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                            Рис. 8.45                                    Рис. 8.46 

4) Гіперболічний циліндр. 
2 2

2 2
1

x y

a b
 

. 

Напрямною є гіпербола 
2 2

2 2
1

x y

a b
   (рис. 8.46) 

                                  

II. Конічні поверхні. Конічною називається поверхня, яку утворе-

но множиною прямих, що проходять через задану точку P   і перети-

нають задану лінію L   (рис. 8.47). При цьому P  називається верши-

ною поверхні, лінія L   – напрямною, а кожна з прямих, що утворюють 

поверхню – твірною.  

                           

                      

                     

 

                  

 

Рис. 8.47 
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Приклади 

1). Еліптичний конус 
2 2

2 2

x y
z

a b
  . 

Вершиною є точка   0,0,0O , а напрямною еліпс: 
2 2

2 2
1

x y

a b
   

в площині 1z    (рис. 8.48).   

 

Рис. 8.48 

Якщо, зокрема, 1a b  , то маємо круговий конус 2 2z x y  , 

напрямною якого є коло 2 2 1x y   у площині 1z  . Цей конус можна 

отримати обертанням графіка функції | |y x   навколо осі ординат.  

III. Еліптичний параболоїд. Еліптичним параболоїдом називаєть-

ся геометричне місце точок простору, декартові координати яких за-

довольняють рівняння: 
2 2

2 2

x y
z

a b
  . 

Перерізи цієї поверхні будь-якою площиною  0z h h    є еліпсами: 

   

2 2

2 2
1

x y

a h b h

  . 
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Зокрема, якщо 1h  , то отримуємо еліпс з півосями a  і b . Перерізи 

поверхні площинами 0x    та  0y   є параболами відповідно 
2

2

y
z

b
  

та 
2

2

x
z

a
    (рис. 8.49).   

 

 Рис. 8.49 

 

Якщо, зокрема, a b , то отримуємо параболоїд обертання: 
2 2

2

x y
z

a


 . 

Його можна отримати обертанням параболи 
2

2

x
y

a
  навколо осі орди-

нат. 

IV. Однопорожнинний гіперболоїд. Однопорожнинним гіпербо-

лоїдом називається геометричне місце точок простору, декартові ко-

ординати яких задовольняють рівняння: 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   . 

Розглянемо перерізи цієї поверхні площинами z h :  
2 2 2

2 2 2
1

x y h

a b c
   . 

Позначаючи 
2

2
1

h
d

c
  , дістанемо: 
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   

2 2

2 2
1

x y

ad bd
  , 

тобто еліпси з півосями ad   і bd . Зокрема, при  0h   (тоді 1d  )    

півосі дорівнюють a   і b   (горловий еліпс). Таким чином, горизонта-

льні перерізи нашої поверхні площинами  z h  є еліпсами. Півосі цих 

еліпсів збільшуються зі зростанням h .  

Розглянемо тепер перерізи поверхні площинами y h : 
2 2 2

2 2 2
1

x z h

a c b
   . 

Позначаючи 
2

2
1

h
d

b
  , дістанемо: 

   

2 2

2 2
1

x z

ad cd
  , 

тобто гіперболи з півосями ad , cd . Зокрема, при 0h   (тобто площи-

на Oxz  ) буде  1d  , і маємо: 

2 2

2 2
1

x z

a c
  , 

тобто гіпербола з півосями ,a c . Аналогічно перерізи поверхні пло-

щинами x h   також є гіперболами. Поверхня має вигляд, який пока-

зано на рис. 8.50. 

 

Рис. 8.50 
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Однопорожнинний гіперболоїд має цікаву властивість: наявність 

прямих, які цілком лежать на цій поверхні (прямолінійні твірні). Че-

рез кожну точку гіперболоїда проходять дві прямі, рівняння яких мо-

жна отримати наступним чином. Запишемо рівняння поверхні так: 

2 2 2

2 2 2
1

x z y

a c b
   . 

Розкладемо обидві частини на множники: 

1 1
x z x z y y

a c a c b b

     
         

     
.                                            (8.20.1) 

Тепер розглянемо пряму лінію, яку задано рівняннями: 

1 ,

1 ,

x z y

a c b

x z y

a c b

    
       
    


              

                                                             (8.20.2) 

де  ,   – деякі числа. Координати кожної точки прямої задовольня-

ють обидва рівняння (8.20.2), отже їх добуток, тобто рівняння 

(8.20.1). Тому всі точки прямої лінії з рівняннями (8.20.2) лежать на 

однопорожнинному гіперболоїді. Такі ж міркування можна провести і 

для сім’ї прямих:                           

1 ,

1 .

x z y

a c b

x z y

a c b

    
        

    


                

                                                 

Всі ці прямі проходять через горловий еліпс гіперболоїда 

(рис. 8.50). 

У зв’язку з цим однопорожнинний гіперболоїд називається ліній-

чатою поверхнею. Така його властивість використовується в архітек-

турі, зокрема, в Шуховській вежі в Москві.  

V. Двопорожнинний гіперболоїд. Двопорожнинним гіперболої-

дом називається геометричне місце точок простору, декартові коор-

динати яких задовольняють рівняння: 
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2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
    . 

Розглянемо перерізи цієї поверхні площинами z h   . Матимемо:  
2 2 2

2 2 2
1

x y h

a b c
   . 

Звідси | |h c  , тобто  h c   або h c  .  Позначаючи 
2

2
1

h
d

c
    , 

дістаємо рівняння: 

   

2 2

2 2
1

x y

ad bd
  , 

тобто еліпс з півосями ad   і bd . Перерізи поверхні площинами x h   

або y h   є гіперболами (встановіть самостійно). Поверхня має ви-

гляд, зображений на рис. 8.51.    

 

Рис. 8.51 

 

VI. Гіперболічний параболоїд. Гіперболічним параболоїдом нази-

вається геометричне місце точок простору, декартові координати 

яких задовольняють рівняння: 

2 2

2 2

x y
z

a b
  . 
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Перерізи поверхні площинами z h   є гіперболами, а площинами  

,x h y h    – параболами. Поверхня має форму сідла (рис. 8.52). 

                      

Рис. 8.52 

                           

VII. Сфера. Сферою називають множину всіх точок простору, рі-

вновіддалених від заданої точки, яка називається центром сфери 

(рис. 8.53). Рівняння у ПДСК сфери з центром у точці  0 0 0, ,C x y z  і 

радіусом R   ми отримали в п. 8.11: 

     
2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R      . 

Якщо, зокрема, центр сфери знаходиться у початку координат, то рі-

вняння набуває вигляду: 

2 2 2 2x y z R   . 

 

 

 

 

 

Рис. 8.53 
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Приклад. Знайти центр і радіус сфери, яку задано рівнянням: 
2 2 2 2 4 6 11 0x y z x y z       . 

Виділяючи повні квадрати, запишемо рівняння у вигляді: 
2 2 22 1 4 4 6 9 11 1 4 9x x y y z z            , 

або: 

     
2 2 2

1 2 3 25x y z      . 

Отже, центром сфери є точка  1; 2; 3C   , а радіус дорівнює 5. 

8. Еліпсоїд. Еліпсоїдом називається геометричне місце точок про-

стору, декартові координати яких задовольняють рівняння: 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   . 

Розглянемо переріз поверхні площинами  | |z h h c  : 

2 2 2

2 2 2
1

x y h

a b c
   . 

Або, позначаючи 
2

2
1

h
d

c
  , дістаємо: 

   

2 2

2 2
1

x y

ad bd
  , 

тобто еліпс з півосями ad  і  bd . Аналогічно еліпси також будуть 

отримуватись у перерізах поверхні площинами x h   та y h . Пове-

рхня має вигляд, який показано на рис. 8.54.   

 

Рис. 8.54 
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Числа , ,a b c   називаються півосями еліпсоїда. Якщо всі три півосі рі-

зні, то еліпсоїд називається триосним. Якщо будь-які дві півосі рівні 

між собою, а третя не співпадає з ними, то еліпсоїд називається двоо-

сним. Форма земної поверхні (геоїд) дуже близька саме до двоосного 

еліпсоїда. Дві півосі такого еліпсоїда дорівнюють відстані eR   від 

центра Землі до екватора, а саме 6378245 м, а третя піввісь pR   – відс-

тані від центра Землі до полюсів, а саме 6356853 м (рис. 8.55). 

 

Рис. 8.55 

 

Таким чином, екваторіальний радіус eR  Землі приблизно на 

21,4 км більше, ніж її полярний радіус pR . Відстань 0R  від центра Зе-

млі до точки на земній поверхні на широті    може бути знайдено за 

формулою (переконайтеся самостійно): 

0
2 2 2 2cos sin

e p

p e

R R
R

R R


 
. 

Зокрема, якщо 0  , то 0 eR R , а якщо 90o  , то  0 pR R . 

Якщо всі три півосі еліпсоїда співпадають, тобто a b c R   , то 

отримуємо сферу радіуса R . 

Зауваження. Якщо центр еліпсоїда знаходиться у точці 

 0 0 0, , ,C x y z  то його рівняння має вигляд: 

     
2 2 2

0 0 0

2 2 2
1

x x y y z z

a b c

  
   . 

Приклад. Довести, що поверхня, яку задано рівнянням: 
2 2 22 3 2 4 6 0x y z x y z       
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описує еліпсоїд, знайти його центр і півосі. 

Перепишемо рівняння у вигляді: 

   2 2 22 1 2 2 1 3 2 1 6x x y y z z         . 

Або: 

     
2 2 2

1 1 1
1

6 3 2

x y z  
   . 

Звідси видно, що це рівняння описує еліпсоїд з центром у точці 

 1;1; 1C    і півосями  6, 3, 2a b c    . 

 

8.21. Сферична система координат у просторі 

 

ПДСК не єдина можлива система координат у просторі. В бага-

тьох ситуаціях зручніше користуватися іншими.  

Нехай M  – довільна точка простору, , ,x y z   – її декартові коор-

динати. Позначимо через M   – проекцію точки M  на площину Oxy . 

Введемо величини: 

r OM  – довжина вектора OM . 

  – кут між векторами OM   і OM  .  

  – кут між вектором OM    і віссю Ox . 

 

Рис. 8.56 
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Величини , ,r    називаються сферичними координатами точки 

M   (рис. 8.56).   

Легко встановити зв’язок між сферичними та декартовими коор-

динатами точки M .  Нехай M  – проекція точки M   на вісь Ox  . З 

прямокутного трикутника OM M  маємо:  

cos , sinOxx пр OM OM y OM    . 

З прямокутного трикутника OMM : cos , sinOM r MM r     . 

Отже, маємо: 

cos cos ,

cos sin ,

sin .

x r

y r

z r

  


  
  

                                                                        (8.21.1) 

Виведемо у сферичних координатах рівняння сфери радіуса R   з 

центром у початку координат. Її рівняння у ПДСК має вид: 
2 2 2 2x y z R   . 

Підставляючи сюди вищенаведені вирази декартових координат через 

сферичні, дістанемо: 
2 2 2 2 2 2 2 2cos cos cos sin sinr r r       

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos cos sin sin cos sinr r r r r R           . 

Тобто: r R . 

Як бачимо, рівняння набагато простіше, ніж у ПДСК. 

Сферична система координат має безпосереднє відношення до 

географічних координат на сфері, зокрема, на земній поверхні. З 

рис. 8.57 видно, що кут    не що інше, як довгота точки, а кут    – 

широта точки. Координата  r R   фіксована – середній радіус Землі.  

Рис. 8.57 
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Контрольні запитання до глави 8 

 

1. Що таке скалярні, що таке векторні величини? Наведіть приклади. 

2. Які вектори вважаються рівними? 

3. Які вектори називаються колінеарними? 

4. За яким правилом здійснюється множення вектора на число? У чо-

му полягає необхідна і достатня умова колінеарності двох векторів? 

5. За якими правилами здійснюється додавання та віднімання векто-

рів? Які основні властивості лінійних дій над векторами? 

6. Як визначається проекція вектора на вісь? Як вона обчислюється? 

Які основні властивості проекцій? 

7. Які вектори називаються компланарними? Чи можуть бути неком-

планарними два вектори? 

8. Що називається базисом у просторі?  

9. Що таке права і ліва трійка векторів? Який базис називається стан-

дартним? 

10. Що таке декартова система координат у просторі?  Що таке пря-

мокутна декартова система координат (ПДСК) у просторі?  

11. Як знайти координати вектора у ПДСК у просторі за координата-

ми його кінцевої та початкової точок?  Як знайти довжину вектора за 

цими координатами? 

12. Що таке напрямні косинуси вектора? Який основний зв’язок між 

ними? 

13. Як виконуються лінійні дії над векторами в координатній формі? 

У чому полягає координатна форма колінеарності векторів? 

14. Що називається скалярним добутком векторів? Які основні влас-

тивості скалярного добутку? 

15. Як виражається скалярний добуток векторів в координатній формі? 

16. У чому полягає умова перпендикулярності двох векторів? 

17. Що називається векторним добутком векторів? У чому полягає 

геометричний та механічний зміст векторного добутку? Які основні 

властивості векторного добутку? 

18. Як виражається векторний добуток у координатній формі? 

19. Що називається мішаним добутком векторів? У чому полягає гео-

метричний зміст мішаного добутку? 

20. Як виражається мішаний добуток векторів в координатній формі? 
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21. У чому полягає необхідна і достатня умова компланарності 3-х 

векторів? 

22. Що називається рівнянням поверхні у просторі?  

23. Які можливості існують для завдання лінії у просторі? 

24. Які можливості існують для завдання площини у просторі? 

25. Наведіть загальне рівняння площини у просторі.  

26. Як знайти кут між двома площинами? У чому полягають умови 

паралельності та перпендикулярності двох площин? 

27. Як можна знайти відстань від заданої точки до заданої площини? 

28. Які існують види рівнянь прямої лінії у просторі? Наведіть кано-

нічні рівняння прямої лінії. 

29. Як знайти кут між двома прямими? У чому полягають умови па-

ралельності та перпендикулярності двох прямих? 

30. Як знайти відстань від заданої точки до заданої прямої 

31. Як знайти кут між прямою лінією та площиною? У чому поляга-

ють умови паралельності та перпендикулярності прямої та площини? 

32. Що називається поверхнею другого порядку? Які існують види 

таких поверхонь? Наведіть приклади? 

33. Як визначається сфера? Наведіть рівняння сфери, що має заданий 

центр і заданий радіус. 

34. Що таке сферична система координат у просторі? Якій зв’язок 

між сферичними та прямокутними декартовими координатами точки 

у просторі? 

35. Який зв’язок між сферичними координатами та географічними 

координатами точки на земній поверхні? 

 

Вправи для самостійного розв’язання 

8.1. На трьох некомпланарних векторах OA a , OB b , OC c , 

побудовано паралелепіпед. Вказати його вектори-діагоналі, які відпо-

відно дорівнюють a b c  , a b c  , a b c  , b a c  . 

8.2. Вектори a  і b  утворюють кут 
060  , 5a  , 8b  . Знайти 

a b  та a b . 

8.3. Три вектори AB c , BC a , CA b  є сторонами трикутни-

ка. Через вектори a , b  і c  виразіть вектори, що збігаються з медіана-

ми , ,AM BN CP  цього трикутника. 
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8.4. Знайти довжину і напрям вектора AB , якщо (4; 5;2)A  , 

(2; 3;1)B  . 

8.5. Знайти координати вектора a , якщо відомо кути , ,   , які 

він утворює з осями координат , ,Ox Oy Oz , і його довжина: 7a  , 
030  , 060  , 0120  . 

8.6. Перевірити колінеарність векторів {3; 2;1}a   , { 9;6; 3}b     

і встановити, який з них довший за інший і в скільки разів? 

8.7. Побудувати паралелограм на векторах OA i j   і 

3OB k j  , знайти довжини його діагоналей. 

8.8. Задано вектори {2; 1; 2}c     і {12; 6;4}d   . Знайти скаляр-

ний добуток    2 3c d d c   . 

8.9. Обчислити роботу, яку виконує сила {2;3; 5}F   , коли її то-

чка прикладання переміщується з початку вектора { 7;2; 5}s     в йо-

го кінець. 

8.10. Трикутника задано його вершинами (2; 1;3)A  , (1;1;1)B , 

(0;0;5)C . Знайти його внутрішні кути. 

8.11. Нехай {3; 6;21}a   , {1;4; 5}b   , {3; 4;12}c   . Обчислити 

 cnp a b . 

8.12. Знайти векторний добуток a b , якщо {2;11; 10}a   , 

{3;6; 2}b   . 

8.13. Розкрити дужки та спростити вираз: 

а)       i j k j i k k i j k         ; 

б)       2 3 4i j k j i k k i j        . 

8.14. Обчислити площу трикутника ABC , якщо (0; 1;3)A  , 

( 5;0;4)B  , (1;4;3)C . 

8.15. Силу {2; 4;5}F    прикладено до точки (4; 2;3)A  . Знайти 

момент цієї сили відносно точки (3;2; 1)B  . 

8.16. Встановити, чи є компланарними вектори {3;2;2}a  , 

{1; 1;3}b   , {1;9; 11}c   . 

8.17. Знайти об’єм тетраедра з вершинами у точках (3;2; 5)A  , 

(1;3;1)B , ( 1; 1;3)C   , (4;3;4)D . 
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8.18. Скласти рівняння площини, що проходить через точки 

1(1; 3;2)M   і 2 ( 2;3; 1)M    паралельно осі Ox . 

8.19. Скласти рівняння площини, що проходить через точку 

( 2;3; 1)M    паралельно площині Oxz . 

8.20. Написати рівняння площини, що проходить через точку 

( 1; 1;2)M   , і перпендикулярної площинам 2 4 0x y z     і 

2 2 4 0x y z    . 

8.21. Написати рівняння площини, що проходить через точки 

0 (1; 1;2)M  , 1(2;1;2)M , 2 (1;1;4)M . 

8.22. Знайти кут між площинами 2 2 8 0x y z     і 6 0x z   . 

8.23. Знайти відстань від точки (6; 2;0)M   до площини 

2 3 6 0x y z    . 

8.24. Обчислити довжину висоти AH  піраміди, заданої своїми 

вершинами (0;6;4), (3;5;3), ( 2;11; 5), (1; 1;1)A B C D   . 

8.25. Написати рівняння прямої, що проходить через точки 

( 1;2;3)A  , (2;6; 2)B  . 

8.26. Написати канонічне рівняння прямої, що є лінією перетину 

площин 2 3 5 0x y z     і 2 2 0x y z    . 

8.27. Знайти кут між прямими 

1

2 2 4 0,
:

2 1 0,

x y z
l

x y z

   


   
   і  2 : , 4 , 5l x t y t z t     . 

8.28. Задано площину : 3 2 4 0x y z      і пряму  

1 2
:

2 1 3

x y z
l

 
 


. 

Знайти кут між площиною   і прямою l , а також точку їх пере-

тину. 

8.29. Знайти відстань від точки ( 1;3;3)M   до прямої 

1 2
:

2 1 1

x y z
l

 
 


. 

8.30. Довести, що прямі 

1

2 2 10 0,
:

22 0,

x y z
l

x y z

   


   
   і  2

7 5 9
:

3 1 4

x y z
l

  
 


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паралельні, і знайти відстань між ними.   

8.31. Написати рівняння площини, що проходить через пряму  

2 3 1
:

1 2 3

x y z
l

  
   і точку (3;4;0)M . 

8.32. Показати, що прямі 

1

2,
:

2 1,

x z
l

y z

 


 
    2

2 4 2
:

3 1 1

x y z
l

  
   

перетинаються, і написати рівняння площини, яка містить ці прямі. 

8.33. Довести, що рівняння 
2 2 2 3 5 4 0x y z x y z       

описує сферу, знайти її центр і радіус. 

8.34. Скласти рівняння сфери, вписаної в тетраедр, утворений 

площинами 

3 2 6 18 0, 0, 0, 0x y z x y z       . 

8.35. Довести, що рівняння 
2 2 23 2 6 4 2 6 0x y z x y z                                                                           

описує еліпсоїд, знайти його центр і півосі. 

8.36. Твірна циліндра паралельна осі Oz , а напрямною є коло 
2 2 2 3x y z   , 1z  . Скласти рівняння цього циліндра. 

     8.37. Написати рівняння поверхні, утвореної обертанням еліп-

са  
2 2

2 2
1, 0

x z
y

a c
                                                                                                  

навколо осі Oz . 

8.38. Побудувати однопорожнинний гіперболоїд 
2 2 2

1
16 4 36

x y z
                                                                                                          

і знайти його прямолінійні твірні, що проходять через точку 

(4;1; 3)M  . 

8.39. Скласти рівняння поверхні, кожна точка якої розміщена 

вдвічі ближче до точки (2;0;0)A , ніж до точки ( 4;0;0)B  . 

8.40. Знайти рівняння геометричного місця точок, рівновіддале-

них від даної точки і даної площини. 
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Глава 9. Диференціальне числення функцій  

багатьох змінних 

 

9.1. Поняття функції багатьох змінних. 

 

У попередніх розділах нашого курсу ми познайомилися з понят-

тям функції однієї незалежної змінної  y f x  (рис. 9.1). Змінна y        

 

 

 

 

                         

 залежить тільки від одної 

    

 Разом з цим у багатьох 

 задачах геометрії, приро- 

 дознавства, еконРис. 9.1 

                         Рис. 9.1 

 

залежить тільки від однієї незалежної змінної  x . Разом з цим у бага-

тьох задачах самої математики, а також природознавства, зокрема, 

фізики, біології, географії, геології, в задачах економіки доводиться 

мати справу з величинами, чисельні значення яких залежать від зна-

чень декількох, незалежних одна від одної величин, що змінюються. 

Вивчення таких величин приводить до поняття функції багатьох 

змінних. 

Приклади 

1. Об’єм паралелепіпеда залежить від трьох, незалежних одна від  

одної величин: довжини x , ширини y  та висоти z : 

V xyz . 

2. У відповідності з законом Кулона величина сили взаємодії двох  

зарядів залежить від величин 1 2,q q  цих зарядів  і відстані r  між ними: 

1 2

2

q q
F k

r
 ,  де k   – коефіцієнт пропорційності. 

3. Величина створеного суспільного продукту y  залежить від су 
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купних витрат живого 1x  (у матеріальному виробництві) і сумарного 

об’єму виробничих фондів 2x : 

1 2

0 1 2

a ay a x x ,   де   0 1 2, ,a a a  – сталі. 

Означення.  Якщо кожному набору змінних  1 2, ,..., nx x x  з деякої  

множини G  за певним законом поставлено у відповідність одне і 

тільки одне значення z , то кажуть, що на множині G  задано функ-

цію n  змінних  1 2, ,..., nz f x x x . 

Змінні 1 2, ,..., nx x x  називаються незалежними змінними або аргу-

ментами, а змінна z  залежною змінною, або функцією. 

Множина  G  називається областю визначення  функції і позна-

чається fD . Множину значень z  позначають fE . 

Ми, як правило, будемо мати справу з функціями двох або трьох 

змінних:     , , , ,z f x y u f x y z  . Областю визначення функції 

двох змінних є деяка множина точок на координатній площині. Обла-

стю визначення функції трьох змінних є деяка множина точок коор-

динатного простору.  

Приклади 

1. Знайти область визначення функції 
2 24z x y   . 

Областю визначення цієї функції є множина точок площини, ко-

ординати яких задовольняють нерівність 
2 24 0x y   , тобто має бу-

ти 
2 2 4x y  . Такою множиною є круг радіусу 2r   з центром у по-

чатку координат. 

2. Знайти область визначення функції: 

2 2
arcsin

z
u

x y



. 

Областю визначення цієї функції є множина точок простору, ко-

ординати яких задовольняють нерівність: 

2 2
1

z

x y



. 

Таким чином, має бути: 
2 2 0x y  , 

2 2| |z x y  . Це множина точок 

простору, яка розташована між конусами 
2 2z x y    та 
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2 2z x y  , включаючи самі ці конуси крім їх спільної вершини – 

початку координат. 

Як відомо, геометричним зображенням функції однієї змінної 

( )y f x  є графік цієї функції, тобто лінія на площині Oxy , координа-

ти ( , )x y  кожної точки на якій пов’язані співвідношенням ( )y f x  

(рис. 9.1). 

Розглянемо функцію 2-х змінних ( , )z f x y , яку визначено на 

множині G  площини Oxy , і прямокутну декартову систему коорди-

нат Oxyz  простору. 

Означення. Графіком функції ( , )z f x y  називається геометрич-

не місце точок простору з координатами ( , , ( , ))x y f x y . 

Нам вже відомо (див. п. 8.11), що рівняння ( , )z f x y  визначає у 

просторі деяку поверхню. Таким чином, графіком функції двох змін-

них є поверхня P , яка проектується на множину G  площини Oxy

(рис. 9.2).  

 
Рис. 9.2 

 

Наприклад, графіком функції 
2 2z x y   є параболоїд обертання 

(рис. 9.3).  

Для визначення графіка функції n  змінних 1 2( , ,..., )nu f x x x  у 

випадку 2n   треба використовувати багатовимірні простори.  Наоч-

ну геометричну інтерпретацію у цьому випадку надати неможливо.  

Розглянемо знову функцію 2-х змінних ( , )z f x y . 
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                                             Рис. 9.3 

 

Означення. Лінією рівня функції ( , )z f x y  називається множи-

на точок площини Oxy , для яких функція зберігає одне й те ж зна-

чення, тобто множина точок, координати яких задовольняють рів-

ність ( , )f x y C , де C  – стала.  

Лінія рівня функції ( , )z f x y  є не що інше, як проекція на пло-

щину Oxy  лінії перетину поверхні P , яка є графіком функції

( , )z f x y , з площиною z C  (рис. 9.4).  

 
Рис. 9.4 

      

Приклад. Лініями рівня функції 
2 2z x y   є концентричні кола з 

центром у точці (0,0). Кожне коло відповідає певному невід’ємному 

значенню сталої C . Значенню 0C   відповідає точка (0,0) (рис. 9.5).  
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Рис. 9.5 

 

Лінії рівня функції 2-х змінних знаходять численні застосування, 

зокрема, у картографії. Це лінії, які пов’язують точки на земній пове-

рхні з однаковим певним показником. Наприклад, горизонталі 

пов’язують точки з однаковою висотою над рівнем моря, ізотерми 

пов’язують точки з однаковою температурою, ізобари – точки з одна-

ковим тиском тощо. 

Аналогічне поняття можна ввести для функції трьох і більшого 

числа змінних. Для функції 3-х змінних ( , , )u f x y z  поверхнею рівня 

називається множина точок простору, для яких функція зберігає одне 

й те ж значення, тобто координати яких задовольняють нерівність 

( , , )f x y z C , де C  – стала. Наприклад, для функції 
2 2 2u x y z    

поверхнями рівня є сфери радіусу C  з центром у точці (0,0,0) . Для 

функцій більшого числа змінних наочну геометричну інтерпретацію 

надати неможливо. 

  

9.2. Границя і неперервність функції багатьох змінних 

 

Вивчаючи тему “Вступ до аналізу” (див. главу 4), ми оволоділи 

поняттям границі функції, розглядали відповідні приклади. Аналогіч-

ним чином поняття границі вводиться і для функцій багатьох змін-

них. Ми обмежимось випадком функції двох змінних. 

Означення.  -околом точки  0 0,x y  називається множина всіх 

точок площини, координати яких задовольняють нерівність: 

   
2 2

0 0x x y y     . 
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Тобто це не що інше, як відкритий круг радіуса   з центром у то-

чці  0 0,x y  – множина точок площини, розташованих від точки 

 0 0,x y  на відстані, меншій ніж   (рис. 9.5). 

 
Рис. 9.5 

 

 

За аналогією з числовими послідовностями (див. п. 4.1) можна 

ввести поняття послідовності точок площини. 

Означення. Якщо кожному натуральному числу n  за певним за-

коном поставлено у відповідність одну і тільки одну точку ( , )n n nM x y  

координатної площини, то сукупність точок 1 2, ,..., ,...nM M M  назива-

ють послідовністю точок координатної площини.  

Інакше кажучи, послідовність точок – це нескінченна занумеро-

вана сукупність точок площини.  

Вказану послідовність будемо також позначати { }nM . 

Означення. Точка 0 0 0( , )M x y  називається границею послідовнос-

ті ( , )n n nM x y , якщо для довільного числа 0   знайдеться номер 

( )N N   такий, що для будь-якого номера n N  виконується нерів-

ність: 
2 2

0 0( ) ( )n nx x y y     . 

Тобто, починаючи з номера, наступного за N , всі точки послідо-

вності { }nM  потрапляють в  -окіл точки 0 0 0( , )M x y . 

Послідовність { }nM  у цьому випадку називають збіжною до то-

чки 0M .  
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Нехай функцію двох змінних ( , )z f x y  визначено в деякому 

околі D  точки 0 0( , )x y  за винятком, може бути, самої точки 0 0( , )x y . 

Означення. Число A називається границею функції  ,z f x y  

при 0 0,x x y y   (пишемо  
0

0

lim ,
x x
y y

f x y A



 ), якщо для будь-якої пос-

лідовності точок ( , )n n nM x y , збіжної до точки 0 0 0( , )M x y , відповідна 

числова послідовність ( , )n n nz f x y  значень функції збігається до 

числа A. 

Як і для функцій однієї змінної (див. п. 4.6), наведене означення 

називається означенням границі функції на мові послідовностей або 

означенням Гейне. 

Дамо також інше означення границі функції двох змінних (озна-

чення Коші).  

Означення. Число A  називається границею функції  ,z f x y  

при 0 0,x x y y   (пишемо  
0

0

lim ,
x x
y y

f x y A



 ), якщо для будь-якого до-

датного  числа   існує таке додатне число  , що для всіх точок 

 ,x y , таких, що    
2 2

0 00 x x y y      , виконується нерів-

ність  ,f x y A   . 

Тобто ця нерівність виконується для всіх точок  ,x y  з  -околу 

точки  0 0,x y , за винятком самої цієї точки.  

Простіше кажучи, це означення означає, що значення функції 

 ,z f x y  можна зробити як завгодно близьким до числа A , якщо 

тільки точка  ,x y  буде достатньо близькою  до точки  0 0,x y . 

Як і для функцій однієї змінної, можна довести, що означення 

Коші та означення Гейне еквівалентні.   

Приклад 1. Доведемо, що  2 2

3
1

lim 10.
x
y

x y



   Скористаємось озна-

ченням Коші. Задамо довільне 0   і розглянемо: 

       
2 22 2 10 3 6 3 1 2 1x y x x y y           

2 2
3 6 3 1 2 1x x y y        . 
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Звідси видно, що для того, щоб для будь-яких ,x y  таких, що 

   
2 2

0 3 1x y      , було виконано 2 2 10x y    , достатньо, 

щоб 
2 26 2 8          , тобто 0 16 4      . У якості   мо-

жна, наприклад, взяти число 4 2
4


  . Таким чином, для довільного 

0   ми знайшли число 4 2 0
4


      таке, що при виконанні не-

рівності    
2 2

0 3 1x y       виконано 2 2 10x y    . А це, 

згідно з означенням Коші, й означає, що  2 2

3
1

lim 10
x
y

x y



  . 

Приклад 2. Доведемо, що 
 2 2

2 20
0

sin
lim 1
x
y

x y

x y






. 

Покладемо: 
2 2t x y  . Тоді, очевидно, 0t  , коли 0x , 0y  . 

На підставі першої важливої границі (див. п. 4.12) маємо: 

 2 2

2 20 0
0

sin sin
lim lim 1
x t
y

x y t

x y t 



 


. 

Приклад 3. Доведемо, що функція: 

2 2

2
( , )

xy
f x y

x y



                                                                                                     

не має границі при 0, 0x y  . Візьмемо послідовність точок 

1 1
( , ) ,n nx y

n n

 
  
 

. Оскільки ( , ) 1n nn f x y  , то lim ( , ) 1n n
n

f x y


 . Тепер 

візьмемо послідовність точок 
1 1

( , ) ,n nx y
n n

 
    

 
. Тоді n  

( , ) 1n nf x y    , отже lim ( , ) 1n n
n

f x y


    . Для будь-якого n  точки ( , )n nx y , 

( , )n nx y   не співпадають з точкою (0,0) , але послідовності точок 

 ( , )n nx y ,  ( , )k kx y   прямують до точки (0,0)  . Тем не менш, послідо-

вності значень функції, які відповідають цим послідовностям точок, 

прямують до різних границь. Це, згідно з означенням Гейне, означає, 

що функція ( , )f x y  не має границі при 0, 0x y  . 
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Означення. Функція  ,z f x y  називається нескінченно малою 

при 0 0,x x y y  , якщо  
0

0

lim , 0
x x
y y

f x y



 . 

Наприклад, функція  2 2sinz x y   є нескінченно малою при 

0, 0x y  . 

Всі наведені означення легко узагальнюються на функції 3–х і бі-

льшого числа змінних. 

Означення.  Функція  ,z f x y , визначена у деякому околі точ-

ки  0 0,x y  (включаючи саму точку 0 0,x y ), називається неперервною 

у цій точки, якщо існує  
0

0

lim ,
x x
y y

f x y



, і виконується рівність 

   
0

0

0 0lim , ,
x x
y y

f x y f x y



 . 

Інакше кажучи, функція  ,z f x y  називається неперервною у 

точці  0 0,x y , якщо  0 0:      , :x y

   
2 2

0 0x x y y       виконано     0 0, ,f x y f x y   . 

Позначимо: 0 0,x x x y y y      . Тоді означення неперервнос-

ті можна переформулювати так:  

Означення. Функція  ,z f x y , визначена у деякому околі точки 

 0 0,x y  (включаючи саму точку  0 0,x y ), називається неперервною у 

цій точці, якщо    0 0 0 0
0
0

lim , ,
x
y

f x x y y f x y
 
 

     , або 
0
0

lim 0
x
y

u
 
 

  , де 

             

   0 0 0 0, ,u f x x y y f x y      – повний приріст функції 

 ,z f x y  у точці  0 0,x y . 

Тобто нескінченно малим приростам аргументів відповідає не-

скінченно малий приріст функції. 

Приклад 4. Покажемо, що функція 
2 2u x y   неперервна в будь- 

якій точці площини Oxy . Нехай 0 0( , )x y  – довільна точка площини 

Oxy . Функція 
2 2u x y   визначена на всій площині Oxy , і 

2 2

0 0 0 0( , )f x y x y  . Легко довести (аналогічно прикладу 1, зробіть це 
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самостійно), що 
0

0

2 2 2 2

0 0lim( )
x x
y y

x y x y



   . Отже функція неперервна в 

точці 0 0( , )x y . 

Приклад 5. Функція:  

2 2

2
, 0, 0,

( , )

0, 0, 0

xy
x y

x yf x y

x y


 

 
  

                                                                               

не є неперервною в точці (0,0), оскільки границі цієї функції при 

0,x   0y   не існує (див. приклад 3). 

Легко показати, що сума, різниця і добуток двох неперервних 

функцій є функція також неперервна. Частка двох неперервних функ-

цій є функція неперервна у тих точках, де знаменник відмінний від 

нуля. Наприклад, функція 
2 2 5x y

z
y x

 



 неперервна всюди, крім то-

чок прямої y x  . 

Означення. Функція  ,z f x y  називається неперервною на 

множині G , якщо ця функція неперервна у кожній точці множини .G  

Приклад. Функція 1z x y x y      визначена і неперервна 

у трикутнику  0, 0, 1x y x y      . 

      

9.3. Частинні похідні функції багатьох змінних 

 

Нехай задано функцію  ,z f x y , визначену на деякій множині 

G . Розглянемо внутрішню точку  ,M x y  цієї множини, тобто таку 

точку, яка належить множині G  разом з деяким своїм околом. Надамо 

змінній x  приріст x  і розглянемо іншу точку  ,M x x y   , яку теж 

вважаємо внутрішньою точкою множини G  (рис. 9.6). Розглянемо рі-

зницю значень функції  ,z f x y  у точках M   і M , тобто величину 

   , ,xz f x x y f x y    . Ця величина називається частинним при-

ростом функції  ,z f x y  за змінною x . 
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Означення. Якщо існує скінченна границя 
0

lim x

x

z

x 




, то ця грани-

ця називається частинною похідною першого порядку функції 

 ,z f x y  за змінною x  і позначається   ,x

z f
f x y

x x

 
 

 
. 

 

 
                                             Рис. 9.6 

 

Тепер надамо змінній y  приріст y , залишаючи x  сталою, і роз- 

глянемо точку  ,M x y y   , яку теж вважаємо внутрішньою точкою 

області G . Аналогічно вводимо частинний приріст функції 

 ,z f x y  за змінною y : 

   , ,yz f x y y f x y    . 

Означення. Якщо існує скінченна границя 
0

lim
y

y

z

y 




, то ця грани-

ця називається частинною похідною першого порядку функції 

 ,z f x y  по змінній y  і позначається   ,y

z f
f x y

y y

 
 

 
. 

Аналогічним чином визначаються частинні похідні від функцій 

3-х і більшого числа змінних. 

З наведених означень випливає, що якщо частинна похідна бе-

реться за однією зі змінних, то вся решта змінних вважаються стали-

ми. Отже, знаходження частинних похідних здійснюється за тими ж 

самими правилами, що й звичайних похідних функції однієї змінної. 

Приклади. Знайти частинні похідні. 
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1. arctg
y

z
x

 . 

Вважаючи y  сталою, одержимо: 

2 2 2 2

1

1

z y y

x x x yy

x

  
    

   
  
 

. 

Вважаючи x  сталою, одержимо: 

2 2 2

1 1

1

z x

y x x yy

x


  

  
  
 

. 

2. 
3 2 2 32 4 5 6z x x y xy y    . 

2 2 2 26 8 5 , 4 10 18
z z

x xy y x xy y
x y

 
      

 
. 

3. 
xyz xe . 

   1xy xy xyz
e xe y e xy

x

  
    


, 

  2xy xyz
xe x x e

y

 
   


. 

4. 
xz y . 

1ln ;x xz z
y y xy

x y

 
 

 
. 

Відносно x  ця функція є показниковою (оскільки у даному випа-

дку основа степеня consty  ), а відносно y  – степеневою ( constx  ). 

5. 
x y z

u
y z x

    . 

2 2 2

1 1 1
; ;

u z u x u y

x y y z z xx y z

  
       

  
 . 

6. Обчислити визначник: 
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x x x

r

y y y
J

r

z z z

r

  

  

  

  

  

  

 ,                                                                                                           

де  cos cos , cos sin , sinx r y r z r          (формули відповіднос-

ті між декартовими та сферичними координатами точки у просторі). 

Маємо: 

cos cos , cos sin , sin cos
x x x

r r
r

  
          

  
, 

cos sin , cos cos , sin sin
y y y

r r
r

  
         

  
, 

sin , 0, cos
z z z

r
r

  
    

  
. 

Отже: 

2

cos cos cos sin sin cos

cos sin cos cos sin sin cos

sin 0 cos

r r

J r r r

r

       

         

 

 

З’ясуємо геометричний зміст частинних похідних функції 

 ,z f x y . Нехай геометричним зображенням цієї функції є деяка 

поверхня P  (рис. 9.7),  , ,M x y z  – точка на цій поверхні. 

Поклавши consty  , отримаємо плоску криву x , яка являє со-

бою переріз поверхні P  відповідною площиною, паралельною пло-

щині Oxz . Нехай MK – дотична до кривої x  у точці  , ,M x y z , і   – 

кут, утворений цією площиною з додатним напрямом осі Ox . Оскіль-

ки: 

y=const

z dz

x dx

  
    

,                                                                                               

то на підставі геометричного змісту звичайної похідної функції однієї 

змінної, маємо: 

tg
z

x


 


. 
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Аналогічно, якщо y  – переріз поверхні P  площиною constx  , і   –

кут, утворений з віссю Oy  дотичною ML  у точці  , ,M x y z  до кривої 

y , то    tg
z

y


 


. 

 
Рис. 9.7 

 

 

9.4. Диференційовність функції багатьох змінних 

 

Розглянемо повний приріст функції   ,z f x y  у точці   ,x y : 

   , ,z f x x y y f x y     . 

Означення. Функція  ,z f x y  називається диференційовною у  

точці  ,x y , якщо її повний приріст у цій точці може бути зобра-

жено у вигляді: 

    1 2, ,z A x y x B x y y x y         ,                                                            

де 1 2,   – нескінченно малі при 0, 0x y     (або при 

2 2 0x y      ) функції, які залежать від , , ,x y x y  . 

Вираз A x B y    називається головною або лінійною частиною 

приросту функції. 
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Приклад. Розглянемо функцію 
2z x y . Її повний приріст має ви-

гляд: 

   
2 2 2 22z x x y y x y xy x y x x y             

22x x y x y      . 

Вираз 
22xy x x y    – головна частина приросту. Доданок 

2 22y x x x y x y        напишемо у вигляді 1 2x y    , де 
2

1 22 ,y x x y x        . Очевидно, що 1 2,   – нескінченно ма-

лі при 0, 0x y    , отже, функція 
2z x y  диференційовна у будь-

якій точці. 

       Теорема. Якщо функція  ,z f x y  диференційовна у точці 

 , ,x y  то вона неперервна у цій точці. 

Доведення.  Оскільки функція  ,z f x y  диференційовна у точ-

ці  ,x y , то її повний приріст у цій точці має вигляд: 

1 2z A x B y x y         . 

Звідси випливає, що 
0
0

lim 0
x
y

z
 
 

  . А це й означає неперервність функції 

 ,z f x y  у точці  ,x y . 

Теорема. Якщо функція  ,z f x y  диференційовна у точці 

 , ,x y  то вона має у цій точці частинні похідні ,x yf f  . 

Доведення. Оскільки функція  ,z f x y  диференційовна у точці 

 ,x y , то     1 2, ,z A x y x B x y y x y         . Покладемо у 

цій рівності 0y  . Тоді повний приріст z  функції перетвориться на 

частинний за змінною x , і ми дістанемо: 

  1,xz A x y x x     . 

Аналогічно, покладаючи 0x  , матимемо: 

  2,yz B x y y y     . 

Звідси випливає: 

    1
0 0

lim lim , ,x

x x

z
A x y A x y

x   


  


, 
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    2
0 0

lim lim , ,
y

y y

z
B x y B x y

y   


  


,                                                       

оскільки 1 2
0 0

lim lim 0
x y   

    . Отже, у точці  ,x y  існують частинні 

похідні    , , ,x yf A x y f B x y   , що й треба було довести. Зауважи-

мо, що ми не тільки довели існування частинних похідних, а й отри-

мали для них явні вирази. Це не що інше, як коефіцієнти при ,x y   у 

головній частині приросту функції. Наприклад для розглянутої вище 

функції 
2z x y  ці коефіцієнти відповідно 2xy  і 

2x . 

Зауваження. Обернені твердження для двох доведених вище те-

орем, взагалі кажучи, несправедливі. Зокрема, з неперервності функ-

ції у точці не випливає її диференційовність у цій точці. Наприклад, 

функція 
2 2z x y   неперервна у точці  0,0 , але не диференційов-

на в ній. Дійсно, границя: 

   
0

0 ,0 0,0
lim
x

f x f

x 

  




 
2

0

0 0 0
lim
x

x

x 

   
 

 0
lim
x

x

x 




  

не існує, тому не існує і похідна  0,0xf  . Аналогічно показуємо, що 

не існує і  0,0yf  . А тоді на підставі попередньої теореми отримуємо, 

що дана функція не є диференційовною у точці  0,0 . 

З існування частинних похідних функції у точці також не випли-

ває диференційовність функції (на відміну від функцій однієї змін-

ної). Розглянемо, наприклад, функцію: 

2 2

2 2

2
, 0,

( , )

0, 0.

xy
x y

x yf x y

x y


 

 
  

 

Покажемо, що існують (0,0), (0,0)x yf f  . Дійсно: 

0 0

( ,0) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0x

x x

f x f
f

x x   

 
   

 
, 

0 0

(0, ) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0y

y y

f y f
f

y y   

 
   

 
. 

Разом з цим ця функція не є навіть неперервною у точці (0,0)  (див. п. 

9.2, приклад 5), а, отже, не є й диференційовною.  
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Теорема. Якщо у деякому околі точки  ,x y  існують частинні 

похідні ,x yf f   функції  ,z f x y  і ці похідні неперервні у точці  ,x y , 

то функція  ,z f x y  диференційовна у цій точці. 

Доведення.  Розглянемо повний приріст функції: 

   , ,z f x x y y f x y     . 

Віднімемо і додаймо доданок  ,f x y y  , внаслідок чого матимемо: 

               , , , ,z f x x y y f x y y f x y y f x y               . 

Перші квадратні дужки містять приріст функції  ,f x y  по змінній x  

при фіксованому значенні y y   другої змінної. За формулою Лагра-

нжа матимемо: 

          , , ,xf x x y y f x y y f y y x           ,                                     

де   знаходиться між x  та x x . 

Аналогічно: 

            , , ,yf x y y f x y f x y      ,                                                            

де  знаходиться між  y  та y y  . 

Спрямуємо x  та y  до нуля. Внаслідок неперервності ,x yf f   ма-

тимемо: 

       
0 0
0

lim , , , lim , ,x x y y
x y
y

f y y f x y f x f x y
   
 

         . 

Отже: 

               , , , , ,x x y yf y y f x y f x f x y          ,                               

де  ,  – нескінченно малі при 0, 0x y    . А тоді: 

            , ,x yz f x y x f x y y x y        ,                                          

тобто функція  ,z f x y  диференційовна у точці  ,x y , що й треба 

було довести. 

 

9.5. Диференціал функції багатьох змінних 

 

Як ми вже казали, якщо функція  ,z f x y  диференційовна у 

точці  ,x y , то її повний приріст у цій точці має вигляд: 

   
1 2

, ,f x y f x y
z x y x y

x y

 
        

 
,                                            
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де 1 2,   – нескінченно малі при 0, 0x y    . При малих x , y  

доданки 1 2x y     малі порівняно з 
   , ,f x y f x y

x y
x y

 
  

 
, тому 

основний внесок у величину приросту функції здійснюється саме до-

данками 
   , ,f x y f x y

x y
x y

 
  

 
, лінійними відносно x  та y . То-

му ці доданки називаються головною частиною приросту функції або 

диференціалом функції. 

Означення. Головна лінійна відносно ,x y   частина приросту 

диференційовної у точці  ,x y функції називається її повним дифере-

нціалом у цій точці і позначається  ,df x y  або dz . 

Тобто за означенням: 

f f
dz x y

x y

 
   
 

. 

Покладемо тут z x . Тоді 1, 0
f f

x y

 
 

 
, і dx x  . Аналогічно 

dy y  . Тобто диференціали незалежних змінних дорівнюють їх 

приростам. Таким чином, маємо: 

f f
dz dx dy

x y

 
 
 

. 

Така форма запису диференціалу найбільш поширена. 

Наведене означення легко поширюється на функції трьох і біль-

шого числа змінних. Якщо маємо функцію  1,..., nz f x x  від n  неза-

лежних змінних 1,..., nx x , то її повним диференціалом називається ви-

раз: 

1

1

... n

n

f f
dz dx dx

x x

 
  
 

. 

Приклади 

1. Знайти повний диференціал функції: 

 2 2lnz y x y   . 

Маємо: 

2 2 2 2 2 2 2 2

1
x

x x
f

y x y x y y x y x y
   

     
 , 
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 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1
1y

x y yy
f

y x y x y y x y x y

   
     

       

 

2 2

1

x y



. 

Таким чином: 

2 2 2 2 2 2

xdx dy
dz

y x y x y x y
 

   
 . 

2. Знайти повний диференціал функції  
z

u xy . 

Маємо: 

 
1 1z z z

xu z xy y x y z
        , 

     
1 1 , ln

z zz z
y zu z xy x x y z u xy xy

        , 

   1 1 ln
zz z z zdu x y zdx x y zdy xy xy dz        . 

3. 2 2 2
1 2

1
ln , ... nu r x x x

r
     . 

Така функція зустрічається в теорії потенціала. Маємо: 

2 2 2
1 2

1 1

...i i n

u r

x r x x x x

 
     

    
 

2 2 22 2 2
1 21 2

1
2

...2 ...

i
i

nn

x
x

x x xx x x
   

    
 . 

Таким чином: 

2 2 2 2
1 1

1 2

1

...

n n
i i

i i
i i

n

x dx
du x dx

x x x r 

    
  

. 

 

9.6. Застосування диференціала до наближених обчислень 

 

Як ми вже відмічали, приріст диференційовної в точці  ,x y  фу-

нкції  ,z f x y  має вигляд: 

    1 2, ,x yz f x y x f x y y x y          ,                                        

де 1 2,   – нескінченно малі при 0, 0x y    . 

Якщо відкинути два останні доданки, то дістанемо наближену рі-

вність: 
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   , ,x yz f x y x f x y y      , 

або 

       , , , ,x yf x x y y f x y f x y x f x y y          . 

Припустимо тепер, що нам треба наближено обчислити значення фу-

нкції  ,z f x y  у точці  1 1,x y , тобто  1 1,f x y . Якщо вдається знай-

ти іншу точку  0 0,x y , яка досить близька до точки  1 1,x y , і у якій 

значення  0 0,f x y  функції  ,z f x y  та її частинних похідних відо-

мі, то покладемо: 

0 0 1 1, , ,x x y y x x x y y y      . 

Тоді маємо наближену формулу: 

         1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0, , , ,x yf x y f x y f x y x x f x y y y      .       (9.6.1) 

Приклад 1. Обчислити наближено:      
2 2

4,05 3,07 . 

Шукане число будемо розглядати як значення функції 
2 2z x y   у точці  1 14,05; 3,07x y  .  Покладемо: 0 04, 3x y  . 

Тоді   2 2
0 0, 4 3 5f x y    . Знайдемо: 

 0 0
2 2

4
3

4
, 0,8

5
x

x
y

x
f x y

x y 


   


 , 

 0 0
2 2

4
3

3
, 0,6

5
y

x
y

y
f x y

x y 


   


. 

Підставляючи знайдені значення у формулу (9.6.1), дістанемо: 

   
2 2

4,05 3,07 5 0,8 0,05 0,6 0,07 5,08       . 

Точне до трьох десяткових знаків значення: 5,082. 

Приклад 2. Циліндрична судина має внутрішні розміри: радіус 

основи 2,5R  , висоту  4H   м і товщину стінок 1l   дм. Знайти на-

ближено об’єм матеріалу, витраченого на виготовлення судини. 

Розглянемо функцію   2,V F x y x y   . Об’єм матеріалу виража-

ється величиною: 

1 0V V V   ,  

де 1 ( , )V F R l H l   , 0 ( , )V F R H . Згідно з формулою (9.6.1) маємо: 

                                                                                                    . 
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   , ,F R H F R H
V l l

R H

 
  

 
, 

 

    2, ,
2 ,

F x y F x y
xy x

x y

 
   

 
. 

Тоді: 

     2 32 2 2,5 4 6,25 0,1 2,625 8,2V RH R l м                

 

9.7. Похідна функції за заданим напрямом 

 

Нехай функція  ,z f x y  визначена на деякій множині G  на 

площині Oxy . Розглянемо точку  ,M x y G  і деякий напрям l , який 

визначається напрямними косинусами cos , cos sin     (рис. 9.8). 

 
Рис. 9.8 

 

При переміщенні у даному напряму l  з точки  ,M x y  у точку 

 ,M x x y y      функція  ,z f x y  отримає приріст 

   , ,l z f x x y y f x y     , який називається приростом функції 

у даному напряму l . З рис. 9.8 видно:  

cos , cosx l y l         ,                                                   (9.7.1)  

отже,    cos , cos ,l z f x l y l f x y          . 
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Означення. Похідною функції  ,z f x y  за напрямом l  назива-

ється границя відношення приросту цієї функції у даному напряму до 

величини переміщення, коли останнє прямує до нуля, тобто: 

0
lim l

l

zz

l l 




 
. 

Зокрема, ,
z z

x y

 

 
 можна розглядати як похідні функції  ,z f x y  

за додатними напрямами осей координат відповідно Ox   і Oy . 

Похідна 
z

l




 виражає швидкість зміни функції  ,z f x y  вздовж 

напряму l . Якщо вздовж даного напряму 0
z

l





, то у даному напряму 

функція зростає, а якщо 0
z

l





, то функція спадає. 

Знайдемо формулу для обчислення 
z

l




 у припущенні, що функція 

 ,z f x y  диференційовна у точці  ,M x y . У цьому випадку маємо: 

1 2l x yz f x f y x y            , де 1 20, 0     при 

0, 0x y    . Звідси внаслідок (9.7.1): 

   1 2cos cos cos cosl x yz f f l l              . 

Отже: 

1 2cos cos cos cosl
x y

z
f f

l


         


. 

Переходячи до границі при 0l   (тоді і , 0x y   ), дістанемо: 

cos cos
z z z

l x y

  
   

  
.                                                               (9.7.2) 

Формула (9.7.2) легко узагальнюється на випадок функцій 3–х і 

більшого числа змінних. Для функції 3–х змінних  , ,u f x y z  вона 

має вигляд: 

cos cos cos
u u u u

l x y z

   
    

   
,                                             (9.7.3)  

де cos , cos , cos    – напрямні косинуси вектора l . 
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Приклади 

1. Знайти похідну функції 
2 2z x xy y    у точці  1;1M  за 

напрямом вектора 6 8l i j  . 

Знайдемо значення частинних похідних у точці M : 

   2 , 2 , 1x y x yz x y z x y z M z M          . 

Знайдемо напрямні косинуси вектора l : 

36 64 10; cos 0,6; cos 0,8l        . 

Таким чином: 

1 0,6 1 0,8 1,4
M

z

l


    


. 

2. Знайти похідну функції 
2 22u x xz y    у точці  1;2; 1A   за 

напрямом від точки A  до точки  2; 4; 3B  . 

Знайдемо вектор l AB  і його напрямні косинуси: 

 1;2; 2 2 2 , 1 4 4 3l AB i j k l          , 

1 2 2
cos , cos , cos

3 3 3
       . 

Знайдемо значення частинних похідних у точці A: 

  1
1

2 2 4x
zA

u
x z

x




  


 ,     

2 1
2 4, 2 2

y x
AA

u u
y x

y z 

 
     

 
. 

Таким чином, у відповідності з формулою (9.7.3) маємо: 

1 2 2 16
4 4 2

3 3 3 3A

u

l

  
        

  
. 

Оскільки 0
A

u

l





, то наша функція у даному напрямі зростає. 

 

9.8. Градієнт функції 

 

Розглянемо похідну функції  ,z f x y  у точці  ,M x y  вздовж 

деякого напряму l : 

cos cos
M M M

z z z

l x y

  
   

  
. 
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Поставимо питання: як обрати напрям l , щоб похідна 
M

z

l




 набула 

найбільшого значення? 

       Помітимо (див. формулу (9.7.2)), що 
M

z

l




 являє собою скалярний 

добуток двох векторів: вектора з координатами ,
M M

z z

x y

   
 
   

  і век-

тора  cos ,cosl    . 

Означення. Вектор з координатами ,
M M

z z

x y

   
 
   

 називається 

градієнтом функції  ,z f x y  у точці  ,M x y . 

Позначається градієнт символами: 

grad ,
z z

z z
x y

  
    

  
. 

Таким чином, 

grad
M

z
z l

l


 


. 

З іншого боку, за означенням скалярного добутку маємо: 

grad cos
M

z
z l

l


   


,                                                                                    

де   – кут між градієнтом і вектором l  (рис. 9.9). 

 
 

                                        Рис. 9.9 
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Очевидно, що 1l  , отже: 

grad cos
z

z
l


  


,                                                                                        

тобто величина похідної за напрямом l  дорівнює довжині проекції 

градієнта на напрям l . Очевидно, що 
z

l




 набуває максимального зна-

чення при cos 1  , тобто 0  , а це означає, що напрям l  збігається 

з напрямом градієнта функції z . При цьому: 
22

max grad
l

z z z
z

l x y

    
     

     
. 

На підставі цього можна стверджувати, що градієнт характеризує 

величину і напрям максимальної швидкості зростання (оскільки 

grad 0
z

z
l


 


) функції у даній точці. Він перпендикулярний лінії 

рівня, яка проходить через точку M . 

Очевидно тепер, що напрям найшвидшого спадання функції збі-

гається з напрямом вектора grad z , тобто антиградієнта  функції. 

Аналогічно визначається градієнт функції багатьох змінних 

 1 2, ,..., nz f x x x : 

1 2

grad , ,...,
n

z z z
z

x x x

   
  

   
 . 

Приклади 

1. Знайти величину і напрям градієнта функції u xyz  у точці 

 2;1;1M . 

Маємо: 

1, 2, 2
M M M

M MM

u u u
yz xz xy

x y z

  
     

  
. 

Таким чином: 

 grad 1;2;2
M

u  . 

Довжина градієнта: 

grad 1 4 4 3
M

u     . 
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Напрям градієнта характеризується його напрямними косинусами: 

1 2 2
cos , cos , cos

3 3 3
       . 

2. Горизонталі підвищенності визначаються рівнянням: 
2

220
4

x
h y   . Побудувати горизонталі, які відповідають відмі-

ткам h   20 м, 19 м, 18 м, 16 м та 11 м. Напрям gradh визначає тут 

напрям найкрутішого схилу, а його величина – крутизну цього схилу. 

Побудувати gradh  у точці  2;1M . 

 

 
Рис. 9.10 

 

Побудуємо горизонталі:   

1) 20h  ; тоді  
2

2 0
4

x
y   – це точка  0,0 ; 

2) 19h  ; тоді 
2

2 1
4

x
y   – еліпс з півосями 2, 1a b  ; 

3) 18h  ; тоді 
2

2 2
4

x
y  , або  

2 2

1
8 2

x y
   – еліпс з півосями 

2 2 , 2a b  ; 

4) 16h  ; тоді 
2

2 4
4

x
y  , або 

2 2

1
16 4

x y
   – еліпс з півосями 

4, 2a b  ; 



101 

 

5) 11h  ; тоді 
2

2 9
4

x
y  , або 

2 2

1
36 9

x y
   – еліпс з півосями 

6, 3a b  . 

Точка  2;1M  лежить на лінії рівня (горизонталі) 18h  . Градієнт 

напрямлений перпендикулярно дотичній, яку проведено до даній лінії 

рівня у цій точці (рис. 9.10). Знайдемо: 

1, 2 2
2 M

M M M

h x h
y

x y

 
       

 
,                                               

отже,  

 grad 1; 2 , grad 1 4 5
M M

h h      . 

 

9.9. Складені функції та їх диференціювання 

 

Нехай  ,z f x y  – функція двох змінних ,x y . І нехай ці змінні у 

свою чергу є функціями незалежної змінної t , тобто 

   ,x x t y y t  . Тоді функція z  буде складеною функцією змінної 

t : 

      ,z F t f x t y t  . 

Теорема. Якщо функції    ,x x t y y t   диференційовні у точці 

,t  а функція  ,z f x y  диференційовна у відповідній точці  ,x y , то 

складена функція       ,z F t f x t y t   також диференційовна у 

точці t , і має місце наступне співвідношення: 

( )
f dx f dy

F t
x dt y dt

 
    

 
.                                                               (9.9.1) 

Доведення. Надамо змінній t  приріст t . Тоді функції ,x y  

отримають прирости x і y , а функція z , у свою чергу, отримає 

приріст z . Оскільки z  диференційовна у точці  ,x y , то: 

   
1 2

, ,f x y f x y
z x y x y

x y

 
        

 
,                                            

де 1 2,   – нескінченно малі при 0, 0x y    . 

Поділимо обидві частини цієї рівності на t : 

     1 2, ,x y

z x y x y
f x y f x y

t t t t t

    
    

    
. 
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Оскільки ,x y  диференційовні у точці t , то: 

   
0 0

lim , lim
t t

x y
x t y t

t t   

 
  

 
. 

Крім того ,x y  неперервні у точці t , отже: 

0 0
lim lim 0
t t

x y
   

     ,  звідси 1 2
0 0

lim lim 0
t t   

    . 

Таким чином, існує        
0

lim , ,x y
t

z
f x y x t f x y y t

t 


    


, тобто має 

місце рівність (9.9.1). 

Теорему доведено. 

Зокрема, якщо  y x  , то   ,z f x x  , і 

dz z z dy

dx x y dx

 
 
 

 .                                                                                 (9.9.2) 

Наведена теорема поширюється на більш загальний випадок: не-

хай  ,z f u v , де    , , ,u u x y v v x y  . Тоді  ,z F x y , і 

z z u z v

x u x v x

    
 

    
,                                                                            (9.9.3) 

z z u z v

y u y v y

    
 

    
 .                                                                           (9.9.4) 

Приклади 

1. Знайти 
dz

dt
 , якщо 

2 3x yz e  , де 
2tg ,x t y t t   . 

За формулою (9.9.1) маємо: 

 2 3 2 3

2

1
2 3 2 1

cos

x y x ydz
e e t

dt t

     
22 tg 3 3

2

2
6 3

cos

t t te t
t

   
  

 
. 

2. Знайти 
dy

dx
 , якщо   

sin
ln

x
y x . 

Позначимо: ln , sinu x v x  . Тоді  
 v xvy u u x  . Отже, 

1 1
ln cosv vdy y du y dv

vu u u x
dx u dx v dx x

 
      
 

 

  
 

sin 1

sinsin ln
ln ln ln cos

x

xx x
x x x

x



   . 

Нагадаємо, що раніше похідні показниково-степеневих функцій 

ми знаходили шляхом логарифмічного диференціювання (див. п. 5.9). 
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3. Знайти 
z

x




  і  

dz

dx
 , якщо  ln x yz e e  , де 31

3
y x x  . 

Знайдемо 
x

x y

z e

x e e




 
. 

Згідно з формулою (9.9.2): 

 2 1
x y

x y x y

dz z z dy e e
x

dx x y dx e e e e

 
     
   

 
3

3

1

23

1

3

1
x x

x

x x
x

e e x

e e





 


 .

 

4. Знайти dz , якщо 
2 2z u v uv  , де sin , cosu x y v y x  . 

Маємо:   , ,
z z

z F x y dz dx dy
x y

 
  

 
. 

Згідно з формулами (9.9.3),  (9.9.4): 

    2 22 sin 2 sin
z z u z v

uv v y u uv y x
x u x v x

    
      

    
, 

   2 22 cos 2 cos
z z u z v

uv v x y u uv x
y u y v y

    
     

    
. 

Отже: 

    2 22 sin 2 sindz uv v y u uv y x dx      

    2 22 cos 2 cosuv v x y u uv x dy    . 

 

9.10. Неявні функції та їх диференціювання 

 

Як ми знаємо, рівняння деяких ліній на площині частіше запису-

ються не у вигляді явної залежності ординати точки на лінії від її аб-

сциси ( )y f x , а у вигляді співвідношення більш загального, так 

званого неявного вигляду, яке пов’язує змінні x  та y : 

( , ) 0F x y  .                                                                                 (9.10.1) 

Наприклад, рівняння еліпсу: 
2 2

2 2
1

x y

a b
  .   

З рівняннями такого типу досить часто доводиться мати справу в ба-

гатьох задачах теорії та практики. У зв’язку з цим виникає питання: 

за яких умов рівняння (9.10.1) визначатиме змінну y  як функцію 
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змінної x ? І що можна сказати про похідну xy  цієї функції? Частково 

ми це питання вже розглядали в п. 5.10. Зауважимо, що розв’язати рі-

вняння (9.10.1) відносно змінної y  (також, як і відносно змінної x ) 

вдається далеко не завжди. Якщо, наприклад, у вищеназваному рів-

нянні еліпсу це можливо: 

2 2b
y a x

a
   ,                                                                                                   

то у випадку, наприклад, такого рівняння: 
sin 0 (0 1)y x y                                                                                        

такої можливості нема.  

Означення. Функція ( )y f x  називається неявною, якщо її може 

бути визначено з нерозв’язаного відносно y  рівняння вигляду 

(9.10.1).  

Відмітимо, що не будь-яке рівняння вигляду (9.10.1) визначає y  

як неявну функцію змінної x . Наприклад, рівняння: 
2 2 1 0x y    

не визначає ані y , як функцію змінної x , ані x  як функцію змінної y . 

Сформулюємо теорему, котра встановлює умови, за яких рівнян-

ня (9.10.1) визначає y  як неявну функцію змінної x  і дає формулу 

для обчислення похідної цієї функції.   

Теорема (про існування неявної функції). Нехай виконано насту-

пні умови: 

1) функція  ( , )F x y  має в околі точки  0 0( , )x y  неперервні частинні по-

хідні  ( , ), ( , )x yF x y F x y  ; 

2)  0 0( , ) 0F x y  ; 

3)  0 0( , ) 0yF x y  . 

Тоді існує прямокутник  0 0( , ) : | | , | |K x y x x a y y b     , у 

якому рівняння (9.10.1) визначає y  як неявну функцію змінної x . Ця 

функція ( )y f x  неперервно диференційовна на інтервалі 

0 0( , )x a x a  , та справедлива формула: 

( )

( , )
( )

( , )

x

y y f x

F x y
f x

F x y



  


.                                                             (9.10.2) 

Доведення цієї теореми ми не наводимо. Існує її узагальнення на 

випадок системи рівнянь вигляду: 
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1 1 1( ,..., , ,..., ) 0n mF x x y y  , 

     … 

1 1( ,..., , ,..., ) 0m n mF x x y y  . 

Приклад. Довести, що рівняння: 

sin (0 1)y y x                                                                 (9.10.3)   

визначає y  як неявну функцію змінної x  та знайти її похідну. 

Скористаємось теоремою про існування неявної функції. У дано-

му випадку ( , ) sinF x y y y x   . Очевидно, що (0,0) 0F  . Знайде-

мо: 

0
(0,0) (1 cos ) 1 0y y

F y


        . 

Таким чином, в якості точки 0 0( , )x y  може бути використано точ-

ку (0,0). Тоді згідно з теоремою існує прямокутник 

 0 ( , ) : | | , | |K x y x a y b   , у якому рівняння (9.10.3) визначає y  як 

неявну функцію від x . Знайдемо похідну цієї функції. Маємо: 

1, 1 cosx yF F y     . Згідно з формулою (9.10.2): 

1

1 cos

x
x

y

F
y

F y


   

  
. 

 

 

9.11. Дотична площина і нормаль до поверхні 

 

Розглянемо у просторі поверхню P , яку задано рівнянням: 

( , , ) 0F x y z  .                                                                              (9.11.1) 

Означення. Пряма лінія називається дотичною до поверхні P  у 

точці 0 0 0( , , )M x y z P , якщо вона є дотичною до якої-небудь кривої, 

яка лежить на поверхні P  і проходить через точку M  (рис. 9.11.1). 
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Рис. 9.11 

 

Оскільки через точку M  проходить безліч різних кривих, що ле-

жать на поверхні P , то й дотичних до поверхні, що проходять через 

точку M , буде, взагалі кажучи, безліч. 

Означення. Якщо в точці 0 0 0( , , )M x y z P  всі похідні ,F x   

,F y   F z  існують неперервні та хоча б одна з них відмінна від 

нуля, то точка M  називається звичайною точкою поверхні P . Якщо у 

точці M  хоча б одна з цих похідних не існує, або всі вони в цій точці 

дорівнюють нулю, то точка M  називається особливою точкою повер-

хні P . 

Теорема. Якщо точка 0 0 0( , , )M x y z  є звичайною точкою поверхні

,P  то всі дотичні до поверхні P  у точці M  лежать в одній площині.  

Доведення. Розглянемо на поверхні P  деяку лінію L , яка прохо-

дить через точку M . Нехай криву L  задано параметричними рівнян-

нями: 

( ), ( ), ( )x t y t z t     .                                                      (19.11.2) 

Тоді вектор  ( ) ( ), ( ), ( )r t t t t     – радіус-вектор довільної точки на 

кривій L . Зокрема, якщо 0 0 0 0 0 0( ), ( ), ( )x t y t z t     , то  0( )r t  – 

радіус-вектор точки 0 0 0( , , )M x y z . 

Вектор 

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

dr t d t d t d t

dt dt dt dt

   
  
 

                                                                               

є дотичним вектором до кривої L  у довільній точці цієї кривої. Зок-

рема: 
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0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
, ,

dr t d t d t d t

dt dt dt dt

   
  
 

                                                                         

– дотичний вектор до кривої L  у точці 0 0 0( , , )M x y z . 

Якщо вирази (9.11.2) підставити у рівняння (9. 11.1), то одержимо 

тотожність відносно t , оскільки крива L  лежить на поверхні P : 

( ( ), ( ), ( )) 0F t t t    .                                                                (9.11.3) 

Здиференцюємо цю тотожність за t : 

( ) ( ) ( )
0

F d t F d t F d t

x dt y dt z dt

     
  

  
. 

Зокрема, цю рівність виконано для точки M : 

0 0 0( ) ( ) ( )
0

M MM

d t d t d tF F F

x dt y dt z dt

    
     

  
. 

Вектор , ,
M MM

F F F

x y z

    
 
    

 є градієнтом функції ( , , )u F x y z  у точ-

ці  M . Таким чином скалярний добуток цього вектора і дотичного в 

точці M  дорівнює нулю: 

0( )
grad , 0

M

dr t
F

dt

 
 

 
. 

Отже вектор grad
M

F  перпендикулярний до вектора 0( )dr t

dt
. Про-

ведене міркування справедливе для будь-якої кривої L , яка лежить на 

поверхні P  і проходить через точку M . Отже дотичний вектор до 

будь-якої такої кривої перпендикулярний до одного й того ж вектора 

grad
M

F . Тому всі дотичні, які проведено до поверхні P   у точці M  

лежать в одній площині, нормальним до якої є саме вектор 

grad
M

N F . Теорему доведено. 

Означення. Площина, у якій розташовано всі дотичні прямі до 

кривих на поверхні P , які проходять через точку M , називається до-

тичною площиною до поверхні P  у точці M  (рис. 9.12).  
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Рис. 9.12 

  

Якщо точка M  – звичайна точка поверхні P , то дотична площи-

на у цій точці обов’язково існує. Але в особливих точках дотичної 

площини може не існувати. Дотичні прямі до поверхні у такій точці 

можуть не лежати в одній площині. Наприклад, вершина конічної по-

верхні 
2 2z x y   є особливою точкою. Дотичні до конічної повер-

хні у цій точці не лежать в одній площині (вони самі утворюють коні-

чну поверхню).  

Користуючись рівняннями площини у просторі, яка проходить 

через точку 0 0 0( , , )M x y z  і має нормальний вектор  , ,N A B C : 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z      ,                                                                      

і тим, що, як ми довели,  

grad , ,
M

M MM

F F F
N F

x y z

    
   

    
,                                                                    

можемо записати рівняння дотичної площини до поверхні P  у точціM : 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0
M MM

F F F
x x y y z z

x y z

  
     

  
.                            (9.11.4) 

Якщо, зокрема, рівняння поверхні задано в формі ( , )z f x y , то 

рівняння дотичної площини набуває вигляду: 

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( ) ( )

f x y f x y
z z x x y y

x y

 
    

 
.                        (9.11.5) 

Означення. Пряма лінія, яку проведено через точку 0 0 0( , , )M x y z  

поверхні P  перпендикулярно дотичній площині, називається нормал-

лю до поверхні.  
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Користуючись канонічними рівняннями прямої лінії у просторі, 

яка проходить через точку 0 0 0( , , )M x y z  і має напрямний вектор 

{ , , }m n k : 

0 0 0x x y y z z

m n k

  
  ,                                                                                           

а також тим, що напрямним вектором у даному випадку є вектор 

grad
M

N F , можемо записати рівняння нормалі: 

0 0 0

M MM

x x y y z z

F FF

x zy

  
 

 

 

                                                              (9.11.6) 

Якщо, зокрема, рівняння поверхні задано у вигляді ( , )z f x y , то рі-

вняння нормалі набуває вигляду: 

0 0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z

f x y f x y

  
 

  
. 

Зауваження. Нехай поверхня ( , , ) 0F x y z   є поверхнею рівня для 

деякої функції 3-х змінних ( , , )u x y z , тобто: 

( , , ) ( , , ) 0F x y z u x y z C   . 

Тоді вектор нормалі до цієї поверхні рівня, який проходить через точ-

ку 0 0 0( , , )M x y z , є grad grad
M M

N F u  . Таким чином, напрям граді-

єнта функції ( , , )u x y z  в точці M  співпадає з напрямом нормалі до 

поверхні рівня функції ( , , )u x y z , яка проходить через точку M . 

Приклад. Знайти рівняння дотичної площини та нормалі до пове-

рхні, яку задано рівнянням: 
23 2 4 4 0xy yz xz                                                                  (9.11.7)  

у точці 0 0 0( , , )M x y z , якщо 0 0 01, 0, 2x y z     . 

Оскільки точка M  лежить на поверхні, її координати повинні за-

довольняти рівняння поверхні (9.11.7). Звідси знайдемо ординату то-

чки дотику: 
2

0 03 ( 1) 2 ( 2) 4 ( 1) ( 2) 4 0y y            . 

Звідси, враховуючи умову 0 0y  , дістаємо: 0 2y  , і, таким чином, 

( 1;2; 2)M    – точка дотику. 

Знайдемо: 
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grad , ,
M

M MM

F F F
F

x y z

    
  

    
 

 2(3 4 ) ,(6 2 ) ,( 2 4 ) {4, 8, 8}
M MM

y z xy z y x        . 

У якості нормального вектора можна взяти цей вектор, або колінеар-

ний йому, більш короткий вектор {1, 2, 2}n    . Отже, рівняння доти-

чної площини, згідно з (9.11.4), має вигляд: 

( 1) 2( 2) 2( 2) 0x y z      ,                                                                              

а рівняння нормалі, згідно з (9.11.6): 

1 2 2

1 2 2

x y z  
 

 
. 

 

9.12. Частинні похідні та диференціали вищих порядків 

 

Розглянемо функцію двох змінних  ,z f x y . Нехай у неї існу-

ють частинні похідні ,x yz z  . Ці частинні похідні у загальному випад-

ку також являються функціями змінних ,x y :  

   , , ,x x y yz z x y z z x y     . Від цих функцій теж можна обчислювати 

частинні похідні по x  та по y  (звичайно, у випадку їх існування). 

Тобто, можна знайти         , , ,x x y yx y x y
z z z z

      . Ці частинні похідні 

називаються частинними похідними 2-го порядку від функції 

 ,z f x y , і позначаються наступним чином:  

 
2

2x xxx

z z
z z

x x x

       
   

,      
2

x xyy

z z
z z

y x x y

       
    

 , 

   
2 2

2
,y yx y yyx y

z z z z
z z z z

x y y x y y y

                    
         

 . 

Похідні 
2 2

,xy yx

z z
z z

x y y x

 
  

   
  називаються мішаними. 

Приклад. Знайти частинні похідні 2-го порядку від функції: 
3 2 2 35 4 8 3z x x y xy y    . 

Знайдемо спочатку частинні похідні 1-го порядку: 
2 2 2 215 8 8 , 4 16 9x yz x xy y z x xy y        . 

А тепер 2-го: 
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30 8 , 8 16xx xyz x y z x y      , 

8 16 , 16 18yx yyz x y z x y      . 

Ми бачимо, що похідні xyz  і  yxz  співпадають. Випадково це, чи ні? 

Чи завжди будуть дорівнювати одна одної мішані частинні похідні, 

тобто чи залежать ці частинні похідні від порядку диференціювання? 

Відповідь на це питання дає теорема, яку ми наводимо без доведення. 

Теорема Шварца
1
 (про рівність мішаних похідних). Якщо фун-

кція  ,z f x y  визначена разом зі своїми похідними , , ,x y xy yxz z z z     у 

деякому околі точки  0 0 0,M x y , і похідні xyz  та yxz  неперервні у то-

чці 0M , то справджується рівність: 

0 0

xy yxM M
z z   

Таким чином, у розглянутому вище прикладі збіг частинних по-

хідних не є випадковим – вони неперервні у будь-якій точці площини 

Oxy . Але існують і інші приклади. Розглянемо функцію: 

 2 2

2 2

2 2

2 2

, 0

0, 0.

xy x y
якщо x y

z x y

якщо x y

 
  

  


 

 

Знайдемо: 

 

 

4 4 2 2

2 2

2
2 2

2 2

4
, 0

0, 0,

y x y x y
якщо x yz

x y
x

якщо x y

  
   

  
 

 

                                              

оскільки  
   

0

,0 0,0
0,0 lim 0x

x

f x f
z

x


   . 

Звідси: 

 
 2 0,

0, , 1
z yz

y y
x x y


   

  
, зокрема, 

 2 0,0
1

z

x y


 

 
. 

Аналогічно обчислюється 
 2 0,0

1
z

y x




 
. 

                                      
1
  Шварц Карл Герман (1843–1921) – німецький математик. 
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Отже, для даної функції    0,0 0,0xy yxz z  , тобто результат ди-

ференціювання залежить від порядку диференціювання. Це пов’язано 

з тим, що похідні ,xy yxz z   у точці  0,0  розривні. 

Ми, тем не менш, у подальшому будемо мати справу тільки з та-

кими випадками, де рівність xy yxz z   справджується. 

Аналогічним чином визначаються частинні похідні вищих поряд-

ків. Наприклад, похідні 3-го порядку: 
3 2 3 2

3 2 2 2
, ,

z z z z

x yx x x y x

        
    
        

 

3 2 3 2

2
,

z z z z

x y x x y x x x yy x

        
    
             

, 

3 2 3 2

2 2
, ,

z z z z

y x y y y x xy x y

        
    

           
 

3 2 3 2

2 3 2
,

z z z z

y x y yx y y y

        
    
         

. 

Визначимо тепер поняття диференціалу 2-го порядку. 

Означення. Диференціалом 2-го порядку від функції  ,z f x y  

називається диференціал від диференціалу 1-го порядку, обчислений у 

припущенні, що dx  і dy  є сталими. 

Позначається: 

 2d z d dz . 

Розглянемо цю рівність детальніше: 

 2 z z
d z d dz d dx dy

x y

  
    

  
 

z z z z
dx dy dx dx dy dy

x x y y x y

        
       
        

 

2 2 2
2 2

2 2
2

z z z
dx dxdy dy

x yx y

  
  

  
. 

Наприклад, для функції 
2 cosz x y : 

2 2 2 22cos 4 sin cosd z ydx x ydxdy x ydy                                                   

(перевірте самостійно). 

Аналогічно визначаються диференціали 3-го і вищих порядків: 
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   3 2 1,..., n nd z d d z d z d d z  . 

 

9.13. Формула Тейлора для функції багатьох змінних 

 

З розділу «Диференціальне числення функцій однієї змінної» ми 

знаємо, що функцію ( )F t  за умови існування її 1n   похідних у де-

якому околі точки 
0t  може бути подано за формулою Тейлора (див. п. 

5.15): 

2 ( )

0 0 0 0 0 0 0

1 1
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ... ( )( )

2! !

n nF t F t F t t t F t t t F t t t
n

         

( 1) 1

0 0 0

1
( ( ))( )

( 1)!

n nF t t t t t
n

     


  (0 1)                                                        

(залишковий член взято в формі Лагранжа). Покладемо у цій форму-

лі: 

0 0( ) ( ) ( )F t F t F t   . 

Тоді: 

2 1

0 0 0 0 0

1 1 1
( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

2! ! ( 1)!

n nF t dF t d F t d F t d F t t
n n

       


  

(0 1)   .                                                                                          (9.13.1)    

Підкреслимо, що величина dt , яка входить у різних степенях у 

вирази диференціалів у правій частині, точно дорівнює приросту t , 

яке фігурує в прирості 0( )F t  у лівій частині.  

Розповсюдимо цю формулу на випадок функції багатьох змінних. 

Для спрощення викладення знову обмежимось випадком функції 

двох змінних ( , )z f x y .  

 Припустимо, що в деякому околі точки 0 0( , )x y  функція 

( , )z f x y  має неперервні частинні похідні до ( 1)n  -го порядку 

включно. Надамо 0x  та 0y  прирости відповідно x  та y  так, щоб ві-

дрізок, що з’єднує точки 0 0( , )x y  та 0 0( , )x x y y    не вийшов за 

межі цього околу. Параметричними рівняннями такого відрізку є  

       0 0, (0 1)x x t x y y t y t        .                                        (9.13.2) 

Підставимо вирази (9.13.2) замість аргументів функції ( , )f x y . 

Тоді отримаємо функцію однієї змінної t : 

     0 0( ) ( , )F t f x t x y t y     . 
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Розглянемо приріст функції ( , )f x y  в точці 0 0( , )x y : 

     0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )f x y f x x y y f x y     . 

Він дорівнює приросту функції ( )F t : 

     (0) (1) (0)F F F   . 

Функція ( )F t  має в околі точки 0t   неперервні похідні до ( 1)n 

-го порядку включно, тому можна застосувати формулу Тейлора 

(9.13.1): 

2 11 1 1
(0) (1) (0) (0) (0) ... (0) ( )

2! ! ( 1)!

n nF F F dF d F d F d F
n n

        


(0 1)   . При цьому диференціал dt , який міститься у виразах пра-

вої частини, дорівнює  1 0 1t    . Користуючись формулою для 

похідної складеної функції, знайдемо: 

0 0 0 0( , ) ( , )(0) (0)
(0)

f x y f x ydF dF
dF t x y

dt dt x y

 
       

 
 

0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )
( , )

f x y f x y
dx dy df x y

x y

 
  

 
, 

2 2
2 2

2 2

(0) (0)
(0) ( (0))

d F d F
d F d dF t

dt dt
      

2 2 2
2 2 20 0 0 0 0 0

0 02 2

( , ) ( , ) ( , )
2 ( , )

f x y f x y f x y
dx dxdy dy d f x y

x x y y

  
   

   
. 

Продовжуючи так далі, дістанемо: 

0 0(0) ( , )n nd F d f x y , 
1 1

0 0( ) ( , )n nd F d f x x y y      . 

Таким чином, дістаємо формулу: 

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y f x x y y f x y df x y       

2 1

0 0 0 0 0 0

1 1 1
( , ) ... ( , ) ( , )

2! ! ( 1)!

n nd f x y d f x y d f x x y y
n n

       


.      

                                                                                                    (9.13.3) 

Формула (9.13.3) називається формулою Тейлора для функції двох 

змінних ( , )u f x y  з залишковим членом у формі Лагранжа. Якщо цю 

формулу записати в розгорнутому вигляді, розписавши вирази для 

диференціалів, вона набуває набагато складнішого вигляду: 

0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

f x y f x y
f x x y y f x y x y

x y

 
         

 
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2 2 2
2 20 0 0 0 0 0

2 2

( , ) ( , ) ( , )1
2

2!

f x y f x y f x y
x x y y

x x y y

   
        

    
 

3 3 3 3
3 2 2 30 0 0 0 0 0 0 0

3 2 2 3

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1
3 3 ...

3!

f x y f x y f x y f x y
x x y x y y

x x y x y y

    
           

      

  

                                                                                                           (9.13.4) 

Приклад. Написати розвинення за формулою Тейлора функції 

x
u

y
  в околі точки (1,1)M , обмежившись доданками до 3-го порядку 

включно відносно ,x y  . 

Маємо: 0 01, 1x y  , 
1( , ) 1

M M
f x y xy  , 

1 1
M

M

f
y

x


 


,   2 1

M
M

f
xy

y


   


, 

2

2
0

M

f

x





,    

2
2 1

M
M

f
y

x y


   

 
,    

2
3

2
2 2

M
M

f
xy

y


 


, 

3

3
0

M

f

x





,   

3

2
0

M

f

x y




 
,   

3
3

3
2 2

M
M

f
y

x y


 

 
,  

3
4

3
6 6

M
M

f
xy

y


   


. 

Тому, згідно з (9.13.4) маємо: 

   2 2 31 1 1
1 2 2 6 6 ...

1 2! 3!

x
x y x y y x y y

y

 
                

 
 

2 2 31 ...x y x y y x y y            . 

 

 

9.14. Екстремум функції двох змінних 

 

Означення. Точка  0 0 0,M x y  називається точкою максимуму 

функції  ,z f x y , якщо існує такий окіл D  цієї точки, що для всіх 

інших точок  ,M x y D  виконується нерівність: 

0 0( , ) ( , )f x y f x y . 
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Тобто значення функції  ,z f x y  у точці 0M  є найбільшим порів-

няно з її значеннями у деякому (може бути достатньо малому) околі 

цієї точки. 

Аналогічно визначається точка мінімуму. Для такої точки 

 0 0 0,M x y  виконано нерівність: 

 0 0( , ) ,f x y f x y                                                                                           

для всіх точок  ,M x y  з деякого околу точки 0M . 

Точки максимуму і мінімуму називаються  точками екстремуму 

функції. На рис. 9.13 точки 1M  і 3M  є точками максимуму, а точка 

2M  – точкою мінімуму.  

Теорема (необхідна умова екстремуму функції). Якщо точка 

 0 0 0,M x y  є точкою екстремуму функції  ,z f x y , і у цій точці іс-

нують частинні похідні ,x yf f  , то виконується рівність: 

   0 0 0 0, , 0x yf x y f x y   .  

Доведення. Зафіксуємо у функції  ,z f x y  аргумент y , покла-

вши 0y y . Тоді матимемо функцію однієї змінної    0,z x f x y   , 

і у точці 0x x  ця функція досягає екстремуму. Крім того, існує 

 0x , оскільки    0,xx f x y   , отже, на підставі необхідної умови 

екстремуму для функції однієї змінної маємо:    0 0 0, 0xx f x y    . 

Аналогічно доводиться, що  0 0, 0yf x y   

    
Рис. 9.13 
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Зауважимо, що обернене твердження до цієї теореми несправед-

ливе, тобто з того, що у деякій точці частинні похідні функції перет-

ворюються на нуль, не випливає наявність у цій точці екстремуму. 

Розглянемо, наприклад, функцію 
2 2z x y  . Маємо 2 , 2x yf x f y    , 

і обидві ці похідні дорівнюють нулю у точці  0,0 . Разом з цим екст-

ремуму у цій точці нема. Дійсно, значення функції у цій точці 

 0,0 0f  . Зрушимось з цієї точки на скільки завгодно малу величи-

ну   вздовж осі Ox . Одержимо    2,0 0,0f f    . А якщо зруши-

мось на величину   вздовж осі Oy , то одержимо: 

   20, 0,0f f    . “Графіком” цієї функції є гіперболічний пара-

болоїд, і точка  0,0  – його сідлова точка (див. п. 8.20, рис. 8.52).  

З іншого боку екстремум може бути в тих точках, де похідні не 

існують. Наприклад, функція 
2 2z x y   має екстремум (саме міні-

мум) у точці  0,0 , а похідні: 

2 2 2 2
,x y

x y
z z

x y x y
  

 
                                                                  

у цій точці не існують. 

У точці екстремуму вектор нормалі n  до поверхні  ,z f x y  на-

прямлений вздовж осі Oz , оскільки перші дві його координати дорів-

нюють нулю (рис. 9.13). 

Таким чином, точки, в яких частинні похідні функції дорівнюють 

нулю, тільки можуть бути точками екстремуму цієї функції, а гара-

нтії в цьому нема. Такі точки називаються критичними. Як перекона-

тися у дійсній наявності екстремуму в критичній точці функції? Від-

повідь на це дає наступна теорема, яку ми наводимо без доведення. 

Теорема (достатні умови екстремуму). Нехай у критичній точці 

 0 0 0,M x y  функція  ,z f x y  має неперервні частинні похідні друго-

го порядку. Якщо визначник 

 
   
   

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

, ,
, 0

, ,

xx xy

xy yy

f x y f x y
x y

f x y f x y

 
  

 
,                                                   

то функція  ,z f x y  має в точці 0M  екстремум, а саме, максимум, 

якщо  0 0, 0xxf x y  , і мінімум, якщо  0 0, 0xxf x y  .  

Якщо  0 0, 0x y  , то екстремуму в точці 0M  немає. 
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Якщо  0 0, 0x y  , то екстремум в точці 0M  може бути, а мо-

же і не бути (так званий сумнівний випадок, і для встановлення ная-

вності чи відсутності екстремуму тут необхідні додаткові дослі-

дження). 

Приклади  

1. Дослідити на екстремум функцію: 
3 3 9z x y xy   . 

1). Знайдемо критичні точки: 
2 23 9 , 3 9x yz x y z y x     . 

Дорівнюючи ці похідні до нуля, дістанемо систему алгебраїчних рів-

нянь: 
2

2

3 0,

3 0.

x y

y x

  


 
 

Розв’язуючи цю систему, дістанемо дві критичні точки 

   0 10,0 , 3,3M M . 

2). Перевіримо виконання у точках 0 1,M M  достатніх умов екст-

ремуму. Маємо: 

6 , 9, 6xx xy yyz x z z y      , 

 , 36 81x y xy   . 

У точці  0 0,0M  маємо:  0,0 81 0     – отже в цій точці екстре-

муму нема. У точці  1 3,3M  маємо:  3,3 36 3 3 81 243 0        – 

отже в цій точці є екстремум, а саме мінімум, оскільки 

 1 6 3 18 0xxz M     . Значення функції у цій точці  3,3 27f   . 

2. Дослідити на екстремум функцію: 
4 4z x y  . 

Критичною є тільки точка  0,0 , оскільки 3 34 , 4x yz x z y   . У 

цій точці: 
2

0 0
12 0xx x y x

z x
  

   , 

2

0 0
0, 12 0xy yy x y y

z z y
  

    ,                                                                 

отже,  0,0 0  , і виникає сумнівний випадок, теорема не дає відпо-

віді. Але з самої функції 
4 4z x y   видно, що  0,0 0z  , а у решті 

точок 0z  , отже у точці  0,0  маємо мінімум. 
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9.15. Найбільше та найменше значення функції 

в замкненій обмеженій множині 

 

Відомо, що функція  ,z f x y , задана і неперервна в замкненій 

та обмеженій множині G , досягає в цій множині свого найбільшого 

та найменшого значень (2-а теорема Вейєрштрасса). Поставимо зада-

чу знаходження цих значень. У внутрішніх точках множини дифере-

нційовна функція може набувати цих значень лише в точках локаль-

ного екстремуму. Тому треба знайти критичні точки функції 

 ,z f x y , які лежать всередині множини G . Для цього, як ми знає-

мо, треба знайти точки, в яких частинні похідні 1-го порядку нашої 

функції перетворюються на нуль або не існують. Потім обчислити 

значення функції в цих точках. Далі треба знайти найбільше та най-

менше значення нашої функції на межі множини G . Використовуючи 

рівняння межі (на різних її частинах це можуть бути різні рівняння), 

цю задачу зводять до знаходження найбільшого та найменшого зна-

чень функції однієї змінної на деякому відрізку. Серед всіх, здобутих 

таким чином значень, обирають найбільше та найменше. 

Приклади 

       1. Знайти найбільше та найменше значення функції: 

 2 2z x y x y  
 

на множині  0, 0, 6G x y x y       (рис. 9.14). 

 

 
Рис. 9.14 

    

Знайдемо критичні точки нашої функції. Маємо: 

   24 3 2 , 2 2x yz xy x y z x x y       . 

Дорівнюючи ці похідні до нуля і скорочуючи на xy  і 
2x  (всередині 

трикутника 0, 0OAB x y  ), дістанемо систему рівнянь: 
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4 3 2 0,

2 2 0.

x y

x y

  


  
 

З цієї системи знаходимо:  
1

1,
2

x y   . Таким чином, маємо одну 

критичну точку 0

1
1,

2
M

 
 
 

, яка лежить всередині множини G . Значен-

ня функції у цій точці: 
1 1

1,
2 4

f
 

 
 

 . 

Дослідимо тепер функцію на межі множини G . Рівняння сторін 

OB   та OA трикутника є відповідно 0x   та 0y  , тому значення на-

шої функції дорівнює нулю в усіх точках відрізків OA  і OB  , зокрема, 

      0z O z A z B   . Розглянемо тепер відрізок AB . Його рівняння 

6y x  , тому на цьому відрізку: 

      2 26 2 6 4 6 , 0 6z x x x x x x x x            . 

Далі   248 12 0x x x     , звідки 1 20, 4x x  . Всередині від-

різка  0, 6   лежить точка 2 4x  . Значення функції  x  у цій точці  

 4 128   . Крім того     0 6 0    . 

Отже, найбільше значення функції   2 2z x y x y    на множині 

G  дорівнює 
1

4
, а найменше 128 . 

1. Переріз каналу має форму рівнобічної трапеції ABCD  заданої  

площі S   (рис. 9.15). Як обрати розміри  , ,l b    так, щоб омита пове-

рхня каналу була найменшою? 

 

 
Рис. 9.15 

 

Шукана поверхня каналу буде найменшою, якщо найменшою бу-

де величина  2z AB BC CD l b     . Маємо: 
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2

BC AD
S EC


 . 

Оскільки sin , , 2 2 cosEC l BC b AD BC ED b l        , то: 

 
2 cos

sin cos sin
2

b b l
S l b l l

  
      . 

Звідси: 

cos
sin

S
b l

l
  


. 

А тоді: 

   , 2 cos 2 cos
sin sin

S S
z f l l l l

l l
         

 
 . 

З рис. 9.15 зрозуміло, що 0 , 0
2

l


      . Таким чином, ми по-

винні функцію  ,f l   дослідити на найменше значення на множині 

0 , 0
2

G l
 

       
 

 Функція  ,f l  неперервна в D  і набу-

ває лише додатних значень, оскільки  0 sin 1, 0 cos 1        при  

0
2


   . Знайдемо: 

2 2

cos
sin , 2 cos

sin sin
l

S S
f l f

l l



       

 
  . 

Ці частинні похідні існують у всіх точках множини G . Знайдемо 

точки, в яких , lf f
   дорівнюють нулю: 

 

2 3

2

sin cos 0,

sin 2 cos 0.

l S

l S

    


    
 

З другого рівняння цієї системи знаходимо:  
 

2

2 cos sin

S
l 

  
. 

Підставляючи в перше рівняння, знайдемо  : 
2

2 2sin
cos 0, sin 2cos cos 0,

2 cos

S
S


        

 
 

1
1 2cos 0, cos ,

2 3


       . 

Тоді 
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4

2

27
2 cos sin

3 3

S S
l  

  
 

 

 . 

Легко переконатися, що у точці 
4

2
,

3 27

S
l

 
   
 

  функція  ,f l   

досягає саме найменшого значення (зробіть це самостійно). Таким 

чином, шукані розміри: 

0

4

2
60 ,

3 27

S
l b


     . 

 

9.16. Умовний екстремум  

 

У багатьох задачах на найбільше та найменше значення функції 

питання зводиться до знаходження екстремумів функцій від таких 

декількох змінних, які не є цілком незалежними, а пов’язані деякими 

додатковими співвідношеннями. Зокрема, такого типу задачею є й за-

дача знаходження найбільшого та найменшого значень функції на за-

мкненій та обмеженій множині (змінні припускаються такими, що ві-

дповідна точка належить цій множині). Змінні також можуть бути та-

кими, що задовольняють деякі рівняння. Тоді ми отримуємо задачу на 

так званий умовний екстремум.  

Нехай на відкритій множині G  площини Oxy  задано функцію 

( , )x y . Нехай E  – множина точок множини G , що задовольняють рі-

вняння: 

( , ) 0x y  .                                                                                 (9.16.1) 

Рівняння (9.16.1) будемо називати рівнянням зв’язку.  

Означення. Точка 0 0( , )x y E  називається точкою умовного мі-

німуму (максимуму) функції ( , )z f x y  за наявності зв’язку (9.16.1), 

якщо існує такий окіл D  цієї точки, що для будь-якої іншої точки 

( , )x y  цього околу, яка також належить множині E , виконано: 

0 0( , ) ( , )f x y f x y      0 0( , ) ( , )f x y f x y . 
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Точки умовного мінімуму та максимуму функції називаються 

точками умовного екстремуму функції.  

Припустимо, що з рівняння (9.16.1) можна виразити, наприклад, 

змінну y  через змінну x : ( )y x  . Тоді, підставивши цей вираз у 

функцію ( , )z f x y , дістанемо функцію однієї змінної x : ( )z F x 

( , ( ))f x x  . І тоді маємо задачу знаходження звичайного (безумов-

ного) екстремуму функції F , яка залежить від однієї змінної x . 

Приклад. Знайти точки умовного екстремуму функції 
2 21z x y   , якщо 1x y  . 

Рівняння зв’язку 1x y   легко розв’язується відносно y : 

1y x  . Підставимо цей вираз у функцію z : 

2 2 21 (1 ) 2 2z x x x x      . 

Таким чином, отримали задачу на звичайний екстремум функції 

однієї змінної 
2( ) 2 2z F x x x   . Легко перевіряємо, що ця функція 

має максимум при 1 2x  . Якщо 1 2x  , то 1 2z  . Таким чином, то-

чка (1 2,1 2)  є точкою умовного максимуму функції 
2 21z x y    за 

наявності зв’язку 1x y  , причому max (1 2,1 2) 1 2z z  . 

Зауважимо в той же час, що справжній (глобальний) максимум 

функції 
2 21z x y    досягається при 0x y  , і цей максимум дорі-

внює 1. 

У загальному випадку розв’язати рівняння (9.16.1) відносно одні-

єї зі змінних вдається далеко не завжди, тому для знаходження умов-

ного екстремуму частіше використовується інший метод, а саме ме-

тод Лагранжа.  

Розглянемо функцію 3 змінних: 

( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y x y   ,                                                                  

де ,x y G ,  . Число   називається множником Лагранжа, а фу-

нкція ( , , )L x y   – функцією Лагранжа.  

Означення. Точка 0 0 0( , , )x y   називається стаціонарною точкою 

функції Лагранжа, якщо:  
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0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , )
0, 0

L x y L x y

x y

   
 

 
,     

0 0 0
0 0

( , , )
( , ) 0

L x y
x y

 
  


. 

Позначимо: 
2 2 2

2 2 20 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) 2xy

L x y L x y L x y
d L x y dx dxdy dy

x yx y

     
   

  
                                                                   

(тобто диференціал 2-го порядку функції ( , , )L x y   у точці 0 0 0( , , )x y  , 

якщо його обчислювати лише за змінними ,x y , вважаючи   сталою). 

Теорема (достатні умови умовного екстремуму). Нехай функції 

( , )f x y ,  ( , )x y  мають в околі точки 0 0( , )x y  неперервні частинні по-

хідні 2-го порядку, і нехай 0 0 0( , , )x y   є стаціонарною точкою функції 

Лагранжа ( , , )L x y  . 

Тоді, якщо 2
0 0 0( , , ) 0xyd L x y     2

0 0 0( , , ) 0xyd L x y    за умови, що     

2 2 0dx dy  ,  0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )
( , ) 0

x y x y
d x y dx dy

x y

 
   

 
,         (9.16.2) 

то 0 0( , )x y  є точкою умовного мінімуму (максимуму) функції ( , )f x y  

за наявності зв’язку ( , ) 0x y  . Якщо при виконанні умов (9.16.2)  

диференціал  2
0 0 0( , , )xyd L x y   може бути як додатним, так й 

від’ємним, то 0 0( , )x y  не є точкою умовного екстремуму за наявності 

зв’язку ( , ) 0x y  .  

Доведення теореми ми тут не наводимо.  

У загальному випадку розглядається задача знаходження умовно-

го екстремуму функції n  змінних 1( ,..., )nu f x x  за наявності m  рів-

нянь зв’язків 1 1( ,..., ) 0nx x  , . . . , 1( ,..., ) 0m nx x  . Висновки щодо іс-

нування цього екстремуму робляться на підставі розгляду функції Ла-

гранжа наступного вигляду: 

1 1 1 1
1

( ,..., , ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
m

n m n k k n
k

L x x f x x x x


      . 
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Величини 1,..., m   називаються множниками Лагранжа. Тому від-

повідний метод дослідження функцій на умовний екстремум назива-

ється методом множників Лагранжа.  

Приклад. Знайти екстремуми функції 2 21 1

2 2
z x y   за умови, що 

3 3 1x y  . 

Складемо функцію Лагранжа: 

 2 2 3 31 1
( , , ) 1

2 2
L x y x y x y       . 

Знайдемо стаціонарну точку функції Лагранжа. Для цього скла-

демо систему: 

2

2

3 3

3 0,

3 0,

1 0.

L
x x

x

L
y y

y

L
x y

 
   





   



   



 

Легко перевірити, що ця система має три розв’язки: 

1
0;1;

3

 
 

 
,  

1
1;0;

3

 
 

 
,   

3

3 3

1 1 2
; ;

32 2

 
 

 
. 

Складемо: 

   2 2 2( , , ) 1 6 1 6xyd L x y x dx y dy       . 

Перевіримо виконання достатних умов екстремуму для першого з 

наведених розв’язків. У цьому випадку маємо:   
2 2 2

0 0 0( , , )xyd L x y dx dy   , 

а внаслідок умови 

 2 2
0 0

0, 1
( , ) 3 3 3 0

x y
d x y x dx y dy dy

 
     , 

дістаємо, що 
2 2

0 0 0( , , )xyd L x y dx  , і, внаслідок умови 2 0dx  , оста-

точно маємо 
2

0 0 0( , , ) 0xyd L x y   , тому, згідно з теоремою, точка  0;1  
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є точкою умовного мінімуму функції 2 21 1

2 2
z x y  . Цей мінімум до-

рівнює 
1

2
. 

Аналізуючи розв’язок 
1

1;0;
3

 
 

 
, аналогічно показуємо, що точка 

 1;0  також є точкою умовного мінімуму функції 2 21 1

2 2
z x y  , і цей 

мінімум також дорівнює 
1

2
. 

Розглянемо тепер розв’язок 
3

3 3

1 1 2
; ;

32 2

 
 

 
. У цьому випадку: 

2 2 2
0 0 0( , , )xyd L x y dx dy    . 

Внаслідок умови: 

 
3 3

2 2
0 0 1 1 3,

2 2

3
( , ) 3 3 ( ) 0

4x y
d x y x dx y dy dx dy

 
      , тобто 

dy dx  , дістаємо, що 2 2
0 0 0( , , ) 2xyd L x y dx   , і, внаслідок умови 

2 0dx  , остаточно маємо 2
0 0 0( , , ) 0xyd L x y   , тому, згідно з теоре-

мою, точка 
3 3

1 1
;

2 2

 
 
 

 є точкою умовного максимуму функції 

2 21 1

2 2
z x y  , і цей максимум дорівнює 

3

1

4
. 

Задачі на екстремум функцій за наявності обмежень є досить по-

ширеними. Теорія екстремальних задач інтенсивно розвивається, їй 

присвячено численні дослідження, вона знаходить широке коло за-

стосувань. Метод множників Лагранжа має глибокі узагальнення, зо-

крема, на випадки, коли обмеження задаються системою нерівностей. 

В конкретних прикладних задачах множники Лагранжа мають зміс-

товну інтерпретацію. В механіці ними задаються реакції зв’язків, в 

економіці – ціни на продукти виробництва, тощо.  
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9.17. Побудова емпіричних залежностей методом  

найменших квадратів  

 

При проведенні експериментальних досліджень часто виникає 

необхідність за результатами вимірів встановити функціональну за-

лежність однієї величини y  від іншої величини x . Загальний вигляд 

такої залежності, як правило, припускається відомим, але її конкрет-

ний вираз визначається певним набором числових параметрів, які є 

невідомими. І задача полягає в тому, щоб наближено визначити ці па-

раметри, користуючись експериментальними даними. 

Нехай експериментально отримано m  значень величини y  при 

відповідних значеннях величини x : 

 

x  1x  2x   mx  

y  1y  2y   my  

 
 

Загальний вигляд функціональної залежності ( )y f x  між вели-

чинами x  та y  встановлюється з теоретичних міркувань, або на підс-

таві розташування на координатній площині точок 

1 1 2 2( , ), ( , ),...,( , )m mx y x y x y . Нехай, наприклад, ці точки розташовано 

так, як показано на рис. 9.16. 

 

Рис. 9.16 
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Тоді функцію ( )y f x  природно вважати лінійною: y ax b  . 

При цьому параметри ,a b  є невідомими. Нехай тепер точки розташо-

вано так, як показано на рис. 9.17. 

 
Рис. 9.17 

 

 

Тоді функцію ( )y f x  природно вважати степеневою: 
by ax . 

Параметри ,a b  знову ж є невідомими.  

Припустимо, що функція ( )y f x  залежить від двох невідомих 

параметрів a  і b , тобто має вигляд: 

( , , )y f x a b .                                                                              (9.17.1) 

Нашою задачею буде визначити ці параметри таким чином, щоб фун-

кція (9.17.1) якомога краще узгоджувалася з експериментальними да-

ними, що наведено в таблиці. Поширеним методом розв’язання цієї 

задачі є метод найменших квадратів. Полягає він у наступному. Роз-

глянемо функцію: 

2

1

( , ) ( ( , , ))
m

k k
k

S a b y f x a b


  . 

Ця функція буде характеризувати степінь розбіжності між експери-

ментальними значеннями ky  величини y та теоретичними, які обчис-

лено на підставі функції (9.17.1). Параметри a  і b  підбираються та-

ким чином, щоб функція ( , )S a b  набула найменшого значення. Звідси 

й назва методу – сума квадратів відхилень теоретичних значень від 

експериментальних має бути найменшою. 

Таким чином, ми отримуємо задачу про знаходження мінімуму 

функції ( , )S a b . 



129 

 

На підставі теореми про необхідні умови екстремуму (див. п. 

9.14) значення a  і b  повинні задовольняти систему рівнянь: 

0, 0
S S

a b

 
 

 
.                                                                          (9.17.2) 

Або у розгорнутому вигляді: 

1

1

( , , )
( ( , , )) 0,

( , , )
( ( , , )) 0.

m
k

k k
k

m
k

k k
k

f x a b
y f x a b

a

f x a b
y f x a b

b










  


  

 

                                         (9.17.3) 

 

Таким чином, одержали систему двох рівнянь з двома невідоми-

миa  і b . В залежності від конкретного вигляду функції ( , , )y f x a b  

досліджується питання про розв’язки цієї системи.  

Розглянемо випадок, коли функція ( , , )y f x a b  лінійна, тобто 

y ax b  . Функція ( , )S a b  у цьому випадку має вигляд: 

2

1

( , ) ( )
m

k k
k

S a b y ax b


   . 

Звідси: 

1

1

( , )
2 ( ) 0,

( , )
2 ( ) 0.

m

k k k
k

m

k k
k

S a b
y ax b x

a

S a b
y ax b

b










     


     

 

              

Або: 

2

1 1 1

1 1

,

.

m m m

k k k k
k k k

m m

k k
k k

x a x b x y

x a mb y

  

 

  

 

          


    
  

                                                (9.17.4) 

Одержали систему двох лінійних алгебраїчних рівнянь з двома 

невідомими ,a b . Можна довести, що при 1m   її визначник відмін-

ний від нуля, і розв’язок системи (9.17.4) є саме точкою мінімуму фу-

нкції ( , )S a b . 

Приклад. Нехай на підставі експерименту отримано наступні па-

ри значень величин  x  та y : 
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x  1 2 3 5 
y  3 4 2,5 0,5 

 
 

Шукаємо функцію ( , , )y f x a b  у вигляді   y ax b  . Система 

(9.17.4) набуває вигляду: 

39 11 21,

11 4 10.

a b

a b

 


 
 

Розв’язуючи цю систему, знаходимо: 
26 159

,
35 35

a b   . Шукана за-

лежність така: 

26 159

35 35
y x   . 

Розташування точок та графік побудованої лінійної залежності пока-

зано на рис. 9.18.  

           

 
Рис. 9.18 

 

9.18. Поняття про лінійне програмування 

 

Задачі знаходження найбільших та найменших значень функцій 

багатьох незалежних змінних на множинах, що задаються певними 

рівняннями та нерівностями, що пов’язують ці незалежні змінні, віді-

грають дуже важливу роль як у самій математиці, так і в її численних 

застосуваннях. Такі задачі виникають в економіці, геології та бага-

тьох інших галузях. Розділ математики, що вивчає ці задачі, отримав 

назву математичного програмування. Зауважимо, що тут термін 

«програмування» використовується не у найбільш звичному сенсі, 

тобто складання програм для комп’ютерів. В даному контексті він 

ближче до терміну «планування». Мається на увазі, що в процесі 

розв’язання вказаних задач послідовно розглядається серія варіантів 
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розв’язків, які інакше можна назвати програмами або планами. Кожна 

програма (план) з кожним кроком процесу покращується, і поступово 

приходять до оптимальної програми (плану).  

Найбільш розробленою частиною математичного програмування 

є так зване лінійне програмування.  Основи цього напряму було за-

кладено радянським математиком Л. В. Канторовичем і американсь-

ким математиком Дж. Данцигом у 1930–1940 роки. В цій частині фу-

нкція, найбільші та найменші значення якої шукаються, є лінійною 

відносно всіх своїх аргументів. І рівняння та нерівності, що задають 

множину, на якій шукають ці значення, також є лінійними.  

У загальному вигляді задача лінійного програмування формулю-

ється наступним чином: знайти найбільше або найменше значення 

функції: 

1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ...n n nu f x x x c x c x c x     ,                                 (9.18.1)                       

і значення змінних 1 2, ,..., nx x x , при яких досягається це найбільше або 

найменше значення, за умови, що ці змінні задовольняють співвідно-

шення вигляду: 

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

. . .

... ,

n n

n n

m m mn n m m

a x a x a x R b

a x a x a x R b

a x a x a x R b

  

  

  

                                             (9.18.2) 

де ( 1,2,..., )jc j n ,  ( 1,2,..., ; 1,2,..., )jka j m k n  ,  ( 1,2,..., )jb j m  – 

задані сталі числа, а ( 1,2,..., )jR j m  – символи  , або  , або  . 

Суттєво те, що і функція (9.18.1), і ліві частини співвідношень 

(9.18.2) є лінійними відносно змінних 1 2, ,..., nx x x . Саме тому прийня-

то термін лінійне програмування.   

Функцію (9.18.1) зазвичай називають цільовою  функцією, а спів-

відношення (9.18.2) – обмеженнями.  

Наприклад, типова задача лінійного програмування може бути 

такою.  

1 2 33 2 maxx x x   , 

1 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1,

3 4 2 6,

2 2,

0, 1,2,3.j

x x

x x x

x x x

x j

  

  

  

 
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Наведемо деякі приклади задач лінійного програмування, що зу-

стрічаються в практиці. 

1. Задача про вибір оптимального плану випуска продукції. Не-

хай номенклатура продукції, що випускається підприємством, скла-

дається з n  найменувань. І підприємство має m  видів ресурсів для 

випуску цієї продукції. Позначимо через kx  – обсяг продукції k -ого 

виду, що має випускатися, через jka  витрати j -ого виду ресурсів на 

виробництво одиниці продукції k -ого виду ( 1,2,...,j m ; 1,2,...,k n ), 

через jb  – повний обсяг j -ого виду ресурсів, що є ( 1,2,...,j m ), че-

рез  kc  – прибуток, що отримує підприємство при виготовленні та ре-

алізації одиниці продукції k -ого виду, kd  і kD  – відповідно нижню та 

верхню межі обсягів випуску продукції k -ого виду ( 1,2,...,k n ).  

Треба скласти такий план випуску продукції, який був би техно-

логічно можливим за тими ресурсами, що є, задовольняв би всі обме-

ження, що задаються на випуск кожного виду продукції і, в той же 

час, приносив би найбільший загальний прибуток підприємству.   

Математична модель задачі полягає в наступному: знайти такий 

план випуску продукції 1 2( , ,..., )nx x x , щоб виконувалися умови: 

1) загальний прибуток від виробництва та реалізації продукції 

має бути максимальним, тобто: 

1 1 2 2 ... maxn nc x c x c x    ; 

2) мають виконуватися технологічні обмеження: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

. . .

... ;

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   

   

   

 

3) мають виконуватися обмеження на обсяги окремих видів про-

дукції, що випускається: 

k k kd x D  ,  1,2,...,k n . 

Таким чином, дістали задачу лінійного програмування вигляду 

(9.18.1), (9.18.2).  

2. Транспортна задача. Нехай є m  пунктів виробництва з обся-

гами виробництва 1 2, ,..., ma a a  і n  пунктів споживання продукції з об-

сягами споживання 1 2, ,..., nb b b . Природно вважати, що 

1 2 1 2... ...m na a a b b b       , тобто споживання не перевищує мож-
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ливостей виробництва. Відомо величини jkc  – витрати на перевезення 

одиниці продукції з j -ого пункту виробництва до k -ого пункту спо-

живання.  

Треба скласти такий план перевезень, при якому задовольнялися 

б потреби в усіх пунктах споживання, і при цьому сумарні витрати на 

перевезення були б мінімальними.  

Позначимо через jkx  – кількість одиниць продукції, що перево-

зиться з j -ого пункту виробництва до k -ого пункту споживання. Тоді 

приходимо до наступної математичної моделі: 

знайти такі значення величин jkx , щоб досягався мінімум функ-

ції: 

1 1

m n

jk jk
j k

c x
 

   

(це й є сумарні витрати на перевезення), за умов: 

1)  
1

, 1,2,...,
m

jk k
j

x b k n


    (потреби кожного пункту споживання 

задовольняються); 

2)  
1

1,2,...,
n

jk j
k

x a j m


    (можливості кожного пункту вироб- 

ництва не перевищуються); 

3)  0jkx  ,  1,2,...,j m , 1,2,...,k n  (обсяг, що перевозиться, не  

може бути від’ємним). 

 

 

9.19. Задача лінійного програмування 

для функції двох змінних 

 

У простішому випадку, коли цільова функція залежить лише від 

двох змінних, нескладно отримати геометричну інтерпретацію задачі 

лінійного програмування і розв’язати її суто геометричним методом.  

Нехай задано задачу: 

1 2 1 1 2 2( , ) maxf x x c x c x   ,                                                    (9.19.1) 
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

. . .

.m m m

a x a x b

a x a x b

a x a x b

 

 

 

                                                                      (9.19.2) 

Введемо на площині прямокутну декартову систему координат 1 2Ox x  

і з’ясуємо, що собою являє множина точок, координати яких задово-

льняють обмеження (9.19.2). Розглянемо спочатку одну лінійну нері-

вність з двома змінними: 

1 1 2 2a x a x b  .                                                                               

Ця нерівність визначає одну з двох півплощин, на які пряма 

1 1 2 2a x a x b   розбиває площину 1 2Ox x , включаючи саму цю пряму 

(замкнена півплощина). Щоб визначити, яку саме з двох замкнених 

півплощин визначає ця нерівність, достатньо підставити в неї коор-

динати якої-небудь точки, що не лежить на межовій прямій. Якщо 

нерівність задовольняється, то шуканою площиною є та, в якій ле-

жить ця точка, а якщо не задовольняється, то протилежна їй. 

Приклад. Яку півплощину визначає нерівність: 

1 23 5 7x x  ? 

Побудуємо пряму 1 23 5 7x x   (рис. 9.19). Оскільки вона не про-

ходить через початок координат, то для визначення шуканої півпло-

щини можна взяти точку (0,0)O . Підставляючи її координати в нашу 

нерівність, дістаємо правильне співвідношення 0 7 . Отже, шуканою 

площиною є та, що містить початок координат (на рис. 9.19 цю півп-

лощину зображено штрихуванням).  

 
Рис. 9.19 

 

Таким чином, кожне з обмежень (9.19.2) задає на площині 1 2Ox x  

деяку півплощину. Нас цікавитимуть ті точки площини, координати 

яких задовольняють всі нерівності (9.19.2), тобто точки, що належать 
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водночас всім m  півплощинам, кожна з яких визначається одним з 

обмежень (9.19.2). Така множина точок називається припустимою 

множиною задачі (9.19.1), (9.19.2). Отже, припустима множина гео-

метрично зображується перетином (спільною частиною) півплощин, 

що визначаються окремими обмеженнями. 

Приклад 1. Знайти припустимі множини для наступних обмежень 

задач лінійного програмування (цільова функція тут не вказується).  

1. 

1 2

1 2

1 2

2 3 2,

3 1,

1
1.

2

x x

x x

x x

 

 

  

    2.    

1 2

1 2

1 2

1,

2 1,

0, 0.

x x

x x

x x

  

 

 

     3.   

1 2

1 2

2

3
3,

4

1,

1.

x x

x x

x

 

 



 

Для випадку 1 припустиму множину показано на рис. 9.20. Це 

трикутник, який утворено прямими 1 22 3 2x x  , 1 23 1x x  , 

1 2

1
1

2
x x   . Ця множина є замкненою та обмеженою. Для випадку 2 

припустиму множину показано на рис. 9.21. Це частина площини, що 

знаходиться в 1-му квадранті між прямими 1 2 1x x    і 1 22 1x x  . 

Ця множина не є обмеженою. Для випадку 3 півплощини, що відпові-

дають даним обмеженням, не мають спільної частини (рис. 9.22), от-

же, в даному випадку припустима множина порожня.  

 
Рис. 9.20 
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Рис. 9.21 

 

 
Рис. 9.22 

 

Вже ці випадки показують, що припустима множина задачі лі-

нійного програмування може бути порожньою (випадок 3), непорож-

ньою, обмеженою (випадок 1) і непорожньою, необмеженою (випа-

док 2). Якщо припустима множина не порожня, то вона являє собою, 

взагалі кажучи, деякий многокутник (може бути, необмежений). 

Нехай припустима множина задачі лінійного програмування 

(9.19.1), (9.19.2) є непорожньою (многокутник MNPQ  на рис. 9.23).   
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Рис. 9.23 

 

Як геометрично знайти точки, що відповідають розв’язку задачі 

(9.19.1), (9.19.2)? Розглянемо лінію рівня функції 1 1 2 2f c x c x  . Ця 

лінія задається рівнянням 1 1 2 2c x c x a  , де a  – стала. Якщо вважати 

a  параметром, ми дістанемо сім’ю паралельних прямих, кожна з яких 

є лінією рівня нашої функції. Вектор  1 2,c c c , очевидно, є градієн-

том функції 1 1 2 2f c x c x   (дійсно, 1 1f x c   , 2 2f x c   ). Цей век-

тор перпендикулярний лінії рівня (див. п. 9.8). В напрямі цього век-

тора функція 1 1 2 2f c x c x   зростає найшвидшим чином. Отже, щоб 

знайти максимальне значення функції в даному многокутнику, треба 

переміщувати лінію рівня в напрямі вектора  1 2,c c c , тобто в на-

прямі нормалі до лінії рівня, починаючи з якогось її фіксованого по-

ложення, при якому вона перетинається з припустимою множиною, і 

поки лінія рівня не припинить перетинатися з цією множиною. Пере-

тин припустимої множини з лінією рівня в тому її положенні, коли 

подальше переміщення дає порожній перетин, і буде розв’язком зада-

чі (9.19.1), (9.19.2). На рис. 9.23 це будуть координати точки P . Від-

повідно, якщо ми шукаємо найменше значення функції на припусти-

мій множині, то лінію рівня треба переміщувати в напрямі, протиле-

жному напряму градієнта, тобто в напрямі вектора   1 2,c c c    . 

Розв’язком такої задачі будуть координати точки M .  
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Приклад 2. Розв’язати задачу лінійного програмування: 

1 2 1 2( , ) 2 minf x x x x   , 

1 2

1 2

1 2

1,

2 1,

0, 0.

x x

x x

x x

  

 

 

 

Побудуємо припустиму множину (рис. 9.24). В даному випадку 

вона необмежена. Побудуємо яку-небудь лінію рівня функції 

1 2 1 2( , ) 2f x x x x  , яка перетинає цю множину. Нею може бути, на-

приклад, пряма 1 22 0x x  . Вектор  2, 1c    є градієнтом нашої фу-

нкції. Оскільки ми шукаємо найменше значення функції, то будемо 

мислено переміщувати пряму 1 22 0x x   в напрямі, протилежному 

напряму вектора c . Очевидно, що лінія рівня буде востаннє перети-

нати припустиму множину, коли пройде через точку (0,1)A . Таким 

чином, 1 20, 1x x   – єдиний розв’язок даної задачі, а найменше зна-

чення функції 1 2 1 2( , ) 2f x x x x   на припустимій множині є 

(0,1) 1f   . 

 

Рис. 9.24 

Зауважимо, що якби ми в цій самій припустимій множині розгля-

дали задачу знаходження найбільшого значення цієї ж функції, тобто 

1 2 1 2( , ) 2 maxf x x x x   , то така задача не мала б розв’язків. Дійсно, 

як довго не переміщували б ми лінію рівня в напрямі вектора c , вона 
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завжди буде мати непорожній перетин з припустимою множиною.   

Інакше кажучи, в припустимій множині знайдуться точки, в яких ці-

льова функція 1 2 1 2( , ) 2f x x x x   має як завгодно велике значення, 

тобто ця функція не є обмеженою зверху на припустимій множині.  

Приклад 3. Розв’язати задачу лінійного програмування:  

1 2 1 2( , ) 2 maxf x x x x   , 

1 2

1 2

1 2

2 4,

1,

0, 0.

x x

x x

x x

 

 

 

  

 
Рис. 9.25 

Припустиму множину показано на рис. 9.25 – це чотирикутник 

OABC . В якості лінії рівня нашої функції, яка перетинає припустиму 

множину, візьмемо пряму 1 22 2x x  . Очевидно, що якщо її перемі-

щувати в напрямі вектора  1,2c  , то вона востаннє буде мати непу-

стий перетин з припустимою множиною, коли співпаде з прямою 

1 22 4x x  . Отже, дана задача має нескінченну кількість розв’язків – 

координати будь-якої точки відрізку AB  . Найбільше значення нашої 

функції на припустимій множині, очевидно, дорівнює 4.   

Аналізуючи ці приклади, можна зробити наступні висновки. При 

2n   задача лінійного програмування має розв’язки (єдиний, або не-

скінченну кількість) завжди, коли припустима множина є непорож-

ньою та обмеженою (тобто цілком міститься в крузі достатньо вели-



140 

 

кого радіусу з центром у початку координат). Але ця задача може ма-

ти розв’язки і у випадку необмеженої припустимої множини. Це має 

місце лише тоді, коли цільова функція обмежена на припустимій 

множині зверху, якщо розглядається задача на максимум, і знизу, як-

що розглядається задача на мінімум. Справедливо і обернене: якщо 

цільова функція не обмежена зверху (знизу) на припустимій множині, 

то відповідна задача на максимум (мінімум) не має розв’язків. 

 

Контрольні запитання до глави 9 

1. Що таке функція багатьох змінних? Наведіть приклади. Що є гео-

метричним зображенням функції двох змінних?  

2. Що називається лінією рівня функції двох змінних? Як лінії рівня 

використовуються в географії? 

3. Наведіть означення границі функції двох змінних у точці. 

4. Наведіть означення неперервності функції двох змінних у точці. 

5. Що таке частинні похідні функції багатьох змінних? 

6. Яка функція називається диференційовною у точці? Який зв’язок 

між неперервністю функції в точці та її диференційовністю в цій точ-

ці? Чи достатньо для диференційовності функції в точці існування 

частинних похідних функції в цій точці? 

7. Що таке диференціал функції багатьох змінних, який його зв’язок з 

приростом функції? 

8. Як можна використати диференціал функції для наближених обчи-

слень? 

9. Що таке похідна функції багатьох змінних за заданим напрямом? 

10. Що таке градієнт функції? Який напрям характеризується градієн-

том? 

11. Що таке складена функція багатьох змінних? Як знаходяться по-

хідні складеної функції? 

12. Що таке неявна функція? Як знаходиться похідна неявної функ-

ції? 

13. Що таке дотична площина та нормаль до поверхні? Який вектор є 

вектором нормалі до поверхні? 

14. Що таке точка екстремуму функції багатьох змінних? Чим відріз-

няється екстремум функції від її найбільшого та найменшого зна-
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чень? Які необхідні умови екстремуму? Чи є ці умови також й доста-

тніми? 

15. У чому полягають достатні умови екстремуму функції двох змін-

них? 

16. Що таке умовний екстремум функції багатьох змінних? 

17. У чому полягає ідея методу найменших квадратів? 

18. У чому полягає задача лінійного програмування? 

19. Наведіть геометричну інтерпретацію задачі лінійного програму-

вання для функції двох змінних. 

20. В яких випадках задача лінійного програмування має розв’язки, а 

в яких не має? 

 

Вправи для самостійного розв’язання 

9.1. Знайти область визначення функції та зобразити її на рисунку? 

1) 
2 2ln(1 )u x y   ;   2) 

2 2 2 216 25u x y x y      ; 

3) 
1

8
u

x y


 
;       4) ln

y
u

x
 ;        5) arccos

x
u

x y



;  

6) 
2 2ctg( )u x y  ; 7) 

2 2

1

2 2 2
u

x x y y


   
;   8) ln ln( )u y x  ; 

9) 
2

arcsin arcsin(1 )
x

u y
y

   ;   10) lnsin lnu y x  . 

9.2. Побудувати лінії рівня функції. 

1) u x y  ;  2) 
2 2u x y  ;   3) 

y
u

x
 ;   4) 

2 2

1

2
u

x y



;    

5) u xy ; 6) | |u x y  ;  7)  min( , )u x y ;   

8)  min( , ) max( , )u x y x y  ; 

9) max(| |, )u x y ;   10) sgn(sin sin )u x y . 

9.3. Знайти частинні похідні 1-го порядку за кожною з незалежних 

змінних. 

1) 
2 5u x y x y    ;     2) 

2 2 3u x y xy   ;      3) 
2 2

2 22

x y
u

x y





;   

4) 
2 33

1
u

x y



; 5) 

y xu x y  ;   6) 
2 2( )x yu e x xy y    ;   
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7) 
3 3

2 2
ln

x y
u

x y





; 8) arctg

y x
u

y x





 ;   9) ln( )u xy x y  ;    

10) sin cos
x y

u
y x

  ;  11) ln( cos sin )y xu e x e y  ;  12) lncosarctg
x

u
y

 ;  

13) tg2x yu  ; 14)  2log cos cosu x y y x  ;  15) 
4 2 2ln (5 )u x y   ;   

16)  
1

arcsin
1

xy
u

xy





;  17) 

10( )u xy yz zx   ;   18) y zu x ; 

19)  ln tg( )u xyz ;   20) 
2 2 2 2u x y z t    . 

 

9.4. Показати, що функція задовольняє диференціальне рівняння з ча-

стинними похідними. 

1) 
2

; 2 0x y u u
u e x y

x y

 
  

 
; 

2) 
2 3

2 21 1
;

2 2

x x u u x
u x y

y x y x y y

 
     

 
; 

3) 

22 2

2 2 2 ; 1
u u u

u x y z
x y z

      
         

      
; 

4) 2 2ln( ); 2
u u

u x xy y x y
x y

 
    

 
; 

5) ; 0
l T T

T l g
g l g

 
   

 
. 

 

9.5. Знайти повний диференціал 1-го порядку функції. 

1) 
2 2u x y  ;    2) 

y x
u

x y
  ;    3)  arctg

1̀

x y
u

xy





;    4) ln cos

x
u

y
 ; 

5) ( )zu xy ;    6) 
zyu x ;    7) ctg

xy
u

z
 ;   8) 11 2

2 3

n

n

xx x
u

x x x

    . 

9.6. Обчислити наближено за допомогою диференціалу 1-го порядку 

відповідної функції. 

1) 
3 31,02 1,97 ;    2) 

3,030,98 ;    3)  2 4
4log 2,03 0,01 ; 



143 

 

4)   
2 32,96 2,012  ;    5)  

1,991,04 ln1,02 ;   6) 
2

343

1,03

0,98 1,05
 . 

    9.7. Знайти du dt . 

1) 
2 , ln , cosxu e y x t y t    ;   2) arctg ln , sin2 , tu x y x t y e    ; 

3) 
2 3 2, tg , 1x yu e x t y t    ;   4) 

3arcsin( ), 3 , 4u x y x t y t    ; 

5) , ln , sinyu x x t y t   ;   6) 2 2, , ln , 1tyz
u x e y t z t

x
     ; 

7) 
2

( )
, cos , sin

1

ate y x
u x a t y a t

a


  


;  8) 

2

2
, 3 1

t y
u y t

t y


  


; 

9) 

2 2
4

2 2
ln , cos , const

t t y
u y t

t t y

 
    

 
;   

10) 
3 3ln( ), , 1xyu e x y x t y t     . 

 

9.8. Знайти 
u

t




 та 

u

s




. 

1) 
2 3, ,s tu x y x te y se   ;   2) 2 2 2ln , ,

t
u x y x y t s

s
    ; 

3) 2 2 , , t su x y x ts y e     ;   4)  arcsin , sin , sinu xy x t y s   ; 

5)    2 2 2 22 3 , ln , lnx yu x t s y t s     ;  

 6)  2 2ln , ,
t

u x y x ts y
s

    . 

9.9. Знайти похідну 
dy

dx
 від функції, заданої неявно. 

1) 
2 2 3 1 0x y xy y    ;   2)  

4 3 2 5 5 0x y x y y    ; 

3) 0y x xyxe ye e   ;  4) 

2 2 2

3 3 3x y a  ;   5)  ln lnxy y a  ; 

6) ( )y xx y x y  ;   7) 2 arctg
y

y x
x

 ;   8) 2 2ln arcctg
y

x y
x

  ; 

9) 
2 yyx e ;   10) sin( ) cos( ) 1y x y x x y    . 

 

9.10. Знайти градієнт функції ( , , )u f x y z  в точці M , його довжину 

та напрям, і похідну цієї функції в точці M  за напрямом вектора MN . 
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1)  
2 2 2 , (2,3,6), ( 4,1,5)u x y z M N    ; 

2) sin sin sin , (1,2,3), (4,6, 9)u x y z M N       ; 

3)  2 2ln , (1, 5,6), ( 2, 1,3)u x y z M N      ; 

4) 
1 2 2

ctg , ,1,1 , 2, 3,8u M N
xyz

   
     

    
; 

5) 
8

2

x y
u

y z
 


,   (4,1,4), (6,2,4)M N . 

9.11. Скласти рівняння дотичної площини та рівняння нормалі до за-

даної поверхні у точці M . 

1)  2 2 4
0 00, (2,0, ), 0y z x M z z    ; 

2)  2 2 2
0 0( 1) 0, ( ,3,4), 0z y x M x x     ; 

3)  2 2 5
00, (4, ,4)x z y M y   ; 

4)  2 2
02 ( 1) ( 2) , (2,3, )z x y M z     ; 

5)  
2 2

0 0, (3, , 7), 2z x y xy M y y     . 

 

9.12. Знайти диференціал другого порядку від функції. 

1) 
4 2 2 43u x x y y   ;   2)  arctg

y
u

x
 ;    3)  ln

x
u x

y
 ; 

4)   
2 2lnu x y  ;   5)  

2 2

xy
u

x y



 ,   6)  

2 3x y
u

x y





 . 

 

9.13. Показати, що функція задовольняє диференціальне рівняння з 

частинними похідними. 

1) 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
;

u u u
u x y z

ux y z

  
     

  
; 

2) 
2 2

2

2 2

1 ( )
exp ;

42

x b u u
u a

ta t xa t

   
   

   
 ; 

3) ( ) ( )u x at x at     , де ( ), ( )x x   – довільні двічі диференці-

йовні функції;   
2 2

2

2 2

u u
a

t x

 


 
 . 
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9.14. Розкласти функцію ( , )u f x y  за формулою Тейлора в околі то-

чки 0 0( , )M x y .  

1) 
2 22 6 3 5u x xy y x y      ;    (1, 2)M  ; 

2)  
2 21 ; (0,0)u x y M   ;  обмежитись доданками до 4-го порядку 

включно відносно ,x y ; 

3) sin ; (0,0)xu e y M ; 

4)  2 2sin ; (0,0)u x y M  ; 

5) ln(1 )ln(1 ); (0,0)u x y M   . 

 

9.15. Дослідити на екстремум функцію. 

1) 
3 2 2 22 5u x xy x y    ;   2)  

3 23 30 18 1u x xy x y     ; 

3) 
3 38 6 2u x y xy     ;  4) 

4 4 2 22u x y x xy y     ;  5) 
3 3 6u x y xy   . 

 

9.16. Знайти найбільше та найменше значення функції ( , )u f x y  на 

множині G , яку обмежено лініями. 

1) 
2 24 6 2 ; 0, 0, 4u x xy y x y x y x y         ; 

2) 
2 22 4 6 5; 0, 0, 3u x y xy x x y x y         ; 

3) 
2 2 4 ; 0, 0, 2 3 12 0u x xy y x x y x y         ; 

4) 
2 2 ; 0, 0, 3 0u x xy y x y x y x y          ; 

5) 
2 2 2;u x x y R   . 

 

9.17. Розв’язати наступні екстремальні задачі. 

1) Визначити розміри відкритого прямокутного ящика заданого 

об’єму V  так, щоб він мав найменшу площу поверхні. 

2) Подати додатне число a  у вигляді добутку трьох множників так, 

щоб сума цих множників була найменшою. 

3) Знайти найменшу відстань між точками параболи 
2y x  та прямої 

2 0x y   . 

4) Визначити розміри циліндра найбільшого об’єму, якщо площа його 

повної поверхні дорівнює S . 

5) Робота деформації рами дається формулою: 
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3
2 2 24 1 1 1 1

2 3 3 3 4 10

L
A H NH N PH PN P

EJ

 
      

 
,                                           

де P  – стала навантаження, ,N H  – вертикальна та горизонтальна ре-

акції опори, L  – довжина, E  – модуль пружності, J  – момент інерції. 

Якими повинні бути величини N  і H , щоб робота A  була най-

меншою? 

 

9.18. Розв’язати задачі на умовний екстремум. 

1) 2 2 , 1
2 3

x y
u x y    . 

2) 
2 2 4, 3 0u x y xy x y x y         . 

3) 
1 1 1

, 1u x y z
x y z

      . 

4) З усіх прямокутних паралелепіпедів, сума довжин ребер яких дорі-

внює 12a , знайти паралелепіпед найбільшого об’єму. 

5) Намет має форму циліндра, завершеного прямою конічною верхів-

кою. При заданому об’ємі намету визначити його розміри так, щоб 

для його виготовлення було витрачено найменше матеріалу.  

 

9.19. Методом найменших квадратів побудувати залежність вигляду 

y ax b   за наведеними у таблиці значеннями величин x  та y . 
 

x  0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 
y  1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0 

 

9.20. Розв’язати наступні задачі лінійного програмування. 

1) 1 2 1 2( , ) 2 maxf x x x x   ;  2) 1 2 1 2( , ) 5 3 minf x x x x   , 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4,

3 15,

2 2,

0, 0.

x x

x x

x x

x x

 

 

  

 

                            

1 2

1 2

1 2

3 2 12,

9 5 45,

0, 0.

x x

x x

x x

 

 

 
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Глава 10. Інтегральне числення функцій 

багатьох змінних 
 

10.1. Області на площині та у просторі 

 

Розглянемо координатну площину Oxy . Нехай 0D  – деяка мно-

жина точок цієї площини, і точка 0 0 0( , )M x y  належить множині 0D . 

Нехай   – додатне дійсне число. 

Означення. Точка 0 0 0 0( , )M x y D  називається внутрішньою то-

чкою множини 0D , якщо існує такий  -окіл цієї точки, який цілком 

належить множині 0D .  

Тобто точка 0 0 0( , )M x y  належить множині 0D  разом зі своїм  -

околом (рис. 10.1).  

 
Рис. 10.1 

 

Сукупність всіх внутрішніх точок множини 0D  називається вну-

трішністю множини 0D  і позначається 0D  як 0int D . Зрозуміло, що 

0 0int D D . Якщо внутрішність множини співпадає з самою множи-

ною 0D  ( 0 0int D D ), тобто всі точки множини 0D  є внутрішніми, то 

множина 0D  називається відкритою.  

Означення. Точка 1 1 1( , )M x y  називається граничною точкою 

множини 0D , якщо 0 0 0 00 ( , )M x y D    :  

   
2 2

1 0 1 0x x y y     . 

Тобто в будь-якому крузі з центром в точці 1 1 1( , )M x y   існують 

точки множини 0D , відмінні від точки 1 1 1( , )M x y . 
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Гранична точка множини 0D  може належати цій множині, а може 

й не належати. Наприклад, всі точки інтервалу ( , )a b  є його гранич-

ними точками. Точки a  і b  також його граничні точки, але вони інте-

рвалу ( , )a b  не належать.  

Означення. Множина D  називається замкненою, якщо вона міс-

тить всі свої граничні точки.  

Наприклад, відрізок [ , ]a b  є замкненою множиною, а інтервал, 

( , )a b  а також півінтервали ( , ]a b , [ , )a b  не є замкненими множинами.  

Означення. Множина 0D  називається зв’язною, якщо для будь-

якого її розбиття 0 1 2D D D   на дві непорожні множини, що не пе-

ретинаються 1 2( )D D  , хоча б одна з них містить граничну точку 

іншої множини. 

Означення. Областю на площині Oxy  називається відкрита та 

зв’язна множина цієї площини. 

Відкрита множина 0D Oxy  буде областю тоді і тільки тоді, коли 

будь-які дві точки множини 0D  можна з’єднати ламаною лінією, яка 

цілком належить множині 0D .   

Означення. Межовою точкою множини називається така точка, 

в будь-якому околі якої існує хоча б одна точка, що належить цій 

множині, і хоча б одна точа, що цій множині не належить. Сукупність 

всіх межових точок області 0D  називається межею області 0D  і поз-

начається 0D . Об’єднання області 0D  та її межі називається зами-

канням області 0D  і позначається 
0D . Тобто 

0 0 0D D D  . 

Наприклад, точки a  і b  є межовими точками інтервалу ( , )a b , а їх 

сукупність – межа інтервалу ( , )a b . Замиканням інтервалу ( , )a b  є від-

різок [ , ]a b . 

Означення. Замкненою областю площини Oxy  називається 

об’єднання області та всіх її граничних точок.  

Покажемо, що 
0D  є замкненою областю. Нехай це не так, тоді 

має існувати така гранична точка множини 0D , яка цій множині не 

належить. Ця точка не може бути внутрішньою точкою множини 
0D ,     

інакше вона цій множині належить. За тою ж обставиною точка не 

може бути і межовою точкою множини 
0D . Тоді знайдеться такий 
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окіл цієї точки, який не містить жодної точки множини 
0D . А це су-

перечить тому, що дана точка є граничною точкою множини 
0D . 

Аналогічні означення можна ввести і у координатному просторі 

Oxyz . Нагадаємо, що відстань між точками 0 0 0 0( , , )M x y z  і 

1 1 1 1( , , )M x y z  цього простору визначається формулою (див. п. 8.6): 

     
2 2 2

0 1 1 0 1 0 1 0| |M M x x y y z z      . 

Нехай знову   – додатне дійсне число. Назвемо  -околом точки 

0 0 0 0( , , )M x y z множину точок ( , , )M x y z Oxyz , координати яких за-

довольняють нерівність: 

     
2 2 2

0 0 0x x y y z z       . 

Тобто це куля радіусу   з центром в точці 0 0 0 0( , , )M x y z , причому 

сфера, що обмежує цю кулю, не включається. 

Нехай 0D  – деяка множина точок простору Oxyz , і точка 

0 0 0 0( , , )M x y z  належить множині 0D .      

Означення. Точка 0 0 0 0 0( , , )M x y z D  називається внутрішньою 

точкою множини 0D , якщо існує такий -окіл цієї точки, який цілком 

належить множині 0D .  

Якщо всі точки множини 0D  є внутрішніми, то множина 0D  на-

зивається відкритою.  

Означення. Множина 0D  називається зв’язною, якщо для будь-

якого її розбиття 0 1 2D D D   на дві непорожні множини, що не пе-

ретинаються 1 2( )D D  , хоча б одна з них містить граничну точку 

іншої множини. 

Означення. Областю у просторі Oxyz  називається відкрита та 

зв’язна множина цієї площини. 

Означення. Точка 1 1 1 1( , , )M x y z  називається граничною точкою 

множини 0D , якщо 0    0 0 0 0 0( , , )M x y z D  :  

     
2 2 2

1 0 1 0 1 0x x y y z z       . 

Тобто в будь-якій кулі з центром в точці 1 1 1 1( , , )M x y z   існують 

точки множини 0D , відмінні від точки 1 1 1 1( , , )M x y z . 

Означення. Множина D  називається замкненою, якщо вона міс-

тить всі свої граничні точки.  
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Зауваження. У подальшому, якщо це не приводитиме до непоро-

зумінь, під терміном «область» для скорочення розумітимемо за-

мкнену обмежену область – як на площині, так і у просторі.  

 

 

10.2. Задачі, що приводять до поняття подвійного інтеграла 

    

I . Задача про об’єм циліндричного бруса. Розглянемо у прямоку-

тній декартовій системі координат Oxyz  у просторі тіло, яке обмеже-

не знизу областю D  площини Oxy , зверху – поверхнею ( , )z f x y      

(припускаємо, що ( , ) 0f x y   в області D ), з боків – циліндричною 

поверхнею, напрямна якої збігається з межею області D , а твірна па-

ралельна осі Oz  (рис. 10.1). Таке тіло називають циліндричним бру-

сом. Поставимо задачу: знайти об’єм V  цього бруса. 

Довільним чином розіб’ємо область D  на n  частинних областей 

iD , які не мають спільних внутрішніх точок. Позначимо як iS  площу 

частинної області iD . В кожній області iD  довільним чином оберемо 

точку ( , )i i iP   . Побудуємо циліндричний стовпчик з основою iD , ви-

сотою ( , )i if    і твірними, паралельними осі Oz . Об’єм цього стовп-

чика дорівнює ( , )i i if S   . Усіх таких стовпчиків n , тому сума їх 

об’ємів: 

1

( , )
n

n i i i

i

V f S


    .                                                                   (10.2.1) 

Ця сума наближено дорівнює шуканому об’єму циліндричного 

бруса: 

nV V . 

Означення. Діаметром ( )d G  області G  називається найбільша 

відстань між двома точками цієї області: 

,
( ) max ( , )

x x G
d G x x


    

Нехай   – найбільший з діаметрів частинних областей iD : 

1
max ( )i

i n
d D

 
  . 

Тоді природно об’єм циліндричного бруса визначити як границю су-

ми (1.2.1) при 0 : 
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0 0
1

lim lim ( , )
n

n i i i

i

V V f S
 



     .                                                 (10.2.2) 

  
Рис. 10.2 

 

Це аналог знаходження площі криволінійної трапеції як границі 

площі ступінчатої фігури при прямуванні рангу розбиття відрізку 

[ , ]a b  до нуля (див. п. 7.1). 

II. Задача про масу пластини. Нехай маємо плоску матеріальну 

пластину, формою якої є область D  (рис. 10.3). 

 
Рис. 10.3 

Припустимо, що в області D  визначено неперервну функцію 

( , )x y   , яка визначає густину пластини в точці ( , )x y . Знайдемо 

масу m  пластини. 
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Розіб’ємо довільним чином область D  на частинні області iD , 

які не мають спільних внутрішніх точок. Площу множини iD позна-

чимо як iS  1,i n . Оберемо в кожній з множин iD  довільним чи-

ном точку ( , )i i iP   . Густина у цій точці дорівнює ( , )i i   . Будемо 

вважати, що діаметр області iD  настільки малий, що густина в цій 

області не встигає суттєво змінитися, і тому в області iD  її можна 

наближено вважати сталою, а саме ( , )i i   . Тоді маса пластини на-

ближено дорівнює: 

1

( , )
n

i i i

i

m S


     .                                                                    (10.2.3) 

Точне значення маси дістанемо як границю суми (10.2.3) при пряму-

ванні 
1
max ( )i

i n
d D

 
   до нуля: 

0
1

lim ( , )
n

i i i

i

m S




     .                                                               (10.2.4) 

Легко помітити, що з точністю до позначень вираз (10.2.4) має такий 

самий вигляд, що й вираз (10.2.2). 

 

 

10.3. Означення подвійного інтеграла.  

Умови його існування та властивості 

 

Нехай функцію ( , )z f x y  визначено в області D  координатної 

площини Oxy  (тут вже ми не припускаємо обов’язкову невід’ємність 

функції ( , )z f x y  в області D ). Розіб’ємо область D  довільним чи-

ном на частинні області iD  ( 1,2,...,i n ), які не мають спільних внут-

рішніх точок. Позначимо через iS  площу частинної області iD . В 

кожній області iD  довільним чином оберемо точку ( , )i i iP    і утво-

римо суму: 

1

( , )
n

n i i i

i

I f S


    .                                                               (10.3.1) 
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Сума (10.3.1) називається інтегральною сумою для функції 

( , )z f x y  по області  D , яка відповідає даному розбиттю області D  

на частинні області iD    ( 1,2,...,i n ). Позначимо 
1
max ( )i

i n
d D

 
   і на-

звемо число    рангом розбиття.   

Означення. Якщо існує скінченна границя при 0  суми 

(10.3.1), яка не залежить ані від способу розбиття області D  на час-

тинні області 1,..., nD D , ані від вибору внутрішніх точок 1,..., nP P , то ця 

границя називається подвійним інтегралом від функції ( , )z f x y  по 

області D  і позначається  

( , )
D

f x y dxdy . 

Таким чином, за означенням: 

0
1

( , ) lim ( , )
n

i i i

iD

f x y dxdy f S




    .                                          (10.3.2) 

Повертаючись до розглянутих в п. 10.2 задач, можна тепер сказа-

ти, що об’єм циліндричного тіла обчислюється за формулою: 

( , )
D

V f x y dxdy  ,                                                                     (10.3.3) 

а маса пластини: 

( , )
D

m x y dxdy  .                                                                     (10.3.4) 

Рівності (10.3.3) та (10.3.4) визначають відповідно геометричний 

та механічний зміст подвійного інтеграла у випадку, коли ( , ) 0f x y   

в області D . 

Означення. Функція ( , )z f x y  називається інтегровною в обла-

сті D , якщо існує ( , )
D

f x y dxdy . 

Наведемо без доведення достатню умову інтегровності функції. 

Теорема (достатня умова інтегровності). Якщо функція 

( , )z f x y  неперервна в області D , то вона інтегровна в цій облас-

ті.  
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Властивості подвійного інтеграла аналогічні відповідним власти-

востям визначеного інтеграла Рімана від функції однієї змінної. 

1. Сталий множник можна виносити за знак подвійного інтеграла: 

( , ) ( , )
D D

kf x y dxdy k f x y dxdy 
.   

2.  Подвійний інтеграл від суми (різниці) двох інтегровних функцій 

дорівнює сумі (різниці) інтегралів від цих функцій: 

( ( , ) ( , )) ( , ) ( , )
D D D

f x y g x y dxdy f x y dxdy g x y dxdy     . 

3. Якщо в області D  виконується нерівність ( , ) 0f x y  , то  

( , ) 0
D

f x y dxdy  . 

4. Якщо функції ( , )f x y  та  ( , )g x y  інтегровні в області D , і в цій 

області виконано ( , ) ( , )f x y g x y , то: 

( , ) ( , )
D D

f x y dxdy g x y dxdy  . 

5. Якщо 1 2D D D  , причому 1 2D D  , то: 

1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy    . 

6. Якщо функція ( , )z f x y  неперервна в замкненій обмеженій об-

ласті D , площа якої дорівнює S , то: 

( , )
D

mS f x y dxdy MS  , 

де min ( , )
D

m f x y , max ( , )
D

M f x y , та існує точка 0 0( , )x y D  така, 

що: 

0 0( , ) ( , )
D

f x y dxdy f x y S . 
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10.4. Обчислення подвійного інтеграла 

 

Нехай маємо деяке об’ємне тіло T . Припустимо, що відомо пло-

щу перерізу цього тіла площиною, перпендикулярною осі Ox , причо-

му [ , ]x a b  (рис. 10.4). 

 

Рис. 10.4 

Ця площа, очевидно, буде функцією змінної [ , ]x a b : ( )S S x . 

Припустимо, що функція ( )S x  неперервна на відрізку [ , ]a b . Тоді 

(див. п. 7.11) об’єм тіла T  дорівнює: 

( )

b

T

a

V S x dx  .                                                                             (10.4.1) 

Розглянемо тепер: 

( , )
D

f x y dxdy ,                                                                           (10.4.2) 

де D  – область на площині Oxy . Для спрощення вважатимемо, що 

( , ) 0f x y   в D . Тоді інтеграл (10.4.2) виражає об’єм циліндричного 

бруса, який обмежено зверху поверхнею ( , )z f x y , а знизу – облас-

тю D . 

Припустимо, що область D  обмежена графіками функцій 

1( )y x  , 2 ( )y x   і прямими x a , x b , причому 1 2( ) ( )x x    

при a x b  . Назвемо таку область  областю 1-го типу (рис. 10.5).  

Розглянемо тепер циліндричний брус, об’єм якого дорівнює по-

двійному інтегралу (10.4.2). Проведемо переріз цього бруса вертикаль 

ною площиною constx   (a x b  ) (рис. 10.6). 
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Рис. 10.5 

 

 

Рис. 10.6 

Нехай ( )S x  – площа отриманого перерізу. Тоді: 

( , ) ( )

b

D a

f x y dxdy S x dx  .                                                         (10.4.3) 

Обчислимо площу ( )S x . Це площа криволінійної трапеції, яку обме-

жено зверху графіком функції ( , )z f x y , а знизу – відрізком 

1 2[ ( ), ( )]x x   вісі Oy . Змінна x  розглядається як стала. Тому: 
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2

1

( )

( )

( ) ( , )

x

x

S x f x y dy





  . 

І з урахуванням (10.4.3) остаточно маємо: 

2

1

( )

( )

( , ) ( , )

xb

D a x

f x y dxdy f x y dy dx





 
  

 
 

   .                                       (10.4.4) 

Тобто подвійний інтеграл по області 1-го типу обчислюється через 

повторний інтеграл. Можна довести, що формула (10.4.4) справедли-

ва не тільки для випадку ( , ) 0f x y  , а й у загальному випадку також.  

Якщо область D  обмежено зліва і справа графіками функцій 

1( )x y  , 2 ( )x y  , а зверху і знизу прямими y c , y d , то таку 

область назвемо областю 2-го типу (рис. 10.7).  

 
Рис. 10.7 

Для такої області аналогічно дістаємо формулу: 

2

1

( )

( )

( , ) ( , )

yd

D c y

f x y dxdy f x y dx dy





 
  

 
 

   .                                       (10.4.5) 

Зауваження 1. Якщо область D  є водночас і областю 1-го типу, і 

областю 2-го типу, то інтеграл можна обчислювати як за формулою 

(10.4.4), так і за формулою (10.4.5). Результати співпадатимуть. Зок-

рема, це стосується випадку, коли область D  є прямокутником 

a x b  , c y d   (рис. 10.8).  
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Рис. 10.8 

Тоді маємо: 

( , ) ( , ) ( , )

b d d b

D a c c a

f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx      .                   (10.4.6) 

Зауваження 2. Якщо область D  не є ані областю 1-го, ані облас-

тю 2-го типу, то її намагаються розбити на частини, кожна з яких від-

носиться до одного з цих двох типів. 

Приклади  

1.  Обчислити:  
2 2( )

D

x y dxdy ,                                                                                                      

де D  – область, обмежена прямими 0y  , 2y x , 1x  .    

Область D  має вигляд: 

 Рис. 10.9 
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Розглянемо цю область як область 1-го типу. Зліва і справа вона 

обмежена прямими 0x   та 1x  , а зверху і знизу – лініями 0y   та 

2y x . Тому: 

21 2 1 13 3
2

2 2 2 2 2 3

0
0 0 0 00

8
( ) ( ) 2

3 3

xx
x

D

y x
x y dxdy dx x y dy x y x dx

   
             

    

11 4
3

0 0

14 14 7

3 3 4 6

x
x dx    . 

А тепер розглянемо цю ж область як область 2-го типу. Знизу і зверху 

вона обмежена прямими 0y   та 2y  , а зліва і справа – лініями 

2x y  (рівняння лінії 2y x  тут треба переписати у вигляді залеж-

ності x  від y ) та 1x  . Тому: 

12 1 2 3
1

2 2 2 2 2

2
0 2 0 2

( ) ( )
3 y

D y y

x
x y dxdy dy x y dx y x dy

 
      
 
 

     

2 2 22 3 3 4 3 4
22

0

0 0 0 0

1 1 2 1 8 7
2

3 24 2 3 96 3 8 3 6 3 6

y y y y y
y dy y

 
             

 
 . 

Як бачимо, результати співпадають.  

Іноді простіше розглядати область, по якій береться інтеграл, як 

область 1-го типу, а іноді – як область 2-го типу. Тому виникає задача 

так званої зміни порядку інтегрування: від повторного інтеграла, що 

виражає даний подвійний інтеграл, якщо область розглядається як 

область 1-го типу, перейти до повторного інтегралу, що виражає той 

самий подвійний інтеграл, якщо та ж сама область розглядається як 

область 2-го типу, і навпаки. 

Для того, щоб правильно розставити межі інтегрування у повтор-

ному інтегралі, можна користуватися таким правилом. Припустимо, 

ми розглядаємо дану область як область 1-го типу. Тоді проектуємо 

цю область на вісь Ox . Отримаємо деякий відрізок [ , ]a b . Числа a  і b  

будуть відповідно нижньою і верхньою межею зовнішнього інтеграла 

(за змінною x ). Потім треба мислено провести вертикальні прямі лінії 

знизу вверх через дану область і подивитись, через яку лінію вони 
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входять в область і через яку виходять з неї. Рівняння лінії входу в 

область, яке записано у вигляді залежності y  від x  ( 1( )y x  ) буде 

нижньою межею внутрішнього інтеграла (за змінною y ), а рівняння 

лінії виходу ( 2 ( )y x  ) – верхньою межею внутрішнього інтеграла 

(рис. 10.10). 

 
Рис. 10.10 

Аналогічно розставляються межі у випадку області 2-го типу. 

Тепер треба область проектувати на вісь Oy , отримуємо відрізок 

[ , ]c d . Числа c  і d  є відповідно нижньою і верхньою межею зовніш-

нього інтеграла (за змінною y ). Потім проводимо горизонтальні пря-

мі лінії зліва направо через область. І знову дивимось, через яку лінію  

 

Рис. 10.11 

вони входять в область, і через яку виходять з неї. Рівняння лінії вхо-

ду в область, яке записано у вигляді залежності x  від y   ( 1( )x y  ) 
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буде нижньою межею внутрішнього інтеграла (за змінною x ), а рів-

няння лінії виходу ( 2 ( )x y  ) – верхньою межею внутрішнього інте-

грала (рис. 10.11). 

1.  Обчислити: 

2cos
D

y xdxdy ,                                                                                                     

де  0 2 , 0D x y a      . 

Оскільки область D  є прямокутником, то за формулою (10.4.6) 

маємо: 

2 2

2 2 2

0 0 0 0

cos cos cos

a a

D

y xdxdy dx y xdy xdx ydy

 

        

2 2 2 2 2
2

0 0 0

1 cos2
cos 2

2 2 4 2

a
x a a a

xdx ydy dx

 
 

          . 

У даному випадку повторний інтеграл є добутком двох незалеж-

них один від одного інтегралів. Взагалі, якщо 1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y , і 

область D  – прямокутник  a x b  , c y d   , то: 

1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

b d b d

D a c a c

f x y dxdy dx f x f y dy f x dx f y dy        

1 2( ) ( )

b d

a c

f x dx f y dy   ,    

оскільки внутрішній інтеграл 2 ( )

d

c

f y dy  є сталою величиною, отже її 

можна винести за знак зовнішнього інтеграла.  

2. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі: 

2

1 4

0 2

( , )

x

x

dx f x y dy





  . 

З’ясуємо вигляд області D , по якій береться подвійний інтеграл, 

якому відповідає даний повторний. Проекцією цієї області на вісь Ox  
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є відрізок [0,1]. Знизу ця область обмежена параболою 2 2y x  , а 

зверху – прямою лінією  4y x  . Таким чином, область має вигляд, 

який зображено на рис. 10.12. 

 

Рис. 10.12 

Область D  є стандартною 1-го типу. Подивимось на неї як на 

стандартну 2-го типу. Проекцією цієї області на вісь Oy  є відрізок 

[2,4]. Зліва область обмежена віссю Oy , тобто прямою 0x  , а справа 

– суцільною лінією, яка на різних ділянках відрізку [2,4] задається 

різними рівняннями. На відрізку [2,3] осі Oy  область обмежена пара-

болою, рівняння якої, якщо його записати у вигляді залежності x  від 

y , має вигляд: 2x y  . А на відрізку [3,4] осі Oy  область справа 

обмежена прямою  4x y   (знову рівняння пишемо у вигляді зале-

жності  x  від y ). Отже, ми повинні повторний інтеграл розбити на 

суму двох інтегралів: 

2

2 41 4 3 4

0 2 0 3 02

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

y yx

Dx

dx f x y dy f x y dxdy dy f x y dx dy f x y dx

 



         . 

3. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі: 
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2 21 11 20

01 2

( , ) ( , )

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

 



    . 

Ця задача у певному сенсі є оберненою до попередньої – тепер 

вже ми початково маємо суму двох повторних інтегралів. І треба 

з’ясувати вигляд області D , по якій береться подвійний інтеграл, що 

цій сумі відповідає, а потім змінити порядок інтегрування. Проекцією 

області D  на вісь Oy  є об’єднання відрізків [ 1 2 ,0]  і [0,1 2], 

тобто відрізок [ 1 2 ,1 2] . На відрізку [ 1 2 ,0]  область зліва об-

межена прямою x y  , а справа – кривою 21x y  , що є дугою 

кола 2 2 1x y  . На відрізку  [0,1 2] область зліва обмежена прямою 

x y , а справа – теж кривою 21x y  . Тобто область D  має ви-

гляд, який зображено на рис. 10.13 – це круговий сектор. 

Щоб змінити порядок інтегрування (тобто зовнішній інтеграл те-

пер має бути за змінною x ), спроектуємо нашу область на вісь Ox  – 

це буде відрізок [0,1]. На частині [0,1 2] цього відрізку область об-

межена знизу прямою y x  , а зверху – прямою y x . На частині 

[1 2 ,1] і зверху і знизу область обмежена дугами кола 2 2 1x y  : 

знизу дугою 21y x   , а зверху дугою 21y x  . Отже і тут ми 

маємо розбити повторний інтеграл на суму двох інтегралів: 

 Рис. 10.13 
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2 21 11 20

01 2

( , ) ( , ) ( , )

y y

y y D

dy f x y dx dy f x y dx f x y dxdy

 



         

2

2

1 2 1 1

0 1 2 1

( , ) ( , )

x x

x x

dx f x y dy dx f x y dy



  

     . 

 

10.5. Заміна змінних у подвійному інтегралі 

 

Нехай на площині Oxy  задано область D , яку обмежено замкне-

ною кривою L . Припустимо, що координати ,x y  довільної точки об-

ласті D  є функціями змінних ,u v : 

( , ), ( , )x u v y u v   ,                                                             (10.5.1)  

де функції ( , )u v , ( , )u v  неперервні та мають неперервні частинні 

похідні 1-го порядку в деякій області D площини Ouv . Кожній парі 

значень ,u v  відповідає єдина пара значень ,x y . Припустимо також, 

що й кожній парі значень ,x y  відповідає єдина пара значень ,u v . 

Тобто формули (10.5.1) здійснюють взаємно однозначну відповід-

ність між областями D  та D – кожній точці ( , )P x y D  відповідає 

одна й тільки одна точка ( , )P u v D   і навпаки. Числа ,u v  називають-

ся криволінійними координатами точки P . 

Замкненій кривій L  на площині Oxy  відповідатиме також за-

мкнена крива L  на площині Ouv  (рис. 10.14).  

 
 Рис. 10.14 
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Позначимо: 

( , ) det
u v

J u v

u v

  
  

  
  

 
  

.  .                                                                                               

Цей визначник називається визначником Якобі (якобіаном) функцій 

( , )u v , ( , )u v . 

Справедлива наступна теорема, яку ми наводимо без доведення.  

Теорема. Нехай функція ( , )z f x y  неперервна в області D , фу-

нкції ( , ), ( , )x u v y u v    неперервні і мають неперервні частинні 

похідні 1-го порядку в області D, і якобіан ( , )J u v  в області D від-

мінний від нуля. Тоді має місце формула: 

( , ) ( , ) | ( , ) |
D D

f x y dxdy F u v J u v dudv


  .                                 (10.5.2) 

Формула (10.5.2) називається формулою заміни змінних у подвій-

ному інтегралі.  

Приклад. Обчислити: 
3

D

y dxdy ,                                                                                                                           

якщо D  – область, обмежена параболами 2y x , 22y x  та гіпербо-

лами 1xy  , 2xy  . 

Область D  має вигляд, який показано на рис. 10.15. 

 
Рис. 10.15 
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Зробимо заміну змінних: 

2
,

y
u v xy

x
  . 

Тоді області D  на площині Oxy  відповідатиме область 

{1 2, 1 2}D u v       (тобто квадрат) на площині Ouv . Далі маємо: 

1 3 1 3 1 3 2 3( , ) , ( , )x u v u v y u v u v      ; 

4 1 1 2

3 3 3 3

1 1

2 2 1 1

3 3 3 3

1 1

2 1 13 3

9 9 31 2

3 3

u v u v
u v

J u u
u

u v u v
u v

  

 

 

 


 
      
 

 

. 

Тому: 
2 2 2 2

3 2 2

1 1 1 1

1 1 7

3 3 9
D

y dxdy du uv dv du v dv
u

       . 

 

 

10.6. Подвійний інтеграл у полярних координатах 

 

Важливим частинним випадком заміни змінних у подвійному ін-

тегралі є перехід до полярних координат. Особливо він ефективний, 

коли область D  є областю кругового типу, тобто має форму круга або 

його частин. Як відомо (див. п. 3.12), зв’язок між декартовими коор-

динатами ,x y  точки на площині та її полярними координатами ,  

задається формулами: 

cos , sin , 0x y        . 

Якобіан цієї заміни дорівнює: 

cos sin

sin cos

x x

J
y y

 

   
   
    

 

. 

Тому подвійний інтеграл в полярних координатах набуває вигляду: 
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( , ) ( cos , sin )
D D

f x y dxdy f d d


         ,                                                                         

де D – область на площині O . Припустимо, що D – область 1-го 

типу, тобто 0 1 1 2{ , ( ) ( ) ( )}D              . Тоді область D  на 

площині Oxy  має бути обмеженою двома променями, що виходять з 

початку координат під кутами 0  та 1 0    до додатного напряму осі 

Ox , та двома кривими, рівняння яких у полярній систему координат 

мають вигляд 1( )     та 2 ( )    , причому 1 2( ) ( )      при 

0 1      (рис. 10.16). Щоб правильно розставити межі інтегрування 

в полярних координатах у цьому випадку, не обов’язково зображува-

ти область D на площині O . Достатньо «затиснути» область D  

між двома променями, що виходять з початку координат, і подиви-

тись, які кути вони утворюють з додатним напрямом осі Ox . Менший 

з цих кутів буде нижньою межею зовнішнього інтеграла, а більший – 

верхньою. Потім з початку координат провести промені через область 

D  і подивитись, через яку лінію вони входять в область (рівняння цієї 

прямої буде нижньою межею внутрішнього інтеграла), і через яку ви-

ходять з області (рівняння цієї прямої буде верхньою межею внутрі-

шнього інтеграла). Тобто матимемо: 

1 2

0 1

( )

( )

( , ) ( cos , sin )
D

f x y dxdy d f d

  

  

          .                        (10.6.1) 

 
Рис. 10.16 



168 

 

Приклади 

1. Обчислити: 

arctg
D

y
dxdy

x ,    2 21 9, 3
3

x
D x y y x

 
      
 

. 

Область D  зображено на рис. 10.17. 

 

Рис. 10.17 

Ця область обмежена променями 6    (пряма 3y x ) , 3    

(пряма 3y x ) та дугами кіл 1   ( 2 2 1x y  ) та 3   ( 2 2 9x y  ). 

Тому: 
3 3 33 3 3

6 1 6 1 6 1

sin
arctg arctg

cos
D

y
dxdy d d d d d d

x

  

  

 
             

         

3 3
2 2 2 2 2

6 1

1
(9 1)

2 2 4 9 36 6





         
                  

. 

2. Перейти у подвійному інтегралі: 

( , )
D

f x y dxdy                                                                                                           

до полярних координат і розставити межі інтегрування. 

1)  Область  D  обмежено колами 2 2 4x y x   та 2 2 8x y x  . 

Область D  зображено на рис. 10.18. 
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Рис. 10.18 

Прямі, між якими «затиснуто» цю область – від’ємний та додат-

ний напрями осі Oy , тобто лінії, рівняннями яких у полярній системі 

координат відповідно є: 2   , 2   . Якщо з початку координат 

провести промені через область D , то лінією їх входу буде коло 
2 2 4x y x  , рівнянням якого у полярній системі координат є 

4cos  , а лінією виходу – коло 2 2 8x y x  , рівнянням якого у по-

лярній системі координат є 8cos  . Тому, згідно з формулою 

(10.6.1), маємо: 

8cos2

4cos

2

( , ) ( cos , sin )
D

f x y dxdy d f d





 


          . 

2)  Область D  – менший з двох сегментів, на які пряма 2x y   

поділяє круг 2 2 4x y  . 

Область D  зображено на рис. 10.19.  
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Рис. 10.19 

Цю область «затиснуто» між додатним напрямом осі Ox  (лінія 

0  ) і додатним напрямом осі Oy  (лінія 2   ). Якщо провести 

промені з початку координат через область, то лінією входу в область 

буде відрізок прямої 2x y  , рівняння якої в полярній системі коор-

динат має вигляд: 

2

cos sin
 

 
. 

Лінією виходу буде дуга кола 2 2 4x y  , рівняння якого в поля-

рній системі координат має вигляд: 2  . Отже, згідно з формулою 

(10.6.1) маємо: 
2 2

20

cos sin

( , ) ( cos , sin )
D

f x y dxdy d f d



 

          . 

3) Область D  – спільна частина кругів 2 2x y ax  , 2 2x y by       

( , 0a b  ). 

Область D  зображено на рис. 10.20.  
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Рис. 10.20 

Кола 2 2x y ax   та 2 2x y by   перетинаються у точках (0,0)O  

та 
2 2

2 2 2 2
,

ab a b
M

a b a b

 
 

  
. Відрізок OM  утворює з додатним напрямом 

осі Ox  кут arctg
a

b
  . Якщо проводити промені з початку координат 

через область D , то всі вони входитимуть в область через точку 0  , 

а вихід з області буде здійснюватись через дугу кола 2 2x y by  , як-

що ці промені утворюють з додатним напрямом осі Ox  кут  (0, )  , 

і через дугу кола 2 2x y ax  , якщо промені утворюють з додатним 

напрямом осі Ox  кут ( , 2)   . Рівняння кола 2 2x y by   у поляр-

ній системі координат має вигляд sinb  , а кола 2 2x y ax   має 

вигляд cosa  . Отже, при переході до полярних координат, необ-

хідно розбити повторний інтеграл на суму двох інтегралів: 

( , )
D

f x y dxdy   

arctg
sin cos2

0 0 0
arctg

( cos , sin ) ( cos , sin )

a

b ab

a

b

d f d d f d



 

                  . 
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10.7. Геометричні застосування подвійного інтеграла 

 

I. Обчислення об’ємів тіл 

Нехай задано тіло, яке обмежене замкненою обмеженою областю 

D  площини Oxy , поверхнею ( , )z f x y , ( , ) 0f x y   в області D , та 

циліндричною поверхнею, напрямною якої є межа області D , а твірні 

паралельні осі Oz  (рис. 10.21).  

 
Рис. 10.21 

Згідно з геометричним змістом подвійного інтеграла об’єм цього 

тіла обчислюється за формулою: 

( , )
D

V f x y dxdy  .                                                                    (10.7.1) 

Приклад 1. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнями 0x  ,    

0y   , 0z  , 1x y z   .    

Дане тіло є трикутною пірамідою (рис. 10.22 а).  Областю D  є 

прямокутний трикутник на площині Oxy  (рис. 10.22 б). Тому: 

1 1

0 0

(1 ) (1 )

x

D

V x y dxdy dx x y dy



          

11 1 12 2
1 2 2

0

0 0 00

(1 ) 1 1
(1 ) (1 ) (1 )

2 2 2 6

x

x y x
x y dx x dx x dx




   

           
    
  

. 
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                Рис. 10.22а                               Рис. 10.22б 

Приклад 2. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнями 
2 2 2 2x y z R   , 2 2x y Rx  , 0z  . 

Дане тіло є частиною півкулі радіуса R , що знаходиться всереди-

ні кругового циліндру з радіусом основи 2R , причому твірна цилін-

дру проходить через центр півкулі (рис. 10.24а). Крива, яку вирізає 

циліндр на кулі, називається кривою Вівіані. Очевидно, що дане тіло 

обмежено знизу областю D  площини Oxy , яка є кругом радіуса  2R  

з центром у точці ( 2,0)R  (рис. 10.24б), а зверху – півсферою 

2 2 2z R x y   . Тому: 

2 2 2

D

V R x y dxdy   . 

Цей інтеграл обчислимо, переходячи до полярних координат: 

cos , sin , , 0 cos
2 2

x y R
 

               

(тут враховано, що рівняння кола 2 2x y Rx   у полярних координа-

тах має вигляд cosR  ). Отже: 
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           Рис. 10.24а                                        Рис. 10.24б 

cos cos2 2
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

2

2

R R

D

V R x y dxdy d R d d R d

 

 




                 

 

cos
3

cos 2 22 2 2
2 2 2 2

0 0 0

0

2( )
( )

3

R

R
R

d R d R d

 


 
 

         
 
 

    

   
32 2

2 2 2 3 3 3 32

0 0

2 2
cos sin

3 3
R R R d R R d

 

 
           

 
   

 
23

3

0

2
1 sin

3

R
d



   
3 3 3 32 2

3

0 0

2 2 4
sin

3 3 3 9

R R R R
d d

 


       . 

II. Обчислення площ областей 

Складемо інтегральну суму для функції ( , ) 1f x y   по області D : 

1

1
n

j

j

S


  . 
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Очевидно, що ця сума дорівнюватиме площі області D  при будь-

якому способі розбиття. Тоді, переходячи до границі при рангу роз-

биття прямуючому до нуля, також дістанемо площу області D : 

( )
D

S D dxdy  .                                                                          (10.7.2) 

Приклад. Знайти площу фігури, яку обмежено лініями 
2 10 25y x  , 2 6 9y x   . 

Знайдемо точки перетину вказаних ліній, для чого розв’яжемо рі-

вняння: 

10 25 6 9x x    ,                                                                                                  

звідки 1x   , тоді 2 15y  , і 15y   . Область D  зображено на рис. 

10.25. 

 

Рис. 10.25 

Ця область симетрична відносно осі Ox . Тому: 

2

2

9

15 15 2 26

0 025

10

9 25 16 15
2 2

6 10 3

y

D y

y y
S dxdy dy dx dy





  
     

 
                              

(обчислення інтеграла перевірте самостійно). 

  



176 

 

10.7. Механічні застосування подвійного інтеграла 
 

I. Маса і координати центру тяжіння 

Нехай є матеріальна пластина, яка займає область D  площини 

Oxy  і має змінну поверхневу густину ( , )x y . Тоді маса пластини об-

числюється за формулою: 

( , )
D

m x y dxdy  .                                                                     (10.8.1) 

Статичні моменти ,x yM M  пластини відносно осей Ox  і Oy  ви-

значаються формулами: 

( , )x

D

M y x y dxdy  ,   ( , )y

D

M x x y dxdy  .                           (10.8.2) 

Координати ,C Cx y  центру тяжіння знаходять за формулами: 

( , )

( , )

y D
C

D

x x y dxdy
M

x
m x y dxdy



 





 ,   

( , )

( , )

x D
C

D

y x y dxdy
M

y
m x y dxdy



 





 .     (10.8.3) 

Моменти інерції , ,x y OI I I  пластини відносно осей ,Ox Oy  і поча-

тку координат визначаються формулами: 
2 2( , ) , ( , )x y

D D

I y x y dxdy I x x y dxdy     ,     

 2 2 ( , )O x y

D

I I I x y x y dxdy     .                                       (10.8.4) 

Приклад. Знайти масу квадратної пластини із стороною 2a , якщо 

її густина пропорційна квадрату відстані від точки перетину діагона-

лей і у вершинах квадрату дорівнює 1.  

Розташуємо квадрат так, щоб його сторони були паралельні осям 

координат, а центр перетину діагоналей знаходився у початку коор-

динат (рис. 10.26).  

Тоді за умовою задачі густина  2 2( , )x y k x y   , де k  – коефіці-

єнт пропорційності. Визначимо його з умови, що у вершинах квадра-
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та густина дорівнює одиниці. Тоді  2 2( , ) 1a a k a a    , звідки 

21 2k a , і таким чином: 

2 2

2
( , )

2

x y
x y

a


   . 

 

Рис. 10.26 

 

Масу квадрата тепер знайдемо за формулою (10.8.1): 

 
2 2 2

2 2

2 2

0 0

4 4

2 2 3

a a

D

x y a
m dxdy dx x y dy

a a


      . 

За формулами (10.8.2) знайдемо статичні моменти: 

 2 2

2

1
( , )

2
x

D D

M y x y dxdy y x y dxdy
a

       

 2 3

2

1
0

2

a a

a a

dx yx y dy
a

 

    , 

 2 2

2

1
( , )

2
y

D D

M x x y dxdy x x y dxdy
a

        

 3 2

2

1
0

2

a a

a a

dx x xy dy
a

 

    . 

(обчислення інтегралів перевірте самостійно). Звідси за формулами 

(10.8.3) дістаємо: 0.C Cx y   

Моменти інерції відносно осей координат і початку координат 

знайдемо за формулами (10.8.4): 



178 

 

 2 2 2 2

2

1
( , )

2
x

D D

I y x y dxdy y x y dxdy
a

       

 
4

2 2 4

2

1 28

2 45

a a

a a

a
dx x y y dy

a
 

    , 

 2 2 2 2

2

1
( , )

2
y

D D

I x x y dxdy x x y dxdy
a

       

 
4

4 2 2

2

1 28

2 45

a a

a a

a
dx x x y dy

a
 

    , 

456

45
O

a
I  . 

 

 

10.9. Потрійний інтеграл, означення та умови існування  

Нехай у просторі задано замкнену область V , яку обмежено за-

мкненою поверхнею S , і  ( , , )P x y z  – довільна точка області V . Нехай 

в області V  та на її межі визначено деяку функцію 

( ) ( , , )u f P f x y z  . Розіб’ємо область V  довільно обраною сіткою 

поверхонь на частинні області iV    1,i n , які не мають спільний 

внутрішніх точок. Позначимо через iV  – об’єм області iV . У кожній 

частинній області iV  довільним чином оберемо одну внутрішню точ-

ку ( , , )i i i iP    . Утворимо суму: 

1

( , , )
n

i i i i

i

f V


    ,                                                                      (10.9.1)              

яку назвемо інтегральною сумою для функції ( , , )u f x y z  по області 

V , що відповідає даному розбиттю. Позначимо 
1
max ( )i

i n
d V

 
  , де 

( )id V  – діаметр області iV , і назвемо цю величину рангом розбиття.  

Означення. Якщо існує скінченна границя інтегральної суми 

(10.9.1) при 0 , яка не залежить ані від способу розбиття області 

V  на частинні, ані від способу вибору внутрішніх точок iP , то ця гра-

ниця називається потрійним інтегралом від функції ( , , )u f x y z  по 

області V  і позначається  
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( ) ( , , )
V V

f P dV f x y z dxdydz  . 

Таким чином, за означенням: 

0
1

( , , ) lim ( , , )
n

i i i i

iV

f x y z dxdydz f V




     .                             (10.9.2) 

Якщо існує границя (10.9.2), то функція ( , , )u f x y z  називається 

інтегровною в області V . 

Потрійний інтеграл має просту фізичну інтерпретацію. Припус-

тимо, що ми маємо деяке об’ємне тіло V , по якому розподілено масу, 

причому в точці ( , , )P x y z V  густина дорівнює ( ) ( , , )P x y z   . Тоді 

маса всього тіла V  дорівнює: 

( , , )
V

m x y z dxdydz  .                                                             (10.9.3) 

Потрійний інтеграл є безпосереднім узагальненням понять зви-

чайного одновимірного інтеграла Рімана, а також подвійного інтегра-

ла на тривимірний простір. Тому він має умови існування, а також 

властивості, які в більшості аналогічні умовам існування та властиво-

стями подвійного інтеграла. Сформулюємо деякі з них. 

1. Якщо функція ( , , )u f x y z  інтегровна в області V , то вона об-

межена в цій області. 

2. Якщо  функція ( , , )u f x y z  неперервна в замкненій обмеженій 

області V , то вона інтегровна в області V .  

Як і у випадках одновимірного та подвійного інтеграла, обернені 

твердження до цих двох тверджень, взагалі кажучи, несправедливі. 

Не будь-яка обмежена функція є інтегровною, і не будь-яка інтегров-

на функція є неперервною. 

3. Сталий множник можна виносити за знак потрійного інтеграла: 

( ) ( )
V V

Cf P dV C f P dV  . 

4. Потрійний інтеграл від суми (різниці) двох інтегровних функ-

цій дорівнює сумі (різниці) інтегралів від цих функцій: 

( ( ) ( )) ( ) ( )
V V V

f P g P dV f P dV g P dV     . 

5. Якщо в області V  функція ( ) 0f P  , то: 

( ) 0
V

f P dV  . 

6. Якщо в області V  виконано ( ) ( )f P g P , то: 
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( ) ( )
V V

f P dV g P dV  . 

7. Якщо функція ( , , )u f x y z  неперервна в замкненій та обмеже-

ній області V , яка має об’єм *V , то: 
* *( , , )

V

mV f x y z dxdydz MV  ,                                                                       

де min ( , , )
V

m f x y z , max ( , , )
V

M f x y z . 

8. Якщо функція ( , , )u f x y z  неперервна в замкненій та обмеже-

ній області V , яка має об’єм *V , то в цій області існує точка 

0 0 0 0( , , )P x y z  така, що: 
*

0( ) ( )
V

f P dV f P V . 

Величина 0 0 0 0( ) ( , , )f P f x y z  називається середнім значенням 

функції ( ) ( , , )u f P f x y z   в області V . 

 

 

10.10. Обчислення потрійного інтеграла 

 

Нехай область V  обмежено знизу і зверху (під напрямом «вверх» 

розуміється додатний напрям осі Oz ) поверхнями 1( , )z z x y , 

2 ( , )z z x y , а з боків – циліндричною поверхнею, твірні якої парале-

льні осі Oz  (рис. 10.27). Позначимо OxyD пр V  і вважатимемо, що 

функції 1( , )z x y , 2 ( , )z x y  неперервні в D . Тоді: 

2

1

( , )

( , )

( , , ) ( , , )

z x y

V D z x y

f x y z dxdydz dxdy f x y z dz   .                       (10.10.1) 

Якщо область D  є областю 1-го типу, тобто a x b  , 

1 2( ) ( )x y x    , то 

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , )

x z x yb

V a x z x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz





    .                  (10.10.2) 

Відповідні формули можна одержати, коли D  є областю 2-го ти-

пу, а також якщо область D  проектується на якусь іншу координатну 

площину. 
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Рис. 10.27 

Приклад. Обчислити: 

3(1 )
V

dxdydz

x y z   ,                                                                                                     

де V  – область, обмежена площинами 0x  , 0y  , 0z  , 1x y z   . 

Область V  зображено на рис. 10.22а, а область OxyD пр V  – на 

рис. 10.22б. Згідно з формулою (10.10.2) маємо: 
11 1

3 3

0 0 0
(1 ) (1 )

x yx

V

dxdydz dz
dx dy

x y z x y z

 


         . 

Обчислимо спочатку внутрішній інтеграл (за змінною z ) : 
11

3 2 2

0 0

1 1 1

(1 ) 2(1 ) 2(1 ) 8

x yx y
dz

x y z x y z x y

  

   
        . 

Далі обчислимо інтеграл за змінною y : 

     
1 11

2

00 0

1 1 1 1 1 1

2(1 ) 8 2(1 ) 8 4 2(1 ) 8

x xx
y x

dy
x y x y x

 
  

        
     

 . 

І нарешті зовнішній інтеграл (за змінною x ): 
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1 1 11 2

0 00 0

1 1 1 ( 1) 1 ln2 5
ln( 1)

4 2(1 ) 8 16 2 4 2 16

x x x
dx x

x

  
         

 
 . 

 

 

10.11. Заміна змінних у потрійному інтегралі 

 

Нехай замкнена обмежена область 1V  в системі координат Oxyz  

взаємно однозначно відображається на область 2V  в системі коорди-

нат Ouvw за допомогою неперервно диференційовних функцій 

( , , )x x u v w , ( , , )y y u v w , ( , , )z z u v w , якобіан яких в області 2V  ві-

дмінний від нуля: 

0

x x x

u v w

y y y
J

u v w

z z z

u x w

  

  

  
 
  

  

  

. 

І нехай функція ( , , )f x y z  неперервна в області 1V . Тоді: 

1 2

( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , )) | |
V V

f x y z dxdydz f x u v w y u v w z u v w J dudvdw  . 

На практиці найчастіше використовується перехід до циліндрич-

них та сферичних координат.  

I. Циліндричні координати 

Нехай в системі координат Oxyz  задано точку ( , , )M x y z . Спроєк-

туємо точку M  на площину  Oxy  і позначимо OxyM пр M  , OM   ,  

  – кут між радіусом-вектором OM   і додатним напрямом осі  Ox . 

Величини , , z   називаються циліндричними координатами точки M  

(рис. 10.28). Легко помітити, що ,  є полярними координатами точ-

ки M  на площині Oxy . Тому зв’язок між декартовими та циліндрич-

ними координатами точки M  встановлюється дуже просто: 

cos , sin ,x y z z       . 
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Рис. 10.28 

Знайдемо якобіан перетворення: 

sin cos 0

cos sin 0

0 0 1

J

  

      . 

Тому потрійний інтеграл в циліндричних координатах запишеться 

наступним чином: 

1 2

( , , ) ( cos , sin , )
V V

f x y z dxdydz f z d d dz         . 

Сама назва «циліндричні координати» свідчить про те, що їх до-

цільно використовувати, коли область 1V  є областю циліндричного 

типу.  

Приклад. Обчислити:  

2 2

V

z x y dxdydz ,                                                                                            

якщо область V  обмежено площинами 0z  , 2z   і циліндром 
2 2 2x y x  . 

Областю V  є круговий циліндр, основою якого є круг 
2 2 2x y x   на площині Oxy , тобто круг з центром в точці (1;0) і ра-

діусом 1. Висота циліндра дорівнює 2 (рис. 10.29).  



184 

 

 
Рис. 10.29 

 

Маємо: , 0 2cos
2 2

 
        , 0 2z  ; 

2cos 2cos2 22 2
2 2 2 2

0 0 0 0

2 2

V

z x y dxdydz d d z dz d d zdz

 

 

 
 

                 

2cos2
2

0

2

2 d d








    
2 2

3 3

0

2

2 32
8cos cos

3 3
d d

 




         

 
2

2

0

32
1 sin sin

3
d



   
2

3
2

0

0

32 32 sin 64
sin

3 3 3 9



 
      . 

II.  Сферичні координати 

Нехай  M  – довільна точка простору, , ,x y z   – її декартові коор-

динати. Розглянемо сферичні координати , ,    точки M  (див. 

п. 8.21).  

Зв’язок між декартовими та сферичними координатами точки M  

встановлюється за формулами: 

cos cosx    , cos siny     ,  sinz    . 
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Самостійно перевірте, що якобіан цього перетворення 2 cosJ    . 

Отже, у сферичних координатах потрійний інтеграл набуває вигляду: 

1

( , , )
V

f x y z dxdydz   

2

2( cos cos , cos sin , sin ) | cos |
V

f d d d              . 

Сферичні координати доцільно використовувати, коли область 1V  

є областю кульового типу. 

Приклад. Обчислити повторний інтеграл: 

 
2 2 22 2

2 2

2 2

0

R x yR R x

R R x

dx dy x y dz

 

  

   . 

Легко перевірити, що даний інтеграл дорівнює потрійному інтег-

ралу від функції 2 2u x y   по області 1V , яка обмежена півсферою  

2 2 2z R x y    і площиною 0z  . Перейдемо до сферичних коор-

динат. У даному випадку 0 2   , 0    , 0 R   . Тому: 

        
2 2 22 2

2 2
1

2 2 2 2

0

R x yR R x

R VR x

dx dy x y dz x y dxdydz

 

  

        

2 2 5 5
4 3 3 3

0 0 0 0 0 0

2
cos cos | cos |

5 5

( , ), ( , )

R
R R

d d d d d d

P x y Q x y

    


                    

 

25
2 2

0 2

2
(1 sin ) sin (sin 1) sin

5

R
d d

 



 
       

 
 
   

2
5 3 3 5

2

0 2

0 2

2 sin sin 8
sin sin

5 3 3 15

R R
 

 





    
       
 
 

. 
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10.12. Застосування потрійного інтеграла 

      

I.  Обчислення об’ємів тіл 

     Розглянемо потрійний інтеграл від функції ( , , )u f x y z  по об-

ласті V : 

( , , ) ( )
V V

f x y z dxdydz f P dV  . 

Якщо функція ( , , )u f x y z  тотожно дорівнює 1 в області V , то тоді 

цей інтеграл, очевидно, буде дорівнювати об’єму *V  тіла V , тобто 

одержуємо: 
*

V V

V dxdydz dV   .                                                                              

Приклад. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнями 2 2z x y  , 

2 22z x y  , y x , 2y x , 1x  . 

Знизу тіло обмежено параболоїдом обертання 2 2z x y  , а звер-

ху – еліптичним параболоїдом 2 22z x y  . Проекцією тіла на пло-

щину Oxy  є область D , яку обмежено прямими  1x  , y x , 2y x . 

Тому: 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 21 2

*

0

x y x yx

V D xx y x y

V dxdydz dxdy dz dx dy dz

 

 

          

1 2 1

2 3

0 0

7 7

3 12

x

x

dx y dy x dx     . 

II. Механічні застосування потрійного інтеграла 

Нехай V  – замкнена обмежена область простору, яку займає де-

яке матеріальне тіло з густиною ( , , )x y z , де ( , , )x y z    – непере-

рвна в області V  функція. Тоді згідно з формулою (10.9.3) маса цього 

тіла обчислюється за формулою: 

( , , )
V

m x y z dxdydz  . 

Статичні моменти тіла відносно координатних площин обчислюють-

ся за формулами: 
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( , , )yz

V

M x x y z dxdydz  ,     ( , , )xz

V

M y x y z dxdydz  , 

( , , )xy

V

M z x y z dxdydz  . 

Координати центра мас тіла обчислюються за формулами: 

yz

C

M
x

m
 ,  xz

C

M
y

m
 ,  

xy

C

M
z

m
 . 

Моменти інерції тіла відносно осей координат обчислюються за фор-

мулами: 

 2 2 ( , , )x

V

I y z x y z dxdydz   , 

 2 2 ( , , )y

V

I x z x y z dxdydz   , 

 2 2 ( , , )z

V

I x y x y z dxdydz   . 

Моменти інерції тіла відносно координатних площин обчислюються 

за формулами: 
2 ( , , )xy

V

I z x y z dxdydz  ,     2 ( , , )xz

V

I y x y z dxdydz  , 

2 ( , , )yz

V

I x x y z dxdydz  . 

Момент інерції тіла відносно початку координат обчислюється за фо-

рмулою: 

 2 2 2

0 ( , , )
V

I x y z x y z dxdydz    . 

Приклад. Знайти масу куба 0 1x  , 0 1y  , 0 1z  , густина 

якого в кожній його точці дається формулою: x y z    . 

Знаходимо масу за формулою (10.9.3): 
1 1 1

0 0 0

( ) ( )
V

m x y z dxdydz dx dy x y z dz           

 
1 1 12 2

3 3 3

0 0 0

( 1) ( ) 1 3
( 2) 2( 1)

2 2 6 2

x y x y
dx dy x x x dx

   
        

 
  
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10.13. Криволінійні інтеграли 1-го роду 

 

Означення. Крива лінія називається гладкою, якщо в кожній її 

точці існує дотична, і при переході від точки до точки на кривій по-

ложення дотичної площини змінюється неперервно. Крива лінія на-

зивається кусково-гладкою, якщо вона складається із скінченного чи-

сла неперервно сполучених гладких кривих ліній. 

Нехай в площині Oxy  задано гладку криву AB , і на цій кривій ви-

значено обмежену функцію ( , )f x y . Розіб’ємо криву AB  довільно об-

раними точками 0 1 2 1 1, , ,..., , ,..., ,k k n nA A A A A A A A B    на частинні ду-

ги 1k kA A  . На кожній з цих дуг довільним чином оберемо внутрішню 

точку ( , )k k kM     0, 1k n   (рис. 10.30).  

 
Рис. 10.30 

Складемо суму: 
1

0

( , )
n

k k k

k

f l




   ,                                                                                                      

де kl  – довжина дуги 1k kA A  . Ця сума називається інтегральною су-

мою для функції ( , )f x y  по кривій AB , яка відповідає даному розит-

тю. Позначимо 
0 1
max k

k n
l

  
    і назвемо цю величину рангом розбиття.  
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Означення. Якщо існує скінченна границя: 
1

0
0

lim ( , )
n

k k k

k

f l





   ,                                                                                                 

яка не залежить від засобу розбиття кривої AB  на частинні дуги і за-

собу обрання внутрішніх точок kM , то ця границя називається криво-

лінійним інтегралом 1-го роду (або криволінійним інтегралом по до-

вжині дуги) від функції ( , )f x y  по кривій AB , і позначається:      

( , )
AB

f x y dl . 

Таким чином, за означенням: 
1

0
0

( , ) lim ( , )
n

k k k

kAB

f x y dl f l





    . 

Криволінійний інтеграл 1-го роду має низку властивостей, анало-

гічних властивостям звичайного інтеграла Рімана, а також подвійного 

та потрійного інтеграла. А саме, сталий множник можна виносити за 

знак інтеграла, інтеграл від суми функцій дорівнює сумі інтегралів 

від цих функцій тощо. Зосередимось на обчисленні криволінійного 

інтегралу 1-го роду.  

Нехай криву AB  задано параметричними рівняннями: 

0( ), ( ),x t y t t t T      , 

де ( )x t  , ( )y t   – неперервно диференційовні на інтервалі  0( , )t T  

функції. Тоді елемент дуги dl  обчислюється за формулою: 

2 2( ( )) ( ( ))dl t t dt     . 

Весь інтеграл запишеться так: 

0

2 2( , ) ( ( ), ( )) ( ( )) ( ( )) .

T

AB t

f x y dl f t t t t dt                          (10.13.1) 

Нехай криву AB  задано явним рівнянням ( )y y x  ( )a x b  , де 

функція ( )y x  неперервно диференційовна на інтервалі ( , )a b . Тоді: 

2( , ) ( , ( )) 1 ( ( ))

b

AB a

f x y dl f x y x y x dx   .                               (10.13.2) 
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Аналогічно розглядається випадок просторової кривої AB , яку 

задано рівняннями 0( ), ( ), ( ),x t y t z t t t T       . Тоді: 

0

2 2 2( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

T

AB t

f x y z dl f t t t t t t dt            .  

                                                                                                  (10.13.3) 

Приклади 

1. Обчислити 
L

dl

x y , де L  – відрізок прямої, що з’єднує точки 

(0; 2)A   і (4;0)B . 

Рівняння кривої L : 
1

2
2

y x  ,  0 4x  ;  
1

( )
2

y x  . Згідно з фо-

рмулою (10.13.2) маємо: 

4 4
4

0

0 0

1
1

4
5 5 ln( 4) 5 ln 2

1 4
2

2
L

dl dx
dx x

x y x
x x



    
 

 
   . 

2. Обчислити  2 22
L

z x y dl  , де L  – дуга кривої cosx t t , 

siny t t , z t , 0 2t    (конічна гвинтова лінія).  

Знайдемо елемент дуги:  

2 2(cos sin ) (sin cos ) 1dl t t t t t t dt       

2 2 2 2 2 2cos 2 cos sin sin sin 2 sin cos cos 1t t t t t t t t t t t t dt              

= 22 t dt . 

Тепер згідно з формулою (10.13.3): 

      
2 2

2 2 2 2

0 0

2 (2 ) 2 2
L

z x y dl t t t dt t t dt

 

           

   
22 3

3
2 2 2 22

0 0

1 1 2 2
2 2 (2 ) 2 1 1

2 3 3
t d t t


 

         
 

 . 
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10.14. Застосування криволінійних інтегралів 1-го роду 

      

I. Геометричні застосування 

Нехай на площині Oxy  задано кусково-гладку криву AB , замкне-

ну чи незамкнену, і на цій кривій визначено функцію ( , ) 0f x y  . Тоді 

площу циліндричної поверхні, напрямною якої є крива AB , а твірні 

перпендикулярні до неї, і яку обмежено зверху поверхнею ( , )z f x y , 

а знизу – самою кривою AB , можна знайти за формулою: 

( , )
AB

P f x y dl  .                                                                       (10.14.1) 

Довжину l  кривої AB , очевидно, можна знайти за формулою: 

AB

l dl  .                                                                                   (10.14.2) 

Приклади 

1. Знайти площу циліндричної поверхні, напрямною якої є крива  
2 2 2x y R  , твірні паралельні осі Oz , знизу поверхня обмежена пло-

щиною Oxy , а зверху – поверхнею 
2x

z R
R

  . 

Згідно з формулою (10.14.1) маємо: 

2 2 2

2

2 2

cos , sin , 0 2 ,

(( cos ) ) (( sin ) )x y R

x R t y R t tx
P R dl

R dl R t R t dt Rdt 

      
     

       
  

 
2 2 2

2 2 2 2 2

0 0 0

1 cos2
cos (1 cos ) 1 3

2

t
R R t Rdt R t dt R dt R

  
 

        
 

   . 

2. Знайти довжину дуги chy x , 0 ln2x   (ланцюгова лінія). 

Згідно з формулою (10.14.2) маємо: 
2 ln2 ln2 ln2

ln22 2 2

0

0 0 0 0

1 ((ch ) ) 1 sh ch ch sh
L

l dl x dx xdx xdx xdx x            

sh(ln2)
ln 2 ln2 2 1 2 3

2 2 4

e e 
   .   
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II. Механічні застосування   

Нехай вздовж неоднорідної матеріальної кривої L  розподілено 

масу з лінійною густиною ( , )x y . Тоді маса кривої L  обчислюється 

за формулою: 

( , )
L

m x y dl  .                                                                         (10.14.3) 

Координати центра маси кривої L  даються формулами: 

( , ) ( , )

,L L
C c

x x y dl y x y dl

x y
m m

 

 
 

 .                                   (10.14.4)  

Зокрема, якщо крива L  однорідна, тобто має сталу густину 0 , то у 

чисельниках і знаменниках цих формул її можна винести за знаки ін-

тегралів, скоротити на неї, і тоді формули (3.2.4) набувають вигляду: 

L
C

xdl

x
l




 ,    L
C

ydl

y
l




,                                                         (10.14.5)                                                                              

де l  – довжина кривої L . 

Моменти інерції кривої L  відносно вісей ,Ox Oy  і початку коор-

динат даються формулами: 
2 ( , )x

L

I y x y dl  , 2 ( , )y

L

I x x y dl  ,  2 2

0 ( , )
L

I x y x y dl   .     (10.14.6)   

Приклад. Знайти координати центра маси однорідної кривої 

( sin )x a t t  ,  (1 cos )y a t   (0 t  ) (циклоїда).  

Знайдемо довжину кривої: 

        

2 2 2 2

0 0

( ( sin ) ) ( (1 cos ) ) (1 cos ) sin
L

l dl a t t a t dt a t tdt

 

             

0 0

2 2cos 2 sin 8
2

t
a tdt a dt a

 

     . 

Далі знайдемо: 

2

0 0 0

( sin )2 sin 2 sin sin sin
2 2 2

L

t t t
xdl a t t a dt a t dt t dt

   
     

 
     
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2
2 4 32

2 4
3 3

a
a
 

   
 

; 

2

0 0 0

(1 cos )2 sin 2 sin cos sin
2 2 2

L

t t t
ydl a t a dt a dt t dt

   
     

 
     

2
2 2 2

2 1
3 3

a
a
 

    
 

. 

Тепер за формулами (10.14.5) дістанемо:  
2 232 2

43 3,
8 3 8 12

C C

a a
a a

x y
a a

    . 

 

 

10.15. Криволінійні інтеграли 2-го роду 

          

Нехай в площині Oxy  задано гладку криву AB , на якій визначено 

обмежену функцію ( , )P x y . Визначимо на кривій AB  напрям від точ-

ки A до точки B . Тобто точка A  є початковою, а точка B  – кінцевою. 

Розіб’ємо криву AB  довільно обраними точками 

0 1 1 1, ,..., , ,..., ,k k n nA A A A A A A B    на n  частинних дуг, і на кожній ду-

зі 1k kA A   оберемо також довільним чином внутрішню точку 

( , )k k kM     0, 1k n  . Позначимо: 
0 1
max k

k n
l

  
   , де kl  – довжина 

дуги 1k kA A  . Складемо суму: 

1

0

( , )
n

k k k

k

P x




   ,                                                                       (10.15.1)                 

де kx  – проекція дуги 1k kA A   (або вектора 1k kA A  ) на вісь Ox . Під-

креслимо, що в цій інтегральній сумі використовуються не довжини 

kl  самих частинних дуг, як це було у випадку криволінійного інтег-

рала 1-го роду, а їх проекції на вісь Ox .  

Означення. Якщо існує скінченна границя суми (10.15.1) при 

0 , яка не залежить ні від засобу розбиття кривої AB  на частинні 
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дуги, ні від засобу внутрішніх точок kM , то ця границя називається 

криволінійним інтегралом від функції ( , )P x y  по координаті x  вздовж 

кривої AB  і позначається ( , )
AB

P x y dx . 

Таким чином, за означенням: 
1

0
0

( , ) lim ( , )
n

k k k

kAB

P x y dx P x





    . 

Аналогічно вводиться криволінійний інтеграл від функції ( , )Q x y  

по координаті y : 

0
( , ) lim ( , )k k k

AB

Q x y dy Q y


    ,                                                                            

де ky  – проекція дуги 1k kA A   (або вектора 
1k kA A 
) на вісь Oy  

(рис. 10.31).  

 
     Рис. 10.31  

Сума  ( , ) ( , )
AB AB

P x y dx Q x y dy   

називається криволінійним інтегралом 2-го роду (або криволінійним  

інтегралом по координатах) від функцій ( , )P x y  і ( , )Q x y  по кривій 

AB  і позначається символом: 
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( , ) ( , )
AB

P x y dx Q x y dy . 

Визначимо фізичний зміст криволінійного інтегралу 2-го роду. 

Нехай матеріальна точка ( , )M x y  під дією змінної сили 

( , ) ( , ) ( , )F x y P x y i Q x y j   рухається на площині Oxy  вздовж кривої 

BC . Треба обчислити роботу A  сили F  при переміщенні точки M з 

точки B  в точку C  (рис. 10.32).  

 
Рис. 10.32 

Розіб’ємо криву BC  довільно обраними точками ділення 

0 1, ,..., ,kB B B B 1 1,..., ,k n nB B B C    на n  частин і на кожній окремій 

дузі 1k kB B   оберемо довільну точку ( , )k k kM    0, 1k n  . На цю то-

чку діє сила  ( ) ( ) ( )k k kF M P M i Q M j  . Роботу kA , яку виконує ця 

сила при переміщенні точки по вектору 
1k kB B 
 можна знайти як ска-

лярний добуток: 

1( ) ( ) ( )k k k k k k k kA F M B B P M x Q M y       . 

Ця робота наближено дорівнює роботі змінної сили F  при перемі-

щенні матеріальної точки по дузі 1k kB B   довжиною kl . 

Робота сили при переміщенні вздовж ламаної 

0 1 1 1, ,..., , ,..., ,k k n nB B B B B B   дорівнює: 
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1

0

( , ) ( , )
n

n k k k k k k

k

A P x Q y




        . 

Цей вираз дає наближене значення шуканої роботи A: nA A . Щоб 

знайти точний вираз для роботи, треба перейти до границі при 

0 1
max 0k

k n
l

  
    : 

1

0 0
0

lim lim ( , ) ( , )
n

n k k k k k k

k

A A P x Q y


 


 
          

 
  

( , ) ( , )
BC

P x y dx Q x y dy  . 

Отже фізичний зміст криволінійного інтегралу 2-го роду вздовж 

деякої кривої полягає в тому, що він дорівнює роботі змінної сили при 

переміщенні матеріальної точки вздовж цієї кривої.  

Встановимо зв’язок між криволінійними інтегралами 1-го та 2-го 

роду. Розглянемо на площині Oxy  гладку криву AB  і точку ( , )M x y  

на неї. Проведемо в точці M  дотичну до кривої AB  і розглянемо ку-

ти   і  , які ця дотична утворює з вісями координат (рис. 10.33).  

 
Рис. 10.33 

 

Очевидно тоді, що для диференціалів dx  та dy  матимемо: 

cosdx dl  , cosdy dl  , де dl  – диференціал дуги. Отже: 
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 ( , ) ( , ) ( , )cos ( , )cos
AB AB

P x y dx Q x y dy P x y Q x y dl      . 

Це й є формула, що пов’язує криволінійні інтеграли 1-го та 2-го 

роду. 

 

 

10.16. Обчислення криволінійних інтегралів 2-го роду 

 

Нехай криву AB  задано параметричними рівняннями: 

( ), ( ) ( )x t y t t      ,                                                                                 

де функції ( )t , ( )t  неперервні та неперервно диференційовні на ві-

дрізку [ , ]  , причому  точці A  відповідає значення t   , а точці B  – 

значення t  , тобто ( ( ), ( )), ( ( ), ( ))A B        . Припустимо, що 

функція ( , )P x y  неперервна на кривій AB . Тоді за означенням: 

1

0
0

( , ) lim ( , )
n

k k k

kAB

P x y dx P x





    .                                           (10.16.1) 

Згідно з формулою Лагранжа можемо записати: 

1 1 1( ) ( ) ( )( ) ( )k k k k k k k k k kx x x t t t t t  
               ,                                  

де kt  – значення параметра t , яке відповідає точці kx , 1[ , ]k k kt t   . 

Оберемо точку ( , )k k   так, щоб ( )k k    , ( )k k    . Тоді інтегра-

льна сума у формулі (10.16.1) набуде вигляду: 
1

0

( ( ), ( )) ( )
n

k k k k

k

P t




       . 

Це інтегральна сума для функції ( ( ), ( )) ( )P t t t    на відрізку [ , ]  , 

тому: 

( , ) ( ( ), ( )) ( )
AB

P x y dx P t t t dt





     .                                         (10.16.2) 

Аналогічно доводяться формули: 

( , ) ( ( ), ( )) ( )
AB

Q x y dy Q t t t dt





     ,                                        (10.16.3) 
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( , ) ( , ) [ ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )]
AB

P x y dx Q x y dy P t t t Q t t t dt





           .                    

                                                                                                  (10.16.4) 

Якщо криву AB  задано явним рівнянням ( )y y x  ( )a x b  , де 

функція ( )y y x  неперервна та неперервно диференційовна на про-

міжку [ , ]a b , то з формули (10.16.4) дістанемо: 

( , ) ( , ) [ ( , ( )) ( , ( )) ( )]

b

AB a

P x y dx Q x y dy P x y x Q x y x y x dx    .  (10.16.5) 

Аналогічно, якщо криву AB  задано рівнянням ( )x x y  ( )c y d  , де 

функція ( )x x y  неперервна та неперервно диференційовна на про-

міжку [ , ]c d , то: 

( , ) ( , ) [ ( ( ), ) ( ) ( ( ), )]

d

AB c

P x y dx Q x y dy P x y y x y Q x y y dy    .  (10.16.6) 

Поняття криволінійного інтеграла 2-го роду можна поширити й 

на просторові криві. Нехай функції ( , , )P x y z , ( , , )Q x y z , ( , , )R x y z  ви-

значені і неперервні на просторовій кривій AB , яку задано рівняння-

ми: 

( ), ( ), ( ) ( )x t y t z t t        ,                                                                     

де функції ( ), ( ), ( )t t t    неперервні та неперервно диференційовні 

на відрізку [ , ]  , причому  точці A  відповідає значення t   , а точці 

B  – значення  t  , тобто ( ( ), ( ), ( ))A       , ( ( ), ( ), ( ))B       . Тоді 

існує криволінійний інтеграл: 

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz  ,                                                             

і справджується формула: 

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz        (10.16.7) 

[ ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( )] .P t t t t Q t t t t R t t t t dt





                      

На відміну від криволінійного інтеграла 1-го роду криволінійний ін-
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теграл 2-го роду залежить від напряму шляху інтегрування і при зміні 

цього напряму змінює свій знак: 

AB BA

Pdx Qdy Pdx Qdy     . 

Це пояснюється тим, що при зміні напряму інтегрування змінюються 

знаки проекцій ,k kx y   у відповідних інтегральних сумах.  

Часто доводиться розглядати криволінійні інтеграли по замкне-

ному  контуру, тобто коли початкова та кінцева точки збігаються. Та-

кий контур називається додатно орієнтованим, якщо при його обході 

область, що ним обмежується, залишається зліва (тобто обхід здійс-

нюється проти годинникової стрілки). Інтеграли по замкненому кон-

туру позначають так: 

( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy . 

Приклади 

1. Обчислити 
L

xydx dy , де L  – замкнений контур, утворений  

лініями 2y x , 1y  , 0x   (рис. 10.34). Обхід контуру здійснюється у 

додатному напрямі.  

 
Рис. 10.34 

 

Подамо контур L  як об’єднання контурів , ,OA AB BO . Тоді: 

L OA AB BO

      . 

Рівняння контуру OA: 2y x , та x  змінюється в напряму від 0 до 1. 

Тому згідно з формулою (10.16.5): 
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 
1 1

2 3

0 0

5
2 2

4
OA

xydx dy x x dx xdx x x dx         . 

Рівняння контуру AB : 1y  , та цього разу x  змінюється в напряму 

від 1 до 0. Тому: 
0 1

1 0

1
1

2
AB

xydx dy x dx xdx          

(тут очевидно 0dy  ). 

Рівняння контуру BO : 0x  , та y  змінюється в напряму від 1 до 0. 

Тому: 
0

1

1
BO

xydx dy dy     . 

Отже: 

5 1 1
1

4 2 4
L

xydx dy      . 

2. Обчислити інтеграл 
1

L

x
dx dy

y y a


 , де L  – відрізок циклоїди 

( sin )x a t t  , (1 cos )y a t   від 6t    до 3t   . 

Згідно з формулою (10.16.4) маємо: 
3 3

6 6

1 ( sin ) sin
(1 cos )

(1 cos ) cos
L

x a t t a tdt
dx dy a t dt

y y a a t a t

 

 


    

      

3
2 2

3 3

6 6

6

1 3 ln3
cos ln | cos |

2 24 2 2

t
a a t t a



 

 



  
      

 
. 

3. Знайти роботу сили ( )F yxi y x j    при переміщенні матері-

альної точки по прямій y x  з точки (0,0)O  в точку (1,1)B . 

Згідно з фізичним змістом інтеграла 2-го роду маємо: 
1

2

0

4
( ) 2

3
OB

A yxdx y x dy x dx xdx       .   
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10.17. Формула Гріна 

      

Теорема. Нехай D  – область, яку обмежено замкненим кусково-

гладким контуром   , і  функції ( , ), ( , ), ( , )P x y Q x y P x y y  ,

( , ), ( , ), ( , )P x y Q x y P x y y  ( , )Q x y x   неперервні в області D . Тоді 

справджується формула: 

( , ) ( , )
( , ) ( , )

D

Q x y P x y
P x y dx Q x y dy dxdy

x y


  
   

  
  .        (10.17.1) 

Доведення. Припустимо для спрощення, що область D  стандар-

тна водночас і 1-го і 2-го типу, тобто з одного боку 

1 2{ , ( ) ( )}D a x b y x y y x     , причому 1 2( ) ( )y a y a , 1 2( ) ( )y b y b , 

а з іншого боку 1 2{ , ( ) ( )}D c y d x y x x y     , причому 1 2( ) ( )x c x c , 

1 2( ) ( )x d x d  (рис. 10.35). 

 
Рис. 10.35 

      

Розглянемо з огляду на те, що область D  стандартна 1-го типу: 

2

1

( )

2 1

( )

( ( , ( )) ( , ( ))

y xb b

D a y x a

P P
dxdy dx dy P x y x P x y x dx

y y

 
   

      

2 1( , ( )) ( , ( )) ( , ) ( , )

b b

a a KLM KNM

P x y x dx P x y x P x y dx P x y dx         
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( , ) ( , ) ( , )
KLM MNK

P x y dx P x y dx P x y dx


      . 

Аналогічно, з оглядом на те, що область D  стандартна 2-го типу: 

( , )
D

Q
dxdy Q x y dy

x





  . 

Звідси дістаємо: 

( , ) ( , )
D

Q P
dxdy P x y dx Q x y dy

x y


  
   

  
  ,                                                       

що й треба було довести.  

Наслідок. Площа плоскої фігури D  одержується з формули Грі-

на, якщо покласти 
2

y
P   , 

2

x
Q  : 

1

2
D

S dxdy xdy ydx


    . 

Приклад. Обчислити 2 2 2( ) ( )
L

x y dx x y dy   , де L  – контур три-

кутника з вершинами (0;0)A , (2;0)B , (2;4)C  (рис. 10.36). 

 
Рис. 10.36 

 

Подамо контур L  у вигляді об’єднання контурів , ,AB BC CA. То-

ді: 

L AB BC CA

      . 
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Рівняння контуру AB :  0y  , причому x  змінюється від 0 до 2. Рів-

няння контуру BC :  2x  , причому y  змінюється від 0 до 4. Рівняння 

контуру CA: 2y x , причому x  змінюється від 2 до 0. Тому: 

2

2 2 2 2

0

8
( ) ( )

3
AB

x y dx x y dy x dx      ; 

4

2 2 2 2

0

112
( ) ( ) (4 )

3
BC

x y dx x y dy y dy         ; 

     

 
0 2

2 2 2 2 2 2 2

2 0

8
( ) ( ) 9 5 2 10 9

3
CA

x y dx x y dy x dx x dx x x dx           . 

Отже: 

2 2 2 8 112 8
( ) ( ) 32

3 3 3
L

x y dx x y dy        . 

Обчислимо тепер той самий інтеграл, використовуючи формулу 

Гріна. Якщо D  – область, що обмежена контуром L , то: 

     

2 2 2( ) ( ) ( 2 2( ))
L D D

Q P
x y dx x y dy dxdy x x y dxdy

x y

  
          

  
  

 
2 2

0 0

( 4 2 ) 2 (2 ) 2 (2 )

x

D D

x y dxdy x y dxdy dx x y dy              

22 2 22 2 2
2

0 0 00

(2 ) 16 4
2 2 12 32

2 2 2

x

x y x x
dx dx x dx

   
           

    
   ,                              

тобто результати співпали, як і мало бути. 
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10.18. Умови незалежності криволінійного інтеграла 2-го роду 

від шляху інтегрування 

 

Теорема. Нехай функції ( , )P x y  і ( , )Q x y  визначені і неперервні 

разом зі своїми похідними 
P

y




, 

Q

x




 в деякій замкненій обмеженій об-

ласті D . Тоді наступні чотири умови еквівалентні. 

1) для довільної замкненої гладкої кривої L , що цілком лежить в об-

ласті D , виконано: 

( , ) ( , ) 0
L

P x y dx Q x y dy  ;  

2) для будь-яких точок M  і  N  з області D  інтеграл 

( , ) ( , )
MN

P x y dx Q x y dy  не залежить від форми шляху, що з’єднує то-

чки M  і  N , якщо тільки він цілком належить області D ;  

3) вираз ( , ) ( , )P x y dx Q x y dy  є повним диференціалом деякої функції 

( , )U x y : 

( , ) ( , ) ( , )dU x y P x y dx Q x y dy  ; 

4) в усіх точках області D  виконано: 

P Q

y x

 


 
. 

Доведення. Доведемо теорему по схемі: 1) 2) 3) 4) 1)    . 

1) 2) . Нехай MSN та MRN  – дві довільні криві, що з’єднують 

точки M  і  N  (рис. 10.37).  

 
Рис. 10.37 
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За умовою: L MSNRM , ( , ) ( , ) 0
L

P x y dx Q x y dy  . Тому:  

L MSN NRM

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy         

MSN NRM MSN MRN

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy            ,                     

що й треба було довести. 

2 3 ). Нехай інтеграл 
MN

Pdx Qdy  не залежить від форми кри-

вої MN . Зафіксуємо точку 0 0( , )M x y . Тоді цей інтеграл буде деякою 

функцією ( , )U x y  координат ( , )x y  точки ( , )N x y : 

( , )
MN

U x y Pdx Qdy  . 

Покажемо, що ( , )dU x y Pdx Qdy   в області D . Для цього достатньо 

показати, що:  

( , ), ( , )
U U

P x y Q x y
x y

 
 

 
. 

Розглянемо (рис. 10.38): 

( , ) ( , )x

MC MN

U U x x y U x y Pdx Qdy Pdx Qdy            

( , ) , 0 1

x x

NC x

Pdx Qdy Pdx P x x y x



                                                                                                      

(з умови незалежності інтеграла від шляху інтегрування шлях NC  

можна вважати прямолінійним, тому 0dy  ). 

 Рис. 10.38 
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Звідси: 

0
( , ) lim ( , )x x

x

U UU
P x x y P x y

x x x 

 
     

  
,                                               

оскільки за умовою функція ( , )P x y  неперервна в області D . Анало-

гічно доводиться, що ( , )
U

Q x y
y





. Отже умову 3) виконано.  

3 4 ). Нехай існує функція ( , )U x y  така, що dU Pdx Qdy  , то-

ді 
U

P
x





, 

U
Q

y





, звідки 

2P U Q

y x y x

  
 

   
. 

4 1 ). Нехай 
P Q

y x

 


 
, і L  – довільна замкнена крива, яка нале-

жить цілком області D  і обмежує деяку область *D D . Тоді за фо-

рмулою Гріна: 

*

0
L D

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

  
    

  
  . 

Таким чином, теорему повністю доведено. В умовах цієї теореми, 

якщо 0 0( , )M x y , 1 1( , )N x y , то: 

1 1 0 0( , ) ( , )
MN

Pdx Qdy U x y U x y   .                                       (10.18.1) 

Формулу (10.18.1) можна розглядати як узагальнення формули 

Ньютона-Лейбніца на випадок криволінійних інтегралів 2-го роду.  

Зауваження. Аналогічним чином можна одержати узагальнення 

доведеної вище теореми на випадок криволінійного інтеграла 2-го 

роду по просторовій кривій: 

( , , ) ( , , ) ( , , )
L

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz  . 

Означення. Тривимірна область G  називається поверхнево-

однозв’язною, якщо на будь-який кусково-гладкий замкнений кон-

тур, який належить G , можна «натягнути плівку», яка повністю ле-

жить в G . 
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Теорема. Нехай функції  ( , , ), ( , , ), ( , , )P x y z Q x y z R x y z  неперервні 

разом зі своїми похідними 1-го порядку в поверхнево-однозв’язній 

області G . Тоді наступні твердження еквівалентні: 

1) для довільної замкненої кривої L G  виконано: 

0
L

Pdx Qdy Rdz   ; 

2) криволінійний інтеграл 
MN

Pdx Qdy Rdz   не залежить від форми 

кривої, що з’єднує точки M  і N , якщо тільки цей контур цілком на-

лежить G ; 

3) вираз Pdx Qdy Rdz   є повним диференціалом деякої функції 

( , , )U x y z ; 

4) в усіх точках області G  виконано: 

, ,
P Q Q R R P

y x z y x z

     
  

     
. (10.18.2) 

У цьому випадку, якщо 0 0 0 1 1 1( , , ), ( , , )M x y z N x y z , то: 

1 1 1 0 0 0( , , ) ( , , )
MN

Pdx Qdy Rdz U x y z U x y z    . 

Приклади 

1. Перевірити, що інтеграл не залежить від шляху інтегрування і 

обчислити його. 

   
(3;0)

4 3 2 2 4

( 2; 1)

4 6 5x xy dx x y y dy
 

   . 

Маємо:   4 34P x xy  ,  2 2 46 5Q x y y  ,    212
P

xy
y





,   

212
Q

xy
x





, тобто інтеграл не залежить від шляху інтегрування. 

Знайдемо функцію  ( , )U x y . Оскільки 4 34
U

P x xy
x


  


, то 

5
2 3( , ) 2 ( )

5

x
U x y x y c y   , де ( )c y  – довільна функція, що залежить 
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лише від y . Звідси маємо: 2 26 ( )
U

x y c y
y


 


. З іншого боку 

U
Q

y





, 

тому 2 2 2 2 46 ( ) 6 5x y c y x y y   , отже 4( ) 5c y y   , і тому 

5

1( )c y y c   , де 1c  – довільна стала. Таким чином: 

5
2 3 5

1( , ) 2
5

x
U x y x y y c    . 

Можемо покласти 1 0c  , тоді 
5

2 3 5( , ) 2
5

x
U x y x y y   . І згідно з фор-

мулою (3.6.1) дістанемо: 

   
(3;0)

4 3 2 2 4

( 2; 1)

4 6 5 (3;0) ( 2; 1) 62x xy dx x y y dy U U
 

        . 

2. Перевірити, що інтеграл не залежить від шляху інтегрування і 

обчислити його. 
(0;4;3)

(1;0; 3)

xdx ydy zdz


  . 

Маємо:  , ,P x Q y R z    , і очевидно, що виконано умову 

(10.18.2). Легко показати, що  
2 2 2

( , , )
2 2 2

x y z
U x y z    ,                                                                                       

тому: 
(0;4;3)

(1;0; 3)

15
(0;4;3) (1;0; 3)

2
xdx ydy zdz U U



       . 

 

 

10.19. Поверхневі інтеграли 1-го роду 

 

При розв’язуванні низки задач доводиться розглядати функції, 

визначені на деякій поверхні. Такими функціями є, наприклад, густи-

на розподілу електричних зарядів на поверхні провідника, поверхнева 

густина маси, розподіленої на поверхні, швидкість рідини, що проті-

кає через дану поверхню, освітленість поверхні, тощо. Відповідно до-
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водиться мати справу з інтегралами від таких функцій. Зокрема, ті ін-

теграли, що розглядаються у цьому параграфі, є узагальненням по-

двійних інтегралів, аналогічним тому, якими криволінійні інтеграли 1-

го роду є по відношенню до звичайних визначених інтегралів Рімана.  

Означення. Поверхня називається гладкою, якщо в кожній її то-

чці існує дотична площина, і при переході від точки до точки на по-

верхні положення дотичної площини змінюється неперервно. Повер-

хня називається кусково-гладкою, якщо вона складається із скінчен-

ного числа неперервно сполучених гладких поверхонь. 

Нехай   – кусково-гладка поверхня, на якій визначено обмежену 

функцію ( ) ( , , )f M f x y z  ( ( , , )M x y z  – довільна точка поверхні  ). 

Розіб’ємо поверхню   на n  довільних частин 1 2, ,..., n   . Площу ча-

стини i  позначимо i . В кожній частині i  довільним чином обе-

ремо точку ( , , )i i i iM     і складемо суму: 

1

( , , )
n

i i i i

i

f


    .                                                                    (10.19.1)  

Ця сума називається інтегральною сумою для функції ( , , )f x y z  по 

поверхні  . Легко бачити, що вона будується за тою ж схемою, за 

якою будувалися інтегральні суми у випадках визначеного інтеграла 

Рімана, подвійного інтеграла, потрійного інтеграла, криволінійного 

інтеграла 1-го роду.  

Позначимо: 
1
maxdiam( )i

i n 
   . 

Означення. Якщо існує скінченна границя інтегральної суми 

(10.19.1) при 0 , яка не залежить ані від способу розбиття повер-

хні   на частинні, ані від способу вибору точок iM , то цю границю 

називають поверхневим інтегралом 1-го роду від функції ( , , )f x y z  по 

поверхні   і позначають ( , , )f x y z d


 . 

Тобто за означенням: 

0
1

( , , ) lim ( , , )
n

i i i i

i

f x y z d f




      .                                   (10.19.2) 
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У цьому разі функція ( , , )f x y z  називається інтегровною на поверхні 

 , а сама поверхня   – областю інтегрування.  

Поверхневий інтеграл 1-го роду має низку властивостей, аналогі-

чних відповідним властивостям подвійних інтегралів та криволіній-

них інтегралів 1-го роду. А саме, якщо функція ( , , )f x y z  неперервна 

на поверхні  , то вона інтегровна на цій поверхні, інтеграл від суми 

двох інтегровних функцій дорівнює сумі інтегралів від цих функцій, 

сталий множник можна виносити за знак інтеграла тощо.  

Обчислення поверхневого інтеграла 1-го роду зводиться до обчи-

слення подвійного інтеграла. Нехай гладка поверхня  , яку задано 

рівнянням ( , )z x y   проектується на площину Oxy  в область D  

(рис. 10.39). Припустимо, що функція ( , , )f x y z  неперервна на повер-

хні  , а функції ( , )x y , ( , )x x y , ( , )y x y  неперервні в області D . 

Тоді можна довести справедливість формули: 

 
Рис. 10.39 

   

   
22

( , , ) ( , , ( , )) 1 ( , ) ( , )x y

D

f x y z d f x y x y x y x y dxdy


         .      

                                                                                                  (10.19.3) 



211 

 

До механічних застосувань поверхневого інтеграла 1-го роду від-

носиться обчислення маси, координат центру тяжіння, статичних мо-

ментів, моментів інерції поверхні за відомою розподіленою на неї гу-

стиною ( , , )x y z  тощо. 

Розглянемо наступну задачу. 

Нехай на поверхні   неперервно розподілено масу з заданою в 

кожній точці поверхні густиною ( , , )x y z . Нехай в точці 0 0 0( , , )A x y z , 

що не лежить на поверхні  , знаходиться одиниця маси. Треба визна-

чити величину і напрям сили F , з якою точка A  притягається повер-

хнею  . 

Якби точка A  притягалася лише однією матеріальною точкою 

( , , )M x y z  маси m , то величина сили притягання дорівнює: 

     
2

m
F

r
 ,                                                                                                                  

де 
2 2 2

0 0 0| | ( ) ( ) ( )r AM x x y y z z       . Напрямні косинуси сили 

F  співпадають з напрямними косинусами вектора r  і дорівнюють ві-

дповідно 0 0 0, ,
x x y y z z

r r r

  
. Отже проекції сили F  на осі коорди-

нат: 

0 0 0

3 3 3
, ,x y z

x x y y z z
F m F m F m

r r r

  
    . 

Розглянемо елемент d поверхні  . Відповідний елемент dm  маси 

поверхні дорівнює d  . Тоді сила притягання точки M  елементом 

d має проекції: 

0 0 0

3 3 3
, ,x y z

x x y y z z
dF d dF d dF d

r r r

  
         . 

Отже для всієї поверхні   маємо: 

0

3
( , , )x

x x
F x y z d

r



   ,     0

3
( , , )y

y y
F x y z d

r



   , 

0

3
( , , )z

z z
F x y z d

r



   .  
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Приклад. Обчислити 
2(1 )

d

x z




  , де   – частина площини 

1x y z   , що належить 1-му октанту. 

Легко зрозуміти, що проекцією поверхні   на площину Oxy  є 

трикутник D , який утворено прямими 0, 0, 1x y x y    . Тому згі-

дно з формулою (10.19.3) маємо: 
1 1

2 2 2

0 0

1
3 3 3 ln2

(1 ) (2 ) (2 ) 2

x

D

d dxdy dy
dx

x z y y





  
    

     
    . 

 

 

10.20. Поверхневі інтеграли 2-го роду. Означення і властивості 

      

Введемо поняття сторони поверхні. Візьмемо на гладкій поверхні 

  довільну точку M , проведемо в цій точці нормаль n  певного на-

пряму (одного з двох можливих) і розглянемо на поверхні   довіль-

ний замкнений контур L , який проходить через точку M  і не перети-

нає межі поверхні   (рис. 10.40).  

 

Рис. 10.40 

Переміщатиме точку M вздовж контуру L  разом з вектором n  

так, щоб вектор n  весь час залишався нормаллю до поверхні  . Тоді 

при обході контуру L  ми можемо повернутися в точку M  з тим са-

мим, або з протилежним напрямом нормалі. Якщо у довільну точку 

M  поверхні   після обходу довільного замкненого контуру L , який 
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розміщено на поверхні   і не перетинає її межу, ми повертаємось з 

початковим напрямом нормалі n , то поверхню називають двосто-

ронньою. Прикладами таких поверхонь є площина, сфера, конус то-

що. Якщо при обході контуру напрям нормалі змінюється на проти-

лежний, то поверхня називається односторонньою. Прикладом такої 

поверхні є так званий лист Мебіуса (рис. 10.41). 

 

Рис. 10.41 

Двосторонню поверхню називають орієнтованою, а вибір певної 

її сторони орієнтацією поверхні. Якщо поверхня замкнена і нормаль 

напрямлена всередину об’єма, обмеженого поверхнею, то дістаємо 

внутрішню сторону поверхні, а якщо нормаль напрямлена зовні цьо-

го об’єму, то дістаємо зовнішню сторону. Надалі розглядатимемо 

тільки двосторонні поверхні.  

Нехай   – орієнтована поверхня, обмежена контуром L , який не 

має точок самоперетину. Будемо обходити контур у додатному на-

прямі, тобто проти годинникової стрілки (якщо змінити орієнтацію 

поверхні, то додатний напрям зміниться на від’ємний). Припустимо, 

що поверхню   задано рівнянням ( , )z f x y , і ( , , )R x y z  – обмежена 

функція, яку визначено на поверхні  . Розіб’ємо поверхню   довіль-

ним чином на m  частин 1,..., m  . Позначимо k Oxy kD пр  , а через ks  

позначимо площу частини kD , яку взято зі знаком «плюс», якщо об-

рано зовнішню сторону поверхні  , і зі знаком «мінус», якщо внут-

рішню. Виберемо в кожній частині k  довільну точку ( , , )k k k kM     і 

складемо інтегральну суму: 

1

( , , )
n

k k k k

k

R s


    .  (10.20.1) 
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Позначимо: 
1
maxdiam( )k

k n 
   . 

Означення. Якщо існує скінченна границя суми (10.20.1) при 

0 , яка не залежить ні від способу розбиття поверхні   на час-

тинні, ні від способу вибору точок kM , то така границя називається 

поверхневим інтегралом 2-го роду від функції ( , , )R x y z  по поверхні   

і позначається ( , , )R x y z dxdy


 . 

Таким чином, за означенням: 

0
1

( , , ) lim ( , , )
n

k k k k

k

R x y z dxdy R s




     .                               (10.20.2) 

Поверхню   можна проектувати на координатні площини Oxz  та 

Oyz . Тоді маємо ще два поверхневі інтеграли: 

( , , ) , ( , , )P x y z dydz Q x y z dxdz
 

  ,                                                                          

де функції ( , , )P x y z , ( , , )Q x y z  – функції, визначені в точках поверхні  . 

Нехай cos , cos , cos    – напрямні косинуси нормалі n . Тоді 

cosdxdy d   , cosdxdz d   , cosdydz d  . Звідси випливає спра-

ведливість формул: 

( , , ) ( , , )cosR x y z dxdy R x y z d
 

    , 

( , , ) ( , , )cosQ x y z dxdz Q x y z d
 

    , 

( , , ) ( , , )cosP x y z dydz P x y z d
 

    ,                                                                  

тобто одержуємо зв’язок між поверхневими інтегралами 1-го та 2-го 

роду. 

Наведені поверхневі інтеграли можна об’єднати в один: 

( cos cos cos )Pdydz Qdxdz Rdxdy P Q R d
 

         .      (10.20.3) 

Розглянемо питання про фізичний зміст поверхневого інтеграла 

2-го роду. Нехай вектор F Pi Qj Rk    є швидкість рідини. Тоді 

кількість   рідини, що протікає через поверхню   за одиницю часу, 
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називається потоком вектора F  через поверхню   і знаходиться за 

формулою: 

( cos cos cos )P Q R d


      . 

      

10.21. Обчислення поверхневого інтеграла 2-го роду 

 

Перейдемо до питання обчислення поверхневого інтеграла 2-го 

роду. Нехай функція ( , , )R x y z  неперервна в усіх точках гладкої пове-

рхні  , яку задано рівнянням ( , )z z x y , ( , ) XYx y D , де XY OxyD пр  . 

Оберемо верхню сторону поверхні, тобто ту, де нормаль утворює гос-

трий кут з віссю Oz . Тоді 0ks   ( 1,2,..., )k n , і для інтегральної су-

ми (10.20.1) маємо: 

1 1

( , , ) ( , , ( , ))
n n

k k k k k k k k k

k k

R s R z s
 

           . 

Перейшовши до границі при 0 , дістанемо: 

( , , ) ( , , ( , ))

XYD

R x y z dxdy R x y z x y dxdy


  . 

Якщо обрати нижню сторону поверхні (нормаль утворює тупий 

кут з віссю Oz ), то: 

( , , ) ( , , ( , ))

XYD

R x y z dxdy R x y z x y dxdy


   . 

Аналогічно: 

( , , ) ( ( , ), , )

YZD

P x y z dydz P x y z y z dydz


   , 

( , , ) ( , ( , ), )

XZD

Q x y z dxdz Q x y x z z dxdz


   . 

Тут ,YZ XZD D  – проекції поверхні   відповідно на площини ,Oyz Oxz . 

Знак «плюс» або «мінус» обирається в залежності від того, гострий, 

або тупий кут утворює нормаль до поверхні відповідно з осями 

,Ox Oy . 
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Приклади  

1. Обчислити: 
2I xz dxdy xdydz dxdz



   ,                                                                               

де   – зовнішня сторона частини сфери 2 2 2 1x y z   , яка розташо-

вана у 1-му октанті. 

Обчислимо спочатку 2xz dxdy


 . Проекцією XYD  поверхні   на 

площину Oxy  є чверть круга 2 2 1x y  , яка розташована у 1-му квад-

ранті цієї площини. Нормаль до поверхні утворює гострий кут з віссю 

Oz . Тому: 
2 1

2 2 2 2

0 0

(1 ) cos (1 )

XYD

xz dxdy x x y dxdy d d





               

2 1

2 4

0 0

2
( )

15
d d



       . 

Тепер обчислимо xdydz


 . Проекцією YZD  поверхні на площину 

Oyz  є чверть круга 2 2 1y z  , яка розташована у 1-му квадранті цієї 

площини. Нормаль до поверхні утворює гострий кут з віссю Ox . То-

му: 
2 1

2 2 2

0 0

1 1
6

YZD

xdydz y z dydz d d






            . 

І нарешті обчислимо dxdz


 . Проекцією XZD  поверхні на площи-

ну Oxz  є чверть круга 2 2 1x z  , яка розташована у 1-му квадранті 

цієї площини. Нормаль до поверхні утворює гострий кут з віссю Oy . 

Тому: 

4
XZD

dxdz dxdz



   . 

Отже остаточно маємо: 
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2 2 5

15 6 4 15 12
I

  
     . 

 

2.  Обчислити: 

I xdxdz


  ,                                                                                                             

де   – зовнішня сторона трикутника, утвореного перетином площини 

2 2 2 0x y z     з координатними площинами (рис. 10.42).  

Проекцією XZD  поверхні   на пло  щи-

ну Oxz  є трикутник, який утворено прями-

ми 0, 0, 2 2 0x z x z     . Нормаль n  до 

поверхні утворює тупий кут з віссю Oy .  

Тому: 
1 2 2

0 0

1

3
XZ

x

D

I xdxdz dx xdz



         

(обчислення повторного інтеграла пе- 

ревірте самостійно). 

 

Рис. 10.42 

 

10.22. Формула Остроградського-Гаусса 

 

Формула Остроградського-Гаусса встановлює зв’язок між повер-

хневим інтегралом 2-го роду по замкненій поверхні і потрійним інте-

гралом по просторовій області, яка обмежена цією поверхнею.  

Нехай замкнена область 3G   обмежена замкненою поверхнею 

 , причому знизу та зверху обмежена гладкими поверхнями 1  та 2 , 

рівняння яких відповідно 1( , )z z x y  та 2 ( , )z z x y , і XY OxyD пр G  

(рис. 10.43). Нехай в області G  визначено неперервну функцію 

( , , )R x y z , яка в цій області має неперервну похідну 
R

z




. 
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Рис. 10.44 

 

Розглянемо потрійний інтеграл: 

2

1

( , )

( , )XY

z x y

G D z x u

R R
dxdydz dxdy dz

z z

 
 

     

2 1( , , ( , ,)) ( , , ( , ,))

XY XYD D

R x y z x y dxdy R x y z x y dxdy   . 

У правій частині цієї рівності перший подвійний інтеграл дорівнює 

поверхневому інтегралу від функції ( , , )R x y z  по зовнішній стороні 

поверхні 2  (тут нормаль 2n  до цієї сторони утворює гострий кут з 

віссю Oz ). Другий подвійний інтеграл дорівнює поверхневому інтег-

ралу від функції ( , , )R x y z  по зовнішній стороні поверхні 1 , який 

взято зі знаком «мінус», оскільки нормаль 1n  до цієї сторони утворює 

тупий кут з віссю Oz . Отже: 

     

1 2

( , , ) ( , , ) ( , , )
G

R
dxdydz R x y z dxdy R x y z dxdy R x y z dxdy

z
  


  

    .       

                                                                                                  (10.22.1) 
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Аналогічно у припущенні, що функції ( , , )P x y z , ( , , )Q x y z , 
P

x




, 

Q

y




 неперервні в області G , дістанемо формули: 

( , , )
G

P
dxdydz P x y z dydz

x





  ,                                             (10.22.2) 

( , , )
G

Q
dxdydz Q x y z dxdz

y





  .                                             (10.22.3) 

Склавши ліві та праві частини рівностей (10.22.1), (10.22.2), (10.22.3), 

дістанемо формулу: 

G

P Q R
dxdydz Pdydz Qdxdz Rdxdy

x y z


   
     

   
  ,       (10.22.4) 

яку називають формулою Остроградського – Гаусса. Використання 

цієї формули дозволяє у низці випадків значно полегшити обчислен-

ня поверхневих інтегралів 2-го роду по замкненим поверхням.  

Приклад. Обчислити поверхневий інтеграл: 
2 3 2I x dydz ydxdz xzdxdy



   ,                                                                           

де    – зовнішня сторона поверхні піраміди, утвореної площинами  

0x  , 0y  ,  0z  , 1x y z    (рис. 10.22а).  

Маємо:  2P x , 3Q y ,  2R xz  ;  2
P

x
x





,  3

Q

y





,  2

R
x

z


 


. 

Згідно з формулою (10.22.4): 
11 1

0 0 0

1
(2 3 2 ) 3

2

x yx

G G

I x x dxdydz dxdydz dx dy dz

 

          .  

Нескладно переконатися в тому, що безпосереднє обчислення цього 

поверхневого інтеграла потребує значно більшого обсягу обчислень.  

 

 

  



220 

 

10.23. Формула Стокса 

 

Формула Стокса встановлює зв’язок між поверхневим і криволі-

нійним інтегралами. Нехай   – поверхня, яку задано рівнянням 

( , )z f x y , причому функції ( , ), ( , ), ( , )x yf x y f x y f x y   неперервні в 

області D , що є проекцією поверхні   на площину Oxy . Нехай L  – 

контур, який обмежує поверхню  , а l  – проекція цього контуру на 

площину Oxy . Таким чином, контур l  є межею області D . 

Виберемо верхню сторону поверхні   (рис. 10.44). Нехай функ-

ція ( , , )P x y z  неперервна разом зі своїми частинними похідними 1-го 

порядку на поверхні  . Розглянемо криволінійний інтеграл 2-го роду: 

( , , )
L

P x y z dx . 

 
                                                 Рис. 10.44 

Оскільки контур L  лежить на поверхні  , то координати його то-

чок задовольняють рівняння ( , )z f x y , і тому значення функції 

( , , )P x y z  в точках контуру L  дорівнюють значенням функції 

( , , ( , ))P x y f x y  у відповідних точках контуру l . Звідси випливає, що: 

( , , ) ( , , ( , ))
L l

P x y z dx P x y f x y dx  . 
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До інтегралу, що стоїть у правій частині цієї рівності, застосуємо фо-

рмулу Гріна (див. п. 10.17). 

( , , ( , ))
l D

P P f
P x y f x y dx dxdy

y z y

   
    

   
  . 

Оскільки розглядаємо верхню сторону поверхні  , то cos 0  , 

де   – кут між нормаллю n  до поверхні і віссю Oz  (у даному випадку 

цей кут гострий). Оскільки напрям нормалі до поверхні ( , )z f x y  

співпадає з напрямом градієнта функції ( , , ) ( , )F x y z f x y z  , то мо-

жемо у якості нормалі взяти саме градієнт, і тоді  , , 1
f f

n
x y

  
  

  
. 

Нехай cos , cos , cos    – напрямні косинуси нормалі. Тоді 

cos

cos 1

f y f

y

   
  

  
. Звідси дістаємо: 

cos

cos
D D

P P z P P
dxdy dxdy

y z y y z

        
          

        
   

cos cos
P P

d
y z



  
      

  
 . 

Отже, 

( , , ) cos cos
L

P P
P x y z dx d

z y


  
    

  
  . 

Аналогічно при виконанні відповідних умов доводиться справед-

ливість формул: 

( , , ) cos cos
L

Q Q
Q x y z dy d

x z


  
     

  
  , 

( , , ) cos cos
L

R R
R x y z dz d

y x


  
     

  
  . 

Додаючи ліві і праві частини трьох останніх рівностей, дістаємо 

формулу: 

cos cos
L

R Q P R
Pdx Qdy Rdz

y z z x


     
          

     
   
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cos
Q P

d
x y

  
    

   
,                                                            (10.23.1)                                                                               

яка називається формулою Стокса. Її можна записати у іншому ви-

гляді, більш зручному для запам’ятовування: 

cos cos cos

L

Pdx Qdy Rdz d
x y z

P Q R



  

  
   

    . 

 

За допомогою формули (10.20.3), що пов’язує поверхневі інтег-

рали 1-го та 2-го роду,  формулу Стокса можна також записати з ви-

користанням поверхневого інтегралу 2-го роду: 

L

Pdx Qdy Rdz    

R Q P R Q P
dydz dxdz dxdy

y z z x x y


         
         

         
 . 

Приклад. За допомогою формули Стокса обчислити інтеграл: 
2 3

L

I x y dx dy zdz   ,                                                                                           

де L  – коло 2 2 1x y  , 0z  , а поверхня   – верхня сторона півсфери 

2 2 2 1x y z   , 0z  , і обхід контуру L  здійснюється у додатному 

напрямі. 

Маємо: 2 3, 1,P x y Q R z   ,  

2 23 , 0, 0
Q P R Q P R

x y
x y y z z x

     
      

     
. 

Проекцією XYD  поверхні   на площину Oxy  є круг 2 2 1x y  . За фо-

рмулою Стокса дістаємо: 
     

2 1

2 2 2 2 5 2 2

0 0

3 3 3 cos sin
8

XYD

I x y dxdy x y dxdy d d






                                    

(обчислення повторного інтеграла перевірте самостійно).  
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Контрольні запитання до глави 10 

1.  Які множини називаються відкритими, а які – замкненими? 

2. Що називається подвійним інтегралом від функції  ( , )z f x y  по 

області D? У чому полягає його геометричний зміст та фізичний 

зміст? 

3. Які достатні умови існування подвійного інтеграла? 

4. Яка область називається стандартною 1-го типу, і яка область на-

зивається стандартною 2-го типу? 

5. Як обчислюється подвійний інтеграл по стандартним областям? За 

яким принципом розставляються межі інтегрування у повторному ін-

тегралі? Які існують можливості для обчислення подвійного інтегра-

лу, якщо область не є стандартною? 

6. Сформулювати теорему про заміну змінних у подвійному інтегра-

лі. 

7. Чому дорівнює якобіан перетворення при переході у подвійному 

інтегралі до полярних координат? 

8. За яким принципом розставляються межі інтегрування у повтор-

ному інтегралі при переході до полярних координат? 

9. Які існують геометричні застосування подвійного інтеграла? 

10. Які існують механічні застосування подвійного інтеграла? 

11.  Що називається потрійним інтегралом від функції ( , , )u f x y z  по 

області V ? Які необхідні умови його існування? Які достатні умови? 

12.  Як обчислюється потрійний інтеграл у випадку стандартних обла-

стей? 

13.  Як здійснюється перехід у потрійному інтегралі до сферичних 

іциліндричних координат?  Чому дорівнює якобіан перетворення у 

кожному з цих випадків? 

14.  Які існують геометричні застосування потрійного інтеграла? 

15.  Які існують механічні застосування потрійного інтеграла? 

16.  Що таке криволінійний інтеграл 1-го роду. Як обчислюється? 

17.  Які існують геометричні застосування криволінійного інтеграла 

1-го роду? Які існують його механічні застосування? 

18.  Що таке криволінійний інтеграл 2-го роду. Як він обчислюється? 

У чому полягає його фізичний зміст? 

19. Якою формулою встановлюється зв’язок між подвійним інтегра-

лом по області D  і криволінійним інтегралом 2-го роду по замкнено-

му контуру, що цю область обмежує? 
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20. За яких умов криволінійний інтеграл 2-го роду не залежить від 

шляху інтегрування? 

21.  Що таке поверхневий інтеграл 1-го роду? Як обчислюється? 

22.  Які існують механічні застосування поверхневих інтегралів 1-го 

роду? 

23.  Які поверхні називаються односторонніми, а які двосторонніми? 

24.  Що таке поверхневий інтеграл 2-го роду, які його основні власти-

вості? 

25.  Як обчислюється поверхневий інтеграл 2-го роду? 

26.  Якою формулою задається зв’язок між потрійним інтегралом по 

області V  і поверхневим інтегралом 2-го роду по поверхні, що цю 

область обмежує? 

27.  Якою формулою задається зв’язок між поверхневим інтегралом 2-

го роду по поверхні   і криволінійним інтегралом 2-го роду по кон-

туру, що цю поверхню обмежує? 

                          

 

Вправи для самостійного розв’язання 

 

10.1.  Обчислити повторні інтеграли. 

1)  

1 3

0 1

( )dx x y dy  ;  2)  
2 1

3 2

1 2

2 3dy x y dx
 

  ;  3) 

3 2

1 0

dy xydx  ;  

4) 

1 0

0 1

xydx xe dy


  ; 5)  

4 2

2

3 1
( )

dy
dx

x y  ;  6)  

21 4

4 3

( )

x

x

dx y x dy





  ;   

7) 

2

2 2

0 2

x

x

xdy
dx

x y  ;  8) 

2 2 sin

0 0

x

dx ydy

 

  ; 9) 
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0 1

y

y

dy dx





  ;   

10) 

2 cos

0 0

sin

a

d d

 

     ;  11) 

21 1

2 2

0 0

1

x

dx x y dy



   . 

10.2. Обчислити подвійні інтеграли по прямокутним областям інтег-

рування D , що задано нерівностями у дужках. 

1) ( )
D

xy x y dxdy     (0 1, 1 3x y    );  

2) ( 1 0, 0 2)x y

D

e dxdy x y      ; 



225 

 

3) 
2

2
(0 1, 0 1)

1
D

x
dxdy x y

y
   

 ;  

4) 2cos (0 2 , 0 )
D

y xdxdy x y a     ; 

5) ln( ) (1 2, 0 1)
D

x y dxdy x y     ;   

6) 2 (0 1, 0 2)xy

D

x ye dxdy x y    . 

10.3. Записати подвійний інтеграл ( , )
D

f x y dxdy  у вигляді повторного, 

а) вважаючи зовнішній інтеграл за змінною x , а внутрішній за змін-

ною y ; 

б) вважаючи зовнішній інтеграл за змінною y , а внутрішній за змін-

ною x . 

1) D  – прямокутник з вершинами (1;1)A , (1;3)B , (4;3)C , (4;1)E ; 

2) D  – трикутник з вершинами (1;0)A , (3;0)B , (3;4)C ; 

3) D  – трапеція з вершинами (0;0), (2;0), (1;1), (0;1)O A B C ; 

4) D  – паралелограм з вершинами (1;2), (2;4), (2;7), (1;5)A B C E ; 

5) D  – фігура, обмежена лініями 0, 2 , 3y y x x   ; 

6) D – фігура, обмежена лініями 0, 0, 2 3 6x y x y    ; 

7) D – фігура, обмежена кривою 2 2 4 0x y x   ; 

8) D – фігура, що міститься у першому квадранті та обмежена лінія-

ми y x , 2 2 2x y  , 0y  ; 

9) D – фігура, обмежена лініями 2 20, , 2x y x y x    ; 

10) D – фігура, обмежена лініями 
22y x x  , 2y x , 2x  . 

 

10.4. Змінити порядок інтегрування. 

1) 

2 2

0

( , )
y

dy f x y dx  ;    2) 

1

0

( , )

y

y

dy f x y dx  ;    3) 

21 1

1 0

( , )

x

dx f x y dy





  ;   
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4) 

22

0

( , )

r rx x

x

dx f x y dy



  ;  5) 

2

2

4

2 2

2 4

2

( , )

x

x

dx f x y dy



 


  ;  6) 
2

1 4

0 2

( , )

x

x

dx f x y dy





  ; 

7) 
2

11

0 1

( , )

y

y

dy f x y dx



 

  ;  8) 

sin

0 0

( , )

x

dx f x y dy



  ;  9) 

2

2

31

0 2

( , )

y

y

dy f x y dx



  ; 

10) 

1 2 2

0 0 1 0

( , ) ( , )

x x

dx f x y dy dx f x y dy



    ;   

11) 

2 22 2

0 0 02 2

( , ) ( , )

R x R R x

R

dx f x y dy dx f x y dy



    ; 

12) 

2 231 2 1 4 3

0 0 1 0

( , ) ( , )

x x x

dx f x y dy dx f x y dy

  

    . 

      

     10.5. Обчислити подвійні інтеграли.    

1)  (2 3 )
D

x y dxdy , де область D  обмежено прямими 0x  , 0y  , 

4x y  ; 

2) 2 2( )
D

x y dxdy , де область D  обмежено прямими 

0, 2 , 1y y x x   ; 

3) 
2 3

D

x y
dxdy

 
 

 
 , де область D  обмежено лініями 

2

2 ,
2

x
y x y  ; 

4) 
D

xydxdy , де область D  обмежено лініями 2 2 , 2y x x  ; 

5) 2 2

D

x y dxdy , де область D  – круг 2 2 2x y R  ; 

6) 2( )
D

x y dxdy , де область D  обмежено лініями 2 24 , 4y x x y  ; 

7) 
2

2

D

x
dxdy

y
, де область D  обмежено лініями 2, , 1x y x xy   ; 
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8) cos( )
D

x y dxdy , де область D  обмежено прямими 

0, ,x y y x    ; 

9) 

x

y

D

e dxdy , де область D  обмежено лініями 2 , 0, 1x y x y   ; 

10) 2 cos
D

y xydxdy , де область D  обмежено прямими 

0, ,y y y x    ; 

11) 
2 2

D

x
dxdy

x y , де область D  обмежено лініями tg ,y x x y x  ; 

12) 
2D

dxdy

a x
 , де область D  – круг радіуса a , який дотикається до 

осей Ox  та Oy  і лежить у 1-му квадранті. 

10.6.  У подвійному інтегралі ( , )
D

f x y dxdy  перейти до полярних ко-

ординат і розставити межі інтегрування. 

1) D  – область, що обмежена колами 2 2 6x y x  , 2 2 10x y x   і 

прямими y x , 2y x ; 

2) D  – трикутник з вершинами (0;0), (1;0), (0;1)O A B ; 

3) D  – квадрат з вершинами (0;0), (0;1), (1;0), (1;1)O A B C ; 

4) D  – область, що обмежена правою петлею лемніскати Бернуллі 
2 2 2 2 2 2( ) ( )x y a x y   ; 

5) D  – менший з двох сегментів, на які пряма 2y   розділяє круг 

2 2 3x y y  . 

10.7. Повторні інтеграли записати також як повторні, але у полярних 

координатах. 

1) 

222

2 0

( , )

Ry yR

R

dy f x y dx



  ;  2)  
2

2 2

0 0

x

dx f x y dy  ;  3) 

1 1

0 0

( , )dx f x y dy  ; 

4) 

2 3

0

( , )

x

x

dx f x y dy  ;      5) 

22

0 0

( , )

x

dx f x y dy  ;      6) 

1

0

( , )

y

y

dy f x y dx


  ; 
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7) 

2 2 2

2

1

0 0 01

R R Rx R R x

R R

x y
dx f dy dx f dy

y x

 



   
   

  
    . 

10.8. За допомогою переходу до полярних координат обчислити інте-

грали. 

1) 2 2ln(1 )
D

x y dxdy  , де   2 2 2( , ) :D x y x y R   ; 

2) 
2

2 2

D

x
dxdy

x y , де  2 2( , ) :D x y x y ax   ; 

3) 2 2 2

D

a x y dxdy  , де  2 2( , ) :D x y x y ay   ; 

4) 2 2

D

x x y dxdy , де D  – область, що обмежена правою петлею 

лемніскати Бернуллі 2 2 2 2 2 2( ) ( )x y a x y   ; 

5) 
2 2

2 2

ln( )

D

x y
dxdy

x y



 , де D  – верхнє півкільце між колами радіусів e  і 

2e  з центром у початку координат. 

10.9. За допомогою переходу за відповідними формулами до нових 

змінних u  і v  обчислити інтеграли. 

1) 
D

xydxdy , де D  – область, обмежена лініями 1, 5 2xy x y   ; 

2) 
D

xy dxdy , де D – область, обмежена кривими 2y ax , 2y bx , 

xy p , xy q  (0 , 0a b p q    ); 

3) 2 2 2( )
D

x y y dxdy , де D  – область, обмежена кривими 1y x , 

2y x , y x , 3y x ; 

4) 
2( )

D

x y
dxdy

x


 , де D  – область, обмежена прямими 1y x  , 

3y x  , 2y x , 2y x ; 
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5) 2

D

x dxdy , де D  – область, обмежена лініями 3y x , 32y x , 

2y x , 3y x . 

10.10. За допомогою подвійного інтеграла обчислити об’єми тіл, об-

межених заданими поверхнями. 

1) 4x y z   , 2x  , 3y  , 0x  , 0y  , 0z  ; 

2) 6x y z   , 3 6x y  , 3 2 12x y  , 0, 0y z  ; 

3) 3x y z   , 2 2 1x y  , 0z  ; 

4) 1
4 2 4

x y z
   , 22x y , 0z  ; 

5) 16 2y x , 2y x , 0, 2z x z   ; 

6) 2 2 6x y x  , 2 2 9x y x  , 2 2z x y  , 0z  , 0y   ( 0y  ); 

7) 2 2 2x y ax  , , 3z x z x  ; 

8) 2 2 2x y y  , 213

4
z x  , 0z  ; 

9) 2 2z x y  , 6y x  , 2y x , 1y  , 0z  ; 

10) 22z y , 2 3 12x y  , 0, 0, 0 ( 0)x y z y    ; 

11) 2ln , ln , 0, 1y x y x z z y     ; 

12) 2 2 4, 10, 0x y z x y z      ; 

13) 2 2 2 22 , , 0x y ax za x y z     ; 

14) 2 29z x y   , 2 29 2z x y  . 

10.11. За допомогою подвійного інтеграла знайти площі областей, 

обмежених заданими лініями. 

1) 24 4 , 3 0y x x x y     ;  2) 2 210 25, 6 9y x y x     ; 

3) 2 2 2 22 0, 4 0, 3, 3y y x y y x y x y x        ;  4) 

4, 5xy x y   ; 

5) 2 22 , 2 , 2 , 2xy a xy a y x y x    ;  6) 2 21, 8, , 8xy xy y x y x    ; 

7) cos 1, 2      (не містить полюса);  8) 

(1 cos ), cos ( 0)a a a        ; 
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9)    
2

2 2 2 2 22x y a x y   ;   10)    
3

2 2 2 4 4x y a x y   . 

10.12. Знайти масу, статичні моменти відносно осей Ox  і Oy  і коор-

динати центру тяжіння фігури, обмеженої заданими лініями за зада-

ною поверхневою густиною  . 

1) 0, 0, , ( , 0)x y x a y b a b     ; 2 2x y   ; 

2) 0, 0, , ( , 0)x y x a y b a b     ;  2x   ; 

3) , 3 1, 1, 3x y x y y y     ;  y  ; 

4) 21, 0, 4 ( 0)x y y x y    ;  27x y   ; 

5) 2 2 2 24, 25, 0, 0 ( 0, 0)x y x y x y x y        ;  

2 2(2 3 ) ( )x y x y    . 

10.13. Записати потрійний інтеграл у вигляді: 

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , ) .

x z x yb

V a x z x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz





     

1)  ( , , )
V

f x y z dxdydz , де  V  – область, обмежена площинами  

1
x y z

a b c
   , 

0, 0, 0 ( 0, 0, 0)x y z a b c      ; 

2) ( , , )
V

f x y z dxdydz , де V  – область, обмежена еліпсоїдом 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   ; 

3) ( , , )
V

f x y z dxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 

2 2 1x y  , 0, 1 ( 0, 0)z z x y    ; 

4) ( , , )
V

f x y z dxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 

2 2z x y  , 2z  ; 
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5) ( , , )
V

f x y z dxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 

2 2 2z R x y   , 2 2x y Ry  , 0z  . 

10.14. Обчислити потрійні інтеграли. 

1) 
V

xyzdxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 2y x , 2x y , 

,z xy  0z  ; 

2) ( )
V

x y dxdydz , де V  – область, обмежена площинами 

0, 0, 0x y z   , 1x y z   ; 

3) 
V

xdxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 1z  , 2 2z x y  ; 

4) (2 3 )
V

x y z dxdydz  , де V  – область, обмежена площинами 0z  , 

z a , 0, 0,x y x y b     ( 0, 0a b  ); 

5) 2 3

V

xy z dxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями z xy , 

y x ,  1x  , 0z  ; 

6) 22 xy

V

y e dxdydz , де V  – область, обмежена площинами 0x  , 1y  , 

y x , 0, 1z z  ; 

10.15. Обчислити потрійні інтеграли за допомогою переходу до цилі-

ндричних координат. 

1) 

2 2 22

2

42 2

0 02

r x yr rx x

rx x

dx dy dz

 

 

   ;   

2) 
V

dxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 2 2 2 2x y z Rz  

, 2 2 2x y z  , що містить точку (0;0; )R ; 

3)  2 2

V

x z dxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 

2 22y x z  , 2y  ; 
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4)  
3 2

2 2

V

x y dxdydz , де V  – область, обмежена поверхнями 

2 2z x y  , 1z  . 

10.16. Записати потрійний інтеграл ( , , )
V

f x y z dxdydz  у вигляді по-

вторного у циліндричній системі координат, розставивши межі інтег-

рування. 

1) ( , , ) : 1, 0, 0, 0
2 3 4

x y z
V x y z x y z

 
       
 

; 

2)  2 2( , , ) : , 0V x y z x y z z H     ; 

3)  ( , , ) : 0 1, 0 1, 0 1V x y z x y z       ; 

4)  2 2 2 2 2 2 2 2( , , ) : ( ) , ( )V x y z x R y z R x y R z R         ; 

5)  2 2 2 2 2( , , ) : 2 , , 0V x y z x y ax x y a az z       ; 

6)  2 2 2 2 2( , , ) : 4 3 48, 0 2 4 3V x y z x y z z x y       ; 

7)  2 2 2 2 2( , , ) : | | 5 3 3 , 1V x y z z x y z x y       . 

10.17. Обчислити потрійні інтеграли за допомогою переходу до сфе-

ричної системи координат. 

1)  2 2

V

x y dxdydz , де  2 2 2 2 2( , , ) :V x y z r x y z R     ; 

2) 
2 2 2( 2)V

dxdydz

x y z  
 , де  2 2 2( , , ) : 1V x y z x y z    ; 

3) 2 2 2

V

x y z dxdydz  , де  2 2 2( , , ) :V x y z x y z z    ; 

4) 
2 2 2 2

V

dxdydz

a x y z  
 , де 

 2 2 2 2( , , ) : 0, 0, 0,V x y z x y z x y z a       ; 
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5) 
2 2 2

V

dxdydz

x y z 
 , де V  – область, обмежена кульовим сектором з 

центром у точці (0;0;0)O , радіусом R  і кутом 2 (0 )      при ве-

ршині. 

10.18. Записати потрійний інтеграл ( , , )
V

f x y z dxdydz у вигляді по-

вторного у сферичній системі координат, розставивши межі інтегру-

вання. 

1) ( , , ) : 1, 0, 0, 0
3 4 5

x y z
V x y z x y z

 
       
 

; 

2)  2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ) : 4 , , 3V x y z x y z Rz x y z Rz x y z         ; 

3)  2 2 2 2 2 2 2( , , ) : , 2V x y z x y z R x y z zR       ; 

4)  2 2 2 2 2 2( , , ) : 2 ,V x y z x y z yR x y z      ; 

5)   2 2 2 2 2 2( , , ) : 8 8, 3V x y z x y z z x y z       . 

10.19. За допомогою потрійного інтеграла обчислити об’єми тіл, об-

межених заданими поверхнями. 

1) , , 1, 0, 0z xy z x y x y x y       ;  2) 2 2 , 1y x z y   ; 

3) 2 2 2 22 , 2 , 0 ( 0)y z ax y z az x a      ;  4) 2 2 ,z x y z x y    ; 

5) 2 2 2 2 2 2 2, ( 0)x y z a z x y a       (зовні конуса); 

6) ln( 2), ln(6 ), 0, 2, 2z x z x x x y x y         . 

10.20. Знайти масу тіла густиною  , обмеженого заданими поверхня-

ми. 

1) 2 2 2 , ;z x y z h z     ;   

2) 22 2 , , , 0 ( 0)x z a x z a y ax y y       ; y  ; 

3) 2 29 , 0z x y z    ; 2 2 2x y z    ; 

4) 2 2 , 2z x y z y   ;  y  ;  5) 2, 0, 0, 0x y z x y z      ; 

x y z    ; 

6) 2 , 4, 2, 5x y x z z    ; | |y  . 

10.21. Обчислити криволінійні інтеграли 1-го роду. 
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1) ( 2 )
L

x y dl , де L  – відрізок прямої між точками (1;1)A  і (0; 2)B  ; 

2) 
L

xydl , де L  – контур квадрата з вершинами у точках 

(0;0), (2;0),O A  (2;2), (0;2)B C ; 

3) 
L

ydl , де L  – дуга параболи 2 4y x , відсічена параболою 2 4x y ; 

4) 
L

ydl , де L  – дуга синусоїди siny x  (0 x  ); 

5)  2 2
n

L

x y dl , де L  – коло 2 2 2x y R  ; 

6) 2 2

L

x y dl , де L  – коло 2 2x y ax   ( 0a  ); 

7) 2

L

y dl , де  – арка циклоїди ,  (

); 

8) , де  – чверть еліпса , що розташована у 1-му 

квадранті; 

9) , де  – дуга кривої , 

; 

10) , де  – половина лемніскати , 

що лежить у правій півплощині; 

11) , де  – частина спіралі Архімеда , що міститься 

всередині круга радіуса  з центром у полюсі; 

12) , де  – контур кругового сектора ; 

13) , де  – відрізок прямої від точки  до то-

чки ; 

L ( sin )x a t t  (1 cos )y a t 

0 2t  

L

xydl L
2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 2

L

x y dl L (cos sin )x a t t t 

(sin cos )y a t t t  (0 2 )t  

2 2

L

x x y dl L    
2

2 2 2 2 2x y a x y  

arctg
L

y
dl

x L 2  

R

2 2x y

L

e dl


 L , 0,
4

a


     

 22 3
L

x y z dl  L (0;1;2)A

(2; 1;0)B 



235 

 

14) , де  – перший виток гвинтової лінії , 

, . 

10.24. Обчислити довжини дуг заданих кривих (всі параметри вважа-

ються додатними). 

1) ;  2) ;   

3) ; 

4)  від точки  до точки ; 

5) . 

10.25. Знайти площі заданих циліндричних поверхонь, розміщених 

між площиною  і зазначеними поверхнями. 

1) ;   2) ; 

3) ;   4) 4 

5) ;    6) . 

10.26. Обчислити маси заданих кривих, якщо відомо густину  в ко-

жній точці кривої. 

1) ;   ; 

2) ;  ; 

3) ;  ; 

4) ;  ,  ; 

5) ;  ; 

10.27. Обчислити криволінійні інтеграли 2-го роду. 

1) , де  – відрізок прямої  від точки 

 до точки ; 

2

2 2

L

z dl

x y L cosx a t

siny a t z at

 ln 3 8y x x   2 arcsiny x x x  

( sin ), (1 cos ) (0 2 )x a t t y a t t      

2 33 , 3 , 2x t y t z t   (0;0;0)O (3;2;2)A

cos , sin , (0 )t t tx ae t y ae t z ae t     

Oxy

23
, 0, 6,

8
y x x y z x    2 2 4, 4x y z xy  

2 22 , 2 4y px z px x   34
( 1) , 2

9
y x z x   

2 2

2 2
1, ( 0)

x y
z kx z

a b
   

8
2 , ,

9
y px x p z y  



3cos , 3sin , 4 (0 2 )x t y t z t t      ( , , ) 4x y z z 

2 2 1, 0x y y   ( , )x y y 

ln (0 3)y x x   2( , )x y x 

ch (0 )
x

y a x a
a

  
(1 )

( , )
k x

x y
y


  (0, )a  

2 2

2 2
1

x y

a b
  ( , ) | |x y y 

 2

L

x y dx ydy  L 2y x 

(1; 1)A  ( 1; 3)B  
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2) , де  – відрізок прямої від точки  до 

точки ; 

3) , де  – відрізок прямої від точки  до точки 

; 

4) , де  – коло , причому обхід здійс-

нюється у додатному напряму; 

5)  від точки  до точки , якщо ці точки 

сполучаються між собою: 

а) відрізком прямої ; б) дугою параболи ; в) дугою парабо-

ли ; г) ламаною , де ; д) ламаною , де ; 

6) , де  – права половина кола  від точки  

до точки  ( ); 

7) , де  – частина кривої  від 

точки  до точки ; 

8) , де  – перша арка циклоїди , 

 ; 

9) , де  – чверть астроїди ,  від то-

чки  до точки ; 

10) , де   – відрізок прямої від точки 

 до точки ; 

 3 3 23 2 2
L

x y xy dx x dy  L (0;1)A

(2;5)B

2 21
L

ydx xdy

x y



 L (0;0)O

( 2;2)B 

 2 2

L

x ydx xy dy  L 2 2 2x y r 

 2 2

OA

x y dx y dy  (0;0)O (1;1)A

y x 2y x

2y x OBA (0;1)B OCA (1;0)C

L

xdy L 2 2 2x y a  (0; )A a

(0; )B a 0a 

( ) cos
L

y dx x ydy   L ln sin 0x y y   

(1;0)A ( ; )B e 

(2 ) ( )
L

a y dx a y dy   L ( sin )x a t t 

(1 cos )y a t  (0 2 )t  

2 2

5 3 5 3

L

x dy y dx

x y



 L 3cosx R t 3siny R t

( ;0)R (0; )R

2 2 2 2L

xdx ydy zdz

x y z x y z

 

    
 L

(1;1;1)A (4;4;4)B
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11) , де  – дуга гвинтової лінії , 

,  від точки перетину лінії з площиною  до точ-

ки її перетину з площиною ; 

12) , де  – лінія перетину сфери  і 

циліндра  ( ), причому обхід здійснюється про-

ти годинникової стрілки, якщо дивитися з початку координат. 

10.28. Обчислити криволінійні інтеграли по замкненому контуру: 1) 

безпосереднім інтегруванням;    2) за допомогою формули Гріна. 

1) , де  – контур трикутника, утвореного осями координат і 

прямою ; 

2) , де  – контур чотирикутника з вершинами в точках 

, , ;  

3) , де  – коло ; 

4) , де  – еліпс ; 

5) , де  – контур, який обмежує об-

ласть ; 

6) , де  – коло . 

10.29. Переконатися, що криволінійні інтеграли не залежать від фор-

ми шляху інтегрування, і обчислити їх. 

1) ;  2) ;  3) ;  4) 

; 

2 2

L
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5) ;  6) ; 

7) ;    8)  . 

10.30. У кожній точці площини на матеріальну точку діє сила 

. Обчислити роботу при переміщенні точки з по-

чатку координат у точку : 

1) по прямій ;  2) по параболі ;  3) по кубічній параболі 

;  4) по ламаній, що сполучає точки , , ;  5) по 

ламаній, що сполучає точки , , . 

10.31. Обчислити поверхневі інтеграли 1-го роду. 

1) , де  – частина площини , розмі-

щена у першому октанті; 

2) , де  – частина площини , роз-

міщена у першому октанті; 

3) , де  – півсфера ; 

4) , де  – частина сфери , розміщена в першо-

му октанті; 

5) , де  – частина конічної поверхні , роз-

міщена між площинами  і ; 

6) , де  – частина циліндричної поверхні , обмеже-

на площинами  і , а  – відстань від точки поверхні до по-

чатку координат; 

(1;2) 2 2

3 4
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7) , де  – частина гіперболічного параболоїда , що від-

тинається циліндром , а  – відстань від точки поверхні 

до осі . 

10.32. Знайти масу сфери , якщо поверхнева густина в 

кожній її точці дорівнює квадрату відстані від цієї точки до деякого 

фіксованого діаметра сфери. 

10.33. Обчислити поверхневі інтеграли 2-го роду.  

1) , де  – зовнішня сторона частини сфери , 

розміщена в першому октанті; 

2) , де  – зовнішня сторона частини поверхні цилі-

ндра ,  ; 

3) , де  – зовнішня сторона поверхні три-

кутника, утвореного перетином площин  ( ) з коор-

динатними площинами; 

4) , де  – зовнішня сторона частини сфери 

, що лежить у першому октанті; 

5) , де  – зовнішня сторона 

конічної поверхні , ; 

6) , де  – зовнішня сторона піраміди, об-

меженої площинами ; 

7) – де  – верхня сторона верхньої половини еліпсоїда 

; 

d

r
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8) , де  – зовнішня сторона поверхні, 

розміщеної в першому октанті і обмеженої параболоїдом , 

циліндром  і координатними площинами; 

9) , де  – зовнішня повна поверхня конуса 

   ( ); 

10) , де  – зовнішня сторона еліпсоїда 

. 

10.34. Обчислити поверхневі інтеграли за допомогою формули Ост-

роградського – Гаусса. 

1) , де  – зовнішня сторона еліпсоїда 

; 

2) , де  – повна зовнішня поверхня циліндра 

, ; 

3) , де  – зовнішня сторона замкненої 

поверхні, утвореної площиною  та верхньою частиною сфери 

. 

10.35. Обчислити криволінійні інтеграли 2-го роду за допомогою фо-

рмули Стокса. 

1)  , де   – контур трикутника   з вершинами 

,  , ; 
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2) , де  – крива , , 

   ( ); 

3) , де  – коло, що отримано перети-

ном сфери  з площиною ; 

4) , де  – контур, який отримано перетином па-

раболоїда  з координатними площинами. 

        

   

 

  

( ) ( )
L
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( ) ( ) ( )
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