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ВСТУП

Останнiми сторiччами iстотниий iнтерес викликають дослiдження
поведiнки розв’язкiв рiзноманiтних хаотичних систем. Зокрема, увагу при-
вертають моделi поведiнки частинок у рiзноманiтних потоках, зокрема
стохастичних. Поведiнка таких об’єктiв описується динамiчними системами.
Поведiнка детермiнованої системи, на яку дiють всiлякi так званi "шу-
ми описуються стохастичними диференцiальними рiвняннями. У багатьох
практичних застосуваннях шумами можуть слугувати дiя вiтру, турбулентнi
потоки та iнший вплив навколишнього середовища, який добре моделюється
броунiвським рухом.

При розглядв моделей поведiнки частинок у потоцi виникають си-
туацiї, коли частинки пiдчас руху чинять iстотний вплив одна на одну,
а також змiнюють закони руху одна одної. У цих випадках коефiцiенти
вiдповiдних стохастичних диференiальних рiвнянь залежать вiд деяких
характеристик позицiї iнших частинок. Такi стохастичнi диференцiальнi
рiвняння називаються стохастичними диверенцiальним рiвняннями зi взає-
модiєю та були введенi А.А. Дороговцевим [3]. Отже, тема даної роботи є
актуальною. Об’єктом дослiдження є деякi класи стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь зi взаємодiєю. Предметом дослiдження є асимптотичнi
властивостi розв’язкiв таких рiвнянь. Метою роботи є вивчення поняття
стохастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю, детальние дослiджен-
ня конкретних моделей з використанням таких рiвнянь. Робота складається
зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. У пер-
шому роздiлi вводиться поняття стохастичного диференцiального рiвняння
зi взаємодiєю та розглядаються деякi моделi iз застосуваннням вiдповiд-
них рiвнянь. У другому роздiлi доводиться теорема iснування розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю. У третьому роздiлi
розглядяаються найпростiшi приклади анализу поведiнки розв’язкiв стоха-
стичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю у залежностi вiд початковї
мiри. У четвертому роздiлi розглядається поняття зсув-компактостi, яке
було введено А.А. Дороговцевим та М.П. Карлiковою [5], що є модифiкацiєю
поняття стiйкостi для мiрозначних процесiв, що вiдповiдають рiвнянням зi
взаємодiєю.
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РОЗДIЛ 1

СТОХАСТИЧНI ДИФЕРЕНЦIЙНI РIВНЯННЯ ЗI

ВЗАЄМОДIЄЮ. ПРИКЛАДИ. ДЕЯКI

ЗАСТОСУВАННЯ.

Нехай {𝑤𝑘; 𝑘 ⩾ 1} – послiдовнiсть незалежних R𝑑-значних вiнеров-
ських процесiв, заданих на ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ , 𝑃 ). Процеси
{𝑤𝑘; 𝑘 ⩾ 1} вiдiграватимуть роль випадкового середовища, в якому рухаю-
ться частинки, що утворюють стохастичний потiк. Вiдповiдне стохастичне
диференцiальне рiвняння виглядає наступним чином:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) = 𝑎(𝑥(𝑢,𝑡), 𝜇𝑡, 𝑡)𝑑𝑡+
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝜇𝑡, 𝑡)𝑑𝑤𝑘(𝑡)

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1

(1.1)

Тут 𝜇0 – певна ймовiрнiсна мiра на R𝑑, що вiдiграє роль початкового
розподiлу маси частинок, {𝑥(𝑢, 𝑡); 𝑡 ⩾ 0} – траєкторiя частинки, що вийшла
з точки 𝑢 ∈ R𝑑, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1 – образ мiри 𝜇0 при вiдображеннi 𝑥(·, 𝑡) :
R𝑑 → R𝑑, iнакше кажучи, розподiл маси частинок у час 𝑡. Коефiцiєнти 𝑎
та {𝑏𝑘; 𝑘 ⩾ 1} набувають значення R𝑑 та R𝑑×𝑑 вiдповiдно i залежить вiд
𝑥(𝑢, 𝑡), тобто вiд положення що стартувала з 𝑢 частинки, а також вiд 𝜇𝑡,
тобто, вiд певної характеристики становища iнших частинок. Рiвняння (1.1)
формально, i є як зазвичай, скороченим записом вiдповiдного iнтегрального
рiвняння. Перед тим як перейти до розв’язання (1.1), розглянемо деякi
окремi випадки та приклади, а також наведемо iншу форму запису для
нескiнченної суми стохастичних iнтегралiв у правiй частинi (1.1).

Приклад 1.1. Детермiноване рiвняння для опису руху системи
частинок, зi взаємодiєю. Покладемо в (1.1) все 𝑏𝑘 рiвними 0, а коефiцiєнт
𝑎 задамо наступним чином:

𝑎(𝑟,𝜇,𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑟,𝑣)𝜇(𝑑𝑣),
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де 𝑓 - обмежена безперервна функцiя на R𝑑 × R𝑑. Нехай мiра 𝜇0 має
вигляд

𝜇𝑡

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝛿𝑢𝑘
,

де 𝑝𝑘 > 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑁, 𝑢𝑘; 𝑘 = 1,..., 𝑁 - рiзнi елементи R𝑑. В цьому
випадку для довiльного 𝑡 мiра 𝜇𝑡 матиме вигляд

𝜇𝑡

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝛿𝑥(𝑢𝑘,𝑡).

Тому (1.1) зараз запишеться так:

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) =
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑝𝑘𝑓(𝑥(𝑢,𝑡),𝑥(𝑢𝑘,𝑡))𝑑𝑡

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝑢 ∈ R𝑑
(1.2)

Позначимо для 𝑘 = 1, ..., 𝑁 𝑦𝑘(𝑡) = 𝑥(𝑢𝑘, 𝑡). Тодi для 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑁

виходить звичайна система диференцiальних рiвнянь

⎧⎨⎩𝑑𝑦𝑘(𝑡) =
∑︀𝑁

𝑗=1 𝑝𝑖𝑓(𝑦𝑘(𝑡),𝑦𝑖(𝑡))𝑑𝑡

𝑦𝑘(0)𝑢𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑁.
(1.3)

У (1.3) функцiї 𝑦𝑘 можна розглядати як траєкторiї частинок, що
мають масу 𝑝𝑘 та взаємодiючих один з одним (функцiя 𝑓 описує взаємодiю).
З фiзичної точки зору (1.3) має недолiки. По-перше, у правiй частинi немає
маси 𝑝𝑘 𝑘-ої частинки, по-друге, (1.3) включає тiльки парнi взаємодiї мiж
частинками. Остання обставина легко виправити розглядаючи коефiцiєнт 𝑎
бiльш складного виду

𝑎(𝑟,𝜇,𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

∫︁
. 𝑗.
R𝑑
.

∫︁
𝑓𝑖(𝑟,𝑣1,...,𝑣𝑗)𝜇(𝑑𝑣1)...𝜇(𝑑𝑣𝑗)
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вiдповiдними обмеженнями на ядра 𝑓𝑗, 𝑗 ⩾ 1 та угодою, що за 𝑗 = 0 доданок
має вигляд 𝑓0(𝑟). Пiсля такого ускладнення (1.3) перетвориться на систему
звичайних диференцiальних рiвнянь виду

⎧⎨⎩𝑑𝑦𝑘(𝑡) =
∑︀𝑁

𝑗=1 𝜙(𝑦𝑘(𝑡); 𝑦1(𝑡),...,𝑦𝑁(𝑡))𝑑𝑡

𝑦𝑘(0)𝑢𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑁.
(1.4)

Припускаючи, що функцiя задовольняє умовi Липшица за сукупнiстю
змiнних, можна зробити висновок про iснування та єдинiсть рiшення (1.4)
(або, в окремому випадку (1.3)). Проте вихiдне рiвняння (1.1) мiстить iнфор-
мацiю не тiльки про рух важких частинок, а й про перемiщення частинок,
що стартували з довiльної точки простору. Тому для повного вирiшення
(1.1) у цьому випадку до (1.4) потрiбно додати ще наступне завдання Кошi

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢,𝑡) = 𝜙(𝑥(𝑢,𝑡); 𝑦1(𝑡),...,𝑦𝑁(𝑡))𝑑𝑡

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝑢 ∈ R𝑑
(1.5)

у якiй 𝑦1, ..., 𝑦𝑁 вважаються вже вiдомими. Зазначимо, що через єди-
нiсть рiшення (1.4) та (1.5) при 𝑢 = 𝑢𝑘𝑥(𝑢𝑘,·) збiгаються з 𝑦𝑘. Розглянемо
числовi приклади. Нехай 𝑑 = 1,

𝑎(𝑟,𝜇,𝑡) =

∫︁
R
(𝑟 − 𝑣)𝜇(𝑑𝑣) = 𝑟 −

∫︁
R
𝑣𝜇(𝑑𝑣).

Такий вибiр коефiцiєнта вiдповiдає ситуацiї, коли всi частинки вiдштовхую-
ться вiд загального центру мас. Нехай

𝜇0 =
1

2
𝛿−1 +

1

2
𝛿1.

Поступая вищеописаним чином, розглянемо 𝑦1(𝑡) = 𝑥(−1, 𝑡) та 𝑦2(𝑡) =

𝑥(1, 𝑡). Для них зараз виходить наступне завдання Кошi
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑦1(𝑡) = (𝑦1(𝑡)−

1

2
(𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡)))𝑑𝑡,

𝑑𝑦2(𝑡) = (𝑦2(𝑡)−
1

2
(𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡)))𝑑𝑡,

𝑦1(0) = −1, 𝑦2(0) = 1

(1.6)

Розв’язанням цього завдання є функцiї 𝑦1(𝑡) = −𝑒𝑡, 𝑦2(𝑡) = 𝑒𝑡. Тепер,
для довiльної початкової умови u траєкторiя частки, що стартувала з 𝑢,
описується рiвнянням

𝑑𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑥(𝑢,𝑡)𝑑𝑡.

Таким чином, зараз ∀𝑡 ⩾: ∀𝑢 ∈ R : 𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑢𝑒𝑡,

𝜇𝑡 =
1

2
𝛿𝑒𝑡 +

1

2
𝛿−𝑒𝑡.

Змiнюючи початкову мiру 𝜇0 отримаємо iншi траєкторiї руху частинок.
Нехай

𝜇0 = 𝑝𝛿−1 + 𝑝𝛿1,

де 𝑝, 𝑞 > 0, 𝑝+ 𝑞 = 1.

В цьому випадку замiсть (1.6) отримуємо⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑦1(𝑡) = (𝑞𝑦1(𝑡)− 𝑞𝑦2(𝑡))𝑑𝑡,

𝑑𝑦2(𝑡) = (−𝑝𝑦2(𝑡) + 𝑝𝑦2(𝑡))𝑑𝑡,

𝑦1(0) = −1, 𝑦2(0) = 1.

Звiдси
𝑦1(𝑡) = −2𝑞𝑒−𝑡 + (𝑞 − 𝑝),

𝑦2(𝑡) = 2𝑞𝑒𝑡 + (𝑞 − 𝑝).

Отже, ∀𝑡 ⩾ 0∀𝑢 ∈ R:

𝑥(𝑢,𝑡) = (𝑢+ 𝑞 − 𝑝)𝑒𝑡 + (𝑝− 𝑞).

Приклад 1.2. Взаємодiючi частки, що здiйснюють броунiвський
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рух. Нехай у (1.1) коефiцiєнт a тотожно дорiвнює 0, а коефiцiєнти {𝑏𝑘; 𝑘 ⩾

1} заданi таким чином:

𝑏1(𝑟,𝜇,𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(

∫︁
R
𝑓(𝑟,𝑢)𝜇(𝑑𝑢))

𝑏2(𝑟,𝜇,𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(

∫︁
R
𝑓(𝑟,𝑢)𝜇(𝑑𝑢)), 𝑏𝑘 = 0, 𝑘 > 2.

Припустимо, що початковий захiд 𝜇0 =
1

2
𝛿−1+

1

2
𝛿1. Вступаючи як i в попере-

дньому прикладi, для випадкових процесiв 𝑦1(𝑡) = 𝑥(−1, 𝑡) та 𝑦2(𝑡) = 𝑥(1, 𝑡)

отримаємо завдання Кошi для системи стохастичних диференцiальних рiв-
нянь

𝑑𝑦1(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(
1

2
𝑓(𝑦1(𝑡),𝑦1(𝑡)) +

1

2
𝑓(𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡)))𝑑𝑤1(𝑡) (1.7)

+𝑠𝑖𝑛(
1

2
𝑓(𝑦1(𝑡), 𝑦1(𝑡)) +

1

2
𝑓(𝑦1(𝑡),𝑦2(𝑡)))𝑑𝑤2(𝑡),

𝑑𝑦2(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(
1

2
𝑓(𝑦2(𝑡),𝑦2(𝑡)) +

1

2
𝑓(𝑦2(𝑡),𝑦1(𝑡)))𝑑𝑤1(𝑡)

+𝑠𝑖𝑛(
1

2
𝑓(𝑦2(𝑡), 𝑦2(𝑡)) +

1

2
𝑓(𝑦2(𝑡),𝑦1(𝑡)))𝑑𝑤2(𝑡),

𝑦1(0) = −1, 𝑦2(0) = 1.

Якщо функцiя 𝑓 вiдповiдає умовi Липшица за сукупнiстю змiнних, то
(1.7) має єдине рiшення. Тепер рiшення вихiдного рiвняння зводиться до
вирiшення наступного завдання Кошi:

𝑑𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(
1

2
𝑓(𝑥(𝑢,𝑡),𝑦1(𝑡)) +

1

2
𝑓(𝑢,𝑡), 𝑦2(𝑡)))𝑑𝑤1(𝑡) (1.8)

+𝑠𝑖𝑛(
1

2
𝑓(𝑥,𝑡),𝑦1(𝑡)) +

1

2
𝑓(𝑥(𝑢,𝑡),𝑦2(𝑡)))𝑑𝑤2(𝑡),

𝑥(𝑢,0) = 𝑢.

Зазначимо такi двi обставини, що стосуються (1.8). По-перше, за наяв-
ностi 𝑓 обмеженої похiдної 𝑥 має модифiкацiю (як випадкове поле, залежить
вiд двох аргументiв 𝑢 i 𝑡), що є диффеоморфiзм R на себе при кожному 𝑡.
Таким чином траєкторiї частинок, що стартували з рiзних точок простору,
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що не перетинаються. По-друге, при кожному фiксованому i випадковому
процес {𝑥(𝑢, 𝑡), 𝑡 ⩾ 0} є безперервним мартингалом з характеристикою

⟨𝑥(𝑢,·)⟩𝑡 = 𝑡,

тобто вiнерiвським процесом.

Таким чином, у даному прикладi рiвняння (1.1) описує систему вза-
ємодiючих частинок (з них двi важкi), що здiйснюють броунiвський рух
кожна.

Перейдемо тепер до iншої форми опису нескiнченної суми стохасти-
чних iнтегралiв, що виникають за формального запису (1.1). Припустимо
спочатку, що вiнеровськi процеси {𝑤𝑘; 𝑘 ⩾ 1} одновимiрнi. Розглянемо
простiр 𝐿2(R𝑑, 𝜆𝑑) квадратично iнтегрованих у мiру Лебега 𝜆𝑑 функцiй на
R𝑑. Це речове сепарабельний гiльбертовий простiр. Нехай {𝑒𝑘; 𝑘 ⩾ 1} –
ортонормований базис у 𝐿2(R𝑑, 𝜆𝑑). Для борелiвського ∆ ⊂ R𝑑 × [0;+∞),
що має кiнцевий захiд Лебега, за теоремою Фубiнi для багатьох 𝑡 ∈ [0; +∞)

перерiз
∆𝑡 = {𝑢 ∈ R𝑑 : (𝑢,𝑡) ∈ ∆}

таке, що I∆𝑡 ∈ 𝐿2(R𝑑. Розглянемо розкладання I∆𝑡 у базисi {𝑒𝑘; 𝑘 ⩾ 1} :

I∆𝑡 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑡) · 𝑒𝑘.

У цьому розкладi {𝑓𝑘; 𝑘 ⩾ 1} – вимiрнi функцiї такi, що

∞∑︁
𝑘=1

∫︁ +∞

0

𝑓 2𝑘 (𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ +∞

0

∫︁
R𝑑

I∆𝑡(𝑢)𝜆𝑑(𝑑𝑢)𝑑𝑡 =

𝜆𝑑+1(∆) < +∞.
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РОЗДIЛ 2

ТЕОРЕМА IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ

СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ЗI ВЗАЄМОДIЄЮ.

Означення 2.1. Розв’язанням задачi Кошi (сильним рiшенням), що вiд-
повiдає заданим коефiцiєнтам 𝑎 i 𝑏 i початковою мiрою 𝜇0 називається
випадкове R𝑑 -значне поле 𝑥(𝑢, 𝑡), 𝑢 ∈ R𝑑, 𝑡 ∈ [0; +∞) таке, що

1) при кожному 𝑡 ⩾ 0 звуження 𝑥 на iнтервал [0; 𝑡] ∈ ℬ𝑑 ⊗ ℬ[0;𝑡] ⊗ ℱ𝑡

вимiрним (тут ℬ𝑑 i ℬ[0;𝑡] - борелiвськi 𝜎-алгебри в R𝑑 i [0; 𝑡] вiдповiдно),
2) при фiксованому 𝑢 ∈ R𝑑 з ймовiрнiстю 1 за кожного 𝑡 ⩾ 0 справедли-

вий iнтегральний аналог (1.1)
3) з ймовiрнiстю 1 виконано умову Кошi 𝑥(𝑢, 0) = 𝑢 для всiх 𝑢 ∈ R𝑑

Наступна теорема мiстить достатнi умови для iснування та єдиностi
рiшення (1.1)

⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑎(𝑥(𝑢,𝑡),𝜇𝑡,𝑡)𝑑𝑡+
∫︀
R𝑑 𝑏(𝑥(𝑢,𝑡),𝜇𝑡,𝑡,𝑞)𝑊 (𝑑𝑡,𝑑𝑞)

𝑥(𝑢,0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1.
(2.1)

Теорема 1. Пусть коефiцiєнти 𝑎 i 𝑏 в (2.1) удовлетворяють наступномiй
умовi Липшица щодо просторової i мерозначної змiнних

∃𝐶 > 0 : ∀𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑑, 𝜈1, 𝜈2 ∈ M : ∀𝑡 ⩾ 0 :

||𝑎(𝑢1,𝜈1,𝑡)− 𝑎(𝑢2,𝜈2,𝑡)||+

+(

∫︁
R𝑑

||𝑏(𝑢1,𝜈1,𝑡,𝑞)− 𝑏(𝑢2,𝜈2,𝑡,𝑞)||2𝑑𝑞)
1

2 ⩽

⩽ 𝐶(||𝑢1 − 𝑢2||+ 𝛾(𝜈1,𝜈2)).

Крiм того, нехай функцiї 𝑎 i 𝑏 безперервнi за змiнними 𝑥, 𝜇 i 𝑡 (у
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нормi простору 𝐿2 на R𝑑.

Тодi (2.1) має рiшення, визначене [0; +∞), яке єдине.

Доведення. Скористаємося методом послiдовних наближень. Визначимо
𝑥0(𝑢, 𝑡) = 𝑢 для всiх 𝑢 ∈ R𝑑, 𝑡 ⩾ 0. Вiдповiдно 𝜇0𝑡 виявиться тотожно рiвної
𝜇0. Розглянемо тепер рiвняння

𝑥1(𝑢,𝑡) = 𝑢+

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑥1(𝑢,𝑠),𝜇
0
𝑠,𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

𝑏(𝑥1(𝑢,𝑠),𝜇
0
𝑠,𝑠,𝑞)𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞).

Перевiримо, що 𝑥1 має вимiрну 𝑢, 𝑡 модифiкацiю. Для 𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑑 розглянемо

||𝑥1(𝑢1,𝑡)− 𝑥1(𝑢2,𝑡)||2 ⩽

⩽ ||𝑢1 − 𝑢2||2 + 3(

∫︁ 𝑡

0

||𝑎(𝑥1(𝑢1,𝑠),𝜇0,𝑠)− 𝑎(𝑥1(𝑢2,𝑠),𝜇0,𝑠)||𝑑𝑠)2+

+3||
∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

(𝑏(𝑥1(𝑢1,𝑠),𝜇0,𝑠,𝑞)− 𝑏(𝑥1(𝑢2,𝑠),𝜇0,𝑠,𝑞))𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞)||2.

Отже,

𝑀 sup
[0;𝑇 ]

||𝑥1(𝑢1,𝑠)− 𝑥1(𝑢2,𝑠)||2 ⩽ 𝐶1||𝑢1 − 𝑢2||2. (2.2)

Тому 𝑥1 має безперервну за сукупнiстю змiнних модифiкацiю в силу
теореми Колмогорова. Розглянемо тепер 𝜇1𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥1(·,𝑡)−1, 𝑡 ⩾ 0. 𝜇1𝑡 –
випадковий мiра при кожному 𝑡 ⩾ 0. Визначимо тепер 𝑥2 як рiшення
рiвняння

𝑥2(𝑢,𝑡) = 𝑢+

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑥2(𝑢,𝑠),𝜇
1
𝑠,𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

𝑏(𝑥2(𝑢,𝑠),𝜇
1
𝑠,𝑠,𝑞)𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞).

Поступаючи аналогiчним чином, отримаємо послiдовнiсть випадкових про-
цесiв {𝑥𝑛, 𝜇𝑛;𝑛 ⩾ 1} таких, що за кожного 𝑛 ⩾ 1
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𝜇1𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥1(·,𝑡)−1, 𝑡 ⩾ 0,

𝑑𝑥𝑛+1(𝑢,𝑡) = 𝑎(𝑥𝑛+1(𝑢,𝑡),𝜇
𝑛
𝑡 ,𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁
R𝑑

𝑏(𝑥𝑛+1(𝑢,𝑡),𝜇
𝑛
𝑡 ,𝑡,𝑞)𝑊 (𝑑𝑠,𝑑𝑞).

Перевiримо коректнiсть такої побудови, тобто. що за кожного 𝑛 ⩾ 1𝑥𝑛

вимiряємо по сукупностi змiнних, а також що рiвняння для 𝑥𝑛+1 дозволено
єдиним чином. I тому доведемо з допомогою методу математичної iндукцiї
таку оцiнку. При кожному 𝑛 ⩾ 1

𝑀 sup
[0;𝑇 ]

||𝑥𝑛(𝑢1,𝑠)− 𝑥𝑛(𝑢2,𝑠)||2 ⩽ 𝐶2||𝑢1 − 𝑢2||2. (2.3)

Припустимо, що це справедливо для деякого 𝑛. За припущенням
𝑥𝑛 має модифiкацiю, безперервну за сукупнiстю змiнних iз ймовiрнiстю
1. Отже, випадковий мiрозначний процес {𝜇𝑛𝑡 ,𝑡 ∈ [0;𝑇 ]} є безперервним з
ймовiрнiстю 1. Тому коефiцiєнти рiвняння для 𝑥𝑛+1 задовольняють умовi
Лiпшиця у вiдповiднiй нормi та вимiрнi. Отже, 𝑥𝑛+1 визначено єдиним
чином. Тепер справедливiсть (2.3) виходить стандартно за допомогою леми
Гронуолла–Беллмана.

Розглянемо для 𝑛 ⩾ 1, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]

𝑀 sup
[0;𝑡]

||𝑥𝑛+1(𝑢,𝑠)− 𝑥𝑛(𝑢2,𝑠)||2 ⩽

⩽ 𝐶2

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0;𝑠]

||𝑥𝑛+1(𝑢)− 𝑥𝑛(𝑢)||2𝑑𝑠+

+𝐶2

∫︁ 𝑡

0

{𝑀 sup
[0;𝑠]

||𝑥𝑛+1(𝑢,𝑠)− 𝑥𝑛(𝑢,𝑠)||2 +𝑀 sup
[0;𝑠]

𝛾(𝜇𝑛,𝜇𝑛−1)2}𝑑𝑠

В силу леми Гронуолла-Беллмана

𝑀 sup
[0;𝑡]

||𝑥𝑛+1(𝑢,𝑠)− 𝑥𝑛(𝑢2,𝑠)||2 ⩽
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⩽ 𝐶3

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0;𝑠]

𝛾(𝜇𝑛𝜏 ,𝜇
𝑛−1
𝜏 )2𝑑𝑠.

Вiдмiтимо, що

𝛾(𝜇𝑛𝜏 ,𝜇
𝑛−1
𝜏 ) ⩽

∫︁
R𝑑

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢, 𝑡)− 𝑥𝑛−1(𝑢, 𝑡)||)𝜇0(𝑑𝑢),

де через 𝜙 позначено функцiю

𝜙(𝑟) =
𝑟

1 + 𝑟
, 𝑟 ⩾ 0.

Тому
𝑀 sup

[0;𝑡]

𝛾(𝜇𝑛𝑠 ,𝜇
𝑛−1
𝑠 )2 ⩽

⩽𝑀 sup
[0;𝑠]

(︂∫︁
R𝑑

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢,𝑡)− 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||)𝜇0(𝑑𝑢)
)︂2

⩽

⩽𝑀 sup
[0;𝑠]

∫︁
R𝑑

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢,𝑡)− 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||)2𝜇0(𝑑𝑢) ⩽

⩽
∫︁
R𝑑

𝑀 sup
[0;𝑠]

𝜙(||𝑥𝑛(𝑢,𝑡)− 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||)2𝜇0(𝑑𝑢) ⩽

⩽
∫︁
R𝑑

𝑀 sup
[0;𝑠]

||𝑥𝑛(𝑢,𝑡)− 𝑥𝑛−1(𝑢,𝑡)||2𝜇0(𝑑𝑢) ⩽

⩽ 𝐶3

∫︁ 𝑡

0

𝑀 sup
[0;𝑠]

𝛾(𝜇𝑛−1
𝜏 ,𝜇𝑛−2

𝜏 )2𝑑𝑠.

Тепер перевiрка збiжностi 𝑥𝑛 та 𝜇𝑛 при 𝑛→ ∞ до єдиного рiшення вихiдного
рiвняння завершується стандартним чином. Теорему доведено.

Лема 2.2. Нехай 𝑥 та {𝑦𝑛;𝑛 ⩾ 1} – розв’язання задачi Кошi, що вiд-
повiдають заходам 𝜇0 та {𝜈𝑛;𝑛 ⩾ 1}. Якщо 𝜈𝑛 → 𝜇0, 𝑛 → ∞ у M, то
∀𝑢 ∈: R𝑑

𝑀 sup
[0;𝑇 ]

−𝑦𝑛(𝑢,𝑡)||2 → 0, 𝑛→ ∞,

𝑀 sup
[0;𝑇 ]

𝛾(𝜇𝑡,𝜈
𝑛
𝑡 ) → 0, 𝑛→ ∞

.
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РОЗДIЛ 3

ПРИКЛАДИ АНАЛIТИЧНОГО ОПИСУ

РОЗВ’ЯЗКIВ ДЕЯКИХ ВИДIВ СТОХАСТИЧНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI ВЗАЄМОДIЄЮ.

Приклад 3.1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (2.1) влаштованi так

𝑎(𝑟,𝜇,𝑠) =

∫︁
R𝑑

𝑎1(𝑣)𝜇(𝑑𝑣),

𝑏(𝑟,𝜇,𝑠,𝑞) = 𝑏0(𝑞).

При цьому функцiя 𝑎1 обмежена та задовольняє умовi Липшиця. Тодi
за кожного 𝑢 ∈ R𝑑𝑑{𝑥(𝑢, 𝑡); 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]} - дифузiйний випадковий процес.
Справдi, розглянемо нову функцiю

𝑔(𝑟) =

∫︁
R𝑑

𝑎1(𝑣 + 𝑟)𝜇0(𝑑𝑣).

Тодi для довiльного 𝑢 ∈ R𝑑 процес 𝑥(𝑢,·) можна записати у виглядi

𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑢+

∫︁ 𝑡

0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠+𝑚(𝑡),

де випадковий процес

𝑦(𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝑎1(𝑥(𝑣,𝑡))𝜇0(𝑑𝑣)

та мартингал

𝑚(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R𝑑

𝑏0(𝑞)𝑊 (𝑑𝑞,𝑑𝑡)

однi й самi для всiх 𝑢. Тому

𝑥(𝑢,𝑡) = 𝑢+

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑥(𝑢,𝑠)− 𝑢)𝑑𝑠+𝑚(𝑡). (3.1)
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Легко бачити, що 𝑚 є вiнеровським процесом R𝑑 з коварiацiйною матрицею∫︁
R𝑑

𝑏*0(𝑞)𝑏0(𝑞)𝑑𝑞.

Отже, згiдно (3.1), 𝑥(𝑢,·) - дифузiйний (i тим самим маркiвський) процес у
R𝑑. Зазначимо, що зараз марковським буде також процес, що описує рух
будь-якого кiнцевого набору частинок {(𝑥(𝑢1, 𝑡), ..., 𝑥(𝑢𝑛, 𝑡)); 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]}.

Приклад 3.2.

𝑑𝑥(𝑢,𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝜙(𝑥(𝑢,𝑡)− 𝑥(𝑣,𝑡))𝜇0(𝑑𝑣)𝑑𝑤(𝑡),

𝜇0 =
1

2
𝛿−1 +

1

2
𝛿1,

у якому 𝜙 – парна функцiя, що дорiвнює 0 у точцi 0. Для 𝑥(−1, 𝑡) та 𝑥(1, 𝑡)
отримуємо систему рiвнянь

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑥(−1,𝑡) =

1

2
𝜙(𝑥(−1,𝑡)− 𝑥(1,𝑡))𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝑥(1,𝑡) =
1

2
𝜙(𝑥(1,𝑡)− 𝑥(−1,𝑡))𝑑𝑤(𝑡),

𝑥(−1,0) = −1, 𝑥(1,0) = 1,

з якої випливає, з урахуванням парностi функцiї 𝜙, що

𝑑(𝑥(1,𝑡)− 𝑥(−1,𝑡)) = 0

Тому
𝑥(1, 𝑡) = 𝑥(−1, 𝑡) + 2, 𝑡 ⩾ 0

Таким чином
𝑥(1, 𝑡) =

1

2
𝜙(2)𝑤(𝑡) + 1,

𝑥(−1, 𝑡) =
1

2
𝜙(2)𝑤(𝑡)− 1,

Розглянемо тепер 𝑥(0,𝑡):

𝑑𝑥(0, 𝑡) =
1

2
[𝜙(𝑥(0, 𝑡)− 𝑥(1, 𝑡))+
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+𝜙(𝑥(0, 𝑡)− 𝑥(−1, 𝑡))]𝑑𝑤(𝑡) =

=
1

2
[𝜙(𝑥(0, 𝑡)− 1− 1

2
𝜙(2)𝑤(𝑡))+

+𝜙(𝑥(0, 𝑡) + 1− 1

2
𝜙(2)𝑤(𝑡))]𝑑𝑤(𝑡).

Позначимо 𝜓(𝑎) =
1

2
𝜙(𝑎− 1) +

1

2
𝜙(𝑎+ 1), 𝑎 ∈ R, а також покладемо далi

𝜙(2) = 2.

Тодi
𝑑𝑥(0, 𝑡) = 𝜓(𝑥(0, 𝑡)− 𝑤(𝑡))𝑑𝑤(𝑡),

𝑥(0, 0) = 0.

Покажемо, що {𝑥(0, 𝑡); 𝑡 ⩾ 0} не є марковським процесом. Позначимо далi
𝑧(𝑡) = 𝑥(0,𝑡), 𝑡 ⩾ 0,ℱ 𝑧

𝑡 = 𝜎(𝑧(𝑠); 𝑠 ⩽ 𝑡),ℱ𝑤
𝑡 = 𝜎(𝑤(𝑠); 𝑠 ⩽ 𝑡). За побудовою

ℱ 𝑧
𝑡 ⊂ ℱ𝑤

𝑡 за кожного 𝑡 ⩾ 0. Доведемо зворотне включення. Справдi, за
кожному 𝑡 > 0:

𝜓(𝑧(𝑠)− 𝑤(𝑠))2𝑑𝑠 = 𝑃 − lim
𝑛→∞

𝑛−1∑︁
𝑘=0

[︂(︂
𝑧
𝑡(𝑘 + 1)

𝑛

)︂
− 𝑧

(︂
𝑡𝑘

𝑛

)︂]︂2
. Отже, 𝜓(𝑧(𝑡)−𝑤(𝑡)) вимiрна щодо ℱ 𝑧

𝑡 випадкова величина. 𝐶 з урахуван-
ням вiдокремленостi вiд 0 отримуємо, що

𝑤(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

1

𝜓(𝑧(𝑠)− 𝑤(𝑠))
𝑑𝑧(𝑠)

є ℱ 𝑧
𝑡 вимiрною випадковою величиною. Таким чином, ℱ 𝑧

𝑡 = ℱ𝑤
𝑡 , 𝑡 ⩾ 0.
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РОЗДIЛ 4

ЗСУВ-КОМПАКТНIСТЬ ВИПАДКОВИХ МIР ТА ЇЇ

ЗВЯ’ЗОК З ПОВЕДIНКОЮ ПОЗВ’ЯЗКIВ

СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ЗI ВЗАЄМОДIЄЮ.

Цей роздiл присвячений модифiкацiї поняття стiйкостi для мiрозна-
чних процесiв, що вiдповiдають рiвнянням iз взаємодiєю. Необхiднiсть у
такiй модифiкацiї можна побачити, зауваживши, що за умов, що забез-
печують стiйкiсть розв’язкiв звичайних стохастичних диференцiальних
рiвнянь, мiрозначне рiшення зi зростанням часу стає близьким до випадко-
вої 𝛿-функцiї, тобто, вся маса зосереджується в однiй точцi, що випадково
рухається у просторi. Для опису менш тривiальної граничної поведiнки нам
знадобляться новi визначення.

Означення 4.1. Безлiч мiр{𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} ⊂ M𝑛 називається зсув-компактним,
якщо для кожного про 𝛼 ∈ A iснує вектор 𝑢𝛼 ∈ R𝑑 такий, що безлiч мiр
{𝜇𝛼 − 𝑢𝛼;𝛼 ∈ A} компактно в M𝑛 (тут 𝜇𝛼 − 𝑢𝛼 – зсув мiри 𝜇𝛼 на вектор
𝑢𝛼).

Лема 4.2. Нехай сiмейство мiр {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} ⊂ M𝑛 та сiмейство векторiв
{𝑢𝛼;𝛼 ∈ A} ⊂ R𝑑 такi, що сiмейство {𝜇𝛼 − 𝑢𝛼;𝛼 ∈ A} компактно у
M𝑛. Припустимо, що для множини векторiв {𝑣𝛼;𝛼 ∈ A} справедлива
нерiвнiсть

Означення 4.3. Вектор u називається центром ймовiрнiсної мiри 𝜇 на R𝑑,
якщо

𝛾(𝛿𝑢,𝜇) =

∫︁
R𝑑

||𝑢− 𝑣||
1 + ||𝑢− 𝑣||

𝑢(𝑑𝑢) =

min
𝑝∈R𝑑

𝛾(𝛿𝑝,𝜇).

Лема 4.4. Нехай сiмейство {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} зсув-компактно M0. Тодi сiмей-
ство {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} (𝑐𝛼 – центр мiри 𝜇𝛼) компактно в M0.
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Доведення. Розглянемо набiр векторiв {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A}, разом з яким {𝜇𝛼;𝛼 ∈
A} задовольняє означенням 4.1. Тодi

𝜀(𝑟) = sup
𝛼∈A

𝜇𝛼({𝑢 : ||𝑢− 𝑢𝛼|| > 𝑟}) → 0, 𝑟 → ∞.

Зазначимо, що, згiдно з визначенням центру,

∀𝛼 ∈ A ∀𝑟 > 0 :

𝛾(𝛿𝑐𝛼,𝜇𝛼) ⩽
𝑟

𝑟 + 1
(1− 𝜀(𝑟)) + 𝜀(𝑟).

З iншого боку, для довiльного такого, що ||𝑣 − 𝑢𝛼|| ⩾ 𝑎 · 𝑟, де 𝑎 > 1

справедливо

𝛾(𝛿𝑣,𝜇𝛼) ⩾
(𝑎− 1)𝑟

1 + (𝑎− 1)𝑟
(1− 𝜀(𝑟)).

Отже, вибравши 𝑟1, 𝑟2 та a так, щоб

(𝑎− 1)𝑟2
1 + (𝑎− 1)𝑟2

(1− 𝜀(𝑟2)) >
𝑟1

1 + 𝑟1
(1− 𝜖(𝑟1)) + 𝜀(𝑟1),

отримаємо, що
sup
𝛼∈A

||𝑢𝛼 − 𝑐𝛼|| ⩽ 𝑎 · 𝑟2.

Звiдси з урахуванням леми 4.2 отримуємо необхiдне затвердження.

Наступний приклад показує, що поняття зрушення-компактностi ко-
рисне при обговореннi рiвнянь iз взаємодiєю.

Приклад 4.1. Нехай 𝑑 = 1. Розглянемо рiвняння⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢,𝑡) = 𝜋𝑑𝑡−
∫︀
R arctg(𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑣)𝜇𝑡(𝑑𝑣)𝑑𝑡

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝜇𝑡 = 𝜇 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1.

Для довiльної мiри 𝜇 ∈ M, це рiвняння має єдине рiшення. Очевидно, що

∀𝑢 ∈ R : 𝑥(𝑢,𝑡) → +∞, 𝑡→ +∞.

Тому сiмейство мiр {𝜇𝑡; 𝑡 ⩾ 0} не може бути передкомпактним в M. Заува-
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жимо, однак, що для довiльних 𝑢1 < 𝑢2

𝑑(𝑥(𝑢1, 𝑡)− 𝑥(𝑢2, 𝑡))
2 = 2(𝑥(𝑢1, 𝑡)−

−𝑥(𝑢2, 𝑡))
∫︁

R[arctg(𝑥(𝑢2, 𝑡)− 𝑣)− arctg(𝑥(𝑢1, 𝑡)− 𝑣)]𝜇0(𝑑𝑣)𝑑𝑡 ⩽ 0.

Отже, вiдстань мiж 𝑥(𝑢1, 𝑡) та 𝑥(𝑢2, 𝑡) з часом не зростає. Покладемо для
кожного 𝑢 ∈ R

𝑓(𝑢) = lim
𝑡→+∞

(𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑥(0, 𝑡)).

Тодi заходи 𝜇𝑡 − 𝑥(0, 𝑡) слабо сходяться при 𝑡→ +∞ до мiри

𝜈 = 𝜇0 ∘ 𝑓−1.

Розглянемо тепер випадковi мiри.

Означення 4.5. Безлiч випадкових мiр {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} ⊂ M𝑛 називається
зсув-компактним, якщо для кожного 𝛼 ∈ A випадковий вектор 𝛼 ∈ R𝑑

такий, що сiмейство {𝜇𝛼 − 𝑢𝛼, 𝛼 ∈ A} слабо компактне у M𝑛

Оскiльки мiрозначнi процеси, пов’язанi з рiвняннями iз взаємодiєю,
влаштованi як образи мiр при випадкових вiдображеннях, то корисною буде
наступна лема.

Лема 4.6. Припустимо, що сiмейство випадкових мiр {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A}, побу-
довано так

𝜇𝛼 = 𝜇0 ∘ 𝑥−1
𝛼 , 𝛼 ∈ A

а випадковi вiдображення 𝑥𝛼 задовольняють умовi

∃𝐴 > 0 ∀𝛼 ∈ A ∀𝑢, 𝑣 ∈ R𝑑 :

𝑀 ||𝑥𝛼(𝑢)− 𝑥𝛼(𝑣)||𝑛+1 ⩾ 𝐴||𝑢− 𝑣||𝑛+1.

Тодi для 𝜇0 ∈ M𝑛+1 сiмейство {𝜇𝛼;𝛼 ∈ A} зсув-компактно в M𝑛.

Доведення. За умовою

𝑀

∫︁
R𝑑

||𝑥𝛼(𝑢)− 𝑥𝛼(0)||𝜇0(𝑑𝑢) ⩽
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⩽ 𝐴

1

𝑛+ 1
(︂∫︁

R𝑑

||𝑢||𝑛+1𝜇0(𝑑𝑢)

)︂ 1

𝑛+ 1 .

Тому майже напевно визначено наступний iнтеграл

𝑚𝛼 =

∫︁
R𝑑

𝑥𝛼(𝑢)𝜇0(𝑑𝑢).

Для довiльного L>0

𝑃

{︂∫︁
R𝑑

||𝑥𝛼(𝑢)−𝑚𝛼||𝑛+1𝜇0(𝑑𝑢) > 𝐿

}︂
⩽

⩽
1

𝐿
𝑀

∫︁
R𝑑

∫︁
||𝑥𝛼(𝑢)− 𝑥𝛼(𝑣)||𝑛+1𝜇0(𝑑𝑢)𝜇0(𝑑𝑣) ⩽

⩽
𝐴

𝐿

∫︁
R𝑑

∫︁
||𝑢− 𝑣||𝑛+1𝜇0(𝑑𝑢)𝜇0(𝑑𝑣).

Зазначимо, що останнiй iнтеграл є кiнцевим. Отже, для довiльного 𝜀 > 0

iснує 𝐿 > 0 таке, що

sup
𝛼∈A

𝑃

{︂∫︁
R𝑑

||𝑢||𝑛+1(𝜇𝛼 −𝑚𝛼)(𝑑𝑢) > 𝐿

}︂
< 𝜀.

Покладемо

𝐾𝜀 = {𝜈 ∈ M𝑛 :

∫︁
R𝑑

||𝑢||𝑛I{||𝑢||>𝑐}𝜈(𝑑𝑢) ⩽

⩽
𝐿𝜀

𝑐
∀𝑐 > 0}.

𝐾𝜀 компакт в M𝑛.При цьому для кожного 𝛼 ∈ A

𝑃{𝜇𝛼 −𝑚𝛼 ∈ 𝐾𝜀} = 𝑃{
∫︁
R𝑑

||𝑥𝛼(𝑢)−𝑚𝛼||𝑛·

·I{||𝑥𝛼(𝑢)−𝑚𝛼||>𝑐}𝜇0(𝑑𝑢) ⩽
𝐿𝜀

𝑐
∀𝑐 >} ⩾

⩾ 𝑃{
∫︁
R𝑑

||𝑥𝛼(𝑢)−𝑚𝛼||𝑛+1𝜇0(𝑑𝑢) ⩽ 𝐿𝜀} > 1− 𝜀.

Отже, сiмейство розподiлiв 𝜇𝛼 −𝑚𝛼;𝛼 ∈ 𝐴 щiльно, а тим самим, вiдносно
компактно M𝑛. Лемма доведена.
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Наступна теорема є прикладом використання наведеного вище твер-
дження для рiвнянь iз взаємодiєю. Розглянемо рiвняння

𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) =

∫︁
R𝑑

𝜙(𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑣)𝜇𝑡(𝑑𝑣)𝑑𝑡+ 𝑏(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝜇𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

𝜇𝑡 = 𝜇+ 0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1, 𝑡 ⩾ 0, 𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝑢 ∈ R𝑑,

з одномiрним, для простоти, винеровским процесом 𝑤.

Теорема 2. Припустимо, що 𝜇0 ∈ M2𝑛+2, 𝜙 задовольняє умовi (𝑢 −
𝑣, 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑣)) ⩽ −𝛼||𝑢 − 𝑣||2, 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑑, 𝑏 задовольняє умовi Липшица
по 𝑥 i 𝜇 з постiйною 𝐵, та

𝛼− 1

2
𝐵2(2𝑛+ 1) ⩾ 0.

Тодi безлiч {𝜇𝑡; 𝑡 ⩾ 0} зсув-компактно в M2𝑛.

Доведення. Для довiльних 𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑑

𝑀 ||𝑥(𝑢1, 𝑡)− 𝑥(𝑢2, 𝑡)||2𝑛+2 = ||𝑢1 − 𝑢2||2𝑛+2+

+

∫︁ 𝑡

0

(2𝑛+ 2)||𝑥(𝑢1,𝑠)− 𝑥(𝑢2,𝑠)||2𝑛
∫︁
R𝑑

(𝜙(𝑥(𝑢1,𝑠)− 𝑣)−

−𝜙(𝑥(𝑢2, 𝑠)− 𝑣), 𝑥(𝑢1, 𝑠)− 𝑥(𝑢2, 𝑠))𝜇𝑠(𝑑𝑣)𝑑𝑠+

+2(𝑛+ 1)𝑛

∫︁ 𝑡

0

||𝑥(𝑢1, 𝑠)− 𝑥(𝑢2, 𝑠)||2𝑛−2(𝑥(𝑢1, 𝑠)− 𝑥(𝑢2, 𝑠)

𝑏(𝑥(𝑢1, 𝑠), 𝜇𝑠)− 𝑏(𝑥(𝑢2, 𝑠), 𝜇𝑠))
2𝑑𝑠+

+(𝑛+ 1)

∫︁ 𝑡

0

||𝑥(𝑢1, 𝑠)− 𝑥(𝑢2, 𝑠)||2𝑛||𝑏(𝑥(𝑢1, 𝑠), 𝜇𝑠)− 𝑏(𝑥(𝑢2, 𝑠), 𝜇𝑠)||2𝑑𝑠 ⩽

⩽ ||𝑢1−𝑢2||2𝑛+2+(−𝛼(2𝑛+2)+𝐵2𝑛(𝑛+1))

∫︁ 𝑡

0

𝑀 ||𝑥(𝑢1, 𝑠)−𝑥(𝑢2, 𝑠)||2𝑛+2𝑑𝑠 ⩽

⩽ ||𝑢1 − 𝑢2||2𝑛+2.

Тепер затвердження теореми випливає з леми 4.6.
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РОЗДIЛ 5

АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI ВЗАЄМОДIЄЮ

ПЕРШОГО ПОРЯДКУ БЕЗ ДРЕЙФОВОЇ ЧАСТИНИ

Розглянемо одновимiрне стохастичне диференцiальне рiвняння зi вза-
ємодiєю

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) = 𝜎(𝑥(𝑢, 𝑡), 𝜇𝑡)𝑑𝑤(𝑡)

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢, 𝑢 ∈ R

𝜇𝑡 = 𝜇0 ∘ 𝑥(·, 𝑡)−1, 𝑡 ⩾ 0

(5.1)

Такi рiвняння та керованi ними стохастичнi потоки були введенi А.А.
Дороговцевим [3]. Виявляється, що властивостi розв’язкiв таких рiвнянь
вiдрiзняються вiд вiдповiдних властивостей розв’язкiв звичайних стохасти-
чних диференцiальних рiвнянь. Тому представляє iнтерес порiвняння їх
асимптотичної поведiнки з поведiнкою дифузiйних процесiв. У роботi [? ]
отримано аналог закону повторного логарифма для траєкторiй (5.1).

Нехай M1 — простiр усiх iмовiрнiсних мiр на R, що мають перший
момент iз Метрика Вассерштейна. Розглянемо рiвняння (5.1) з 𝜎 : R×M1 →
𝑅, що задовольняє глобальну умову Лiпшиця, i 𝜇0 ∈ M1. За таких умов
iснує єдиний сильний розв’язок (5.1) такий, що 𝑥 — потiк гомеоморфiзмiв.
Наступний результат показує, що для рiвняння без дрейфу (5.1) траєкторiї
рiзних частинок залишаються недалеко одна вiд одної на нескiнченностi.

Лема 5.1. Для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ R iснує

lim
𝑡→∞

(𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑥(𝑣, 𝑡))
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Доведення. Зафiксуйте 𝑢 > 𝑣 ∈ R. Тодi за теоремою 18.4 з [8],

𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑥(𝑣, 𝑡) = 𝑢− 𝑣 +

∫︁ 𝑡

0

(𝜎(𝑥(𝑢, 𝑠), 𝜇𝑠)− 𝜎(𝑥(𝑣, 𝑠), 𝜇𝑠))𝑑𝑤(𝑠) =

= 𝑢− 𝑣 + 𝑤𝑢,𝑣

(︂∫︁ 𝑡

0

(𝜎(𝑥(𝑢, 𝑠), 𝜇𝑠)− 𝜎(𝑥(𝑣, 𝑠), 𝜇𝑠))
2𝑑𝑠

)︂
для деякого вiнерського процесу 𝑤𝑢,𝑣. Оскiльки 𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑥(𝑣, 𝑡) > 0 для всiх
𝑡 ⩾ 0 i ∫︁ 𝑡

0

(𝜎(𝑥(𝑢, 𝑠), 𝜇𝑠)− 𝜎(𝑥(𝑣, 𝑠), 𝜇𝑠))
2𝑑𝑠

є безперервним випадковим процесом,∫︁ ∞

0

(𝜎(𝑥(𝑢, 𝑠), 𝜇𝑠)− 𝜎(𝑥(𝑣, 𝑠), 𝜇𝑠))
2𝑑𝑠 ⩽ 𝜏𝑢,𝑣 < +∞.

Тут 𝜏𝑢,𝑣 – це час першого удару −(𝑢 − 𝑣) за допомогою 𝑤𝑢,𝑣. Отже, з
ймовiрнiстю 1

lim
𝑡→∞

(𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑥(𝑣, 𝑡)) = 𝑤𝑢,𝑣

(︂∫︁ ∞

0

(𝜎(𝑥(𝑢, 𝑠), 𝜇𝑠)− 𝜎(𝑥(𝑣, 𝑠), 𝜇𝑠))
2𝑑𝑠

)︂
.

Доведення завершено.

Звичайно, рiзниця 𝑥(𝑢, 𝑡) − 𝑥(𝑣, 𝑡) є мартингалом, який не змiнює
знак. Отже, за загальною теорiєю вiн має межу на нескiнченностi. Але ми
представляємо прямий доказ, оскiльки нам потрiбна точна формула для
характеристик 𝑥(𝑢, 𝑡)−𝑥(𝑣, 𝑡). Наслiдком цiєї леми є те, що закон повторного
логарифма виконується (або нi) для всiх 𝑢 ∈ R одночасно. Дiйсно, оскiльки
𝑥(𝑢, ·)− 𝑥(𝑣, ·) обмежена,

lim
𝑡→∞

(︂
𝑥(𝑢,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

− 𝑥(𝑣, 𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

)︂
= 0.

Отже, ми можемо отримати закон повторного логарифма лише для деякого
фiксованого 𝑢, наприклад, 𝑢 = 0. Позначимо 𝑧(𝑢, 𝑡) = 𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑥(0, 𝑡). Нам
потрiбен наступний результат.
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Лема 5.2. Нехай 𝛽 > 0 — додатне число. Потiм

lim|𝑢|→∞
sup𝑡⩾0 |𝑧(𝑢, 𝑡)|
1 + |𝑢|1+𝛽

<∞. (5.2)

Доведення. Розглянемо тiльки 𝑢 > 0, доказ для 𝑢 < 0 бути схожим. Роз-
глянемо деякi послiдовнiсть ↑ +∞. Ми маємо

𝑧(𝑢𝑛, 𝑡) = 𝑢𝑛 + 𝑤𝑢𝑛,0

(︂∫︁ 𝑡

0

𝜎2(𝑥(𝑢, 𝑠), 𝜇𝑠)𝑑𝑠

)︂
.

Отже,

𝑃{sup
𝑡⩾0

𝑧(𝑢𝑛,𝑡) > 𝑢1+𝛽
𝑛 } ⩽ 𝑃{ sup

0⩾𝑠⩾𝜏𝑢𝑛,0

𝑤𝑢𝑛,0(𝑠) > 𝑢1+𝛽
𝑛 − 𝑢𝑛} =

=
𝑢𝑛

𝑢1+𝛽
𝑛

= 𝑢−𝛽
𝑛 .

Поставимо 𝑢𝑛 = 𝑛2/𝛽. Тодi маємо

∞∑︁
𝑛=1

𝑃{sup
𝑡⩾0

𝑧(𝑢𝑛,𝑡) > 𝑢1+𝛽
𝑛 } < +∞,

i за лемою Бореля–Кантеллi з ймовiрнiстю 1 iснує 𝑁 ∈ N такий, що

sup
𝑡⩾0

𝑧(𝑢𝑛,𝑡) > 𝑢1+𝛽
𝑛 ∀𝑛 ⩾ 𝑁.

Оскiльки 𝑥 є гомеоморфiзмом, для 𝑢 > 𝑢𝑁 , 𝑢 ∈ [𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1],

sup
𝑡⩾0

𝑧(𝑢,𝑡) < sup
𝑡⩾0

𝑧(𝑢𝑛+,𝑡) < 2

2

𝛽
+2

𝑢1+𝛽,

тому виконується (5.2) Доведення завершено.

Розглянемо тепер рiвняння (5.1) з 𝜎(𝑢, 𝜇) =
∫︀
R 𝑏(𝑢−𝑣)𝜇(𝑑𝑣) для деякої
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дiйсної функцiї 𝑏. Потiм рiвння (5.1) набуває вигляду⎧⎨⎩𝑑𝑥(𝑢, 𝑡) =
∫︀
R 𝑏(𝑥(𝑢, 𝑡)− 𝑥(𝑣, 𝑡))𝜇0(𝑑𝑣)𝑑𝑤(𝑡)

𝑥(𝑢, 0) = 𝑢.
(5.3)

Тепер взаємодiя частинок у випадковому середовищi залежить вiд
вiдстаней мiж ними їх. Рiвняння (5.3) можна розглядати як стохастичний
аналог моделi Курамото для взаємодiючi осцилятори.

Теорема 3. Нехай коефiцiєнти (5.3) задовольняють наступним умовам:

1) 𝑏 — глобальний Лiпшиц з деякою константою 𝐿

2) sup(−∞;0] 𝑏 < +∞; inf [0;∞) 𝑏 > −∞,

3) 𝜇0 ∈ M1+𝛼 для деяких 𝛼 > 0.

Потiм

𝑃

{︂
lim𝑡→∞

𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

∈ 𝐷

}︂
= 𝑃

{︂
lim𝑡→∞

𝑥(0, 𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

∈ −𝐷
}︂

= 1,

де 𝐷 = {|𝑢| : 𝑢 ∈ [inf [0;+∞) 𝑏; sup(−∞;0] 𝑏]}.

Доведення. Для кожного 𝑢 ∈ R позначимо

𝜁𝑢 = lim
𝑡→∞

𝑧(𝑢,𝑡).

Для кожного 𝑢 ∈ R ця межа iснує майже скрiзь. Тепер нехай 𝑆 — (злiченна)
множина всi рацiональнi числа i всi атоми мiри 𝜇0. Тодi, з ймовiрнiстю 1,

𝑧(𝑢, 𝑡) → 𝜁𝑢, 𝑡→ ∞ ∀𝑢 ∈ 𝑆.

хай

𝜉𝑢 =

⎧⎨⎩𝜁𝑢, 𝑢 ∈ 𝑆

lim𝑆∈𝑣→𝑢−𝜁𝑣 , 𝑢 /∈ 𝑆

(межа iснує, оскiльки 𝜁𝑣 не спадає). 𝜉𝑢 також не спадна, i вона неперервна
за винятком злiченної кiлькостi стрибкiв. отже,

𝜇0{𝑢 : 𝜉𝑢 ̸= 𝜁𝑢} = 0,
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i
𝜇0{𝑢 : 𝑧(𝑢, 𝑡) → 𝜉𝑢, 𝑡→ ∞} = 1.

Щодо доведення леми 5.1, то маємо∫︁ ∞

0

(︂∫︁
R
(𝑏(𝑧(𝑢, 𝑠)− 𝑧(𝑣, 𝑠))− 𝑏(−𝑧(𝑣, 𝑠)))𝜇0(𝑑𝑣)

)︂2

𝑑𝑠 <∞. (5.4)

Застосовуючи лему 5.2 з 𝛽 = 𝛼, маємо для всiх 𝑠 ⩾ 0

|𝑏(𝑧(𝑢, 𝑠)− 𝑧(𝑣, 𝑠))− 𝑏(−𝑧(𝑣, 𝑠))| ⩽ 𝐿|𝑧(𝑢, 𝑠)| ⩽ 𝐿𝐶(𝜔)(1 + |𝑢|1+𝛼).

Таким чином, за теоремою Лебега,∫︁
R
(𝑏(𝑧(𝑢, 𝑠)− 𝑧(𝑣, 𝑠))− 𝑏(−𝑧(𝑣, 𝑠)))𝜇0(𝑑𝑣) → (5.5)

→
∫︁
R
(𝜉𝑢 − 𝜉𝑣)− 𝑏(−𝜉𝑣))𝜇0, 𝑠→ ∞(𝑑𝑣)

З (5.4) i (5.5) маємо, з iмовiрнiстю 1,∫︁
R
(𝜉𝑢 − 𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣) =

∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣), 𝑢 ∈ R.

Тепер нехай ↑ +∞, 𝑛 → ∞. Застосування леми Фату до функцiй 𝑏(𝜉𝑢𝑛
−

𝜉𝑣)I{𝑣<𝑢𝑛} (якi обмеженi знизу константою за умовою 2) теореми), маємо∫︁
R
lim𝑛→∞(𝑏(𝜉𝑢𝑛

− 𝜉𝑣)I{𝑣<𝑢𝑛})𝜇0(𝑑𝑣) ⩽

lim𝑛→∞

∫︁ 𝑢𝑛

−∞
(𝑏(𝜉𝑢𝑛

− 𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)

∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)−

lim𝑛→∞

∫︁ +∞

𝑢𝑛

(𝑏(𝜉𝑢𝑛
− 𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)−

∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)

(ми використано лему 5.2 та умову 𝑚𝑢0 ∈𝑀1+𝛼).

Тепер ми маємо

lim𝑛→∞(𝑏(𝜉𝑢𝑛
− 𝜉𝑣)I{𝑣<𝑢𝑛} ⩾ inf

𝑧⩾0
𝑏(𝑧),



27

i, таким чином, ∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣) ⩾ inf

[0;+∞)
𝑏. (5.6)

Аналогiчно, ∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣) ⩽ sup

(−∞;0]

𝑏. (5.7)

Тепер, повертаючись до процесу 𝑥, ми маємо для деякого вiнерiвського
процесу 𝑤0,

𝑥(0, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑏(−𝑧(𝑣, 𝑠))𝜇0(𝑑𝑣)𝑑𝑤(𝑠) =

𝑤0 =

(︃∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁
R
𝑏(−𝑧(𝑣, 𝑠))𝜇0(𝑑𝑣)

)︂2

𝑑𝑠

)︃
Позначимо

𝑇 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁
R
𝑏(−𝑧(𝑣, 𝑠))𝜇0(𝑑𝑣)

)︂2

𝑑𝑠.

Потiм

lim
𝑡→∞

𝑇 (𝑡)

𝑡
= lim

𝑡→∞

(︂∫︁
R
𝑏(−𝑧(𝑣, 𝑠))𝜇0(𝑑𝑣)

)︂2

=

(︂∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)

)︂2

.

Якщо 𝑇 (𝑡) → ∞, 𝑡→ ∞,

lim𝑡→∞
𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

= lim𝑡→∞
𝑤0(𝑇 (𝑡))√︀
2𝑇 (𝑡) ln𝑇 (𝑡)

·
√︂

lim
𝑡→∞

𝑇 (𝑡)

𝑡
=

⃒⃒⃒⃒∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)

⃒⃒⃒⃒
.

iнакше,

lim𝑡→∞
𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

= lim𝑡→∞
𝑤0(𝑇 (∞))√

2𝑡 ln 𝑡
= 0 =

⃒⃒⃒⃒∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)

⃒⃒⃒⃒
.

Аналогiчно,

lim𝑡→∞
𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

= −
⃒⃒⃒⃒∫︁

R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣)

⃒⃒⃒⃒
.
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Разом з (5.6) та (5.7) це доводить теорему.

Наслiдок. За умов теореми, якщо 𝑏 таке, що

𝑢(𝑏(𝑢)− 𝑏(0)) ⩾ 0(⩽ 0), 𝑢 ∈ R,

потiм

𝑃

{︂
lim𝑡→∞

𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

= |𝑏(0)|
}︂

= 𝑃

{︂
lim𝑡→∞

𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

= −|𝑏(0)|
}︂

= 1.

Хай

Приклад 5.1.

𝜇0 =
1

2
𝛿0 +

1

2
𝛿𝜋

2

,

𝑏(𝑢) = 1 + cos𝑢+ sin𝑢I{𝑢⩾0}.

Потiм
𝑑𝑥(0, 𝑡) = (

1

2
𝑏(0) +

1

2
𝑏(𝑥(0, 𝑡)− 𝑥(

𝜋

2
, 𝑡)))𝑑𝑤(𝑡)

𝑑𝑥(
𝜋

2
, 𝑡) = (

1

2
𝑏(0) +

1

2
𝑏(𝑥(

𝜋

2
, 𝑡)− 𝑥(0, 𝑡)))𝑑𝑤(𝑡)

Тепер

𝑑𝑧(
𝜋

2
, 𝑡) =

1

2
sin 𝑧(

𝜋

2
, 𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

Межа
𝜉𝜋

2

= lim
𝑡→∞

𝑧(
𝜋

2
,𝑡),

приймає тiльки значення 0 i 𝜋. Завдяки симетрiї,

𝑃 (𝜉𝜋

2

= 0) = 𝑃 (𝜉𝜋

2

= 𝜋) =
1

2

𝑃

{︂∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣) = 2

}︂
= 𝑃

{︂∫︁
R
𝑏(−𝜉𝑣)𝜇0(𝑑𝑣) = 1

}︂
=

1

2
.

Отже, маємо

𝑃

{︂
lim𝑡→∞

𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

= 2

}︂
= 𝑃

{︂
lim𝑡→∞

𝑥(0,𝑡)√
2𝑡 ln 𝑡

= 1

}︂
=

1

2
.
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ВИСНОВКИ

Об’єктом дослiдження є деякi класи стохастичних диференцiальних
рiвнянь зi взаємодiєю. Метою роботи є вивчення поняття стохастичних
диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю, детальние дослiдження конкретних
моделей з використанням таких рiвнянь.

Робота складається зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку
використаних джерел. У першому роздiлi введено поняття стохастичного
диференцiального рiвняння зi взаємодiєю. Крiм того, розглянуто детермi-
новане рiвняння для опису руху систем зi взаємодiєю. Наведено приклад
одномiрного випадку таких рiвнянь,що моделює рух двох частинок, якi
вiдштовхуються одна вiд одної. Виявляється, що у цьому випадку можна
знайти розв’язок такого рiвняння у явному виглядi. У другому роздiлi
доводиться теорема iснування розв’язкiв стохастичних диференцiальних
рiвнянь зi взаємодiєю. У третьому роздiлi розглядяаються найпростiшi
приклади анализу поведiнки розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiв-
нянь зi взаємодiєю у залежностi вiд початковї мiри. У четвертому роздiлi
розглядається поняття зсув-компактостi, яке було введено А.А. Дорогов-
цевим та М.П. Карлiковою [5], що є модифiкацiєю поняття стiйкостi для
мiрозначних процесiв, що вiдповiдають рiвнянням iз взаємодiєю. Необхi-
днiсть у такiй модифiкацiї можна побачити, зауваживши, що за умов, що
забезпечують стiйкiсть розв’язкiв звичайних стохастичних диференцiаль-
них рiвнянь, мiрозначний розв’язок зi зростанням часу стає близьким до
випадкової 𝛿-функцiї, тобто, вся маса зосереджується в однiй точцi, що
випадково рухається у просторi. У п’ятому роздiлi розглянуто одновимiрне
стохастичне диференцiальне рiвняння зi взаємодiєю, що не має дрейфової
частини. Для одиничних траєкторiй наведено результат, подiбний до за-
кону повтореного логарифму вiнерiвського процесу. Наведено конкретний
приклад, який моделює застосування вiдповiдного результату.
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