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ВСТУП

У данiй дипломнiй роботi дослiджено проблему антиплоскої задачi
теорiї пружностi для сегмента кiльця, що має поздовжню трiщину. Зазначе-
ний сегмент кiльця пiдданий впливу механiчного навантаження. Ця задача
є важливим модельним завданням, яке може мати практичнi застосування
в рiзних iнженерних розробках.

У першому роздiлi ми формулюємо постановку антиплоської задачi
для сектора круга з дефетом, до зовнiшньої поверхнi якої прикладене деяке
навантаження. Пояснюємо iлюстрацiю та переформульовуємо умови на
трiщинi у термiнах перемiщень.

У другому роздiлi ми дослiджуємо неперервну частину задачi, яка
не мiстить дефекту. Використовуючи скiнчене sin-перетворення Фур’є ми
зводимо вихiдну задачу до одновимiрної крайової задачi. Ми розв’язуємо цю
задачу у просторi трансформант i будуємо розв’язок для неперервної части-
ни завдання. Для iнтегрального перетворення ми користуємося табличними
значеннями.

У третьому роздiлi ми розглядаємо розривну частину задачi, яка
мiстить дефект (у нашому випадку стрибок перемiщення). Для побудови
розв’язку на цьому етапi ми будемо використовувати апарат функцiї Грина,
а також її розривнi властивостi. Використовуючи обернене iнтегральне
перетворення повертаємось до простору оригiналiв i отримуємо вираз для
функцiї перемiщення, який мiстить невiдому функцiю 𝜒(𝜙).

У четвертому роздiлi, за допомогою табличних значень рядiв, ми
спрощуємо функцiю перемiщення i видiляємо особливiсть у сингулярнiй
частинi ядра. Отримуємо сингулярне iнтегро-диференцiйне рiвняння.

У п’ятому роздiлi, за допомогою методу ортогональних многочленiв ми
зводимо сингулярне iнтегро-диференцiальне рiвняння (СIДР) до безкiнечної
системи лiнiйних алгебраїчних рiвняннь. Для цього ми розвиваємо невiдому
функцiю стрибка перемiщення в ряд за полiномами Чебишева 2-го роду.
Пiсля цього розв’язуємо отриману систему методом редукцiї та отримуємо
розв’зок розривної задачi.
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У шостому роздiлi, ми обчислили значення коефiцiентiв iнтенсивностi
напружень (КIН).

У роздiлi з графiчними результатами представленi графiки, побудо-
ванi пiд час аналiзу поведiнки функцiй перемiщення та напруження при
вiдсутностi та присутностi трiщини.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА АНТИПЛОСЬКОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ

СЕКТОРА КРУГА

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑊

𝜕𝑟

)︂
+
𝜕2𝑊

𝜕𝜙2
= 0

𝑊 |𝜙=0 = 0, 𝑊 |𝜙=𝛼 = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏

𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑎 = 0, 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑏 = 𝑝 (𝜙) , 0 < 𝜙 < 𝛼

⟨𝑊 (𝑐, 𝜙)⟩ = 𝑊 (𝑐− 0, 𝜙)−𝑊 (𝑐+ 0, 𝜙) = 𝜒 (𝜙) 𝑤0 < 𝜙 < 𝑤1,

⟨𝜏𝑟𝑧 (𝑐, 𝜙)⟩ = 𝜏𝑟𝑧 (𝑐− 0, 𝜙)− 𝜏𝑟𝑧 (𝑐+ 0, 𝜙) = 0 𝑟 = 𝑐,

(1.1)

Рис. 1.1. Постановка задачi

Розглянемо антиплоську задачу для
сегменту кiльця (𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 0 < 𝜙 < 𝛼).
Внутрiшня поверхня сегменту вiльна вiд на-
вантажень (𝑟 = 𝑎), а боковi сторони жорс-
тко закрiпленi (𝜙 = 0, 𝜙 = 𝛼). На зовнiшню
сторону сегменту (𝑟 = 𝑏) дiє навантаження
𝑝(𝜙).

В серединi сегменту знаходиться тон-
ка трiщина (𝑟 = 𝑐, 𝑤0 < 𝜙 < 𝑤1), береги
якої вiльнi вiд напружень. На трiщинi пе-
ремiщення зазнає стрибка, який задається
невiдомою функцiєю 𝜒 (𝜙).

Додатково, перепишемо наше крайо-
вi умови та умови на трiщинi, що мiстять
напруження 𝜏𝑟𝑧 у термiнах перемiщень:

𝜕𝑊

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0,
𝜕𝑊

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝑝 (𝜙)

𝐺⟨
𝜕𝑊

𝜕𝑟
(𝑐, 𝜙)

⟩
=
𝜕𝑊

𝜕𝑟
(𝑐− 0, 𝜙)− 𝜕𝑊

𝜕𝑟
(𝑐+ 0, 𝜙) = 0
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РОЗДIЛ 2

НЕПЕРЕВНА ЗАДАЧА

2.1 Зведення до одномiрної задачi

Для зведення задачi до одномiрної крайової, скористаємося методом
iнтегральних перетворень. У даному випадку ми скористаємося перетворен-
ням Фур’є за змiнною 𝜙. Для цього представимо рiвняння у виглядi:

𝜕2𝑊

𝜕𝜙2
+ 𝑟2

𝜕2𝑊

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑊

𝜕𝑟
= 0 (2.1)

Так як крайовi умови задовольняють вимогам табличного[1] перетворення,
скористаємося скiнченним sin-перетворенням Фур’є:

𝑊𝛽 (𝑟) =

∫︁ 𝛼

0

𝑊 (𝑟,𝜙) sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 (2.2)

𝑊 (𝑟,𝜙) =
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=1

𝑊𝛽 sin 𝛽𝜙, 𝛽 =
𝜋𝑘

𝛼
(2.3)

Помножимо обидвi частини рiвняння на sin 𝛽𝜙, та проiнтегруємо вiд 0 до 𝛼:∫︁ 𝛼

0

𝜕2𝑊

𝜕𝜙2
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = −𝛽2𝑊𝛽

𝑟2
∫︁ 𝛼

0

𝜕2𝑊

𝜕𝑟2
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = 𝑟2𝑊

′′

𝛽

𝑟

∫︁ 𝛼

0

𝜕𝑊

𝜕𝑟
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = 𝑟𝑊

′

𝛽∫︁ 𝛼

0

𝑝 (𝜙)

𝐺
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 =

𝑝𝛽
𝐺

⟨𝑊𝛽(𝑐)⟩ =
∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒 (𝜙) sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = 𝜒𝛽⟨
𝑊

′

𝛽(𝑐)
⟩
= 0
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2.2 Розв’язання одновимiрної задачi

Отримуємо одновимiрну крайову задачу, рiвняння якої має вигляд
Ейлера. ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟2𝑊
′′

𝛽 + 𝑟𝑊
′

𝛽 − 𝛽2𝑊𝛽 = 0

𝑊
′

𝛽

⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, 𝑊
′

𝛽

⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝑝𝛽
𝐺

⟨𝑊𝛽 (𝑐)⟩ = 𝜒𝛽⟨︀
𝑊

′

𝛽 (𝑐)
⟩︀
= 0

(2.4)

2.2.1 Замiна Ейлера

Для подальшої роботи проведемо замiну Ейлера.

𝑟 = 𝑒𝑡 → 𝑡 = ln 𝑟 (2.5)

𝑈𝛽(𝑡) = 𝑊𝛽(𝑒
𝑡) (2.6)

𝑑𝑡

𝑑𝑟
=

1

𝑟
𝑊

′

𝛽 = 𝑈
′

𝛽 ·
𝑑𝑡

𝑑𝑟
=

1

𝑟
· 𝑈 ′

𝛽

𝑊
′

𝛽 = 𝑒−𝑡𝑈
′

𝛽

𝑊
′′

𝛽 = 𝑒−2𝑡
(︁
𝑈

′′

𝛽 − 𝑈
′

𝛽

)︁
Крайова задача приймає наступний вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈
′′

𝛽 − 𝛽2𝑈𝛽 = 0, ln 𝑎 < 𝑡 < ln 𝑏

𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 0, 𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

=
𝑝𝛽𝑒

𝑡

𝐺
⟨𝑈𝛽 (𝑐)⟩ = 𝜒𝛽⟨︀
𝑈

′

𝛽 (𝑐)
⟩︀
= 0

(2.7)
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2.2.2 Побудова розв’язку одновимiрної крайової задачi

Загальний розв’язок неперервної задачi може бути представлений у
виглядi:

𝑈𝛽 = 𝐶0𝑒
𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒

−𝛽𝑡 (2.8)

𝑈
′

𝛽 = 𝛽𝐶0𝑒
𝛽𝑡 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽𝑡 (2.9)

Обчислимо коефiцiєнти 𝐶0 i 𝐶1, пiдставивши загальний розв’язок у крайовi
умови:

𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑎 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽 ln 𝑎 = 0

𝛽𝐶0𝑎
𝛽 − 𝛽𝐶1𝑎

−𝛽 = 0

𝐶1𝑎
−𝛽 = 𝐶0𝑎

𝛽

𝐶1 = 𝐶0𝑎
2𝛽

𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑏 − 𝛽𝐶0𝑎

2𝛽𝑒−𝛽 ln 𝑏 =
𝑝𝛽𝑒

ln 𝑏

𝐺

𝛽𝐶0𝑏
𝛽 − 𝛽𝐶0𝑎

2𝛽𝑏−𝛽 =
𝑝𝛽𝑏

𝐺

𝛽𝐶0𝑏
−𝛽
(︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
=
𝑝𝛽𝑏

𝐺

𝐶0 =
𝑝𝛽𝑏

𝛽+1

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
, 𝐶1 =

𝑝𝛽𝑏
𝛽+1𝑎2𝛽

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

Отримуємо розв’язок неперервної задачi у просторi трансформант:

𝑈𝑛 =
𝑝𝛽𝑏

𝛽+1𝑒𝛽𝑡

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
+
𝑝𝛽𝑏

𝛽+1𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

𝑈𝑛 =
𝑝𝛽
𝐺

(︃
𝑏𝛽+1

(︀
𝑒𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

)︃
(2.10)
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РОЗДIЛ 3

РОЗРИВНА ЗАДАЧА

Загальний вид розв’язку розривної задачi має вигляд:

𝑊𝑟(𝑟) =

∫︁ 𝛼

0

𝐺 (𝑟, 𝜉) 𝑓 (𝜉) 𝑑𝜉 +
1∑︁

𝑗=0

𝑋𝑗𝑊𝑗 (3.1)

Де: 𝐺 (𝑟, 𝜉) - це функцiя Грина

𝑓 (𝜉) - права частина крайової задачi

𝑋0 = 𝜒𝛽 𝑊0 = −𝑝(𝑐)𝐺0,1(𝑟,𝑐)

𝑋1 = 0 𝑊1 = 𝑝(𝑐)𝐺(𝑟,𝑐)

𝐺0,1(𝑟,𝜉) =
𝜕

𝜕𝜉
𝐺(𝑟, 𝜉) (3.2)

3.1 Побудова функцiї Грина

⎧⎨⎩𝑈
′′

𝛽 − 𝛽2𝑈𝛽 = 0, ln 𝑎 < 𝑡 < ln 𝑏

𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 0, 𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

=
𝑝𝛽𝑒

𝑡

𝐺

(3.3)

Загальний розв’язок:
𝑈𝑟(𝑡) = 𝐶0𝑒

𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒
−𝛽𝑡

𝜙0 = 𝑒𝛽𝑡 𝜙1 = 𝑒−𝛽𝑡

𝜐0 = 𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

𝜐1 = 𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏



10

3.1.1 Перевiрка умов на неособливiсть

𝑊 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜙0 𝜙1

𝜙
′

0 𝜙
′

1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑒𝛽𝑡 𝑒−𝛽𝑡

𝛽𝑒𝛽𝑡 −𝛽𝑒−𝛽𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝛽 − 𝛽 = −2𝛽 ̸= 0

3.1.2 Побудова ФБСР крайової задачi

𝜐0 [𝜙0] = 𝜙
′

0

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 𝛽𝑎𝛽 𝜐1 [𝜙0] = 𝜙
′

0

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

= 𝛽𝑏𝛽

𝜐0 [𝜙1] = 𝜙
′

1

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= −𝛽𝑎−𝛽 𝜐1 [𝜙1] = 𝜙
′

1

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

= −𝛽𝑏−𝛽

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜐0 [𝜙0] 𝜐1 [𝜙0]

𝜐0 [𝜙1] 𝜐1 [𝜙1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒=
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝛽𝑎𝛽 𝛽𝑏𝛽

−𝛽𝑎−𝛽 −𝛽𝑏−𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝛽2𝑎𝛽𝑏−𝛽 + 𝛽2𝑎−𝛽𝑏𝛽 ̸= 0

𝜓0 :

⎧⎨⎩𝜓
′′

0 − 𝛽2𝜓0 = 0

𝜓
′

0

⃒⃒
ln 𝑎

= 1, 𝜓
′

0

⃒⃒
ln 𝑏

= 0

𝜓0 = 𝐶0𝑒
𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

0 = 𝛽𝐶0𝑒
𝛽𝑡 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

0

⃒⃒⃒
ln 𝑏

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑏 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽 ln 𝑏 = 0

𝐶1 = 𝐶0𝑏
2𝛽
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𝜓
′

0

⃒⃒⃒
ln 𝑎

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑎 − 𝛽𝐶0𝑏

2𝛽𝑒−𝛽 ln 𝑎 = 1

𝛽𝐶0𝑎
𝛽 − 𝛽𝐶0𝑏

2𝛽𝑎−𝛽 = 1

𝛽𝐶0𝑎
−𝛽
(︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

)︀
= 1

𝐶0 =
𝑎𝛽

𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)
, 𝐶1 =

𝑎𝛽𝑏2𝛽

𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)

𝜓0 =
𝑎𝛽𝑒𝛽𝑡 + 𝑎𝛽𝑏2𝛽𝑒−𝛽𝑡

𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)
=
𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)

(3.4)

𝜓1 :

⎧⎨⎩𝜓
′′

1 − 𝛽2𝜓1 = 0

𝜓
′

1

⃒⃒
ln 𝑎

= 0, 𝜓
′

1

⃒⃒
ln 𝑏

= 1

𝜓1 = 𝐶0𝑒
𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

1 = 𝛽𝐶0𝑒
𝛽𝑡 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

1

⃒⃒⃒
ln 𝑎

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑎 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽 ln 𝑎 = 0

𝐶1 = 𝐶0𝑎
2𝛽

𝜓
′

1

⃒⃒⃒
ln 𝑏

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑏 − 𝛽𝐶0𝑎

2𝛽𝑒−𝛽 ln 𝑏 = 1

𝛽𝐶0𝑏
−𝛽
(︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
= 1

𝐶0 =
𝑏𝛽

𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
, 𝐶1 =

𝑏𝛽𝑎2𝛽

𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

𝜓1 =
𝑏𝛽𝑒𝛽𝑡 + 𝑏𝛽𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
=
𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

(3.5)
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3.1.3 Фундаментальна функцiя i функцiя Грина

Запишемо фундаментальну функцiю для нашої задачi - вона має
табличний вигляд[1]:

𝑊
′′ − 𝛽𝑊 = 𝑓 Φ(𝑡, 𝜉) = − 1

2𝛽
𝑒−𝛽|𝑡−𝜉|

𝜕Φ

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜉) =

1

2
𝑒−𝛽|𝑡−𝜉| sgn(𝑡− 𝜉)

Запишем функцiю Грина

𝐺(𝑡, 𝜉) = Φ(𝑡, 𝜉)−
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜓𝑖(𝑡)𝜐𝑖 [Φ(𝑡, 𝜉)] (3.6)

𝜐0 [Φ] = Φ
′
⃒⃒⃒
ln 𝑎

= −1

2
𝑒−𝛽| ln 𝑎−𝜉|

𝜐1 [Φ] = Φ
′
⃒⃒⃒
ln 𝑏

=
1

2
𝑒−𝛽| ln 𝑏−𝜉|

𝐺(𝑡, 𝜉) = − 1

2𝛽
𝑒−𝛽|𝑡−𝜉|+

𝑒−𝛽| ln 𝑎−𝜉|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡
(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
2𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)

−
𝑒−𝛽| ln 𝑏−𝜉|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
2𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

3.2 Побудова розв’язку розривної крайової за-
дачi

Скористаємося формулою (3.2)

𝜕𝐺

𝜕𝜉
= −𝑒

−𝛽|𝑡−𝜉|

2
sgn(𝑡−𝜉)−

𝑒−𝛽| ln 𝑎−𝜉|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡
(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
2 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)

−
𝑒−𝛽| ln 𝑏−𝜉|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
2 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

Тодi розривний розв’язок має наступний вигляд:

𝑈𝑟 = −𝜒𝛽

2

(︃
𝑒−𝛽|𝑡−ln 𝑐| sgn(𝑡− ln 𝑐) +

𝑒−𝛽| ln 𝑎−ln 𝑐|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡
(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
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+
𝑒−𝛽| ln 𝑏−ln 𝑐|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃

3.3 Обернене перетворення

Повернемося до змiнної 𝑟 (2.5)

𝑈𝛽 = 𝑈𝑛 + 𝑈𝑟 =
𝑝𝛽
𝐺

(︃
𝑏𝛽+1

(︀
𝑒𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

)︃
− 𝜒𝛽

2

(︁
𝑒−𝛽|𝑡−ln 𝑐| sgn(𝑡− 𝑐) +

+
𝑒−𝛽| ln 𝑎−ln 𝑐|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽| ln 𝑏−ln 𝑐|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃
Повертаємося до змiнної 𝑡 = ln 𝑟, 𝑈𝛽 = 𝑊𝛽 та отримуємо розв’язок крайової
задачi у просторi трансформант:

𝑊𝛽 =
𝑝𝛽
𝐺

(︃
𝑏𝛽+1

(︀
𝑟𝛽 + 𝑎2𝛽𝑟−𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

)︃
− 𝜒𝛽

2

(︁
𝑒−𝛽| ln 𝑟−ln 𝑐| sgn(ln 𝑟 − ln 𝑐) +

+
𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃

𝑝𝛽 =

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉, 𝛽 =
𝜋𝑘

𝛼

𝜒𝛽 =

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉

Повернемося до простору оригiналiв, використовуючи обернене перетворе-
ння (2.3). Остаточна функцiя перемiщення вихiдної крайової задачi має
наступний вигляд:

𝑊 =
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=1

(︂
1

𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ0 −
1

2

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ1

)︂
sin 𝛽𝜙

(3.7)
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де Ψ0 =
𝑏𝛽+1

(︀
𝑟𝛽 + 𝑎2𝛽𝑟−𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

,

Ψ1 =𝑒
−𝛽| ln 𝑟−ln 𝑐| sgn(ln 𝑟 − ln 𝑐) +

𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝑟−𝛽
(︀
𝑟2𝛽 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽
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РОЗДIЛ 4

ВIДОКРЕМЛЕННЯ ОСОБЛИВОСТI У

СИНГУЛЯРНIЙ ЧАСТИНI ЯДРА

Пiсля отримання функцiї перемiщення, що мiстить невiдому функцiю
𝜒(𝜉) нам необхiдно знайти значення самої невiдомої функцiї. Для цього
нам необхiдно буде вiдокремити особливiсть. Тому, потрiбно буде здiйснити
декiлька перетворень. Перепишемо рiвнянням (3.7):

𝑊 =
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=1

(︂
1

𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ0 −
1

2

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ1

)︂
sin 𝛽𝜙

де Ψ0 =
𝑏𝛽+1

(︀
𝑟𝛽 + 𝑎2𝛽𝑟−𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

,

Ψ1 =𝑒
−𝛽| ln 𝑟−ln 𝑐| sgn(ln 𝑟 − ln 𝑐) +

𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝑟−𝛽
(︀
𝑟2𝛽 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

4.1 Тригонометрична замiна

Для подальшого опрацювання зробимо тригонометричну замiну:

sin 𝛽𝜉 · sin 𝛽𝜙 =
cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)

2
− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)

2

Також скористаємося вже обчисленими рядами з посiбнику[4]:

1 + 2
∞∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑘𝑡 cos 𝑘𝑥 =
sinh 𝑡

cosh 𝑡− cos𝑥
[𝑡 > 0] (4.1)

𝑒−𝑘𝑡 = 𝑒−
𝜋𝑘
𝛼 | ln 𝑟−ln 𝑐|
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cos 𝑘𝑥 =cos 𝑘
𝜋

𝛼
(𝜉 ∓ 𝜙)

𝑡 =
𝜋

𝛼
| ln 𝑟 − ln 𝑐| 𝑥 =

𝜋

𝛼
(𝜉 ∓ 𝜙)

Винесемо iнтегрування з суми та пiдставимо тригонометричну замiну:

𝑊 =
1

𝐺𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

(cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) ·Ψ0 𝑑𝜉−

− 1

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

(cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) ·Ψ1 𝑑𝜉

Де друга частина може бути записана таким чином:

− 1

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

(cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) ·Ψ1 𝑑𝜉 =

= − 1

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)Ψ1 −
∞∑︁
𝑘=1

cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)Ψ1

)︃
𝑑𝜉

cos 𝛽(𝜉 ∓ 𝜙)Ψ1 = 𝑒−𝛽| ln 𝑟−ln 𝑐| sgn(ln 𝑟 − ln 𝑐) cos 𝛽(𝜉 ∓ 𝜙)+

+

(︃
𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃
cos 𝛽(𝜉 ∓ 𝜙)

Пiдставимо ряд з (4.1):

∞∑︁
𝑘=1

𝑒−𝛽| ln 𝑟−ln 𝑐| sgn(ln 𝑟 − ln 𝑐) cos 𝛽(𝜉 − 𝜙) =
1

2

(︂
sinh 𝑡

cosh 𝑡− cos𝑥
− 1

)︂

− 1

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)
1

2

(︂
sinh 𝜋

𝛼 | ln 𝑟 − ln 𝑐|
cosh 𝜋

𝛼 | ln 𝑟 − ln 𝑐| − cos 𝜋
𝛼 (𝜉 − 𝜙)

− 1

)︂
+

∞∑︁
𝑘=1

Ψ11 · cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)−

−

(︃
1

2

(︂
sinh 𝜋

𝛼 | ln 𝑟 − ln 𝑐|
cosh 𝜋

𝛼 | ln 𝑟 − ln 𝑐| − cos 𝜋
𝛼 (𝜉 + 𝜙)

− 1

)︂
+

∞∑︁
𝑘=1

Ψ11 · cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)

)︃
𝑑𝜉
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Пiдставимо це назад, у нашу функцiю перемiщення:

𝑊 =
1

𝐺𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

Ψ0 (cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) 𝑑𝜉 − 1

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)Ψ1 𝑑𝜉

Ψ0 =
𝑏𝛽+1

(︀
𝑟𝛽 + 𝑎2𝛽𝑟−𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

,

Ψ1 =
1

2

(︂
sinh 𝜋

𝛼 | ln
𝑟
𝑐 |

cosh 𝜋
𝛼 | ln

𝑟
𝑐 | − cos 𝜋

𝛼 (𝜉 − 𝜙)
− 1

)︂
+

∞∑︁
𝑘=1

Ψ11 · cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)−

−1

2

(︂
sinh 𝜋

𝛼 | ln
𝑟
𝑐 |

cosh 𝜋
𝛼 | ln

𝑟
𝑐 | − cos 𝜋

𝛼 (𝜉 + 𝜙)
− 1

)︂
−

∞∑︁
𝑘=1

Ψ11 · (cos 𝛽(𝜉 + 𝜙))

Ψ11 =
𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

4.2 Сингулярне рiвняння

Далi ми скористаємося тим, що берега трiщини вiльнi вiд навантажень.
Пiдставимо нашi значення у граничну умову 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐−0 = 0:

𝜕𝑊

𝜕𝑟
=

1

𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

0 (cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) 𝑑𝜉− 𝐺

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)Ψ
′

1 𝑑𝜉 = 0

Отримуємо наступне сингулярне рiвняння:

𝐺

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)Ψ
′

1 𝑑𝜉 =
1

𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

0 (cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) 𝑑𝜉

Ψ
′

0 =
𝑏𝛽+1𝑟−𝛽−1

(︀
𝑟2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
(𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

,

Ψ
′

1 =
𝜋 sgn(ln 𝑟

𝑐)
(︀
1− cosh 𝜋

𝛼 | ln
𝑟
𝑐 | cos

𝜋
𝛼(𝜉 − 𝜙)

)︀
2𝑟𝛼

(︀
cosh 𝜋

𝛼 | ln
𝑟
𝑐 | − cos 𝜋

𝛼 (𝜉 − 𝜙)
)︀2 +

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)−

−
𝜋 sgn(ln 𝑟

𝑐)
(︀
1− cosh 𝜋

𝛼 | ln
𝑟
𝑐 | cos

𝜋
𝛼(𝜉 + 𝜙)

)︀
2𝑟𝛼

(︀
cosh 𝜋

𝛼 | ln
𝑟
𝑐 | − cos 𝜋

𝛼 (𝜉 + 𝜙)
)︀2 −

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)
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Ψ
′

11 =
𝑒−𝛽(ln 𝑐

𝑎 )𝛽𝑎𝛽𝑟−𝛽−1
(︀
𝑟2𝛽 − 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏

𝑐 )𝛽𝑏𝛽𝑟−𝛽−1
(︀
𝑟2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

4.3 Видiлення особливостi

Тепер пiдставляємо 𝑟 = 𝑐− 0 i видiляємо особливiсть:

𝐺

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)Ψ
′

1

(︃
𝛼

2𝑐
· 𝜕

2

𝜕𝜙2
ln

1

|𝜉 − 𝜙|
+

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉 − 𝜙) −

− 𝛼

2𝑐(𝜉 + 𝜙)2
−

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)

)︃
𝑑𝜉 =

=
1

𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

0 (cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) 𝑑𝜉

Ψ
′

0 =
𝑏𝛽+1𝑐−𝛽−1

(︀
𝑐2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
(𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

,

Ψ
′

11 =
𝑒−𝛽(ln 𝑐

𝑎 )𝛽𝑎𝛽𝑐−𝛽−1
(︀
𝑐2𝛽 − 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏

𝑐 )𝛽𝑏𝛽𝑐−𝛽−1
(︀
𝑐2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

Таким чином наша особливiсть у сингулярнiй частинi ядра дорiвнює

𝛼

2𝑐
· 𝜕

2

𝜕𝜙2
ln

1

|𝜉 − 𝜙|

.
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РОЗДIЛ 5

РОЗВ’ЯЗАННЯ СИНГУЛЯРНОГО

IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

Розглянемо отримане у попередньому роздiлi сингулярне iнтегро-
диференцiальне рiвняння (СIДР) вiдносно невiдомого стрибка перемiщення
на берегах трiщини 𝜒(𝜉):

𝐺

2𝛼

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒𝑛𝑈𝑛(𝜉)Ψ
′

1

(︃
𝛼

2𝑐

𝜕2

𝜕𝜙2
ln

1

|𝜉 − 𝜙|
+

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉 − 𝜙) −

− 𝛼

2𝑐(𝜉 + 𝜙)2
−

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)

)︃
𝑑𝜉 =

=
1

𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

0 (cos 𝛽(𝜉 − 𝜙)− cos 𝛽(𝜉 + 𝜙)) 𝑑𝜉

5.1 Сингулярне iнтегро-диференцiйне рiвнян-
ня (СIДР)

СIДР будемо розв’язувати методом ортогональних многочленiв[5], згi-
дно з яким невiдома функцiя 𝜒(𝜉) розвивається у ряд за полiномами Чеби-
шева II роду:

𝜒(𝜉) =
√︀

1− 𝜉2
∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛𝑈𝑛(𝜉) (5.1)

Виконаємо замiну границь iнтегрування щоб перейти до промiжку [−1, 1]:

Границi iнтегрування: 𝑤
′

0 =
2 · 𝑤0 − (𝑤0 + 𝑤1)

𝑤1 − 𝑤0
→ −1

𝑤
′

1 =
2 · 𝑤1 − (𝑤0 + 𝑤1)

𝑤1 − 𝑤0
→ 1
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Тодi, змiннi приймають вигляд: 𝜉
′
=

2𝜉 − (𝑤0 + 𝑤1)

𝑤1 − 𝑤0

𝜙
′
=

2𝜙− (𝑤0 + 𝑤1)

𝑤1 − 𝑤0

Отримуємо наше сингулярне iнтегро-диференцiальне рiвняння:

𝐺

4𝑐

𝜕2

𝜕𝜙2

∫︁ 1

−1

𝜒(𝜉
′
) ln

1

|𝜉 ′ − 𝜙′|
𝑑𝜉

′
+
𝐺

2𝛼

∫︁ 1

−1

𝜒(𝜉
′
) · 𝑔(𝜉 ′

,𝜙
′
) 𝑑𝜉

′
=

1

𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜉
′
,𝜙

′
) 𝑑𝜉

′

(5.2)

𝑔(𝜉
′
,𝜙

′
) =

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉
′ − 𝜙

′
)− 𝛼

2𝑐(𝜉 ′ + 𝜙′)2
−

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

11 cos 𝛽(𝜉
′
+ 𝜙

′
)

𝑓(𝜉
′
,𝜙

′
) = 𝑝(𝜉)

∞∑︁
𝑘=1

Ψ
′

0(cos 𝛽(𝜉
′ − 𝜙

′
)− cos 𝛽(𝜉

′
+ 𝜙

′
))

Застосуємо стандартну схему методу ортогональньних многочленiв, i зведе-
мо розв’язання СIДР до розв’язання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

5.2 Безкiнечна система лiнiйних алгебраїчних
рiвняннь (БСЛАР)

Пiдставимо (5.1) до рiвняння з видiленою особливiстю i змiнемо поря-
док сумування i iнтегрування:

𝐺

4𝑐

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛
𝜕2

𝜕𝜙′2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝜉 ′ − 𝜙′|
√︀

1− 𝜉 ′2𝑈𝑛(𝜉
′
) 𝑑𝜉

′
+

+
𝐺

2𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉 ′2𝑈𝑛(𝜉

′
) · 𝑔(𝜉 ′

,𝜙
′
) 𝑑𝜉

′
=

1

𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜉
′
,𝜙

′
) 𝑑𝜉

′

Використаємо спектральне спiввiдношення зi [3]:

𝜕2

𝜕𝜙2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝜉 ′ − 𝜙′|
√︀

1− 𝜉 ′2𝑈𝑛(𝜉
′
) 𝑑𝜉

′
= −𝜋(𝑛+ 1)𝑈𝑛(𝜙

′
), 𝜇𝑛 = −𝜋(𝑛+ 1)
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Отримаємо:

𝐺

4𝑐

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛𝜇𝑛𝑈𝑛(𝜙
′
)+

𝐺

2𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉 ′2𝑈𝑛(𝜉

′
) · 𝑔(𝜉 ′

,𝜙
′
) 𝑑𝜉

′
=

1

𝛼

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜉
′
,𝜙

′
) 𝑑𝜉

′

Домножимо обидвi частини на
√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑚(𝜙

′
) i проiнтегруємо по [−1, 1]:

𝐺

4𝑐

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑚(𝜙

′
)

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛𝜇𝑛𝑈𝑛(𝜙
′
) 𝑑𝜙

′
+

+
𝐺

2𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑚(𝜙

′
)

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉 ′2𝑈𝑛(𝜉

′
) · 𝑔(𝜉 ′

,𝜙
′
) 𝑑𝜉

′
𝑑𝜙

′
=

=
1

𝛼

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑚(𝜙

′
)

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜉
′
,𝜙

′
) 𝑑𝜉

′
𝑑𝜙

′

Скористаємося ортогональнiстю многочленiв Чебишева 2-го рода:

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛𝜇𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑛(𝜙

′
)𝑈𝑚(𝜙

′
) 𝑑𝜙

′
= 𝜒𝑚𝜇𝑚 ||𝑈𝑚||2

𝐺

4𝑐
𝜒𝑚𝜇𝑚 ||𝑈𝑚||2+

+
𝐺

2𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑚(𝜙

′
)

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉 ′2𝑈𝑛(𝜉

′
) · 𝑔(𝜉 ′

,𝜙
′
) 𝑑𝜉

′
𝑑𝜙

′
=

=
1

𝛼

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑚(𝜙

′
)

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜉
′
,𝜙

′
) 𝑑𝜉

′
𝑑𝜙

′

Запишемо систему в наступному скороченому виглядi:

𝐺

4𝑐
𝜒𝑚 +

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛𝐷𝑛𝑚 = 𝑓𝑚 (5.3)

𝐷𝑛𝑚 =
1

𝜇𝑚 ||𝑈𝑚||2
𝐺

2𝛼

∫︁ 1

−1

𝑑𝜙
′
∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉 ′2

√︀
1− 𝜙′2𝑈𝑛(𝜉

′
)𝑈𝑚(𝜙

′
) · 𝑔(𝜉 ′

,𝜙
′
) 𝑑𝜉

′

𝑓𝑚 =
1

𝜇𝑚 ||𝑈𝑚||2
1

𝛼

∫︁ 1

−1

𝑑𝜙
′
∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜉
′
,𝜙

′
)
√︀

1− 𝜙′2𝑈𝑚(𝜙
′
) 𝑑𝜉

′
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В даному випадку, (5.3) є безкiнечною системою лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь. Її можна розв’язати методом редукцiї, алгоритм якого буде пред-
ставлений нижче. Його доведення представлено у роботi [3].

Представимо (5.3) у матричнiй формi:

(𝐼 +𝐷)𝜒 = 𝑓

𝐼 = {𝛿𝑘𝑗}∞𝑘,𝑗=0, 𝐷 = {𝑑𝑘𝑗}∞𝑘,𝑗=0, 𝜒 = {𝜒𝑘}∞𝑘=0, 𝑓 = {𝑓𝑘}∞𝑘=0, де

𝛿𝑘𝑗 - символ Кронекеру

Таким чином матрицi заповнюються коефiцiєнтами а потiм пiдставля-
ються у початкове рiвнняня. Пiсля проведення всiх обчислень i знаходження
(5.1) - значення невiдомої функцiї 𝜒(𝜉) можна вважати знайденим.
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РОЗДIЛ 6

ОБЧИСЛЕННЯ КОЕФIЦIЕНТIВ IНТЕНСИВНОСТI

НАПРУЖЕНЬ

Великий iнтерес для цiєї задачi представляють собою коефiцiенти
iнтенсивностi напружень. Для обчислення КIН функцiї напруження на
(𝑤0 < 𝜙 < 𝑤1), 𝑟 = 𝑐 запишемо зображення:

𝜎𝑧(𝑐, 𝜙) =
1

𝜋

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉)
1

(𝜉 − 𝜙)2
𝑑𝜉 + 𝜎0𝑧(𝑐, 𝜙)

Пiсля замiни змiнних
(︁
𝜉
′
= 2𝜉−(𝑤0+𝑤1)

𝑤1−𝑤0
, 𝜙

′
= 2𝜙−(𝑤0+𝑤1)

𝑤1−𝑤0

)︁
, функцiя напружен-

ня набуває виду:

𝜎𝑧(𝑐, 𝜙) =
1

𝜋

2

𝑤1 − 𝑤0

𝜕2

𝜕𝜙2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝜉 − 𝜙|
𝜒𝜉 𝑑𝜉 + 𝜎0𝑧(𝑐, 𝜙),

де - 𝜎0𝑧(𝑐, 𝜙) - вiдома регулярна функцiя

𝜎𝑧(𝑐, 𝜙
′
) =

1

𝜋

2

𝑤1 − 𝑤0

∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛
𝜕2

𝜕𝜙2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝜉 − 𝜙|
√︀

1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉) 𝑑𝜉 + 𝜎0𝑧(𝑐, 𝜙)

КIН обчислюється за формулою:

𝐾± = lim
𝜙→±1

√︀
𝜋(𝑤1 − 𝑤0)(±𝜙− 1)𝜎𝑧(𝑐, 𝜙)

Використаємо спектральне спiввiдношення:

1

𝜋

𝜕2

𝜕𝜙2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝜉 − 𝜙|
√︀
1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉) 𝑑𝜉 =

=
|𝜙|𝑈𝑚(𝜙)√︀
𝜙2 − 1

+
√︀
𝜙2 − 1𝑈

′

𝑚(𝜙) · sgn(𝜙)− 0.5(𝑚+ 1)𝑈𝑚(𝜙), |𝑥| > 1
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Тодi, отриуємо:

lim
𝜙→±1

√︀
𝜋(𝑤1 − 𝑤0)(±𝜙− 1)

(︂
1

𝜋

𝜕2

𝜕𝜙2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝜉 − 𝜙|
√︀

1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
=

=

√︀
𝜋(𝑤1 − 𝑤0)(±1)𝑛(𝑛+ 1)√

2

Таким чином, отримуємо формули знаходження КIН:

𝐾− =
∞∑︁
𝑘=0

𝜒𝑘

√︀
𝜋(𝑤1 − 𝑤0)(±1)𝑛(𝑛+ 1)√

2

𝐾+ =
∞∑︁
𝑘=0

𝜒𝑘

√︀
𝜋(𝑤1 − 𝑤0)(𝑛+ 1)√

2

В нашому випадку, вiзьмемо параметри 𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝑤0 =
𝜋
4 , 𝑤1 =

𝜋
2 , 𝐺 =

79.3, 𝛼 = 𝜋, 𝑝(𝜙) = 𝜙2. Коефiцiенти дорiвнюють:

|𝐾−| = 0.10968746020075706

|𝐾+| = 0.20221014428643194
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РОЗДIЛ 7

ГРАФIЧНI РЕЗУЛЬТАТИ

Побудуємо графiки, отриманi у результатi дослiдження перемiщення
та напруження при змiнi крайових умов.

Експеримент 1. Перемiщення 𝑊, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 =

𝜋, 𝜒(𝜙) = 0)

Рис. 7.1. p(𝜙) = 𝜙2

Отримуємо тривимiрний графiк перемiщення, який змiнюється пiд
впливом прикладенної напруги. Можно побачити, що перемiщення збiльшує-
ться к зовнiшньому краю сегменту. Форма сегменту змiнюється в залежностi
вiд виду напруги, прикладенної до сегменту.
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Експеримент 2. Перемiщення 𝑊, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 7.2. p(𝜙) = 𝜙2

Проiлюструємо, як перемiщення змiнюється при рiзних значеннях
кута сегменту. Можно побачити як виконуються крайовi умови при 𝜙 = 0

та 𝜙 = 𝜋 - 𝑊 = 0. Зауважимо, що лiнiя пунктиром означає функцiю зi
стрибком перемiщення - вiн якраз проходить при (𝑟 = 𝑐 = 8)

Експеримент 3. Перемiщення 𝑊, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 7.3. p(𝜙) = 𝜙2

Графiк задовольняє крайовим умовам (𝑊 = 0, 𝑟 = 𝑎, 𝑏). Форма, яку
приймає графiк, спiвпадає з формою отриманою у експериментi 1. Графiк
позначений пункиром вiдповiдає перемiщенню з функцiєю стрибка - можно
побачити, що стрибок проходить при (𝜋4 < 𝜙 < 𝜋

2 )
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Експеримент 4. Напруження 𝜏𝑟𝑧, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 7.4. p(𝜙) = 𝜙2

Розглянемо як змiнюється навантаження при рiзних значення кута 𝜙.
Виконуються крайовi умови якщо 𝜙 = 0 або 𝜙 = 𝜋

Експеримент 5. Стрибок перемiщення 𝜒𝜉, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 =

79.3, 𝛼 = 𝜋, 5 < 𝑟 < 15)

Рис. 7.5. p(𝜙) = 𝜙2

Таким чином ми дослiдили залежнiсть основних функцiй вiд змiнних,
та побудували графiки, iлюструючи нашi експерименти.
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ВИСНОВКИ

У дипломнiй роботi було розглянуто антиплоську задачу теорiї пру-
жностi для сегменту кiльця з поздовжньою трiщиною. Отримано формули
для перемiщення та напружень, що мiстять невiдому функцiю стрибка
перемiщень на трiщинi. Сформульовано сингулярне iнтегро-диференцiйне
рiвняння для знаходження цiєї невiдомої функцiї. Видiлена особливiсть у
сингулярнiй частинi рiвняння. Розв’язок СIДР був знайдений за допомогою
метода ортогональних полiномiв, а розв’зок БСЛАР за допомогою методу
редукцiї. Дослiджено змiну перемiщень та напружень у серединi сегменту
кiльця та отриманi графiчнi результати. Отриманi значення коефiцiентiв
iнтенсивностi напружень.
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