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ВСТУП 

У цій роботі ми дослідимо структуру кільця цілих алгебраїчних чисел у будь-
якому квадратичному розширені поля раціональних чисел Q, розробимо 
концепції сум Гаусса та Якобі та застосуємо теорію алгебраїчних цілих чисел та 
теорію суми Гаусса-Якобі для розв’язування задач, пов’язаних з конгруенціями 
(порівняння за модулем), степеневими сумами, а також доведення квадратних і 
кубічних законів взаємності. 

Зокрема, ми розглянемо проблему, коли раціональне просте число (тобто 
просте у Z) залишається простим у кільці алгебраїчних цілих чисел у будь-
якому квадратичному розширенні Q, розглянемо, коли раціональне просте 
число можна записати як суму двох квадратів і знайти кількість розв’язків 
рівнянь конгруентності виду 𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑛𝑛 ≡ 1 mod 𝑝𝑝, коли 𝑛𝑛 = 2 або 3. 

Поняття звичайних цілих чисел 0, ±1, ±2, ±3, …, нам знайомі. Зауважимо, що 
кожне ціле число 𝑟𝑟 − корінь полінома 𝑥𝑥 − 𝑟𝑟, який являється монічним із 
звичайними цілими коефіцієнтами. Тоді для нас буде природно розширити 
поняття звичайних цілих чисел і визначити алгебраїчні цілі числа як комплексні 
числа, що є коренями деякого монічного многочлена із звичайними цілими 
коефіцієнтами. Отже, алгебраїчні цілі числа включають не лише звичайні цілі 
числа. Наприклад, 𝑖𝑖 = √−1 − ціле алгебраїчне число, оскільки воно є коренем 
полінома 𝑥𝑥2 + 1. 

Тепер розглянемо множину ℤ[𝑖𝑖] = {𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℤ}. Легко перевірити, що 
всі елементи множини – цілі алгебраїчні числа, оскільки будь-який 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈
ℤ[𝑖𝑖] являється коренем полінома 𝑥𝑥2 − 2𝑎𝑎 + (𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2), і що множина ℤ[𝑖𝑖] 
утворює кільце при звичайному додаванні та множенні комплексних чисел. ℤ[𝑖𝑖] 
ми називаємо кільцем Гауссових цілих чисел. 

Зауважимо, що звичайне просте число 𝑝𝑝 ∈ ℤ має таку властивість: якщо 𝑎𝑎𝑎𝑎 
ділиться на 𝑝𝑝 для 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℤ, то 𝑎𝑎 ділиться на 𝑝𝑝, або 𝑏𝑏 ділиться на 𝑝𝑝 (Тут, 𝑥𝑥 ∈ ℤ 
ділиться на 𝑝𝑝 означає 𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 для деякого 𝑞𝑞 ∈ ℤ). Звичайно, ми можемо 
розширити як поняття подільності, так і простих елементів на ℤ[𝑖𝑖], визначивши 
елемент 𝑝𝑝 ∈ ℤ[𝑖𝑖] як простий, коли 𝑝𝑝 задовольняє властивість, що якщо 𝑎𝑎𝑎𝑎 
ділиться на 𝑝𝑝 на 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℤ[𝑖𝑖], тоді 𝑎𝑎 ділиться на 𝑝𝑝, або 𝑏𝑏 ділиться на 𝑝𝑝 (Тут 𝑥𝑥 ∈
ℤ[𝑖𝑖] ділиться на 𝑝𝑝 означає 𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 для деякого 𝑞𝑞 ∈ ℤ[𝑖𝑖]). Тоді ми виявимо, що 2 
більше не є простим числом у ℤ[𝑖𝑖], оскільки добуток 1 + 𝑖𝑖 ділиться на 2 та 1 −
𝑖𝑖, але не ділить жодного з них окремо в ℤ[𝑖𝑖]. З іншого боку, 3 є простим і в ℤ, і в 
ℤ[𝑖𝑖]. Це спостереження призводить до цікавого питання: коли просте число в ℤ 
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залишається простим у ℤ[𝑖𝑖]? Більш загально, коли просте число в ℤ 
залишається простим у кільці цілих алгебраїчних чисел у будь-якому 
квадратному розширенні ℚ? Щоб уникнути плутанини, ми будемо говорити 
про прості числа в ℤ як про раціональні прості числа. 

Іншим цікавим (і класичним) питанням в теорії чисел є те, за яких умов 
раціональне просте число можна записати як суму квадратів двох цілих чисел у 
ℤ. Якщо ми визначимо норму Гауссового цілого числа 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ ℤ[𝑖𝑖] через 
𝑁𝑁(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2, наведене вище питання еквівалентно тому, за яких умов 
раціональне просте число буде нормою деякого цілого Гауссового числа. 
Виявляється, раціональне просте 𝑝𝑝 − це сума квадратів двох цілих чисел у ℤ 
тоді і тільки тоді, коли 𝑝𝑝 = 2 або 𝑝𝑝 ≡ 1 mod 4, як ми побачимо далі. 

Звичайно, крім кільця цілих Гауссових чисел ℤ[𝑖𝑖], існують і інші кільця 

алгебраїчних цілих чисел. Нехай 𝜔𝜔 = −1+√−3
2

 у цій роботі. Кільце ℤ[𝜔𝜔] = {𝑎𝑎 +
𝑏𝑏𝑏𝑏: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℤ} представлятиме для нас особливий інтерес, оскільки закон 
кубічної взаємності буде викладений через кубічні характери примарних 
елементів у ℤ[𝜔𝜔]. Щоб довести закон кубічної взаємності, ми розробимо 
концепції сум Гаусса і Якобі, які також будуть використані для доведення 
закону квадратної взаємності та для підрахунку кількості розв’язків рівнянь 
конгруентності виду 𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑛𝑛 ≡ 1 mod 𝑝𝑝, коли 𝑛𝑛 = 2 або 3. 

  



54 
 

ВИСНОВОК 

У цій роботі було досліджено структуру кільця цілих алгебраїчних чисел у 
будь-якому квадратичному розширені поля раціональних чисел Q, розроблені 
концепції сум Гаусса та Якобі, застосована теорія алгебраїчних цілих чисел та 
теорія суми Гаусса-Якобі для розв’язування задач, пов’язаних з конгруенціями 
(порівняння за модулем), степеневими сумами, а також доведення квадратних і 
кубічних законів взаємності. 

Як бачимо, концепції цілих алгебраїчних чисел і сум Гаусса та Якобі 
надзвичайно сильні; дійсно, їх можна використовувати для вирішення 
широкого кола завдань теорії чисел. 
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