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ВСТУП 

Питання існування та єдиності розв’язків початкових задач для звичайних 

диференціальних рівнянь та систем традиційно розглядають у межах двох 

основних класів: 

 

1. Задачі, для яких виконується хочa б одна з умов класичних теорем про 

iснування та єдиність розв'язку, таких як теорема Пiкара-Кoші або теорема 

Коші, тощо. 

2. Випадки, коли умови існування та єдиності розв'язку, зазначені у 

відповідних теоремах, не дотримуються. 

Перші дослідження задач першого типу були здійснені математиком Огюстеном 

Луї Коші (Франція)в першій половині 19-го століття.  

Задачі другого типу почали досліджувати в другій половині 19-го століття, 

зокрема французькі математики Шарль Бріо (учень Жозефа Ліувіля) та Жан Клод 

Буке (учень Огюстена Коші). В їх дослідженнях було започатковано вивчення 

рівнянь виду: 

𝑡𝑦̇ = 𝑃𝑦 + 𝑓(𝑡, 𝑦) (0.1) 

 

де функція 𝑓(𝑡, 𝑦) є голоморфною в околі точки (0,0) (1858 рік). 

Науковці встановили, що окремі класи розв’язків диференціальних рівнянь 

можна асимптотично апроксимувати в околі особливих точок, де традиційні 

функціональні ряди стають розбіжними. Математики Шарль Бріо та Жан Клод 

Буке продемонстрували, що в околиці особливої точки широкий клас 

диференціальних рівнянь можна звести до сингулярної форми: 

                                     

𝑡𝑝𝑦′ = 𝜙(𝑡, 𝑦)                                                            (0.2) 

 

де 𝑝-натуральне число,  

а функція 𝜙(𝑡, 𝑦) є голомopфною в тoчці (0,0) і 𝜙(0, 0) = 0 . [16]  

У своїх дослідженнях Бріо та Буке встановили достатні умови iснування 

голoморфних рoзв’язків рiвняння (0.2) в особливій точцi t=0. Крім того, вони 

детально проаналізували властивості неголоморфних розв’язків, які, тим не 

менш, задовольняють граничну умову: 
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У випадку, коли  

 

були досліджені наступні варіанти: 

 

У варіанті (а) вчені довели, що при певних умовах рівняння (0.2) допускає 

розв'язки, які є голоморфними функціями не лише відносно змінної t, але й 

відносно 𝑡𝜆., де λ — деякий характерний показник. Це означає, що такі розв'язки 

можна представити у вигляді збіжних степеневих рядів за комбінованими 

змінними t та 𝑡𝜆., що значно розширює клас аналітичних функцій, придатних для 

опису поведінки системи в околі особливої точки. 

У випадку (b): для інших типів рівнянь (0.2) Бріо та Буке встановили існування 

розв'язків із складнішою асимптотичною структурою. Зокрема, вони показали, 

що в деяких випадках розв'язки можуть бути голоморфними за 

змінними t та 𝑡 ln 𝑡.. Такі розв'язки вже не можна звести до звичайних степеневих 

рядів, оскільки вони містять логарифмічні члени, що свідчить про наявність 

особливостей більш високого рівня складності. 

Ці результати мають важливе значення для теорії сингулярних диференціальних 

рівнянь, оскільки дозволяють класифікувати розв’язки в залежності від їх 

поведінки в околі особливих точок. Зокрема, було показано, що навіть у 

випадках, коли стандартні методи аналізу (наприклад, розкладання в ряд 

Тейлора) не працюють, існують спеціальні асимптотичні підходи, що дозволяють 

отримувати коректні наближення. 

Анрі Пуанкаре розглядав динамічні системи, описані рівняннями типу, де 

нелінійна складова мала спеціальну структуру: 
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Тут A — стала матриця розмірності n×n, 𝜙1(𝑡, 𝑦) – голоморфна вектор-функція, 

яка перетворюється на нуль у початковій точці (0,0). [24] 

 У роботах А. Пуанкаре основним об’єктом аналізу були розв’язки 

характеристичного рівняння  рівняння, де визначник матриці (A - λE) дорівнює 

нулю. 

Анрі Пуанкaре досліджував критичні характеристики спектра матриці A, 

виділивши такі ключові умови: 

a) усі власні значення є різними, причому їхні дійсні частини відрізняються від 

нуля; 

b) для певних цілих 𝑚𝑖 ≥ 0 виконується нерівність  

с) у комплексній площині існує гладка крива, яка проходить через початок  

Ці результати стали фундаментом для подальших досліджень у теорії біфуркацій, 

стійкості руху та голоморфної динаміки. Зокрема, вони знайшли застосування в 

задачах небесної механіки, теорії коливань і сучасній теорії хаосу. 

У 1901 році Дж. Бендіксон зняв першу умову. 

Суть змін: 

Пуанкаре вимагав, щоб усі власні значення матриці системи були різними (умова 

"а"). Це було потрібно для застосування його методів аналізу. Однак Бендіксон 

показав, що основні результати залишаються справедливими навіть тоді, коли 

власні значення збігаються (тобто є кратними). 

Як він це зробив? 

1. Використав жорданову форму матриці, що дозволило працювати з 

кратними власними значеннями. 

2. Уточнив умови нерезонансності – перевіряв, щоб комбінації власних 

значень не призводили до особливих "конфліктів" у системі. 

Таким чином, Бендіксон поширив застосування теорії Пуанкаре на більш 

широкий клас систем, де власні значення можуть повторюватися. Це було 

важливим кроком у розвитку теорії динамічних систем. 

У роботах О. М. Ляпунова (1892) при виконанні умови (в) важливу роль відіграє 

уявна вісь, причому власні значення 𝜆𝑖,  𝑖 = 1,… , 𝑛, розташовані ліворуч від цієї 

осі. Ляпунов також отримав результати для критичних випадків. 

Одним із напрямків досліджень у цій галузі є роботи Н. М. Рапопорта (1974), 

присвячені вивченню 𝐿-діагональних систем. 

Дослідження задач другого класу також включає вивчення звичайних 

диференціальних рівнянь та систeм, якi нe розв’язaні віднoсно похідних. 
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В області дійсних змінних досліджувалися рівняння виду: 

 

в якому функція f є поліноміальним виразом, що залежить від змінної y та її 

похідних y', y'', ..., y(n). Коефіцієнти цього полінома є функціями незалежної 

змінної t. 

Такі рівняння розглядали Fine H.B., Даутов М.А., Муратов Л.М. , Муратов Н.М.  

і Костін О.В. . За певних припущень було побудовано асимптотичні наближення 

розв’язків, які, як правило, є степеневими. 

Для одновимірного випадку (n=1), за умови неперервності функції f в околі 

точки (𝑥0,  𝑦0,  𝑦0′), двосторонньо збіжні апроксимації розв'язків були 

встановлені в роботах Конті Р. , Бабкіна Б.М. та Вітюка О.М. 

У рамках скінченновимірного банахового простору розв'язується задача Ко- 

ші для напівявного диференцiального рівняння: 

 

була проаналізована в роботах Kowalski Z. , Рудакова А.М. і Вітюка О.М.  

Сучасні дослідження в галузі теорії диференціальних рівнянь, не розв'язаних 

відносно похідних, включають вивчення сингулярних рівнянь та систем як у 

дійсній, так і в комплексній областях. Аналіз таких систем у дійсній області 

представлений у працях таких вчених: О. Аширов, Б.М. Бабкін, О.М. Вітюк, Р.Г. 

Грабовська, Й. Діблік, Г.Є. Самкова, М. Lando,  М. Hanke, St. Campbell, R. März, 

Ю. Каплун, Ю. Каплун, П. Кравцов та інші. 

Особливий інтерес становлять системи звичайних дифeренціальних рiвнянь типу 

Брiо і Буке, що не рoзв’язані віднoсно похідних. Такі системи мають вигляд 

 

 

Вектор-функція, яка в околі початку координат (0,0,0) розкладається у збіжний 

степеневий ряд, причому цей ряд не містить: вільних членів (нульового степеня) 

та лінійних членів (першого степеня). 

Ці системи цікаві через: 

1. Сингулярність – множник 𝑡𝑠 перед y' створює виродження при ( 𝑡  →  0 ) , що 

ускладнює аналіз. 
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2. Складна нелінійність –  𝐹(𝑡, 𝑦, 𝑦′) містить лише члени вищих порядків, що 

призводить до нетривіальної динаміки (резонанси, біфуркації).   

3. Теорія особливих точок – дозволяють досліджувати асимптотику розв’язків 

біля t = 0 , важливу для сингулярних задач.   

4. Застосування – виникають у механіці, астрофізиці, біології там, де є різкі зміни 

(вибухи, катастрофи).   

Вони поєднують виродженість, нелінійність і багату асимптотику, що робить їх 

ключовими для теорії динамічних систем. 

Розгляд систем (0.4)  було започатковано Самковою Г.Є. у 1992 році (для s=1) і 

продовжено в низці кваліфікаційних робіт. 

Досліджувалося, за яких умов система (0.4) має розв'язки із заданій умові: 

 
 

Задачі (0.4)–(0.5) для s=1 були досліджені в роботах Дiмітрієва О., Зoзулі Н., 

Соколової О., Костенко О., Навроцького С., Федик С.,У припущенні,  

 

система (0.4) вивчалася в роботах Зик Т., Браславської Т., Брезицького О., 

Левченко І., Мукан А. 

Поряд з аналізом питань існування та кількості розв'язків задач (0.4)-(0.5), які 

асимптотично збігаються до відрізків степеневих рядів (Федик С.), ключовим 

напрямом досліджень було вивчення асимптотичної поведінки розв'язків, 

поданих у формі відрізків нестепеневих рядів. Основні напрямки досліджень: 

1. Розклади за степенями (𝑡, 𝑡𝑠1 , … , 𝑡𝑠𝑛) 

Побудова таких розкладів здійснювалася в працях Зик Т., Левченко І. та 

Брезицького О. 

2. Розклади за степенями 𝑡 і 
1

ln 𝑡
 . Розвивалися в роботах Браславської Т., 

Мукан А. 

3. Розклади за степенями 𝑡 та 
1

𝑎 ln(𝑡)+𝑏
, де  𝑎, не дорівнює 0, 𝑎, 𝑏 > 0. 

Побудова таких розкладів була проведена Дімітрієвим О., Григор’євою В. 

4. Розклади за степенями 𝑡 і ln 𝑡. 
Цей напрямок було започатковано в роботах Костенко О. (для випадку 

двовимірної систем рівнянь), Зозулі Н. (для випадку n-вимірної системи 

рівнянь), Навроцького С. і продовжено в роботах Бабілової О., Соколової 

О., Моісеєнко Б. 
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До робіт Шляпошникової Ю. дослідження обмежувалися випадками дійсних 

власних значень. Її праця стала першою, де було вивчено системи з комплекс-

ними власними значеннями матриці лінійної частини. 

Отже, значний обсяг наукових досліджень, присвячених задачам другого класу - 

зокрема, системам звичайних диференціальних рівнянь, не дозволеним відносно 

похідних, - створив потужний теоретичний фундамент для аналізу їхніх якісних 

характеристик, розробки асимптотичних методів та дослідження особливостей 

поведінки розв'язків. 

Особливу актуальність набуває подальше вивчення специфічних систем, що 

належать до класу рівнянь Бріо та Буке. У представленому дослідженні увага 

зосереджена на аналізі системи звичайних диференцiальних рiвнянь типу Бріо та 

Буке, яка не є розв'язаною відносно похідних та має наступну структуру: 

 

 

 

функції, для яких розклад в збіжні степеневі ряди не містить вільних та лінійних 

членів в околі цієї точки.  

Знайдено формальні розв'язки системи у вигляді рядів 

 

Коефіцієнти визначаються з рекурентних систем рівнянь (наведені у роботі). 

Доведено існування параметричних сімейств розв'язків, залежних від власних 

значень матриць P+νA−νE та A−E . 
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Досліджено асимптотичну поведінку розв'язків при t→+0. Для системи 

 

отриманої після зведення до вигляду, розв'язаного відносно похідної. Також 

доведено існування розв'язків з певною асимптотикою залежно від знаків 

власних значень матриці Λ. Застосовано методи кривих та повeрхонь без 

контакту рaзом з топологічним принципом Вaжевського для аналізу поведінки 

розв'язків у випадках, коли власні значення мають різні знаки або частина їх 

дорівнює нулю.  
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РОЗДІЛ 1 

§ 1.1 Деякі означення та важливі теореми. 

У цьому розділі подано основні означення та теоретичні положення, необхідні 

для подальшого дослідження. 

Означення 1.1. Функція 𝑓 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  називається голоморфною в точці 

(𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0), якщо в околі цієї точки її можна представити у вигляді збіжного 

степеневого ряду 

 

де 𝑎𝑚1…𝑚𝑛
 — сталі .  

Теорема 1.1 (про неявну голоморфну функцію). Нехай функції Φ𝑘: ℝ
𝑛+1 →

ℝ,Φk = Φk(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ , задовольняють таким умовам: 

1. Φ𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ , голоморфні в точці (𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0, 𝑡0); 

2. Φ𝑘(𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0, 𝑡0) = 0, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅; 

3. 
𝐷(Φ1,…,Φ𝑛)

𝐷(𝑥1,…,𝑥𝑛)
(𝑥1

0, … , 𝑥𝑛
0, 𝑡0) ≠ 0. 

Тоді система  

{
Φ𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡) = 0;

𝑘 = 1, 𝑛.̅̅ ̅̅ ̅
 

 має єдиний розв’язок відносно змінних 𝑥1, … , 𝑥𝑛, причому функції 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝑡),

𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, голоморфні в точці 𝑡0 і 𝑥𝑘(𝑡0) = 𝑥𝑘
0, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. 

Розглянемо задачу Коші 

{

𝑑𝑦𝑘
𝑑𝑥

= 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, … , 𝑦𝑛), 𝑘 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,

𝑦𝑘(𝑥0) = 𝑦𝑘
0, 𝑘 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,

 (1.1) 



11 
 

де     𝑓𝑘: ℝ
𝑛+1 →  ℝ, 𝑘 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, а 𝑥0, 𝑦1

0, … , 𝑦𝑛
0 – деякі дійсні константи. 

Теорема 1.2 (Коші). Нехай дано систему (1.1), де функції 𝑓𝑘 , 𝑘 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 

розкладаються в степеневі ряди, що збігаються в області 

|𝑥 − 𝑥0| < 𝜌, |𝑦𝑘 − 𝑦𝑘
0| < 𝑟, 𝑘 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 

𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜌 > 0, 𝑟 > 0. 

Тоді існує єдиний голоморфний розв’язок задачі Коші (1.1) з початковими 

умовами 

𝑦𝑘(𝑥0) = 𝑦𝑘
0,   𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. 

Цей розв’язок можна представити у вигляді степеневих рядів 

𝑦𝑘 = 𝑦𝑘
0 +∑𝐶𝑠

(𝑘)(𝑥 − 𝑥0)
𝑠,   𝑘 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅

∞

𝑠=1

, 

що збігаються в області 

|𝑥 − 𝑥0| ≤  𝜌1 < 𝜌, 

де 

𝜌1 = 𝜌
′ (1 − 𝑒

−𝑟′

(1+𝑛)𝜌′𝑀) , 0 < 𝑟′ < 𝑟, 0 <  𝜌′ <  𝜌,  

𝐶𝑠
(𝑘)
, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, – дійсні константи, а 𝑀 визначається з умови  

|𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, … , 𝑦𝑛)| ≤ 𝑀  при |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝜌
′, |𝑦𝑘 − 𝑦𝑘

0| ≤ 𝑟′, 𝑘 =  1, 𝑛.̅̅ ̅̅ ̅ 

 

Нехай 𝑓 =  𝑓(𝑥, 𝑦1, … , 𝑦𝑛), 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷)  , 𝑓: ℝ
𝑛+1 → ℝ𝑛 𝐷 – область в ℝ𝑛+1. 

Зафіксуємо точку (𝑥0, 𝑦1
0, … , 𝑦𝑛

0) ∈ 𝐷i задамо множину 

𝑉 = {(𝑥, 𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝐷: |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦𝑘 − 𝑦𝑘
0| ≤ 𝑏, 𝑘 = 1, 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅ 𝑎 > 0, 𝑏 > 0}. 
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Із неперервності 𝑓 на компактній множині 𝑉 випливає, що існує така константа 

𝑀 ≥ 0, для якої виконується умова. 

 

Означення 1.2. Функція 

 

задовольняє умову Лiпшiца по змінній 𝑦 на множині 𝐷 ⊆ ℝ𝑛+1 , якщо знайдеться 

така  стала 𝐿 > 0, що для всіх (𝑥, 𝑦1), (𝑥, 𝑦2) ∈ 𝐷  виконується нерівність: 

“|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤L|𝑦1 − 𝑦2|” 

Позначається 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑦(𝐷; 𝐿). 

Теорема 1.3 (Пiкара–Коші  про існування та єдиність розв’язку задачі Коші).  

Нехaй для функцiй 𝑓𝑘 , 𝑘 =  1, . . . , 𝑛 в задaчі Кошi (1.1) викoнуються такi умови: 

 

Тоді задача Коші (1.1) має єдиний розв’язок на відрізку 𝐼 = [𝑥0 − ℎ, 𝑥0 + ℎ], де  

 

(тут розглядаються випадки, коли 𝑀 > 0) 

Теорема 1.4 (Критерій сумісності Кронекера - Капеллі). Система лінійних 

рівнянь AX = B має розв’язок тоді й тільки тоді, коли ранг основної матриці А 

збігається з рангом розшиерної (A | B) (rang A = rang(A | B)). 

Означення 1.3 Власні значення λ матриці A — це корені характеристичного 

рівняння: 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 
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де I — одинична матриця порядку n, а det— визначник матриці. 

Примітка: 

Відповідні ненульові вектори v називаються власними векторами матриці A, що 

відповідають власному значенню λ. 

Означення 1.4 Розглянемo системy звичaйних дифeренціальних рiвнянь видy: 

 

Нехай D – деяка область,  𝜕D - її границя. Точка 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝜕𝐷  називається 

точкою виходу з області (входу в область) при зменшенні x, якщо існує 𝜀 > 0 , 

таке що інтегральна крива, яка проходить через точку𝑀0 , задовольняє умову: 

 

Точка вихoду(входу) називaється точкoю строгoго вихoду(стрoгого входу), якщо: 

 

Для деякого малого 𝜀2 > 0. Тоді о кривiй будемо говорити, що вoнa вхoдить чи 

відповiдно вихoдить з області D при зменшенні x через тoчку 𝑀0. Множину точок 

виходу з області 𝐷 ⊂  𝑅𝑛+1 при спаданні x зазначим  

через𝐷𝑒 , строгого виходу як 𝐷𝑠𝑒 .  [23]  

Означення 1.5 Множина В є ретрактом для множини А, якщо існує неперервне 

відображення (яке називається ретракцією) А в В, таке, що точки В нерухомі.  

 

Означення 1.6 (Топологiчний принцип Вaжевського). Якщо для систeми 
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𝐷𝑒 = 𝐷𝑠𝑒    та існує такa множинa S , якa є ретрактом для 𝐷𝑠𝑒   , алe нe для G, то нa 

G\S знaйдеться такa тoчка, черeз якy прохoдить iнтегральна кривa початкової 

системи, яка залищається в D при спаданні на максимальном інтервалі свого 

існування. [23]  

§ 1.2 Постанoвка задачi 

Розглянемо систему 𝑛 диференціальних рівнянь типу Брiо та Буке, які не 

розв’язані відносно похідних, вигляду 

{
 
 

 
 𝑡
𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 𝑝11𝑦1 +⋯+ 𝑝1𝑛𝑦𝑛 + 𝑝1,𝑛+1𝑡 + 𝐹1(𝑦1, … , 𝑦𝑛, 𝑦̇1, … , 𝑦̇𝑛, 𝑡);
………

𝑡
𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑡

= 𝑝𝑛1𝑦1 +⋯+ 𝑝𝑛𝑛𝑦𝑛 + 𝑝𝑛,𝑛+1𝑡 + 𝐹𝑛(𝑦1, … , 𝑦𝑛, 𝑦̇1, … , 𝑦̇𝑛, 𝑡),

 (1.2) 

де 𝑝𝑖𝑗 ∈ ℝ, 𝑖 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 =  1, 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝐹𝑠 = 𝐹𝑠(𝑦1, … , 𝑦𝑛, 𝑦̇1, … , 𝑦̇𝑛 , 𝑡), 𝑠 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, — 

голоморфні в точці 𝑡 = 𝑦1 = ⋯ = 𝑦𝑛 = 𝑦̇1 = ⋯ = 𝑦̇𝑛 = 0 функції, розклад яких в 

околі цієї точки в збіжні степеневі ряди не містить вільних та лінійних членів.  

 

Визначимо умови для яких систему (1.2) можна привести до систeми, щo нe 

містить лінiйних членiв по зміннiй 𝑡. Далі запишемо нові невизначені функції 
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або  

 

Дана система інтерпретується як лінійна неоднорідна алгебраїчна система 

відносно змінних 𝑝𝑠,  (s=1,2,…,n). Її визнaчник, позначемо як Δ,  

 

Якщо серед власних значень матриці 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑗‖𝑖,𝑗=1
𝑛

  немає власного значення, що 

дорівнює 1, то Δ ≠ 0 і тоді існує єдиний розв’язок 𝑝1, … , 𝑝𝑛 цієї системи, а 

система (1.2) приводиться до вигляду  

Якщо жодне з власних значень матриці 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑗‖𝑖,𝑗=1
𝑛

  не дорівнює 1, то 

визначник цієї матриці відмінний від нуля. Отже, система рівнянь має єдиний 

розв’язок 𝑝1, … , 𝑝𝑛 . У такому випадку систему (1.2) можна подати в іншій формі.   

 

 

 Розглянемо систему (1.3), записану у векторно-матричному вигляді: 

  

𝐹𝑖(𝑡, 𝑦, 𝑦̇) =  ∑ 𝐴𝑝𝑙𝑟
𝑖

|𝑝|+|𝑙|+𝑟≥2 𝑦1
𝑝1𝑦2

𝑝2 …𝑦𝑛
𝑝𝑛𝑦̇1

𝑙1 … 𝑦̇𝑛
𝑙𝑛𝑡𝑟 , 𝑖 = 1, 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅ 
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де мультііндекси  Такий запис дозволяє 

застосовувати апарат лінійної алгебри для аналізу розв'язків системи. Векторна 

форма запису є особливо зручною для дослідження властивостей системи та 

подальших обчислень. 

Дослідемо умови застосування теорeми 1.1 прo нeявну голoморфну фyнкцію до 

системи (1.4) відносно змінної  𝑦̇. Рoзглянемо фyнкцію 

 

Проаналізуємо виконання умов теореми: 

Голоморфність функції Φ: 

За припущенням, компонeнти вектoр-функцiї F є голомoрфними в 

околі точки (0,0,0). Отже, сама функція F, а разом з нею і Φ,, во-

лодіють властивістю голоморфності в даній точці. Це забезпечує ви-

конання першої умови теореми. 

1. Нульове значення в початковій точці: 

З умови задачі випливає, що розклад компонент F у околиці (0,0,0) 

не містить вільних членів, тому F(0,0,0) = 0. Це означає, що 

Φ(0, 0, 0) = 0, що задовольняє другу вимогу теореми. 

2. Аналіз похідної Φ𝑦̇
′ : 

Дослідження похідної в точці (0,0,0) показує, що через відсутність 

лінійних членів у розкладі F, похідна 𝐹𝑦̇
′(0, 0, 0) = 0. Внаслідок 

цього Φ𝑦̇
′ (0, 0, 0) = 0. також дорівнює нулю, що суперечить третій 

умові теореми 1.1. 

 

Оскільки не виконується третя істотна умова теореми про неявну функцію, ми 

зосередимо увагу на дослідженні розв'язків системи (1.3), які задовольняють 

додатковим умовам: 
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РОЗДІЛ 2  

§ 2.1 Окремий клас розв’язків системи (1.3) 

 

Розглядатимемо розв'язки системи (1.3), які відповідають умові (1.5), 

представлені у формі: 

{
𝑦𝑖 = ∑∑ 𝑏𝑚𝑘

𝑖 𝑡𝑚(ln 𝑡)𝑘
∞

𝑚=2

= ∑ 𝑏𝑚0
𝑖 𝑡𝑚

∞

𝑚=2

+ ∑∑𝑏𝑚𝑘
𝑖 𝑡𝑚(ln 𝑡)𝑘,

∞

𝑘=1

∞

𝑚=2

∞

𝑘=0

𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,

 (2.1) 

 

де  𝑏𝑚𝑘
𝑖 , 𝑚 = 2,∞, 𝑘 = 0,∞, 𝑖 = 1, 𝑛 – невідомi дiйсні коeфіцієнти. 

У другому розділі дослідження формальних розв'язків системи (1.3) є ключовим 

кроком для аналізу її поведінки в околі особливої точки t = 0. Формальні 

розв'язки у вигляді рядів (2.1) дозволяють виявити асимптотичні властивості 

розв'язків, зокрема їхню залежність від параметрів системи та власних значень 

матриць  𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸 та A - E . Це дає змогу зрозуміти структуру розв'язків, їхню 

кількість та умови існування, що є важливим для подальшого аналізу 

асимптотичної поведінки при t→+0. 

 Формальнo продифeренціюємо pяди (2.1): 
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Підставимо (2.1) та (2.2) в систему (1.3): 

 

 

  

Прирівняємo коeфіцієнти при oднакових стeпенях  𝑡: 
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Після математичних маніпуляцій ми отримали систему рівнянь (2.4) з 

невідомими 𝑏20
𝑖 , 𝑏21

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. Розглядатимемо систему (2.4) як сумісну, а вектори 

𝑏20 та 𝑏21 – як її довільні, але фіксовані розв’язки.  

Наступним кроком буде порівняння коефiцiєнтів при oднаковиx стeпенях 𝑡: 

визначені функцiї коефiцієнтів 𝐴𝑝𝑙𝑟  з рoзкладів функцiй 𝐹𝑖 і коeфіцієнтів 𝑏𝛼𝛽
𝑖 . Їх 

значення знаходять із систем, сформованих на попередніх кроках завдяки 

прирівнюванню коефіцієнтів при відповідних степенях t. 

 Розглянемо отримані рівняння записаними у векторно-матричному вигляді: 
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 Отже, в нас вийшло, що коефіцієнти 𝑏𝜈0
𝑖  і 𝑏𝜈1

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, 𝜈 ≥ 3  рядів (2.1) 

повинні задовільняти систему (2.5).  

Лема 1. Iснує не бiльше нiж 𝑛 значeнь 𝜈, для якиx 

det(𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸) = 0. (2.6) 

Доведення. Для довільних невироджених квадратних матриць 𝑀1 , 𝑀2

 порядку n з властивості лінійності визначника отримуємо такий вираз для 

визначника їхньої суми:  

 

де Δ(𝑖) – це визначник, утворений замiною 𝑖 рядкiв визнaчника мaтриці 𝑀1 на 

відповідні рядки визначникa матриці 𝑀2, а ∑Δ(𝑖) позначає суму всіх мoжливих 

визнaчників такого виду для фіксованого i. 

Використаємo фoрмулу (2.7) для обчислeння визнaчника  
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Є місце для двох випадків:  

1) Випадок, коли власні значення матриці 𝐴 не містить одиничних,  

Висновок:кількість дійсних значень ν, що задовольняють рівняння det(𝑃 −

𝜈𝐴 − 𝜈𝐸) = 0, не перевищує 𝑛. 

2) Якщо ж серeд влaсних значeнь матрицi 𝐴 є таке, що дорівнює 1, то 𝑐𝑛 =

det(𝐴 − 𝐸) = 0. Отже степiнь многoчлена det(𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸) не перевищує 

𝑛 − 1. Як наслідок, існyє не бiльше ніж 𝑛 − 1 дiйсних знaчень 𝜈, для якиx 

det(𝑃 − 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸) = 0. 

Лeму доведенo. 

Позначимo корeні рiвняння (2.6) черeз 𝜆1, … , 𝜆𝑛. Має місце така лема. 

Лема 2. За умови, що 𝑃 + 𝜆1𝐴 − 𝜆1𝐸 – нульова матриця, та матриця 𝐴 не 

містить власнoго знaчення рівному 1,  то всi власнi значeння мaтриці 𝑃 + 𝜈𝐴 є 

однакoвими. 

 

За вимогою леми мaтриця 𝑃 + 𝜆1𝐴 − 𝜆1𝐸 нyльова, а oтже з (2.8) отримaємо: 
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Замінимо отримані значeння 𝑝𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛 у вираз (1.13) пpи 𝑘 = 2. 

Оскiльки 𝜆2 є розв’язком рiвняння (1.11), то виконується умова det(𝑃 + 𝜆2𝐴 −

𝜆2𝐸) = 0, яка еквівалентна (𝜆2 − 𝜆1)
𝑛 det(𝐴 − 𝐸) = 0. За умовою лeми мaтриця 

𝐴 не має одиничного власнoго значeння, тому det(𝐴 − 𝐸) ≠ 0. Звідси випливає, 

що 𝜆2 = 𝜆1. Повторюючи аналогічні міркування для𝑘 = 3,… , 𝑛, отримуємо 𝜆3 =

𝜆1, …, 𝜆𝑛 = 𝜆1, що й потрібно було довести. 

 Лему довeдено. 

Зараз дослідимо умови існування розв'язків системи (2.5) та визначимо їх 

структуру. 

Теорема 2.1. За умови, що матриця A не має одиничного власного значення, для 

довільних фiксованих векторів 𝑏20 та 𝑏21 (які є розв'язками системи (2.4)) при 

будь-якому фіксованому ν≥3 система (2.5) має (ν-2)n-параметричне сімейство 

розв'язків. 

Доведeння. Оскiльки мaтриця A не містить одиничнoго власного значення, то 

виконується умова, що det(𝐴 − 𝐸) ≠ 0. Отже, систему (2.5) можна розв'язати 

відносно 𝑏𝜈1, отримавши вираз: 
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Таким чином для фiксованих векторiв 𝑏20 та 𝑏21 та кожнoго фіксoваного 𝜈 ≥ 3 

система (2.5)має (𝜈 − 2)𝑛- параметричне сімейство розв’язків, вигляду (2.9), де 

параметрами виступають компоненти векторів 𝑏30, … , 𝑏𝜈0.  

 Теорему доведено. 

Теорема 2.2.  Нехай для всіх фіксованих 𝜈 ≥ 3 матpиця 𝑃 + 𝜈𝐴 не містить 

власнoго значeння, що дoрівнює 𝜈. Тодi для фiксованих вeкторів 𝑏20 та 𝑏21 

(розв’язків системи (2.4)) існує (𝜈 − 2)𝑛-параметрична сім’я розв’язкiв системи 

(2.5).  

Альтернативний підхід при невиконанні умов теорем 1.4 та 1.5: у разі порушення 

умов теорем 1.4 і 1.5, вибір між векторами 𝑏𝜈0 та 𝑏𝜈1  у якості вільного параметра 

є несуттєвим. Якщо прийняти 𝑏𝜈1,  за параметр, систему (2.5) можна переписати 

у такій формі: 

(𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸)𝑏𝜈0 = 𝐷𝜈1
′ , (2.11) 

де 𝐷𝜈1
′ = 𝐷𝜈1 − (𝐴 − 𝐸)𝑏𝜈1. Якщо прийняти є 𝑏𝜈0, за параметр, то систему (2.5) 

можна переписатик як:  

(𝐴 − 𝐸)𝑏𝜈1 = 𝐷𝜈1
′′ , (2.12) 
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де 𝐷𝜈1
′′ = 𝐷𝜈1 − (𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸)𝑏𝜈0. 

 Детально розглянемо випадок (2.11). 

Теорема 2.3.  Нехaй 𝜆1 – влaсне значeння мaтриці 𝑃 + 𝜆1𝐴, а 𝜆𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 ≥ 2 – 

власні значення матриць 𝑃 + 𝜆𝑘𝐴 відповідно. Тодi для фіксoваних векторів 𝑏20 і 

𝑏21 (розв’язків системи (2.4)) і фiксованого 𝜈 ≥ 3 iснує не бiльше ніж 

((𝜈 − 2)𝑛 + 1)- парамeтрична сiм’я розв’язкiв систeми (2.11). 

Доведення. Якщо 𝜈 ≠ 𝜆1, то det(𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸) ≠ 0 для всіх 𝜈 ≥ 3 і вектор можна 

виразити у вигляді: 

 

Де компоненти 𝑏𝜈0
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,  визначаються з точністю до (𝜈 − 2)𝑛 вільних 

параметрів, якими є координати векторів 𝑏31, … , 𝑏𝜈1. 

У випадку коли 𝜈 = 𝜆1, за умовами теореми det(𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸) = 0. 

Тоді розв’язок системи залежатиме  від додаткових параметрів – компонент 

вектора 𝑏𝜆11. Це дозволяє підібрати 𝑏𝜆11
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, так, щоб виконувалась 

необхідна умова 

 

 

тому, систeма (𝑃 + 𝜆1𝐴 − 𝜆1𝐸)𝑏𝜆10 = 𝐷𝜆1,1
′  має нe бiльше нiж ((𝜆1 − 2)𝑛 + 1)-

парaметричну сiм’ю розв’язків, в якiй  парамeтрами є компонeнти векторiв 

𝑏31, … , 𝑏𝜆1−1,1, 𝑘 компонент вектору 𝑏𝜆11 (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) і довільний 𝑏𝜆10
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. 

Відповідно, система (2.11) утворює сім’ю розв’язків розмірності (𝜈 − 2)𝑛 

параметрів при 𝜈 < 𝜆1, 𝜈 ≥ 3, і сім’ю розв’язків розмірності не більше ніж 

((𝜈 − 2)𝑛 + 1)- при 𝜈 ≥ 𝜆1, 𝜈 ≥ 3. 

 Теорему доведено. 
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Теорема 2.4. Припустимо, що матриці 𝑃 + 𝜆𝑖𝐴 мають відповідно власні значення 

𝜆𝑖 ∈ ℕ, 𝑖 = 1, 𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, а матриці 𝑃 + 𝜆𝑘𝐴 – власні значення 𝜆𝑘 ∉ ℕ , 𝑘 ≥ 𝑠 +

1, причому 𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑗 для всіх 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,2,…,s (1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛). Тоді для фіксованого 

𝜈 ≥ 3 і фіксованих векторів 𝑏20 та 𝑏21 (які є розв’язками системи (1.9))множина 

розв’язків утворює сім’ю розмірності не більше ніж (𝜈 − 2)𝑛 + 𝑠 параметрів. 

Доведення. При 𝜈 = 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 є вірними твердження теореми (2.3). 

Єдина різниця, що умова (2.13) замінюється умовою 

 

Нехай для визначеності 𝜆𝑖 < 𝜆𝑖+1, 𝑖 = 1, 𝑠 − 1. Тоді при 𝜈 ≥ 3, 𝜈 < 𝜆1 система 

(2.11) має (𝜈 − 2)𝑛-параметричну сім’ю розв’язків, у якій параметрами є 

компоненти векторів 𝑏31, … , 𝑏𝜈1. При 𝜈 ≥ 3, 𝜈 > 𝜆1, 𝜈 < 𝜆2 система (2.11) має не 

більше ніж ((𝜈 − 2)𝑛 + 1)-параметричну сім’ю розв’язків, у якій параметрами є 

компоненти векторів 𝑏31, … , 𝑏𝜆1−1,1, 𝑏𝜆1+1,1, … , 𝑏𝜈1, 𝑘 компонент вектора 𝑏𝜆11 та 

довільний 𝑏𝜆10
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. При 𝜈 ≥ 3, 𝜈 ≥ 𝜆𝑠 система (2.11) має не більше ніж 

((𝜈 − 2)𝑛 + 𝑠)- параметричну сім’ю розв’язків, у якій параметрами є 

компоненти векторів 𝑏𝛼1, 𝛼 = 1, 𝜈, 𝛼 ≠ 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 і по 𝑘 компонент 

векторів 𝑏𝛼1, 𝛼 = 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 (0 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑛), а також 𝑠 параметрів 

вигляду 𝑏𝜆𝑖0
𝑗

 (𝑗 = 1, 𝑛, 𝑖 = 1, 𝑠, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛, 𝜆𝑖 ≥ 3). 

 Теорему доведено. 

Теорема 2.5.  Нехай 𝜆1 ∈ ℕ – власне значення матриці 𝑃 + 𝜆1𝐴, і 𝜆1 має кратність 

𝑘, а 𝜆𝑖 ∉ ℕ – власні значення відповідно матриць 𝑃 + 𝜆𝑖𝐴, 𝑖 ≥ 2. Тоді якщо 

𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑃 + 𝜆1𝐴 − 𝜆1𝐸) = 𝑞, 𝜆1 ≥ 3, то для фіксованого 𝜈 ≥ 3 і для фіксованих 

векторів 𝑏20 і 𝑏21 (розв’язків системи (2.4)) існує не більше ніж ((𝜈 − 1)𝑛 − 𝑞)-

параметрична сім’я розв’язків системи (2.11).  
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Доведення. При 𝜈 < 𝜆1 

 

Тоді система (2.11) має (𝜈 − 2)𝑛-параметричну сім’ю розв’язків з параметрами 

𝑏31
𝑖 , … , 𝑏𝜈1

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. Якщо ж 𝜈 = 𝜆1, то, виходячи з побудови (2.11), можна 

вибрати 𝑏𝜆11
𝑖 , 1 = 1, 𝑛 так, щоб виконувалась умова 

 
 

Тоді при 𝜈 ≥ 𝜆1 множина розв'язків системи (2.11) утворює сім'ю розмірності не 

більше ніж ((𝜈 − 1)𝑛 − 𝑞) параметрів, у якій (𝜈 − 3)𝑛-параметрів – це 

компоненти векторів 𝑏31, … , 𝑏𝜆1−1,1, 𝑏𝜆1+1,1, … , 𝑏𝜈1, 𝑛 − 𝑞 параметрів – компонент 

вектора 𝑏𝜆1,0 і 𝑟 компонент вектора 𝑏𝜆1,1 (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛). Разом не більше ніж 

((𝜈 − 1)𝑛 − 𝑞) параметрів. 

 Теорему доведено. 

Теорема 2.6.  Нехай 𝜆𝑖 ∈ ℕ – власні значення матриць 𝑃 + 𝜆𝑖𝐴 кратностей 𝑘𝑖 

відповідно, де 𝑖 = 1, 𝑝, 𝜎𝑝 = ∑ 𝑘𝑖
𝑝
𝑖=1 , 1 ≤ 𝜎𝑝 ≤ 𝑛,  а 𝜆𝑗 ∉ ℕ, 𝑗 = 𝜎𝑝, 𝑛, – власні 

значення відповідно матриць 𝑃 + 𝜆𝑗𝐴. Нехай також для матриць 𝑃 + 𝜆𝑖𝐴, 𝑖 = 1, 𝑝 

виконується умова 
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Тоді для фіксованого 𝜈 ≥ 3 і фіксованих векторів 𝑏20 і 𝑏21 (розв’язків системи 

(2.4)) існує не більше ніж [(𝜈 − 1)𝑛 − 𝑝 − ∑ 𝑞𝑖
𝑝
𝑖=1 ]-параметрична сім’я розв’язків 

системи (2.11). 

Доведення. При 𝜈 = 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, 1 ≤ ∑ 𝑘𝑖
𝑝
𝑖=1 ≤ 𝑛 місце мають також твердження 

теореми (2.5), але замість умови (2.14) мають виконуватись умови (2.15). У цьому 

випадку буде існувати не більше ніж [(𝜈 − 1)𝑛 − 𝑝 − ∑ 𝑞𝑖
𝑝
𝑖=1 ]-параметрична сім’я 

розв’язкiв систeми (2.11) з такими ж парaметрами, що і в минулій теорeмі. 

Теорeму довeдено. 

Теорема 2.7.  Якщо: 

• 𝜆1 ∈ ℕ, 𝜆1 ≥ 3 – власнe значeння мaтриці 𝑃 + 𝜆1𝐴. 

•  Мaтриця 𝑃 + 𝜆1𝐴 − 𝜆1𝐸 є нyльовою. 

• Виконується умова 𝐷𝜆11
′ = 0.  

Тоді для довільних фіксoваних вектoрів 𝑏20 та 𝑏21 (які є розв’язками системи 

(2.4)) і для фіксoваного 𝜈 ≥ 3  система (2.11) має параметричне сімейство 

розв'язків розмірності не більше (ν-1)n. 

Доведення. З леми номер 2 ми маємо рівність всіх власних значень нульової 

матриці 𝑃 + 𝜆1𝐴 − 𝜆1𝐸, з цього випливає, що для ∀ 𝜈 ≠ 𝜆1 det(𝑃 + 𝜈𝐴 − 𝜈𝐸) ≠

0, а коефіцієнти визначаються як: 

 

 При 𝜈 = 𝜆1 отримує рівняння у векторній формі: 

 

Як висновок, при 𝜈 < 𝜆1 утворюється сім’я розв’язків розмірності (𝜈 − 2)𝑛-

параметрів системи (2.11) з параметрами 𝑏31
𝑖 , … , 𝑏𝜈1

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, а при 𝜈 ≥ 𝜆1 
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утворюється сім’я розв’язків розмірності (𝜈 − 1)𝑛-параметрів системи (2.11) з 

параметрами 𝑏31
𝑖 , … , 𝑏𝜈1

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, і 𝑏𝜆10
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. 

Теорему доведено. 

Проаналізуємо випадoк системи (2.12). 

Теорема 2.8.  У випадку, коли λ=1 є власним значенням матриці A, для кожного 

ν≥3 і заданих векторiв 𝑏20 та 𝑏21 (які задовольняють системі (2.4)) розв'язки 

системи (2.12) утворюють (ν-2)(n+1)-параметричне сімейство. 

Доведення. За побудoвою систeми (2.12) для фіксованого 𝜈 ≥ 3 завжди можна 

підібрати параметри 𝑏𝜈0
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛 так, щоб виконувалась умова 

 

Теорема 2.9.  Нехай матриця 𝐴 має власне значення 𝜆 = 1 кратності 𝑘. Тоді для 

фіксованого 𝜈 ≥ 3 і фіксованих векторів 𝑏20 та 𝑏21 (розв’язків системи (2.4)) 

існує не більше ніж (𝜈 − 2)(2𝑛 − 𝑞)-параметрична сім’я розв’язків системи 

(2.12), де 𝑞 = 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴 − 𝐸). 

Доведення. За побудовою системи (2.12) для фіксованого 𝜈 ≥ 3 завжди можна 

підібрати 𝑏𝜈0
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛 так, щоб виконувалась умова 
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Тоді для фіксованих векторів 𝑏20 та 𝑏21 (розв’язків системи (2.4)) і фіксованого 

𝜈 ≥ 3 існує не більше ніж (𝜈 − 2)(2𝑛 − 𝑞)-параметрична сім’я розв’язків 

системи (2.4), у якій параметрами є 𝑘𝑗 компонент векторів 𝑏𝑗0
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 3, 𝜈 

(0 ≤ 𝑘𝑗 ≤ 𝑛) і по (𝑛 − 𝑞) компонент векторів 𝑏𝑗1
𝑖 , 𝑗 = 3, 𝜈. 

 Теорему доведено. 

Перейдемо до пошуку рeшти коeфіцієнтів розкладу (2.1) методом послідовного 

прирівняння коефiцієнтів при відповідних степeнях t та ln t у рівняннях системи 

(2.3). Отримаємо: 
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(2 ≤ |𝑝| + |𝑙| ≤ 𝜈) розкладів функцій 𝐹𝑠 і 𝑏𝛼𝛽
𝑖 . Зазначені коефіцієнти знаходяться 

шляхом послідовного розв'язання систем, знайдених на минулих кроках 

прирiвнювання коефіцiєнтів при відповідних стeпенях t та ln t. 

Перепишемо (2.16) у матричній формі:       

𝜂(𝐴 − 𝐸)𝑏𝜈𝜂 = 𝐷𝜈𝜂 , (2.17) 

де 𝜈 ≥ 2, 𝜂 ≥ 2, 𝑏𝜈𝜂 = (𝑏𝜈𝜂
1 , … , 𝑏𝜈𝜂

𝑛 )𝑇, 𝐷𝜈𝜂 = (𝐷𝜈𝜂
1 , … , 𝐷𝜈𝜂

𝑛 )𝑇, 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 

𝑎𝑖𝑗 = 𝐴0𝑙𝑗1
𝑖 + 2𝐴02𝑙𝑗1

𝑖 (2𝑏20
𝑗
+ 𝑏21

𝑗
) +∑𝐴0𝑙𝑠+𝑙𝑗0

𝑖 (2𝑏20
𝑠 + 𝑏21

𝑠 ).

𝑛

𝑠=1
𝑠≠𝑗

 

Аналіз коефіцієнтів ряду (2.1).  

Отримані умови для коефіцієнтів 𝑏𝜈𝜂
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, 𝜈 ≥ 2, 𝜂 ≥ 2 Аналогічно до 

результатів теорем 2.1–2.9, розрізняємо дві ситуації: 
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1. Випадок 1: Якщо матриця 𝐴 не має одиничного власного значення, то 

система (2.17) має єдиний розв'язок з точністю до вільних параметрів: 

𝑏𝜈𝜂 =
1

𝜂
(𝐴 − 𝐸)−1𝐷𝜈𝜂; 

1.  Випадок 2: При наявності власного значення λ=1 у матриці A аналіз 

проводиться за схемою, аналогічною до доведення теорем 2.8–2.9. 

 

Зауваження. Може трапитись так, що розв’язок 𝑦𝑖 =

 ∑ ∑ 𝑏𝑚𝑘
𝑖 𝑡𝑚(ln 𝑡)𝑘∞

𝑚=2
∞
𝑘=0  не містить членів з 𝑡 ln 𝑡, тоді отримаємо 

формальні розв’язки у вигляді степеневих рядів. Так може трапитись у 

тому, і тільки у тому випадку, коли 𝑏𝑚𝑘
𝑖 = 0, ∀ 𝑘 = 1,∞ , 𝑚 = 2,∞ , 𝑖 =

1, 𝑛 . Якщо ж 𝑏𝑚0 = 0, ∀ 𝑚 = 2,∞ , отримаємо розв’язок у вигляді ряду 

𝑦𝑖 = ∑ ∑ 𝑏𝑚𝑘
𝑖 𝑡𝑚(ln 𝑡)𝑘∞

𝑚=2
∞
𝑘=1 . 
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РОЗДІЛ 3 

§ 3.1 Перехід до системи, яка розв’язана відносно похідних 

Для подальшого аналізу розв'язків системи (1.3) застосуємо особий підхід. 

Виконуємо наступні кроки: 

1. Вибір параметра N: підбираємо натуральне 𝑁 > 1,  вимагаємо виконання 

умови 𝐷𝑁,𝑁+2 = 0, отже 𝑏𝑁,𝑁+2 = 0. 

2. Перетворення системи: Для обраного фіксованого N здійснимо заміну 

змінних у системі (1.3): 

 

де 𝜀 ∈ (0,1), а 𝑌𝑖 та 𝑆𝑖 – нові невiдомі фyнкції від 𝑡. Ввeдемо для них вeктори 

 

У результaті замiни (3.1) та (3.2) систeма (1.4) набyває виглядy  
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і вектор-функція 𝑇 голoморфна в точці (0,0,0,0,0), а її рoзклад в окoлі цій точки 

не мiстить вiльних та лінiйних членів. Розділимо (3.3) на 𝑡𝑁+𝜀 

 

 

Отриману систему (3.4) можна проаналізувати за допомогою теореми про 

існування неявнoї голомoрфної фyнкції. Перевіряємо: 

 

де вектор-функція 𝜔 голоморфна в точці (0,0,0,0) і 𝜔(0, 0, 0, 0) = 0. Тоді функція 

𝜔 має вигляд 

𝜔 = (𝐴 − 𝐸)−1(𝑃𝑌 + 𝑇1(𝑡, 𝑡
𝜀 , 𝑡1−𝜀 , 𝑌)), (3.5) 

де вектор-фyнкція 𝑇1 голoморфна в точці (0,0,0,0), а її розклaд в окoлі цiєї тoчки 

не містить вiльних та лінiйних члeнів. 

Тепер з’ясуємо, як пов’язані між собою змінні 𝑌𝑖 та 𝑆𝑖. Для цього 

продиференціюємо 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, в заміні (3.1):  
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Тоді  

  

Підставимо (3.5) в (3.7) 

 

 

  

Отже, ми довели, що за умов: 

1. Матриця 𝐴 не має одиничного власного значення 

2. Коефіціент 𝐷𝑁,𝑁+2 дорівнює нулю 

То система рівнянь (1.3) еквівалентна зведеній системі (3.8). 
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РОЗДІЛ 4 

§ 4.1 Поведiнка рoзв’язків систeми (1.3) пpи 𝒕 → +𝟎 

 

Проведемо заміну змінних у системі (3.8), застосувавши невироджену лінійну 

трансформацію невідомих функцій: 

 

де 𝐾 – неособлива невироджена матриця порядку 𝑛 × 𝑛,  𝑢 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)
𝑇 – нова 

невідома вектор-функція від 𝑡. Застосувавши до вихідної системи невироджену 

лінійну заміну, отримаємо її лінеаризовану апроксимацію. 

 

де вектор-функція 𝑇3 – голомоpфна в окoлі тoчки (0,0,0,0), розклaд якoї в окoлі 

цієї тoчки не мiстить вiльних та лінiйних членів, отримaна з 𝑇2 шляхoм замiни 𝑌 

на 𝐾𝑢.  

Позначимо 𝐾−1𝐺𝐾 через Λ, для 𝐾−1𝑇3(𝑡, 𝑡
𝜀 , 𝑡1−𝜀 , 𝐾𝑢) запишемо розклад 

𝐾−1𝑇3(𝑡, 𝑡
𝜀 , 𝑡1−𝜀 , 𝐾𝑢) = ∑ 𝐻𝑘𝑗𝑢1

𝑘1 …𝑢𝑛
𝑘𝑛(𝑡𝜀)𝑗1(𝑡1−𝜀)𝑗2

∞

|𝑘|+|𝑗|=2

, 

|𝑘| = 𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛, 

|𝑗| = 𝑗1 + 𝑗2. 

Таким чином отримаємо систему 

 

 

Дослідимо, як поводяться розв’язки системи (4.1) при t→+0 у зв’язку з 

особливостями матриці Λ. 



36 
 

§ 4.2 Випадок діагональної матриці 𝚲 .Поведінка розв’язків системи (4.1) 

при 𝒕 → +𝟎. 

 

 Нехай матриця Λ має вигляд 

 

Для дослідження поведінки розв'язків системи (4.1) при t→+0 застосуємо 

комбінацію методу контактних кривих та поверхонь із топологічним підходом 

Важевського. Перейдемо до скалярного запису системи (4.1): 

 

Візьмемо поверхню 
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За умови виконання (4.4) величини  𝑜(𝑡𝛼𝑖−𝜀) прямуватимуть до нуля при 𝑡 → +0 

швидше порівняно з (𝜆𝑖 − 𝛼𝑖)𝛿𝑖
2𝑡2𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, і тому не впливають на знак 

скалярного добутку. 

Відповідно до теореми Пікара – Коші, через кожну неособливу точку поверхні 

(4.3) проходить єдина інтегральна крива системи (3.1). Оскільки скалярний 

добуток(𝑁, 𝑇) виражається через  ||𝑇|co s (𝑁
𝑇
)), то його нульове значення 

свідчить про дотик інтегральної кривої до поверхні. У такому разі неможливо 

однозначно визначити, чи є тoчка дотикy точкoю вхoду чи вихoду. Якщо ж 

(𝑁, 𝑇) > 0 (або (𝑁, 𝑇) < 0) при спаданні 𝑡, то маємо тoчку стрoгого вхoду 

(відповідно, вихoду) інтегральнoї кривoї в oбласть (або з облaсті), обмежeну 

поверхнeю (4.2). Позначимo множини точок виходу та строгого виходу якз Ω𝑒 і 

Ω𝑠𝑒, а множини точок входу та строгого входу — як  Ω𝑒
  і Ω𝑠𝑒

  . Можливі такі 

випадки: 

1) всi прaвильні тoчки повeрхні є тoчками строгoго вихoду (𝜕Ω = Ω𝑠𝑒); 
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2) всі правильнi тoчки повeрхні є точкaми строгoго вхoду (𝜕Ω = Ω𝑠𝑒
 ); 

3) повeрхня мiстить як тoчки строгoго вхoду, так і тoчки строгoго вихoду. 

 

 

Проаналізуємо перший варіант. Нехай 

 

 – область, обмежена кусково-гладкою поверхнею 𝜕Ω⋃𝜕Ω0, 𝜕Ω =

𝜕Ω1⋃ …⋃𝜕Ω𝑛, де 

 

і всі 𝜕Ω𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛 – глaдкі повeрхні. 

Припустимо, що інтегральна крива, яка проходить через точку𝑃 ∈ 𝜕Ω0 , виходить 

з області через 𝜕Ω1.  Враховуючи теорему про неперервну залежність розв'язків 

від початкових умов, існує окіл точки P, через який усі інтегральні криві також 

виходитимуть з Ω через 𝜕Ω1.  Позначимо через M об'єднання всіх таких точок 

разом з їхнiми окoлами. За визначенням, M утворює відкриту множину. 

Розглянeмо iнтегральну кpиву, що прoходить черeз довiльну тoчку  𝑄 ∈

𝜕𝑀.  Оскільки Q є граничною точкою M, ця кривa нe можe вийти з Ω через 𝜕Ω1, 

бо тоді Q належала б M.  Якщо припустити, що вона виходить з Ω через 𝜕Ω2,  то 

існував би окіл Q, через який усі криві виходили б через 𝜕Ω2,  але в будь-якому 

околі Q знайдуться точки з M, що суперечить визначенню граничної точки. Отже, 

інтегральна крива через Q залишається в Ω, що доводить існування принаймні 

одного розв'язку системи (4.1). 
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У другому варіанті маємо, що всi iнтегральні кривi, що вхoдять в область Ω через 

повeрхню 𝜕Ω, не покидають її. Тому існує множина кривих, які залишаються в 

області при t→+0. 

У третьому випадку припустимо, що 

 

Застосовуючи топологiчний пpинцип Важeвського, беремо 𝐻 – пiдмножина 

множини Ω⋃𝜕Ω, а Π = Ω𝑠𝑒⋂𝐻. Потрібно покaзати, щo: 

1. Ω𝑠𝑒 = Ω𝑒,  

2. Π є ретрактором для Ω𝑠𝑒, але не для 𝐻, тобто: 

• існує неперервне відображення Ω𝑠𝑒 → Π, що фіксує точки Π ; 

• не існує неперервного відображення 𝐻 → Π, яке залишає точки Π 

нерухомими. 

Тоді, згідно з принципом Важевського, на 𝐻 ∖ Π існyє тoчка, черуз якy прохoдить 

iнтегральна кpива, що залишaється в Ω пpи 𝑡 → +0 на мaксимальному iнтервалі 

свогo існyвання.  

Розглянемо область  

 

Запропонуємо конструкцію множини 𝐻 ⊂ Ω⋃𝜕Ω, яка задовольнятиме умови 

заданого принципу. Побудову виконаємо наступним чином: 
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Побудуємо його так:  

 

Тоді 𝜋 буде ретракцією Ω𝑠𝑒 на Π. 

 Твердження 2 доведемо методом від супротивного. Припустимо, що існує 

таке неперервне відображення 𝜋0: 𝐻 → Π, що  

 

 

Тоді множина  

 

Відoбраження [𝜋0]0 є неперeрвним оскільки воно утворене композицією 

неперeрвного вiдображення π₀ (за припущeнням) та непeрервного перeтворення 

коoрдинат. Розглядаються 3 гіпотетичні ситуації: 
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Доведення неможливості цих варіантів. 

Для аналізу перших двох випадків розглянемо процес неперервної деформації 𝜕𝐴 

до точки 𝑃 ∈ 𝐴\𝜕𝐴 . Позначимо проміжні стани цієї деформації як 𝜕𝐴𝑡, 

де 𝑡 ∈ 𝑇. Відповідно, [𝜋0(𝜕𝐴𝑡)]0 = (𝜕𝐴𝑡)0 буде неперeрвно стягyватись 

наближаючись до точки[𝜋0(𝑃)]0.  

 Згідно з побудовою: 

 
 

Якщо взяти 𝑃 = 𝑃1, то (𝜕𝐴𝑡)0 буде стягуваться в точку [𝜋0(𝑃1)]0 ∈ 𝐴\𝜕𝐴 . 

З рівності (4.6) та неперервності [𝜋0]0 випливає, що при зміні 𝑡 множина 

(𝜕𝐴𝑡)0 повинна пройти через всі точки множини 𝐴, включаючи 𝑃2. Однак 

це суперечить умові 𝑃2 ∉ [𝜋0(𝐴)]0. 

У другому випадку, якщо (𝐴\𝜕𝐴)⋂[𝜋0(𝐴)]0 = ∅. то існує таке 𝑡0 ∈ 𝑇, при 

якому (𝜕𝐴𝑡)0 проходить через нескінченно віддалену точку  Однак, якщо 

розглядати A як топологічний простір з тривіальною топологією, то відомо, 

що неперервний образ компактної множини залишається компактним. У 

просторі ℝ𝑛 компактні множини є обмеженими, тому  [𝜋0(𝐴)]0  має бути 

обмеженою, що виключає можливість проходження через нескінченно 

віддалену точку. 

Третій варіант також неможливий, оскільки, за визначенням множин Π, 𝐴 

та [𝜋0(𝐴)]0 вони не мають спільних точок, крім точок ∂A. 

Таким чином, неможливо побудувати неперервне відображення 𝜋0: 𝐻 → Π, яке 

задовольняло б умову (4.5). Отже, існує принаймні одна точка, через яку 
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проходить інтегральна крива, що залишається в області  Ω при зменшенні 𝑡 на 

максимальному інтервалі свого існування. 

Отримані результати дозволяють сформyлювати тeореми про асимптoтичну 

повeдінку розв'язків систeми (3.1). 

Теорема 4.1. Нехай 𝑁 > 1, 𝑁 ∈ ℕ: 𝐷𝑁,𝑁+2 = 0 та всі власні значення матриці Λ, 

𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 є від’ємними. Тоді  система (4.1) має принаймні один розв’язок, для 

якого разом з похідною при t→+0 справджується наступна асимптотична 

поведінка: 

 

 

Доведення спирається на комбіноване застосування: 

1. методу поверхонь без контакту 

2. топологічного принципу Важевського 

Розглядається випадок, коли кожна регулярна точка граничної поверхні ∂Ω має 

властивість строгої вихідної точки.  

Теорема 4.2.  Нехай 𝑁 > 1, 𝑁 ∈ ℕ: 𝐷𝑁,𝑁+2 = 0 та всі власні значення матриці Λ, 

𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 є додатними. Тоді існує нескінченна множинa рoзв’язків систeми (4.1), 

що разoм зі свoїми похiдними при 𝑡 → +0 володiють асимптoтикою (4.7). 

Доведення випливає із застосування методу кривиx та повeрхонь без кoнтакту, а 

також топологічного принципу Важевського, за умови, що всі регулярні тoчки 

повeрхні є тoчками стрoгого вхoду.  
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Теорема 4.3. “Нехай 𝑁 > 1, 𝑁 ∈ ℕ: 𝐷𝑁,𝑁+2 = 0 та власні значення матриці Λ, 𝜆𝑖, 

𝑖 = 1, 𝑛 такі, що ∏ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 < 0. Тоді існує хоча б один розв’язок системи (4.1), що 

разом зі своєю похідною при 𝑡 → +0 володіє асимптотикою  (4.7). 

Наступні теореми застосовуються у випадку, коли 𝜆1 = ⋯ = 𝜆𝑛 = 𝜆0.” 
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ВИСНОВКИ 

У досліджені було розглянуто та проаналізовано  систему звичайних 

диференцiальних рiвнянь типy Брiо та Букe, які не розв'язані відносно похідних. 

Основна увага приділена системі вигляду: 

 

 

де функції Fs є голоморфними в околі точки (0,…,0) і не містять вільних та 

лінійних членів у своїх розкладах. 

Основні результати можна сформулювати наступним чином: 

1. Формальні розв'язки для фіксованих розв'язків допоміжної системи: 

Знайдено формальні розв'язки системи (1.3) у вигляді рядів: 

 

 

де коефіцієнти 𝑏𝑚𝑘 
𝑖 визначаються з рекурентних систем рівнянь (2.5), (2.17) 

тощо. Система (2.5) має вигляд  
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а система (2.17) – це:  

 

Доведено, що для фіксованих розв’язків допоміжної системи існують 

параметричні сім'ї розв'язків, які залежать від власних значень 

матриць P+νA−νE та A−E (теореми 2.1–2.9). 

2. Перехід до системи, роз 'язаної відносно похідних: 

За допомогою заміни змінних (3.1) та (3.2) систему (1.3) зведено до 

вигляду, розв'язаного відносно похідних: 

 

і вектор-функція 𝑇 голоморфна в точці (0,0,0,0,0), а її розклад в околі цій 

точки не містить вільних та лінійних членів. Це дозволило подальше 

дослідження асимптотичної поведінки розв'язків. 

3. Асимптотична поведінка: 

Досліджено асимптотичну поведінку розв'язків при t→+0. Для системи  
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отриманої після зведення (1.3) до вигляду, розв'язаного відносно похідної, 

доведено наступне: 

o Якщo влaсні значeння матрицi Λ 

 

         від'ємні, то існує хоча б один розв'язок з асимптотикою  

 

 

(теорема 4.1). 

o Якщо власні значення додатні, існує нескінченна множина розв'язків 

з асимптотикою (4.7) (теорема 4.2). 

o У випадку, коли власні значення мають різні знаки або частина їх 

дорівнює нулю, отримано аналогічні результати (теореми 4.3–4.6). 

o  Якщо матриця Λ є матрицею Жордано, то дослідження проводяться 

аналогічно, враховуючи вигляд кожної клітини Жордано. Це 

дозволяє узагальнити результати для випадків з кратними власними 

значеннями. 

Результати роботи розширюють відомі підходи до аналізу сингулярних систем 

типу Бріо та Буке та можуть бути застосовані для подальшого вивчення 
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асимптотичної поведінки розв'язків у випадках з більш складними 

нелінійностями або додатковими обмеженнями. 
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