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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ РЕЛЕЯ 
НА КРУГОВОМ УПРУГОМ ВКЛЮЧЕНИИ, РАСПОЛОЖЕННОМ 

В УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ
Розглянуто задачу про дифракцію плоскої гармонично? хвилі Релея на круговому пружному 

включенні, що розташоване в пружної півплощнні. Метод розв“язання базується на застосуванні 
розривних розв'язків [1] рівнянь Ламе, що описують коливання пружного середовища в умовах плос­
кої деформації та побудовані у роботі. Проведене чисельне дослідження пружного стану у області 
взазмодії включення з пружним середовищем.

Рассмотрена задача о дифракшш плоской гармонической волны Релея па круговом упругом вклю­
чении, находящемся в упругой полуплоскости. Метод решения основан на применении разрывных 
решений [1] уравнений Ламе, описывающих колебания упругой среды в условиях плоской деформа­
ции и построенных в работе. Проведено численное исследование напряженного состояния в области 
взаимодействия включения с упругой средой.

The problem on plane harmonic Reley wave diffraction on the circular elastic inclusion which is situated 
in the elastic halfplane is considered. The solving method is based on the using of discontinuous solutions 
[1] of Lame equations. The last ones describe the vibration of elastic medium in condition of plane 
deformation and are constructed in this paper. The researching of stress state in the area of inclusion 
contact with elastic medium is worked up.

Введение. Рассмотрена задача о дифракции плоской гармонической волны Релея на 
круговом упругом включении, находящемся в упругой полуплоскости. Метод решения 
основан на применении разрывных решений [1] уравнений Ламе, описывающих колеба­
ния упругой среды в условиях плоской деформации и построенных в работе. Общее поле 
перемещений в полуплоскости представляется в виде суперпозиции двух таких решений. 
Первое терпит разрывы с некоторыми скачками на границе полуплоскости, второе -  на 
границе включения. В результате задача сводится к бесконечной системе линейных урав­
нений, решив которую можно определить скачки, входящие в разрывные решения. П ро­
ведено численное исследование напряженного состояния в области взаимодействия вклю­
чения с окружающей средой.

1. Разрывные решения уравнений колебаний упругих тел с разрывами, сосре­
доточенными на отрезке. Рассмотрим задачу о построении решений уравнений Ламе 

и и у , описывающих колебания упругой среды в условиях плоской деформации и 
таких, что на отрезке х е  [ -а ,а] ,  у  = 0  перемещения и напряжения терпят разрывы со 
скачками:

< а у >= X і (л'),< x vv >= Х 2(х),< V >= Х 3(.ї),<  и >= Х 4( х ) . (1.1)

В (1.1) принято обозначение < f ( x , y ) > =  / ( .v ,+ 0 ) - / ( .v , - 0 ) . Временной множитель 

е~,ш (ш  -  частота колебаний) здесь и далее опущен. Перемещения ч и v должны 

удовлетворять условиям излучения. Представим перемещения и напряжения через по­

тенциалы продольных и поперечных волн [2], удовлетворяющих уравнению Гельмголь­

ца. Решим вспомогательную задачу о построении разрывного решения этого уравне­

ния, терпящего при v = 0 , | г  < а разрывы со скачками:

Эф ■
< Ф, >= 8 j i x ) , <  -~J- > =  P j ( x ) J  = 1,2 . (1.2)

dv
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Это разрывное решение может быть получено применением интегрального преоб­
разования Фурье по обобщенной схеме метода интегральных преобразований [1] и име­
ет вид:

а
Ф] ( х , у ) =  |  р ] (г\)г] ( г \ - х , у ) а г \  + — - |^ (л )о (Л --* .)0 < Л 1  , (1.3)

—а * = п

где

о  <Я- х , у )  = - — \  — — —  е ш" - х)с1 а  = —  н Ы к ] л/(Л-л-)2 + V 2
2% ^  2 у ; (ос)

у ] (а)  = ^ а 2 - к )  , к 7-=  - - , у  = 1,2. (1.4)
сі

Здесь с ,,с 2 -  скорости распространения продольных и поперечных волн в упругой 

среде. Выбор ветви многозначных функций (а )  определяется выполнением условий 

излучения для Фу(х, у )  и осуществляется следующим образом:

\ а \ ж ] = * у ] = У1 а 2 - к 2] , Щ < к ] ^ > у ] = Ч ^ к ) - а 1 . (1.5)

Пусть потенциалы Ф7( х ,у)  представлены в виде (1.3). Определим g j ( x ) , p j ( x )  

(у = 1,2) так, чтобы выполнялись равенства (1.2). Решим полученную систему относи­

тельно неизвестных скачков и подставим найденные выражения в (1.3). После чего по 

формулам связи смещений и напряжений с волновыми потенциалами [2] получим ис­

комое разрывное решение со скачками ( 1. 1):

а
Т ( х , у ) =  х,у)2(т\)с1ц , (1.6)

-а

Т{х, у)=[1 у ) \ = [ а  у ,т ух, г ,и] '  ̂ ( х ) = [ Х  ]{х)],  ]  = 1,4, а Т7 -ф ункциональная мат­

рица 4-го порядка, элементы которой выражаются через функции ^ ( х , у ) , ]  = 1,2.
2. Разрывные решения уравнений гармонических колебаний упругих тел в по­

лярных координатах. Рассмотрим задачу о построении разрывных решений уравне­
ний Ламе, описывающих колебания упругих тел, терпящих разрывы, сосредоточенные

на дуге окружности г = /?0, - а  < 0  < а  со скачками:

[° /т ] = VIС0 )’ [ о ^ ]  = У 2(0 ). [«г] = Уз(0)> [ие ] = У 4(в) • (2.1)

В (2.1) приняты обозначения: [ / ( г ,0 ) ]  = / ( / ? 0 + 0 , 0 ) - / ( / ? 0 - 0 ,0 ) .  Перемещения и 

напряжения в полярных координатах представим через потенциалы продольных и по­
перечных волн [3], удовлетворяющих уравнениям Гельмгольца в полярных координа­

тах. Найдем решения этих уравнений со скачками: [ф^] = /я -(0),
Эф;

~ д г
^ ( 9 ) ,  У = 1,2.

В случае ш = 0  такое решение построено в [4]. Поступая аналогичным образом, на-7
ходим:

* , ( ' . < » -  -  ± 4 ЙН » М ' - я * %  ■ (2 .2)
4 4

где
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, (/) Я *  (к ; л о ) Л( К; ' -) .0  </■</?„ \ н к ( к уЛ0 )У*(к т) , о < г <  Л0

л* = -Я* =
(//*  (к,/-)./*  (к  ,/?,,),/->  /?0 [Я* ( к / ) / *  ( к у/?0), г > /?0

Н к(х)  = Н к )( х ) , Н (к \ х )  -  функции Ханкеля первого рода. Подставив (2.2) в фор­

мулы связи волновых потенциалов с перемещениями и напряжениями и решив полу­
ченную систему, определим искомое разрывное решение со скачками (2 . 1):

5 (г ,0 ) = ^  , (2-3)
4 *=-~

где введены в рассмотрение вектора: 5(/-,0) = [5-(/%0)] = [агг, а л  и,.,нв ] ' , У = [1|/ ; ] ,

j  = 1,4 , компоненты которого определяются так \\)к = [ц /д ] = | у ( 0 ) Л 0 , у  = 1,4 , а

матрица Ак(г) = [а,* (г)], I , ]  = 1,4 -  матрица 4-го порядка, элементы которой выража­

ются через функции g {ki ) (г),А|У') ( г ) .
3. Задача о дифракции плоской гармонической волны Релея на круговом уп­

ругом включении, расположенном в упругой полуплоскости. П остроенные разры в­
ные решения могут быть применены при решении задач дифракции на телах, границы 
которых совпадают с координатными линиями. Метод, основанный на использовании 
разрывных решений, проиллюстрируем на следующей задаче.

Пусть в упругой полуплоскости у > 0 , - 0° < х  < °° , граница которой свободна от 

напряжений

сД.г.+О) = т 1Л (,г,+0) = 0, - ° о < х < ° о  (3.1)

содержится круговое упругое включение радиуса /?(| с центром в точке у = Н , х  = 0 . 

Вдоль положительного направления оси х  распространяется поверхностная волна Ре­

лея, вызывающая в плоскости перемещения:

(
е - К2Ш1Г _  -кг!»:.1' , V* = 1се 4'| ^-*2181-'' (3.2)

* г = Л 1 ! .* , - , / й ^ .  5 = р ,  = -
сп А |+ 2 ц ,  ц, К с21

Здесь с-ц ,с 21,с к -  скорости распространения продольных, поперечных и поверх­

ностных волн Релея в среде, составляющей плоскость, р 1,ц,,Я .1 -  плотность и упругие 

постоянные этой среды. На границе включения и среды предполагаются выполненны­

ми условия полного сцепления:

о,.(/?о +0 ,0) = ОД/?,, -0 ,0 ) , т^ (/?0 + 0 ,0) = т ^ Я о  -0 ,0 ) , (3.3)

и г(/?„ +  0,0) = ц г ( й 0  - 0,0), ие(Л0 + 0,0) = ме (/?„ -0 ,0 ) , 
где перемещения и напряжения рассматриваются в полярной системе координат, центр 
которой совпадает с центром включения. Требуется определить волновое поле отра­
женной волны и волновое поле внутри включения.

Пусть вектор Т°(х ,  у) = [Гу(л', г)] = 1о<’.,(Тд.^0 ,и 0]/,у  = 1,4 — разрывное решение со 

скачками ( 1. 1), построенное для упругой среды, заполняющей плоскость, полученное 

по формулам (1.6) при подстановке ц  = Ц |,К | = к ц .к 2 = к 2\,а —> °° . Этим вектором
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представим поле перемещений и напряжений, вызванных волнами, отраженными от гра­

ницы полуп лоскости . По ф орм улам  (2.3) строим  разры вны е реш ения 

Б±(г, 0 ) =[5'у (г, 0 )] = [а;г, а ^ ,  и * , и^]' ,  у = 1,4 со скачками у *  при г = /?0 . Знак «+» 

означает, что решение построено для внешней среды и в формулах (2.3) надо поло­

жить = \ | / д =  к П, к 2 = к 21. П олученную при этом матрицу обозначим 

Ак{г) = а £ ( г) = [ а ^ ] , 1 , ]  = 1,4 . Вектором 5 + представим поле перемещений и напря­

жений, вызванных волной, отраженной от включения. Знак «-» означает, что решение 

п остроено  для среды , составляю щ ей вклю чение и в (2.3) приним аем  

= = К12,К 2 = к 22, Ак(г) = Л*"(г) = [ а , / ] , / , ;  = 1,4 . При помощи век-

тора 5~ выразим волновое поле внутри включения. Введем так же в рассмотрение 

вектора:

Г ( х ,  У) = у)] = К ,  у+, и + ] \  Тя (х, у) = У*(х,  у)} = [а* ,  а ? ,  у*, и*]',

5 я (г, 0 ) =  [ Б * ( г ,  9 )] = [ а ? , а % ,  ИД  и*]' ,  5 ° (г, 0 ) = [ 5 °(г,  0 )] = [ о“ , а % ,  и°г ,  Мо0]'.

Вектор Т + есть представление вектора 5 + в декартовой системе координат, ком­

понентами вектора являются напряжения и перемещения, вызванные распростра­

няющейся волной Релея (3.2). 5 я и 5° -  представления векторов Т К и Г° в поляр­

ной системе координат, связанной с включением. Теперь поле перемещений и напря­

жений вне включения в декартовой системе координат может быть представлено в виде:

Т = Т°  + Т К + Т + (3.4)
или в полярной системе координат

5 = 5 ° + 5 к + 5 + . (3.5)
Волновое поле внутри включения представим в виде

5 =  5 " .  (3.6)
Тогда при помощи (3.4) (3.6) граничные условия (3.1),(3.3) можно представить в 

виде:

г°(*,+0) + г}(.г,+0) = 0,7 = 1,2 (3.7)

5 ° + 5 я + 5 + I „ .  = 5 "  I в (3.8)г=Я0+0 1г=Я0-0

Условия (3.7),(3.8) содержат 6 уравнений для определения 12 неизвестных скач­

ков: X J(x),\^^±J(x),  ]  = 1,4 . Поэтому для однозначного определения всех скачков необ­

ходимо привлечь дополнительные условия. Они могут быть получены из следующих 

соображений. Так как решение ищется только в области у > 0 ,  потребуем, чтобы век­

тор Т°  равнялся 0 при у < 0 .Тогда < Т°  >= Г °(х ,+ 0 ) -  Т ° ( х - 0) = Г°(дс,+0). Но с дру­

гой стороны, согласно (1.1),(1.6) < Т° >= 2 ,  2  = [Я^(лг)1-./ = 1.4 ■ Откуда следует, что

Т ° ( х , Щ  = 2 ,  — °° < лг < °° . (3.9)

Применим к (3.8) преобразование Фурье и, воспользовавшись теоремой о свертке,
получим систему линейных алгебраических уравнений:

К { а ) 2 ( а )  = <д, 2 ( а )  = |  2 { х У ш е1х , (3.10)
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где К (а)  -  матрица с элементами, выраженными через Фурье-преобразования функций 

Fjj(x,+0) (см. 1.6) и Z (a )  = [А 'Д а)] -  вектор Ф урье п реобразований  от функций 

X j ( x ) , j =  1,4 . Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что detÄT(a) = 0 

и решение системы (3.10) имеет вид:

X  (а) = (~ia)B(a)  + kJjYi ^ 2(«) ^  (а) = ^ iY i  _  Н 'а )Д (а) (3 j j ^
3 /?(а) |i  /?(а) fi ’ 4 Ä(a) ц R(a)  ц

где

/?(а )  =  (2 а 2 -  К г, )2 -  4 a 2YiY2.ß ( a )  =  2 а 2 -  к 21 -  2 у іу 2> ї / а ) =  ^ /а2 -  , у =  1,2 .

Равенства (3.11) дают возможность выразить компоненты векторов Т°  и S'0 толь­

ко через 2 неизвестных скачка ^ i ( x )  и Х 2( * ) . Далее, считая, что перемещения и на­

пряжения, вызванные волной, отраженной от включения, внутри самого включения 

равны нулю:

T +(R0 - 0,0) = 0 (3.12)

находим из (2.1),(2.3)

Г +(Яо +О,0) = - ч Л ч / + = [ Ц / } и = 1 4 .  (3.13)

Умножив обе части равенства (3.13) на екв,к = 0,±1,..., и выполнив интегрирова­

ние по 0 е  [ - я ,я ]  из (3.13) получим следующую систему линейных алгебраических 

уравнений:

PkVk = 0 М  = [ ¥ / * ] . ;  = І Я *  = 0,±1,±2.....  (3.14)

где Рк -  матрица 4-го порядка, элементы которой выражаются через элементы матри­

цы Ак при r = R 0 -  0 .  Как и в предыдущем случае, можно доказать, что det Рк = 0 и 

система (3.14) имеет решение:

Viu = AnVUr + Д'|2'1/2Ь V4t = Д2*V lit + ^22^1к ■ (3.15)

Формулы (3.15) позволяют выразить компоненты векторов S + , Т + через два неиз­

вестных скачка У ь У г  • Аналогично, считая, что перемещения и напряжения, опреде­

ляющие волновое поле внутри включения, вне него обращаются в ноль, найдем, что 

\\/~к также удовлетворяю т (3.15), где необходимо поменять «+» на «-» и положить 

г = Rn + 0 .  Это, в свою очередь, позволит выразить компоненты вектора Т~ через два 

неизвестных скачка \)/i\i|/2 . Оставшиеся шесть скачков \ \ і ^ ,Х j , j  = 1,2 уже могут быть 

однозначно определены из условий (3.6),(3.7). Из (3.7) с учетом (3.9) находим: 

x , ( * )  = - ? ; ( x ,+ o ) j  = i , 2 . (З .16)

Подставляем (3.16) в (1.6) и находим выражения для компонент вектора f °  через 

у**, j  = 1,2 . Затем, воспользовавшись формулами для выражения напряжений и пере­

мещений в полярных координатах, через напряжения и перемещения в декартовых ко­

ординатах. получим для компонент вектора 5° при r = R 0 + 0 следующие формулы:
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і °° е~'*® 2 __
5 ° ( Я 0 + 0 , 9 )  =  -  X  - +-  5 » ^ ,  У =  1 ,4 • (3 .1 7 )

4  *=-~  Д* ,„=1

Подставим (3.17) в оставшиеся условия (3.8). Полученные равенства умножим на

е"в ,п = 0,±1,±2,..., и выполним интегрирование по 9 є  [ - я , я ] .  В результате получим

бесконечную систему линейных алгебраических уравнений относительно У*,, 7 = 1,2 .

Коэффициенты системы явно выражаются через значения элементов матриц а ^ к , а ^ к

при г = Я0 + 0  и г = Я0 - 0  соответственно.
Заключение. Таким образом, определено волновое поле отраженной волны и вол­

новое поле внутри включения.
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