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ВСТУП

У сучаснiй механiцi деформiвного тiла зростає iнтерес до задач,
пов’язаних з напружено-деформованим станом тiл складної геометрiї, зокре-
ма — шарiв, напiвплощин i масивiв, що зазнають дiї локалiзованих наван-
тажень. Особливу увагу привертають мiшанi задачi для пiвнескiнченних
шарiв з урахуванням контактних умов та впливу власної ваги.

У цiй роботi дослiджується мiшана задача теорiї пружностi для пiвне-
скiнченного пружного шару, який пiддається впливу зосередженого наван-
таження на поверхнi, а також сили ваги. Такий пiдхiд дозволяє одночасно
врахувати як локальнi, так i об’ємнi ефекти, що є суттєвими для точного
опису реальних iнженерних ситуацiй.

Метою роботи є побудова точного аналiтичного розв’язку задачi з ура-
хуванням двох типiв граничних умов: умов iдеального (гладкого) контакту
та жорсткого закрiплення нижньої гранi.

Для досягнення поставленої мети використано метод суперпозицiї
та iнтегральнi перетворення Фур’є, що дозволило отримати вирази для
перемiщень i напружень у зручнiй iнтегральнiй формi. Запропонований
пiдхiд створює основу для подальшого чисельного аналiзу та прикладного
моделювання.
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РОЗДIЛ 1

МIШАНА ЗАДАЧА ТЕОРIЇ ПРУЖНОСТI ДЛЯ

ПIВНЕСКIНЧЕННОГО ШАРУ

1.1 Постановка задачi

Розглядається мiшана контактна задача для пiвнескiнченного пру-
жного шару, що описується в декартовiй системi координат у межах:

0 < 𝑥 <∞, −∞ < 𝑦 <∞, 0 < 𝑧 < ℎ, (1.1)

де ℎ — товщина шару.

Передбачається, що на торцевiй гранi 𝑥 = 0 виконуються умови
гладкого контакту. На шар дiє сила власної ваги, а також прикладена
зосереджена сила у точцi з координатами (𝑎, 𝑏) на верхнiй поверхнi 𝑧 = ℎ.
На нижнiй гранi 𝑧 = 0 встановлюються умови гладкого контакту.

Потрiбно знайти компоненти перемiщення тiла:

u*(𝑥,𝑦,𝑧), v*(𝑥,𝑦,𝑧), w*(𝑥,𝑦,𝑧),

що задовольняють систему рiвнянь Ламе з урахуванням власної ваги:

𝑃𝑥 = 0, 𝑃𝑦 = 0, 𝑃𝑧 =
𝑞𝑧
𝐺
, де 𝑞𝑧 — питома вага матерiалу.

Граничнi умови на поверхнi 𝑧 = ℎ мають вигляд:

𝜎𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏), 𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, 𝜏𝑦𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, (1.2)

На гранi 𝑥 = 0 задано:

u*⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜏𝑧𝑥
⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜏𝑦𝑥
⃒⃒
𝑥=0

= 0, (1.3)



6

На нижнiй поверхнi 𝑧 = 0 задаються умови гладкого контакту:

𝑤*⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝜏𝑦𝑧
⃒⃒
𝑧=0

= 0. (1.4)

де 𝛿(𝜉) — дельта-функцiя Дiрака.

1.1.1 Система рiвнянь Ламе

Система рiвнянь Ламе має вигляд:

𝐺Δ𝑢+ (𝜆+𝐺)
𝜕Θ

𝜕𝑥
+ 𝑃𝑥 = 0,

𝐺Δ𝑣 + (𝜆+𝐺)
𝜕Θ

𝜕𝑦
+ 𝑃𝑦 = 0,

𝐺Δ𝑤 + (𝜆+𝐺)
𝜕Θ

𝜕𝑧
+ 𝑃𝑧 = 0,

(1.5)

де Δ — оператор Лапласа, 𝜆, 𝐺 — коефiцiєнти Ламе, якi визначаються
через модуль Юнга 𝐸 та коефiцiєнт Пуассона 𝜇 згiдно з формулами:

𝜆 =
𝜇𝐸

(1 + 𝜇)(1− 2𝜇)
, 𝐺 =

𝐸

2(1 + 𝜇)
, (1.6)

де 𝐺 — модуль зсуву; 𝑃𝑥, 𝑃𝑦, 𝑃𝑧 — об’ємнi сили.

Позначення Θ = 𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑣

𝜕𝑦 +
𝜕𝑤
𝜕𝑧 — об’ємне розширення (дивергенцiя

вектора перемiщень).
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РОЗДIЛ 2

АНАЛIТИЧНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI

2.1 Форма розв’язку задачi

Розв’язок шукатимемо у виглядi суперпозицiї двох полiв — основного
(без урахування сили ваги) та поля, що враховує власну вагу. Вектор
перемiщень i напружень має вигляд:[︂
𝑢*, 𝑣*, 𝑤*, 𝜎*𝑥, 𝜎

*
𝑧 , 𝜏

*
𝑥𝑧

]︂𝑇
=

[︂
𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜎𝑥, 𝜎𝑧, 𝜏𝑥𝑧

]︂𝑇
+

[︂
𝑢𝛾, 𝑣𝛾, 𝑤𝛾, 𝜎𝛾𝑥, 𝜎

𝛾
𝑧 , 𝜏

𝛾
𝑥𝑧

]︂𝑇
(2.1)

У цьому представленнi:

• компоненти без iндексу 𝛾 вiдповiдають розв’язанню задачi без ура-
хування власної ваги;

• iндекс 𝛾 означає перемiщення та напруження, спричиненi вагою
матерiалу.

−∞ < 𝑥 <∞, −∞ < 𝑦 <∞, 0 < 𝑧 < ℎ. (2.2)

Шукатимемо частину розв’язку, зумовлену лише вагою, у виглядi:

𝑢𝛾 = 𝑓0(𝑧), 𝑣𝛾 = 𝑓1(𝑧), 𝑤𝛾 = 𝑓2(𝑧).

З огляду на симетрiю задачi можна припустити, що 𝑓0(𝑧) ≡ 0, 𝑓1(𝑧) ≡
0, тобто 𝑢𝛾 = 𝑣𝛾 = 0. У такому разi дотичне напруження:

𝜏𝑥𝑦 = 𝐺

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
= 0, (2.3)

тож гранична умова гладкого контакту на торцi шару виконується автома-
тично.

Залишкове перемiщення 𝑤𝛾(𝑧) = 𝑓2(𝑧) повинно задовольняти систему
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рiвнянь Ламе:

Δ𝑢𝛾 + 𝜇𝜃
𝜕Θ𝛾

𝜕𝑥
= 0,

Δ𝑣𝛾 + 𝜇𝜃
𝜕Θ𝛾

𝜕𝑦
= 0,

Δ𝑤𝛾 + 𝜇𝜃
𝜕Θ𝛾

𝜕𝑧
+
𝑞𝑧
𝐺

= 0,

(2.4)

де Θ𝛾 = 𝑑𝑤𝛾

𝑑𝑧 — об’ємне розширення.

Граничнi умови: - на верхнiй гранi 𝑧 = ℎ (вiльна поверхня):

𝜎𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, 𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, 𝜏𝑦𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0; (2.5)

- на нижнiй гранi 𝑧 = 0 — умови гладкого контакту.

У цьому випадку функцiя 𝑤𝛾 = 𝑓2(𝑧) повинна задовольняти крайову
задачу:

(1 + 𝜇0) 𝑓
′′
2 (𝑧) +

𝑞𝑧
𝐺

= 0, 𝑓 ′2(ℎ) = 0, 𝑓2(0) = 0, (2.6)

Розв’язок цього рiвняння має вигляд:

𝑤𝛾(𝑧) =
𝑞𝑧

𝐺(1 + 𝜇0)

(︂
ℎ𝑧 − 𝑧2

2

)︂
, (2.7)

Звiдси визначаємо нормальне напруження:

𝜎𝛾𝑧 =
𝜇

1− 𝜇
· 𝑞𝑧(ℎ− 𝑧). (2.8)

Отже, повна формула для напружень з урахуванням дiї власної ваги
набуває вигляду:

𝜎*(𝑖)𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜎(0)𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧) +
𝜇

1− 𝜇
· 𝑞𝑧 · ℎ(1− 𝑧), 𝑖 = 1,2, (2.9)

де 𝑖 = 1 вiдповiдає задачi з умовою гладкого контакту на нижнiй гранi
𝑧 = 0, а 𝑖 = 2 — жорсткому закрiпленню.

Тепер визначимо перемiщення i напруження, що виникають у шарi,
але без урахування його власної ваги.
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Щоб побудувати напружений стан вiд довiльного нормального розподi-
леного навантаження, достатньо розв’язати задачу для одиничної стискую-
чої сили, прикладеної в точцi з координатами (𝑎, 𝑏, ℎ), тобто: - на гранi 𝑧 = 0

дiє навантаження у виглядi дельта-функцiї; - на гранi 𝑧 = ℎ — виконується
умова гладкого контакту або жорсткого закрiплення.

Зазначимо, що така постановка є громiздкою для аналiтичного розв’язання,
однак вона дозволяє уникнути переходу до безрозмiрних змiнних, як у де-
яких iнших пiдходах. Ми залишаємося у фiзичних одиницях.

2.1.1 Рiвняння Ламе у векторнiй формi

Шуканi перемiщення задовольняють систему рiвнянь Ламе в компа-
ктнiй векторнiй формi:

Δ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢0

𝑣0

𝑤0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+ 𝜇0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Θ𝑥

Θ𝑦

Θ𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0, (2.10)

де (𝑢0, 𝑣0, 𝑤0) — перемiщення, зумовленi одиничною нормаллю.

2.2 Граничнi умови для задачi одиничного на-
вантаження

На верхнiй поверхнi 𝑧 = ℎ прикладено навантаження:

𝜎𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏), 𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, 𝜏𝑦𝑧
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, (2.11)

На торцевiй гранi 𝑥 = 0 виконуються умови:

𝑢
⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜏𝑧𝑥
⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜏𝑦𝑥
⃒⃒
𝑥=0

= 0, (2.12)
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На нижнiй гранi 𝑧 = 0 — умови гладкого контакту:

𝑤
⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝜏𝑦𝑧
⃒⃒
𝑧=0

= 0. (2.13)

Далi переформулюємо граничнi умови (2.13) у термiнах перемiщень,
використовуючи вiдомi спiввiдношення мiж напруженнями та перемiщення-
ми.

2.3 Постановка задачi в трансформатах

Розглянемо умови задачi, переписанi для перемiщень i напружень iз
врахуванням граничного навантаження. Cистема має вигляд:

𝜇 [𝑢,𝑥(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑣,𝑦(𝑥,𝑦,ℎ)] + (1− 𝜇)𝑤,𝑧(𝑥,𝑦,ℎ) = −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)

2𝐺𝜇0
, (2.14)

𝑢,𝑧(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑤,𝑥(𝑥,𝑦,ℎ) = 0, (2.15)

𝑤,𝑦(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑣,𝑧(𝑥,𝑦,ℎ) = 0, (2.16)

𝑢(0,𝑦,𝑧) = 𝑣,𝑥(0,𝑦,𝑧) = 𝑤,𝑥(0,𝑦,𝑧) = 0. (2.17)

Граничнi умови на нижнiй поверхнi 𝑧 = 0 запишуться як:

𝑤(𝑥,𝑦,0) = 0, 𝑢,𝑧(𝑥,𝑦,0) + 𝑤,𝑥(𝑥,𝑦,0) = 0,

𝑣,𝑧(𝑥,𝑦,0) + 𝑤,𝑦(𝑥,𝑦,0) = 0. (2.18)

Отриману систему рiвнянь з наведеними граничними умовами можна
переписати у виглядi:

𝑍 ′(0,𝑦,𝑧) = 0, 𝑤′(0,𝑦,𝑧) = 0, 𝑍*(0,𝑦,𝑧) = 0,

𝑍,𝑥(𝑥,0,𝑧) = 0, 𝑤(𝑥,0,𝑧) = 0, 𝑍*(𝑥,0,𝑧) = 0,

∇𝑥𝑦𝑤(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑍,𝑧(𝑥,𝑦,ℎ) = 0, 𝑍*
,𝑧(𝑥,𝑦,ℎ) = 0,

𝜇𝑍(𝑥,𝑦,ℎ) + (1− 𝜇)𝑤,𝑧(𝑥,𝑦,ℎ) = −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)

2𝐺𝜇0
.

(2.19)
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2.4 Формулювання задачi в образах

Пiсля застосування iнтегрального перетворення Фур’є крайову задачу
у просторi трансформатiв можна записати у виглядi:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑤 ′′
𝛽𝛼(𝑧)− 𝜇−1

* 𝑁 2𝑤𝛽𝛼(𝑧) + 𝜇−1
* 𝜇0𝑍

′
𝛽𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ,

𝑍 ′′
𝛽𝛼(𝑧)−𝑁 2

[︁
𝜇*𝑍𝛽𝛼(𝑧) + 𝜇0𝑤

,(𝑧)
𝛽𝛼

]︁
= 0,

𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2,

(2.20)

−𝑁 2𝑤𝛽𝛼(ℎ) + 𝑍 ′
𝛽𝛼(ℎ) = 0,

𝜇𝑍𝛽𝛼(ℎ) + (1− 𝜇)𝑤′
𝛽𝛼(ℎ) = − 1

2𝐺𝜇0
· cos(𝛼𝑎) · 𝑒𝑖𝛽𝑏,

w𝛽𝛼(0) = 0, 𝑍 ′
𝛽𝛼(0) = 0.

де 𝑍
′′

𝛽𝛼(𝑧), 𝑤
′′

𝛽𝛼(𝑧) — компоненти у просторi перетворень Лапласа-
Фур’є.

2.4.1 Розв’язок однорiдної крайової задачi та шуканий

вектор

Однорiдна крайова задача для функцiї 𝑍*
𝛽𝛼(𝑧) має вигляд:

𝑍*′′
𝛽𝛼(𝑧)−𝑁 2𝑍*

𝛽𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ,

𝑍*′
𝛽𝛼(ℎ) = 0, 𝑍*

𝛽𝛼(0) = 0.
(2.21)

Очевидно, що ця крайова задача має лише тривiальний розв’язок:

𝑍*
𝛽𝛼(𝑧) = 0, ⇒ 𝑍*(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.
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Введемо шуканий вектор трансформант перемiщень

y(𝑧) =

⎡⎢⎣𝑤𝛽𝛼(𝑧)

𝑍𝛽𝛼(𝑧)

⎤⎥⎦ ,
та використаємо матрицi P,Q.

P =

⎛⎜⎝𝜇−1
* 0

0 𝜇*

⎞⎟⎠ , Q =

⎛⎜⎝ 0 𝜇−1
*

−𝑁 2 0

⎞⎟⎠ , 𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2,

Тодi система (2.20) запишеться у виглядi:

𝐿2y(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ, (2.22)

де 𝐿2 — диференцiальний оператор, визначений у формулi (2.8).

Загальний розв’язок рiвняння (2.22) будується у виглядi

y(𝑧) = Y−(𝑧)

⎛⎜⎝𝐶0
0

𝐶1
0

⎞⎟⎠
𝑇

+Y+(𝑧)

⎛⎜⎝𝐶0
1

𝐶1
1

⎞⎟⎠
𝑇

, (2.15)

де 𝐶0
𝑖 , 𝐶1

𝑖 , 𝑖 = 0,1 — невiдомi постiйнi.

Постiйнi вектори визначаються з урахуванням граничних умов (2.20).
Звiдси знайдено:

𝐶
(0)
0 = 𝐶

(0)
1 =

cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

2𝐺𝜇0𝜅
· 1

𝑁
· 1

𝐷𝑁

(︀
−𝑁ℎ · ch𝑁ℎ− 𝜇−1

1 · sh𝑁ℎ
)︀
,

𝐶
(0)
1 = −𝐶(1)

1 =
− cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏 · 𝜇*

2𝐺𝜇0𝜅
· 1

𝐷𝑁

(︀
𝑁ℎ · ch𝑁ℎ− 𝜇−1

0 · sh𝑁ℎ
)︀
,

(2.23)

де
𝐷𝑁 = 2 sinh(2𝑁ℎ) + 4𝑁ℎ, 𝜇1 =

1

2− 2𝜇
.

З урахуванням знайдених коефiцiєнтiв, шуканий вектор набуває ви-
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гляду:

𝑤𝛽𝛼(𝑧) =
cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

2𝐺𝐷𝑁
· 𝐹1(𝑁, 𝑧),

𝑍𝛽𝛼(𝑧) =
cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

2𝐺𝐷𝑁
· 𝐹2(𝑁, 𝑧),

(2.24)

де 𝐹1(𝑁,𝑧) i 𝐹2(𝑁,𝑧) — функцiї, що визначаються з розв’язку систе-
ми (2.22).

2.5 Функцiї 𝐹1, 𝐹2 та вiдновлення компонент
перемiщень

Функцiї 𝐹1(𝑁,𝑧) та 𝐹2(𝑁,𝑧) з попередньої формули (2.24) мають ви-
гляд:

1

2
𝐹1(𝑁,𝑧) = (𝑧 + ℎ) sinh(𝑁(ℎ− 𝑧))− (ℎ− 𝑧) sinh(𝑁(ℎ+ 𝑧))

− 𝜇−1
1 · 1

𝑁
(cosh(𝑁(ℎ+ 𝑧))− sinh(𝑁(ℎ− 𝑧))) ,

1

2
𝐹2(𝑁,𝑧) = 𝑁(𝑧 + ℎ) cosh(𝑁(ℎ− 𝑧)) +𝑁(ℎ− 𝑧) cosh(𝑁(ℎ+ 𝑧))

− 𝜇−1
0 (sinh(𝑁(ℎ+ 𝑧)) + sinh(𝑁(ℎ− 𝑧))) .

(2.25)

2.5.1 Вiдновлення 𝑢𝛽𝛼 та 𝑣𝛽𝛼

Для обчислення трансформант 𝑢𝛽𝛼(𝑧) та 𝑣𝛽𝛼(𝑧) використаємо замiну

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) = u′(𝑥, 𝑦, 𝑧) + v∙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑍*(𝑥, 𝑦, 𝑧) = v′(𝑥, 𝑦, 𝑧)− u∙(𝑥, 𝑦, 𝑧).

та рiвняння Пуассона

∇𝑥𝑦u = 𝑍 ′ − 𝑍*∙, ∇𝑥𝑦v = 𝑍∙ + 𝑍*′.
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. З урахуванням iнтегрального перетворення⎛⎜⎝𝑤𝛽𝛼(𝑧)

𝑍𝛽𝛼(𝑧)

⎞⎟⎠
𝑇

=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

⎛⎜⎝𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)

⎞⎟⎠
𝑇

𝑒𝑖𝛽𝑦 cos(𝛼𝑥) 𝑑𝑦 𝑑𝑥.

i розв’язку 𝑍*
𝛽𝛼(𝑧) = 0, отримаємо:

𝑢𝛽𝛼(𝑧) = 𝛼𝑁−2𝑍𝛽𝛼(𝑧), 𝑣𝛽𝛼(𝑧) = 𝑖𝛽𝑁−2𝑍𝛽𝛼(𝑧). (2.26)

2.5.2 Обґрунтування правильностi розв’язку

Розв’язок (2.26) базується на рiвняннях, отриманих шляхом дифе-
ренцiювання перших двох рiвнянь системи Ламе (1.5). Щоб переконатися
в правильностi, перевiримо, що вирази (2.26) задовольняють вiдповiднi
рiвняння, якi у просторi Фур’є набувають вигляду:

𝑢𝛾𝛾𝛽𝛼(𝑧)−𝑁 2𝑢(𝑧)− 𝜇𝛽𝛼𝛼𝑍(𝑧)− 𝜇0𝛼𝑤
𝛾(𝑧) + 𝑍(𝑧) = 0,

𝑣𝛾𝛾𝛽𝛼(𝑧)−𝑁 2𝑣(𝑧)− 𝜇𝛽𝛼𝑖𝛽𝑍(𝑧)− 𝜇0𝑖𝛽𝑤
𝛾(𝑧) + 𝑖𝛽𝑍(𝑧) = 0.

(2.27)

Пiдставивши сюди вирази (2.26), та випливаючi рiвностi :

𝑢𝛾(𝑧) = 𝛼𝑁−2𝑍 ′′(𝑧), 𝑣𝛾(𝑧) = 𝑖𝛽𝑁−2𝑍 ′′(𝑧). (2.28)

Отже, цi вирази перейдуть у рiвняння

Δw + 𝜇0∇𝑥𝑦(𝑍 +w*)∙ = −𝑃𝑧

𝐺

, i таким чином обґрунтовано правильнiсть отриманого розв’язку.
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2.6 Обернене перетворення Фур’є та iнтеграль-
не представлення перемiщень

Щоб отримати оригiнальнi перемiщення, скористаємося повним обер-
неним косинусним (синусним) перетворенням Фур’є до формули (2.24).
Розв’язок 𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧), що вiдповiдає перемiщенню в шарi вiд одиничної сили,
має вигляд:

𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

2𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝐹1(𝑁, 𝑧)

𝐷𝑁
· 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos(𝛼𝑎) cos(𝛼𝑥) 𝛽 𝑑𝛼𝑑𝛽.

(2.29)

де 𝑤0 — перемiщення в шарi, що виникає пiд дiєю одиничної сили.

Використовуючи формулу Ейлера, парнiсть 𝐹1(𝑁,𝑧) за змiнною 𝛼 та
стандартнi пiдстановки, отримаємо:

𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

8𝜋2𝐺

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝐹1(𝑁,𝑧)

𝐷𝑁
· 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)

(︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎)

)︁
𝑑𝛽𝑑𝛼.

(2.30)

2.6.1 Одновимiрний iнтеграл

Переходимо до полярних координат та застосовуємо формулу iнтегру-
вання [5], враховуючи, що 𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2:

1

2𝜋

∫︁∫︁ ∞

−∞
𝐹
(︁√︀

𝛼2 + 𝛽2
)︁
𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑦 𝑑𝛼𝑑𝛽 =

∫︁ ∞

0

𝑡𝐹 (𝑡)𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑑𝑡,

(2.31)
де 𝐽0(𝑡) — функцiя Бесселя першого роду нульового порядку.

2.6.2 Фiнальна форма представлення 𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧)

З урахуванням змiни змiнної 𝑁 → 𝑡 i позначень iз (2.21), отримаємо:

𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝜋𝐺

∫︁ ∞

0

𝐽*
0 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏)

𝐷𝑡
· 𝐹1(𝑡,𝑧) 𝑑𝑡, (2.32)
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де
𝐷𝑡 = 2 sinh(2ℎ𝑡) + 4ℎ𝑡.

Функцiя 𝐹1(𝑡,𝑧) аналогiчна до 𝐹1(𝑁,𝑧) у (2.25), але з пiдстановкою
𝑁 → 𝑡. При 𝑡→ 0 пiдiнтегральна функцiя є скiнченною; це пiдтверджується
застосуванням правила Лопiталя.

2.7 Перехiд до довiльного навантаження та
побудова перемiщень

Характер збiжностi iнтеграла (2.32) на нескiнченностi визначається
поведiнкою функцiї Бесселя 𝐽0, яка асимптотично спадає. Це дозволяє
стверджувати збiжнiсть навiть при iнтегруваннi до ∞.

Перемiщення, обумовлене одиничною нормальною стискаючою си-
лою, дозволяє знайти загальний розв’язок для довiльного нормального
навантаження шару на дiлянцi:

0 < 𝑥 < 𝐴, −𝐵 < 𝑦 < 𝐵.

У цьому випадку загальне перемiщення визначається як згортка:

𝑤(𝑥,𝑦,𝑧,𝐴,𝐵) =

∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵

𝜌(𝑎, 𝑏) · 𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧; 𝑎,𝑏) 𝑑𝑏 𝑑𝑎, (2.33)

де 𝜌(𝑎,𝑏) — iнтенсивнiсть прикладеного навантаження.

Розглянемо частковий випадок: 𝜌(𝑎,𝑏) = 𝑃 = 1 на прямокутнiй дiлянцi
𝑎 ∈ [0, 𝐴], 𝑏 ∈ [−𝐵,𝐵]. Тодi, з урахуванням (2.32) та (2.33), отримаємо:

𝑤(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝜋𝐺

∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵

∫︁ ∞

0

𝐽*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)

𝐷𝑡
· 𝐹1(𝑡,𝑧) 𝑑𝑡 𝑑𝑏 𝑑𝑎, (2.34)

Зазначимо, що така задача для пiвнескiнченного шару є еквiвалентною
задачi з навантаженням, розподiленим по областi 𝑎 ∈ [−𝐴,𝐴], 𝑏 ∈ [−𝐵,𝐵].
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2.7.1 Обчислення 𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) на основi 𝐹2

Виходячи з виразiв (2.25) та (2.24), отримаємо формулу для 𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧):

𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

2𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝛼 cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

𝑁 2𝐷𝑁
·𝐹2(𝑁,𝑧) ·𝑒−𝑖𝛽𝑦 ·sin𝛼𝑥 𝑑𝛽𝑑𝛼, (2.35)

де: - 𝐹2(𝑁,𝑧) — з формули (2.25), - 𝐷𝑁 — з (2.24), - 𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2.

Враховуючи симетрiї та парнiсть пiдiнтегральної функцiї, а також
формулу Ейлера:

𝑒−𝑖𝛼𝑥 = cos𝛼𝑥− 𝑖 sin𝛼𝑥,

у подальших обчисленнях використаємо лише парну частину.

u0(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

8𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝑖𝛼

𝑁 2𝐷𝑁
𝐹2(𝑁, 𝑧)𝑒

−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)
[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎)

]︁
𝑑𝛽𝑑𝛼.

2.7.2 Обчислення 𝑣0(𝑥,𝑦,𝑧)

Аналогiчно формуємо вираз для компоненти 𝑣0(𝑥,𝑦,𝑧):

𝑣0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

2𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝑖𝛽 cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

𝑁 2𝐷𝑁
·𝐹2(𝑁,𝑧)·𝑒−𝑖𝛽𝑦 ·sin𝛼𝑥 𝑑𝛽𝑑𝛼, (2.36)

де тi ж позначення, що й ранiше.

Для спрощення iнтегралiв у формулах для 𝑢0 та 𝑣0 застосовуємо пере-
хiд до полярних координат та скорочуємо подвiйний iнтеграл до одномiрного,
аналогiчно попередньому кроку.
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2.8 Формула для довiльного навантаження

Нехай нормальне навантаження рiвномiрне з щiльнiстю 𝑃 на областi
[0, 𝐴]× [−𝐵,𝐵]. Тодi компоненти перемiщення:

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧), 𝑣(𝑥,𝑦,𝑧), 𝑤(𝑥,𝑦,𝑧)

визначаються через згортку одиничних рiшень iз функцiєю навантаження.
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РОЗДIЛ 3

ПIДСУМКИ ТА ВИСНОВКИ

Отриманi формули задають точний аналiтичний розв’язок мiшаної
задачi теорiї пружностi для пiвнескiнченного шару пiд дiєю локального
нормального навантаження та врахуванням власної ваги.

Результати можуть бути використанi для моделювання реальних кон-
тактних проблем у матерiалах iз шаруватою структурою.

𝑖𝛼
[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎)

]︁
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎)

]︁
,

тому для 𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) отримаємо:

𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

8𝜋2𝐺

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝐹2(𝑁,𝑧)

𝑁 2𝐷𝑁
𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)

[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎)

]︁
𝑑𝛽𝑑𝛼.

Пiсля застосування перетворення Фур’є та використання формули (2.31),
отримаємо:

𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝐺𝜋

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂∫︁ ∞

0

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝑡𝐷𝑡
𝐽*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏) 𝑑𝑡. (3.1)

Аналогiчно, для 𝑣0(𝑥,𝑦,𝑧):

𝑣0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝐺𝜋

(︂
− 𝜕

𝜕𝑦

)︂∫︁ ∞

0

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝑡𝐷𝑡
𝐽*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏) 𝑑𝑡. (3.2)

де 𝐽*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏) — згортка з функцiєю Бесселя по областi навантажен-

ня.

3.0.1 Формула для чисельної реалiзацiї

Приведемо формулу (2.34) до вигляду, зручного для чисельної реа-
лiзацiї. З цiєю метою пiдставимо у iнтеграл iнтегральне подання функцiї
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Бесселя та обчислимо iнтеграли як повторнi:

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

𝜋2𝐺

∫︁ 𝜋
2

0

∫︁ ∞

0

𝑆𝐴,𝐵
𝑡 (𝜓) cos(𝑡𝑥 cos𝜓) cos(𝑡𝑦 sin𝜓)

𝐹1(𝑡, 𝑧)

𝑡𝐷𝑡
𝑑𝜓𝑑𝑡,

3.0.2 Замiна змiнних

Виконаємо замiну змiнних i введемо позначення:

𝑧 = 𝑧′ℎ, 𝑧′ ∈ [0,1], 𝑡 =
𝑡′

ℎ
, 𝐴ℎ =

𝐴

ℎ
, 𝐵ℎ =

𝐵

ℎ
,

𝑥ℎ =
𝑥

ℎ
, 𝑦ℎ =

𝑦

ℎ
, 𝜏𝑘 = cos𝜓,

i функцiю:

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘) = sin(𝑡𝐴ℎ

√︁
1− 𝜏 2𝑘 ) · sin(𝑡𝐵ℎ𝜏𝑘) · cos(𝑡𝑥ℎ

√︁
1− 𝜏 2𝑘 ) · cos(𝑡𝑦ℎ𝜏𝑘). (3.3)

Позначення штрихiв опускаються.

3.0.3 Фiнальна формула для 𝑤(𝑥,𝑦,𝑧)

На основi виразу

𝐽𝐴,𝐵
𝑡 (𝑥,𝑦) =

4𝐴𝐵

𝜋

∫︁ 1

−1

𝐹𝐴,𝐵
𝑡,𝜏 (𝑥,𝑦)
√
1− 𝜏 2

𝑑𝜏 =
4𝐴𝐵

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝐴,𝐵
𝑡,𝜏𝑘 (𝑥,𝑦)

𝑡𝐴
√︀

1− 𝜏 2𝑘 · 𝑡𝐵𝜏𝑘

,

де

𝐹𝐴,𝐵
𝑡,𝜏𝑘 (𝑥,𝑦) = sin

(︂
𝑡𝐴
√︁
1− 𝜏 2𝑘

)︂
sin (𝑡𝐵𝜏𝑘) cos

(︂
𝑡𝑥
√︁
1− 𝜏 2𝑘

)︂
cos (𝑡𝑦𝜏𝑘) ,

𝜏𝑘 = cos

(︂
2𝑘 − 1

2𝑁
𝜋

)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁,

де 𝜏𝑘 — нулi многочлена Чебишова 1-го роду. Друга рiвнiсть у спiв-
вiдношеннi записана на основi квадратурної формули найвищого ступеня
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точностi. отримаємо:

𝑤(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘)

𝑡2
√︀

1− 𝜏 2𝑘 𝜏𝑘
· 𝐹1(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡. (3.4)

3.0.4 Формули для 𝑢(𝑥,𝑦,𝑧) i 𝑣(𝑥,𝑦,𝑧)

Враховуючи спiввiдношення (2.33), (3.1), (3.2), аналогiчно до побудови
𝑤(𝑥,𝑦,𝑧), отримаємо:

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘)

𝑡3
√︀

1− 𝜏 2𝑘 𝜏𝑘
· 𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡,

𝑣(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑦

)︂ (3.5)

∑︀𝑁
𝑘=1

∫︀∞
0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝑡3
√

1−𝜏2𝑘 𝜏𝑘
· 𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡.

3.0.5 Остаточна форма для 𝑢, 𝑣

Або ж записуємо у кiнцевому виглядi:

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘)

𝑡2𝜏𝑘
· 𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡,

𝑣(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘)

𝑡2
√︀

1− 𝜏 2𝑘
· 𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡.

(3.6)

3.1 Розрахунок напружень

Розв’язок задачi має вигляд (3.4), (3.6). Шукане нормальне напруже-
ння визначається згiдно з формулою:

𝜎𝑥 = 2𝐺𝜇0

[︂
(1− 𝜇)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕𝑤

𝜕𝑧

]︂
. (3.7)
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3.1.1 Формула для 𝜎
(1)
𝑥 (𝑥,𝑦,𝑧)

Виведено вираз для нормального напруження у виглядi:

𝜎(1)𝑥 (𝑥,𝑦,𝑧) =
2

𝜋𝑁

[︃
𝑁∑︁
𝑘=1

√︀
1− 𝜏 2𝑘
𝜏𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝐷
*(1)
𝑡

×

× {(𝑧 + 1) ch 𝑡(1− 𝑧) + (1− 𝑧) ch 𝑡(1 + 𝑧)} 𝑑𝑡+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜇−1
0 𝜏 2𝑘 − 1

𝜏𝑘
√︀
1− 𝜏 2𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝐷
*(1)
𝑡 𝑡

{sh 𝑡(1 + 𝑧) + sh 𝑡(1− 𝑧)} 𝑑𝑡

]︃
,

(3.8)

де
𝐷

*(1)
𝑡 = sh 2𝑡+ 2𝑡. (3.9)

3.2 Контроль результатiв у точцi (0,0,ℎ)

Для контролю правильностi чисельного обчислення напружень зна-
йдемо значення 𝜎𝑥 у точцi з координатами (0,0,ℎ).

Використаємо формулу (3.4) i введемо позначення:

𝐹0(𝑡, 𝜏𝑘) = sin(𝑡𝐴ℎ

√︁
1− 𝜏 2𝑘 ) · sin(𝑡𝐵ℎ𝜏𝑘). (3.10)

Похiдна 𝑤′(0,0,1) для оцiнки напруження

Покладемо 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 у iнтегралi (3.4) i знайдемо похiдну по змiннiй
𝑧 при 𝑧 = 1, враховуючи:

𝜕

𝜕𝑧
=

1

ℎ
· 𝜕

𝜕𝑧′
.

Пiсля диференцiювання:

𝑤′(0,0,1) = − 1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡, 𝜏𝑘)√︀
1− 𝜏 2𝑘

· 𝑓1(𝑡) 𝑑𝑡, (3.11)
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де

𝑓1(𝑡) =
4𝑡+ 𝜇−1

0 (𝑒2𝑡 − 𝑒−2𝑡)

𝑒2𝑡 + 4𝑡− 𝑒−2𝑡
. (3.12)

𝜇−1
0

∫︀∞
0

sin(𝑡𝐴ℎ

√
1−𝜏2𝑘 )·sin(𝑡𝐵ℎ𝜏𝑘)

𝑡 𝑑𝑡,

де другий iнтеграл обчислюється за допомогою формули (3.741(1),
[10]).

3.2.1 Логарифмiчний вираз 𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

Введемо допомiжне позначення:

𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵) = ln

(︃√︀
1− 𝜏 2𝑘 + 𝐵

𝐴𝜏𝑘√︀
1− 𝜏 2𝑘 − 𝐵

𝐴𝜏𝑘

)︃2

. (3.13)

Фiнальна формула для 𝑤′(0,0,1)

Тодi отримаємо:

𝑤′(0,0,1) = − 1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀
1− 𝜏 2𝑘

[︃
8𝜇

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

2 sh 2𝑡+ 4𝑡
𝑑𝑡+

1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

]︃
.

(3.14)

3.2.2 Граничне значення 𝑢(𝑥,0,1)

Використаємо вираз (3.6) i покладемо 𝑦 = 0, 𝑧 = 1. Отримаємо:
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𝑢(𝑥,0,1) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘
×

×
∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘) cos

(︂
𝑥

ℎ
𝑡
√︁

1− 𝜏 2𝑘

)︂
· 𝑓2(𝑡)
𝑡3

𝑑𝑡,

𝑣(0,𝑦,1) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑦

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘
×

×
∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘) cos
(︁𝑦
ℎ
𝑡𝜏𝑘

)︁
· 𝑓2(𝑡)
𝑡3

𝑑𝑡.

(3.15)

де

𝑓2(𝑡) =
4𝑡− 𝜇−1

0 (𝑒2𝑡 − 𝑒−2𝑡)

𝑒2𝑡 + 4𝑡− 𝑒−2𝑡
.

3.2.3 Визначення 𝑢′(0,0,1) i 𝑣′(0,0,1)

Покладемо 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 у (3.15), щоб отримати:

𝑢′(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1− 𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘) ·
𝑓2(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡,

𝑣′(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘) ·
𝑓2(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡.

(3.16)

3.2.4 Розклад 𝑓2(𝑡)

Виконаємо перетворення:

𝑓2(𝑡) + 𝜇−1
0 − 𝜇−1

0 =
4𝜇−1

0 · 𝑡𝑒−2𝑡

1 + 4𝑡𝑒−2𝑡 − 𝑒−4𝑡
+ 𝜇−1

0 ,

де перший доданок — спадна функцiя.
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Тодi формулу для 𝑢′(0,0,1) запишемо як:

𝑢′(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1− 𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘
×

×

[︃
4𝜇−1

0

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

2𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡− 1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

]︃
,

(3.17)

де 𝐷*(1)
𝑡 = sh 2𝑡+ 2𝑡.

3.3 Похiднi перемiщень i напруження в точцi
(0,0,1)

𝑣′(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘
×

×

{︃
4𝜇−1

0

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡, 𝜏𝑘)

2𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡− 1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︃
,

𝑤′(0,0,1) = − 1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘
×

×

{︃
8𝜇−1

0

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡, 𝜏𝑘)

2𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡+
1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︃
,

де 𝐷*(1)
𝑡 = sh 2𝑡+ 2𝑡 згiдно з (3.9).
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3.3.1 Формула для нормального напруження

Використовуючи вираз (3.7), отримаємо:

𝜎(1)𝑥 (0,0,1) =
1

𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀
1− 𝜏 2𝑘

×

×

{︃
4
(︀
2− 𝜇−1

1 𝜏 2𝑘
)︀ ∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡, 𝜏𝑘)

𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡+ 𝜇−1
0

(︂
𝜏 2𝑘
2

− 1

)︂
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︃
.

(3.18)

3.3.2 Аналiтична оцiнка через спiввiдношення

Покажемо, що має мiсце спiввiдношення:

𝐶

2𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏 2𝑘
ln

(︃√︀
1− 𝜏 2𝑘 + 𝐵

𝐴𝜏𝑘√︀
1− 𝜏 2𝑘 − 𝐵

𝐴𝜏𝑘

)︃2

= 𝐶. (3.19)

3.3.3 Остаточний вираз для 𝜎
(1)
𝑥 (0,0,1)

Приймаючи до уваги спiввiдношення (3.19), остаточна формула набу-
ває вигляду:

𝜎
(1)
𝑥 (0,0,1) = 1

𝜋𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√

1−𝜏2𝑘

[︁
4
(︀
2− 𝜇−1

1 𝜏 2𝑘
)︀ ∫︀∞

0
𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡

+𝜇−1
0

2 𝜏
2
𝑘𝐹

*(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)− 1.

Розглянемо отриманий вираз для непарного 𝑁 . Тодi знайдеться корiнь
𝜏𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑁+1

2 . У сумi буде доданок, що є невизначенiстю типу:

sin 0

0
=

0

0
,

яка розкривається згiдно з правилом Лопiталя. Збiжнiсть iнтегралiв забез-
печується експоненцiальним спаданням функцiї пiд знаком iнтегралу.

Таким чином, значення 𝑁 можна брати довiльним.
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РОЗДIЛ 4

ГРАФIЧНА IНТЕРПРЕТАЦIЯ РЕЗУЛЬТАТIВ

РОЗВ’ЯЗКУ

4.1 Перемiщення на поверхнi

На рисунку 4.1 показано розподiл вертикального перемiщення 𝑤(𝑥, 𝑦, 0)
на поверхнi пiвнескiнченного шару. Цей графiк iлюструє характерну симе-
трiю вiдносно центра навантаження, розташованого у точцi (𝑥 = 0, 𝑦 = 0).
Максимальне перемiщення спостерiгається саме в цiй точцi, пiсля чого
швидко спадає з вiддаленням.

Рис. 4.1. Перемiщення 𝑤(𝑥, 𝑦, 0) на поверхнi пiвнескiнченного шару

4.2 Вертикальний розподiл перемiщення

На рисунку 4.2 наведено залежнiсть 𝑤(0, 𝑦, 𝑧) вiд глибини 𝑧 для фi-
ксованого 𝑥 = 0. Графiк демонструє, що перемiщення зменшується зi
збiльшенням глибини, що цiлком вiдповiдає фiзичному очiкуванню. На
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великих глибинах перемiщення прямує до нуля, що свiдчить про затухання
впливу навантаження у пiвнескiнченному шарi.

Рис. 4.2. Розподiл 𝑤(0, 𝑦, 𝑧) уздовж глибини

4.3 Нормальнi напруження

На рисунку 4.3 наведено графiк нормального напруження 𝜎𝑥(𝑥, 𝑧)

у площинi 𝑦 = 0. Можна бачити, що максимальнi значення напруження
виникають у поверхневих шарах, пiсля чого величина 𝜎𝑥 зменшується
з глибиною. Це узгоджується з очiкуваним розподiлом напружень для
випадку зосередженого навантаження.
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Рис. 4.3. Нормальне напруження 𝜎𝑥(𝑥, 𝑧) у площинi 𝑦 = 0

4.4 Аналiз отриманих результатiв

Отриманi графiки пiдтверджують правильнiсть чисельного розв’язання
та адекватнiсть обраної математичної моделi фiзичному змiсту задачi. Спо-
стерiгається симетрiя вiдносно центра навантаження, згасання перемiщень
з глибиною, а також типовий розподiл напружень у пружному середовищi.

Крiм того, побудова графiкiв дозволила:

• вiзуалiзувати поведiнку перемiщень 𝑤 у тривимiрному просторi;
• перевiрити симетрiї розв’язку та поведiнку при граничних значеннях;
• пiдтвердити теоретичнi очiкування щодо затухання напружень з гли-

биною.
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi розв’язано мiшану крайову задачу теорiї пружностi
для пiвнескiнченного шару, що пiддається дiї зосередженого навантаження
та власної ваги. Побудовано точнi аналiтичнi вирази для перемiщень i
нормальних напружень з урахуванням двох типiв граничних умов: гладкого
контакту та жорсткого закрiплення нижньої гранi.

Для розв’язання задачi застосовано метод суперпозицiї та iнтегральнi
перетворення Фур’є. Проведено згортку по прямокутнiй областi наванта-
ження, що дозволило отримати остаточнi iнтегральнi представлення для
вертикального перемiщення та нормального напруження.

Аналiз графiчних результатiв пiдтвердив фiзично обґрунтовану пове-
дiнку: максимальнi перемiщення та напруження спостерiгаються в областi
прикладання навантаження, а з глибиною вплив згасає. Симетрiя та форма
iзолiнiй узгоджуються з теоретичними очiкуваннями.

Отриманi результати можуть бути використанi для верифiкацiї чи-
сельних методiв розрахунку напружено-деформованого стану, а також для
iнженерного аналiзу конструкцiй, що працюють в умовах локалiзованого
зовнiшнього впливу. У перспективi можливе розширення моделi на випадки
анiзотропного середовища та багатошарових структур.
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Додаток A. Код для побудови перемiщень та
напружень у Python

Лiстинг 1. Python-код для розрахунку перемiщення 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) та напружен-
ня 𝜎𝑥(𝑥, 𝑧)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

#

G = 1.0

mu0 = 0.3

A = 1.0

B = 1.0

h = 1.0

# F

def F_kernel_full(t, x, y, A, B, h, tau_k):

Ah = A / h

Bh = B / h

xh = x / h

yh = y / h

sqrt_term = np.sqrt(1 - tau_k **2)

return (

np.sin(t * Ah * sqrt_term) *

np.sin(t * Bh * tau_k) *

np.cos(t * xh * sqrt_term) *

np.cos(t * yh * tau_k)

)

# F

def F1_final(N, z, h, mu0):

mu1_inv = 2 * (1 - mu0)

term1 = (z + h) * np.sinh(N * (h - z))

term2 = (h - z) * np.sinh(N * (h + z))

correction = mu1_inv * (1 / N) * (np.cosh(N * (h + z)) - np.sinh(N * (

h - z)))

return 2 * (term1 - term2 - correction)

#

def D_t_correct(t, h):

return 2 * np.sinh(2 * h * t) + 4 * h * t

#
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def compute_w_final(x, y, z, A, B, h, G, mu0 , N=40, t_min =1e-3, t_max=10,

dt =0.05):

sum_result = 0.0

for k in range(N):

tau_k = (k + 0.5) / N

tau_k = np.clip(tau_k , 1e-3, 1 - 1e-3)

t = np.arange(t_min , t_max , dt)

F = F_kernel_full(t, x, y, A, B, h, tau_k)

F1_val = F1_final(t, z, h, mu0)

D_val = np.clip(D_t_correct(t, h), 1e-8, None)

denominator = t**2 * np.sqrt(1 - tau_k **2) * tau_k * D_val

denominator = np.clip(denominator , 1e-10, None)

integrand = (F * F1_val) / denominator

integral = np.trapz(integrand , t)

sum_result += integral

return (h / (np.pi * G * N)) * sum_result

#

def derivative(f, x, y, z, dx=1e-4, dy=1e-4, dz=1e-4):

dw_dx = (f(x + dx , y, z) - f(x - dx, y, z)) / (2 * dx)

dw_dy = (f(x, y + dy , z) - f(x, y - dy, z)) / (2 * dy)

dw_dz = (f(x, y, z + dz) - f(x, y, z - dz)) / (2 * dz)

return dw_dx , dw_dy , dw_dz

#

def compute_sigma_x(x, y, z):

def w_local(xi, yi , zi): return compute_w_final(xi, yi , zi, A, B, h, G

, mu0)

u_x , v_y , w_z = derivative(w_local , x, y, z)

return 2 * G * mu0 * ((1 - mu0) * u_x + mu0 * v_y + mu0 * w_z)

#

x_vals = np.linspace(0, 2, 30)

y_vals = np.linspace(-1, 1, 30)

z_vals = np.linspace(0, h, 30)

X, Y = np.meshgrid(x_vals , y_vals)

Y2 , Z2 = np.meshgrid(y_vals , z_vals)

X3 , Z3 = np.meshgrid(x_vals , z_vals)

#

Z_wxy0 = np.zeros_like(X)

W_yz = np.zeros_like(Y2)

SigmaXZ = np.zeros_like(X3)

for i in range(X.shape [0]):

for j in range(X.shape [1]):

Z_wxy0[i, j] = compute_w_final(X[i, j], Y[i, j], 0, A, B, h, G,

mu0) * 1e6
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for i in range(Y2.shape [0]):

for j in range(Y2.shape [1]):

W_yz[i, j] = compute_w_final (0, Y2[i, j], Z2[i, j], A, B, h, G,

mu0) * 1e6

for i in range(X3.shape [0]):

for j in range(X3.shape [1]):

SigmaXZ[i, j] = compute_sigma_x(X3[i, j], 0, Z3[i, j])

#

fig = plt.figure(figsize =(20, 6))

ax1 = fig.add_subplot (131, projection='3d')

surf1 = ax1.plot_surface(X, Y, Z_wxy0 , cmap='viridis ', edgecolor='k',

linewidth =0.1)

ax1.set_title(" ␣$w(x,␣y,␣0)$,␣ ")

ax1.set_xlabel("x")

ax1.set_ylabel("y")

ax1.set_zlabel("w,␣ ")

fig.colorbar(surf1 , ax=ax1 , shrink =0.5, aspect =10)

ax2 = fig.add_subplot (132, projection='3d')

surf2 = ax2.plot_surface(Y2 , Z2, W_yz , cmap='plasma ', edgecolor='k',

linewidth =0.1)

ax2.set_title(" ␣$w(0,␣y,␣z)$,␣ ")

ax2.set_xlabel("y")

ax2.set_ylabel("z")

ax2.set_zlabel("w,␣ ")

fig.colorbar(surf2 , ax=ax2 , shrink =0.5, aspect =10)

ax3 = fig.add_subplot (133, projection='3d')

surf3 = ax3.plot_surface(X3 , Z3, SigmaXZ , cmap='inferno ', edgecolor='k',

linewidth =0.1)

ax3.set_title(" ␣$\sigma_x(x,␣z)$")

ax3.set_xlabel("x")

ax3.set_ylabel("z")

ax3.set_zlabel(r"$\sigma_x$")

fig.colorbar(surf3 , ax=ax3 , shrink =0.5, aspect =10)

plt.tight_layout ()

plt.show()
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