
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

Факультет математики, фiзики та iнформацiйних технологiй

Кафедра математичного аналiзу

Квалiфiкацiйна робота

на здобуття ступеня вищої освiти «бакалавр»

«Спiввiдношення мiж середнiми степеневого порядку»

«The ratio between the averages of degree order»

Виконав: здобувач денної форми навчання
спецiальностi 111 Математика
Освiтня програма «Математика»
Тюртюбек Арсенiй Максимович

Керiвник: доктор фiз.-мат. наук, проф. Кореновський А. О.
Рецензент: канд. фiз.-мат. наук, доц. Шанiн Р.В.

Рекомендовано до захисту:

Протокол засiдання кафедри

№ вiд 2023 р.

Завiдувач кафедри

Захищено на засiданнi ЕК №

Протокол № вiд 2023 р.

Оцiнка / /

Голова ЕК

Одеса — 2023 р.



2

ЗМIСТ

Вступ 3

1 Iнтегральнi середнi 4
1.1 Допомiжнi теореми . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Нерiвнiсть Гельдера для iнтегралiв та двох функцiй . . . . . 6
1.3 Iнтегральнi середнi функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4 Iнтегральне середнє геометричне функцiї . . . . . . . . . . . 15
1.5 Iнтегральнi середнi нескiнченного порядку . . . . . . . . . . 20
1.6 Загальнi властивостi iнтегральних середнiх функцiї . . . . . 23

Висновок 27

Список лiтератури 28



3

ВСТУП

У роботi будуть розглядатися та дослiджуватися iнтегральнi середнi
функцiї на множинi. Розглянеться взаємодiя мiж середнiми рiзного поряд-
ку та поводження середнiх вiдносно порядку, для фiксованої функцiї та
множини iнтегрування.

Середнi значення використовуються в багатьох прикладних галузях
наук, наприклад, у статистицi. Iснують середнi нескiнченних послiдовностей,
нескiнченних послiдовностей та середнi функцiй. Кожне с цих середнiх є
продовженням попередньої: вiд скiнчених множин до зчисленних множин
та незчисленних множин. Тому середнi функцiї мають важливу роль в
прикладних галузях, де аналiзують функцiї та їх властивостi.

У роботi будуть розглянутi середнi дiйсних порядкiв з нескiнченно-
стями включно. Розглянуться такi спiввiдношення, як монотонне зростання
середнього вiдносно порядку, неперервнiсть середнiх по порядку, обмеже-
нiсть середнiх чи необмеженнiсть середнiх. Також будуть розглянутi рiзнi
граничнi випадки середнiх, а саме бiля порядку нуля, та порядкiв нескiн-
ченностi.
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РОЗДIЛ 1

IНТЕГРАЛЬНI СЕРЕДНI

У цiй роботi розглядаються функцiї, якi є скiнченнi майже скрiзь,
додатнi майже скрiзь та вимiрнi на деякiй множинi 𝐸 ⊂ R1. Параметр 𝑟 —
дiйсне число. Множина 𝐸 вимiрна за Лебегом, обмежена та має додатну
скiнченну мiру. Усi iнтеграли є iнтегралами Лебега, якщо не сказано про-
тилежне. Також з розгляду виключенi функцiї, якi еквiвалентнi нулю на
деякiй не нульовiй пiдмножинi множини 𝐸.

Iнтеграли Лебега вiд невiд’ємної функцiї можуть бути розбiжними,
тодi будемо вважати, що цi iнтеграли дорiвнюють +∞. У випадках, коли

отримаємо
1

+∞
, будемо вважати, що

1

+∞
= 0. Також будемо вважати, що

exp(−∞) = 0 та exp(+∞) = +∞.

Допомiжнi теореми

Розглянемо декiлька допомiжних теорем.

Теорема 1.1 ([1, c. 84]). Нехай 𝑓(𝑥) невiд’ємна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] функцiя
та сумовна за Рiманом на будь якому вiдрiзку [𝑎+ 𝜀; 𝑏], де 0 < 𝜀 < 𝑏. Далi
нехай невласний iнтеграл Рiмана

𝐼 = lim
𝜀→0

𝑏∫︁
𝑎+𝜀

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

iснує та скiнченний. Тодi 𝑓(𝑥) сумовна та∫︁
[𝑎;𝑏]

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐼.
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Доведення. Оскiльки iнтеграл Лебега вiд невiд’ємної, обмеженої та вимiрної
функцiї дорiвнює iнтегралу Рiмана вiд цiєї функцiї на деякому вiдрiзку, то
отримаємо

∫︁
[𝑎+𝜀;𝑏]

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎+𝜀

𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

де злiва iнтеграл Лебега та справа iнтеграл Рiмана. Далi введемо наступнi
функцiї

𝑓𝑘(𝑥) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑎+ (𝑏− 𝑎)/𝑘)

𝑓(𝑥), якщо 𝑥 ∈ [𝑎+ (𝑏− 𝑎)/𝑘; 𝑏]
.

Розглянемо послiдовнiсть функцiї 𝑓𝑘(𝑥), де 𝑘 ∈ N. Оскiльки послiдовнiсть
функцiї {𝑓𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 є такою, що 𝑓𝑘+1(𝑥) ⩾ 𝑓𝑘(𝑥), то за теоремою Левi про
монотонну збiжнiсть для невiд’ємних функцiї[1, c. 66] отримаємо, що

lim
𝑘→∞

∫︁
[𝑎;𝑏]

𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
[𝑎;𝑏]

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

А з того, що

∫︁
[𝑎;𝑏]

𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
[𝑎+𝑏/𝑘;𝑏]

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎+𝑏/𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

отримаємо результат теореми.
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Теорема 1.2 ([2, с. 29]). Нехай дано два невiд’ємних числа 𝑎 та 𝑏, та два

числа 𝑝, 𝑞 такi, що 𝑝, 𝑞 > 1 та
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. Тодi

𝑎𝑏 ⩽
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
, (1.1)

при тому рiвнiсть можлива тодi i тiльки тодi, коли 𝑎𝑝 = 𝑏𝑞.

Доведення. Нехай 𝑎𝑏 > 0. Розглянемо ln
(︂
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞

)︂
, оскiльки логарифмiчна

функцiє є опуклою догори[3, c. 138], то ln(𝛼𝑥+(1−𝛼)𝑦) ⩾ 𝛼 ln𝑥+(1−𝛼) ln 𝑦,

для 𝑥, 𝑦 > 0 та 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 1. Позначимо 𝛼 =
1

𝑝
, 𝑥 = 𝑎𝑝 та 𝑦 = 𝑏𝑞. Тодi

ln

(︂
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞

)︂
⩾

ln 𝑎𝑝

𝑝
+

ln 𝑏𝑞

𝑞
= ln 𝑎𝑏.

Оскiльки логарифмiчна функцiя монотонно зростає на своїй множинi ви-

значення, то 𝑎𝑏 ⩽
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
. Випадок для 𝑎𝑏 = 0, де один з множникiв не є

нулем, є очевидним.

Розглянемо випадки рiвностi. Випадок для 𝑎 = 0 та 𝑏 = 0 є очевидним.

Нехай 𝑎𝑝 = 𝑏𝑞, тодi отримаємо злiва 𝑎1+𝑝/𝑞 = 𝑎𝑝 та справа
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑎𝑝

𝑞
= 𝑎𝑝,

таким чином рiвнiсть доведено.

Нехай тепер 𝑎𝑏 =
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
. Оскiльки логарифмiчна функцiя є строго опу-

клою догори[3, c. 138] на множинi визначення, то у нерiвностi ln
(︂
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞

)︂
⩾

⩾
ln 𝑎𝑝

𝑝
+

ln 𝑏𝑞

𝑞
рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли 𝑎𝑝 = 𝑏𝑞, то отри-

маємо, що з рiвностi 𝑎𝑏 =
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
слiдує, що 𝑎𝑝 = 𝑏𝑞.

Перша теорема допоможе при знаходженнi значень iнтегралiв, друга
у доведенi нерiвностi Гельдера.

Нерiвнiсть Гельдера для iнтегралiв та двох функцiй

Означення 1.1. Функцiї 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) називають пропорцiйними, якщо 𝐴𝑓(𝑥) =
= 𝐵𝑔(𝑥) майже скрiзь та обидвi константи 𝐴, 𝐵 не дорiвнюють нулю.
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Далi розглянемо теорему, яка допоможе у доведенi теорем про середнi.

Теорема 1.3 ([2, c. 169]). Нехай 𝑝, 𝑞 > 1, такi що
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, та функцiї

𝑓 𝑝(𝑥) та 𝑔𝑞(𝑥) сумовнi на множинi 𝐸. Тодi

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ⩽

(︂∫︁
𝐸

𝑓 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

)︂1
𝑝
(︂∫︁

𝐸

𝑔𝑞(𝑥)𝑑𝑥

)︂1
𝑞 ,

при тому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли одна з функцiй
еквiвалентна нулю або функцiї 𝑓 𝑝(𝑥) та 𝑔𝑞(𝑥) є пропорцiйними.

Доведення. Розглянемо доведення нерiвностi. Нехай функцiї не еквiвалентнi
нулю, тодi iнтеграли Лебега додатнi, тому з теореми 1.2:∫︀

𝐸 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥(︀∫︀
𝐸 𝑓 𝑝(𝑡)𝑑𝑡

)︀1/𝑝 (︀∫︀
𝐸 𝑔𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︀1/𝑞 =

=

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)(︀∫︀
𝐸 𝑓 𝑝(𝑡)𝑑𝑡

)︀1/𝑝 𝑔(𝑥)(︀∫︀
𝐸 𝑔𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︀1/𝑞𝑑𝑥 ⩽

⩽
∫︁
𝐸

(︃
𝑓 𝑝(𝑥)

𝑝
(︀∫︀

𝐸 𝑓 𝑝(𝑡)𝑑𝑡
)︀ + 𝑔𝑞(𝑥)

𝑞
(︀∫︀

𝐸 𝑔𝑞(𝑡)𝑑𝑡
)︀)︃ 𝑑𝑥 =

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

Причому рiвнiсть можлива тодi i тiльки тодi, коли
𝑓 𝑝(𝑥)(︀∫︀

𝐸 𝑓 𝑝(𝑡)𝑑𝑡
)︀ =

=
𝑔𝑞(𝑥)(︀∫︀

𝐸 𝑔𝑞(𝑡)𝑑𝑡
)︀ майже скрiзь, тобто функцiї 𝑓 𝑝(𝑥) та 𝑔𝑞(𝑥) пропорцiйнi.

Далi доведемо рiвнiсть, якщо одна з функцiї еквiвалентна нулю. У
цьому випадку iнтеграл злiва дорiвнює нулю, та добуток справа дорiвнює
нулю, оскiльки один з iнтегралiв дорiвнює нулю. Таким чином доведена
рiвнiсть якщо одна з функцiї еквiвалентна нулю.

Помiтимо, що у доведеннi нерiвностi було дiлення лiвої частини не-
рiвностi на праву, тому залишилося довести, що з того, що права частина
дорiвнює нулю, а значить лiва частина теж, слiдує, що функцiї 𝑓 𝑝(𝑥) та
𝑔𝑞(𝑥) пропорцiйнi чи одна з них еквiвалентна нулю. Оскiльки права частина
дорiвнює нулю, то один з множникiв дорiвнює нулю, значить один з iнте-
гралiв у правiй частинi дорiвнює нулю. Це можливо тодi i тiльки тодi, коли
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пiдiнтегральна функцiя еквiвалентна нулю. Тим самим доведення випадкiв
рiвностi завершено.

Теорема 1.3 має назву нерiвнiсть Гельдера.

Теорема 1.4 ([2, c. 170]). Нехай 0 < 𝑝 < 1 та
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. Нехай функцiї

𝑓 𝑝(𝑥), 𝑔𝑞(𝑥) та 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) сумовнi на множинi 𝐸, де
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. Тодi

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ⩾

(︂∫︁
𝐸

𝑓 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

)︂1/𝑝(︂∫︁
𝐸

𝑔𝑞(𝑥)𝑑𝑥

)︂1/𝑞

,

та рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли 𝑓 𝑝(𝑥) та 𝑔𝑞(𝑥) пропор-
цiйнi або 𝑓(𝑥) еквiвалентна нулю функцiя.

Доведення. Використати нерiвнiсть Гельдера неможливо оскiльки один з

коефiцiєнтiв вiд’ємний. Нехай 0 < 𝑝 < 1, 𝑙 =
1

𝑝
та

1

𝑚
= 1− 1

𝑙
, тодi 𝑙,𝑚 > 1.

зробимо замiну: 𝑓(𝑥) = (𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))𝑙, 𝑔(𝑥) = 𝑣−𝑙(𝑥), тодi 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑢𝑙(𝑥),
𝑓 𝑝(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥), 𝑔𝑞(𝑥) = 𝑣𝑚(𝑥). Тодi 𝑢(𝑥) та 𝑣(𝑥) визначенi майже для всiх
𝑥 ∈ 𝐸. Використавши нерiвнiсть Гельдера отримаємо:∫︁

𝐸

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 ⩽

(︂∫︁
𝐸

𝑢𝑙(𝑥)𝑑𝑥

)︂1/𝑙(︂∫︁
𝐸

𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥

)︂1/𝑚

,

повернемося до замiни та отримаємо:∫︁
𝐸

𝑓 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 ⩽

(︂∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

)︂𝑝(︂∫︁
𝐸

𝑔𝑞(𝑥)𝑑𝑥

)︂1−𝑝

,

при тому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли 𝑢𝑙(𝑥) та 𝑣𝑚(𝑥) про-
порцiйнi чи 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) еквiвалентна нулю. Оскiльки 𝑢𝑙(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) та
𝑣𝑚(𝑥) = 𝑔𝑞(𝑥) пропорцiйнi, тодi

𝐴𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑔𝑞(𝑥)

𝐴𝑓(𝑥) = 𝐵𝑔𝑞−1(𝑥)

𝐴𝑝𝑓 𝑝(𝑥) = 𝐵𝑝𝑔𝑞(𝑥).
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Таким чином 𝑓 𝑝(𝑥) та 𝑔𝑞(𝑥) пропорцiйнi. Оскiльки 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) = 𝑓 𝑝(𝑥) еквiва-
лентна нулю, то 𝑓(𝑥) еквiвалента нулю. Оскiльки

∫︀
𝐸 𝑔𝑞(𝑥)𝑑𝑥 не дорiвнює

нулю, то нерiвнiсть можливо переписати у шуканому виглядi.

Якщо у теоремi взяти 𝑝 < 0, то отримаємо, що 0 < 𝑞 < 1, i таким
чином, теорема виконується i у цьому випадку. Цю теорему ще називають
нерiвнiсть Гельдера для вiд’ємного показника.

Взагалi можна розглядати нерiвнiсть Гельдера для вiд’ємного показни-
ка для розбiжних iнтегралiв. Якщо iнтеграл вiд функцiї 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) розбiжний,
а два iншi сумовнi, то нерiвнiсть виконується у виглядi +∞ > 𝑐, де 𝑐 —
деяке скiнченне число. Випадок, коли iнтеграл вiд 𝑓 𝑝(𝑥), де 𝑝 < 0, дорiвнює
нулю виключено, так як для цього потрiбно, щоб 𝑓 𝑝(𝑥) ≡ 0, а значить 𝑓(𝑥)

є нескiнченною функцiєю на множинi додатної мiри, а цi функцiї виклю-
чено з розгляду. Якщо розбiгається iнтеграл вiд функцiї 𝑔𝑞(𝑥) та 𝑓 𝑝(𝑥), де
𝑞 < 0, то отримаємо вираз +∞ · 0, що не має сенсу. Якщо iнтеграл вiд 𝑔𝑞(𝑥)

розбiгається, а iнтеграл вiд 𝑓 𝑝(𝑥) збiгається, то нерiвнiсть прийме вигляд
𝑐 ⩾ 0, де 0 ⩽ 𝑐 ⩽ +∞, при тому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi,
коли 𝑓(𝑥) еквiвалентна нулю.

Iнтегральнi середнi функцiї

Означення 1.2. Середнiм функцiї 𝑓 порядку 𝑟 ≠ 0 на множинi 𝐸 називає-
ться число:

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) =

(︂∫︀
𝐸 𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂1/𝑟

,

де |𝐸| — мiра множини 𝐸.

Помiтимо, що 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) може приймати скiнченнi значення або не-
скiнченнiсть. Якщо

∫︀
𝐸 𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = +∞, то з домовленостей отримаємо, що

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = +∞, якщо 𝑟 > 0, та 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = 0, якщо 𝑟 < 0. Таким чином, у
широкому сенсi iнтегральнi середнi можуть приймати будь-яке невiд’ємне
значення чи нескiнченнiсть.

Знайдемо середнi для функцiї, еквiвалентної константi. Нехай 𝑓(𝑥) ≡ 𝐶,
де 𝐶 ̸= 0, на довiльнiй не нульовiй множинi 𝐸. Очевидно 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = 𝐶 для
усiх 𝑟 ̸= 0.



10

Як приклад наведемо наступну теорему:

Теорема 1.5. Нехай задана додатна, вимiрна функцiя 𝑓(𝑥) на множинi
𝐸. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) обмежена та вiддiлена вiд нуля майже скрiзь, то
для неї середнi приймають додатнi значення для будь-якого порядку.

Доведення. Нехай 0 < 𝐴 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝐵 < +∞ майже скрiзь. Розпочнемо з
розгляду для 𝑟 > 0. Iнтеграли вiд 𝑓 𝑟(𝑥) сумовнi, оскiльки 𝑓 𝑟(𝑥) ⩽ 𝐵𝑟 та
𝑓 𝑟(𝑥) вимiрна функцiя. Та оскiльки 0 < 𝑓 𝑟(𝑥), значить для будь якого 𝑟 > 0

середнi додатнi.

Розглянемо для 𝑟 < 0. Так як функцiя 𝑓(𝑥) вiддiлена вiд нуля, то
𝑓 𝑟(𝑥) ⩽ 𝐴𝑟, та 𝑓 𝑟(𝑥) вимiрна. Тодi iнтеграли вiд 𝑓 𝑟(𝑥) сумовнi. Таким чином
середнi iснують та скiнченi для будь якого 𝑟 < 0. Оскiльки 0 < 𝑓 𝑟(𝑥), то
середнi для будь якого порядку 𝑟 < 0 додатнi.

Таким чином для функцiї 𝑓(𝑥) iснують середнi будь якого порядку та
при тому додатнi.

Для середнiх iснує наступний очевидний зв’язок мiж додатними сере-
днiми та вiд’ємними середнiми:

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) =
1

𝑀−𝑟(1/𝑓,𝐸)
. (1.2)

Ця рiвнiсть допоможе у доведенi теорем для середнiх вiд’ємного по-
рядку.

Далi розглянемо теорему, яка покаже, що середнi iснують для порядкiв
з iнтервалiв чи напiвiнтервалiв, якщо iснує хоч одне середнє ненульового
порядку:

Теорема 1.6 ([2, с. 174]). Якщо для деякого 0 < 𝑠 < +∞(−∞ < 𝑠 < 0)
𝑀𝑠(𝑓,𝐸) скiнченне(додатне), то усi середнi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) скiнченнi(додатнi)
для 0 < 𝑟 < 𝑠(𝑠 < 𝑟 < 0).

Доведення. Розглянемо випадок для 0 < 𝑠 < +∞. Буде виконана наступна
нерiвнiсть 𝑓(𝑥)𝑟 < 1 + 𝑓(𝑥)𝑠, для усiх 0 < 𝑟 < 𝑠 та 𝑥 ∈ 𝐸. З iснування
𝑀𝑠(𝑓,𝐸) випливає, що

∫︀
𝐸 𝑓 𝑠(𝑥)𝑑𝑥 сумовна. Тодi

∫︀
𝐸(1 + 𝑓 𝑟(𝑥))𝑑𝑥 сумовна.
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Звiдки отримаємо, що iнтеграл
∫︀
𝐸 𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 сумовний, а значить 𝑀𝑟(𝑓,𝐸)

приймає скiнченнi значення.

Розглянемо випадок для −∞ < 𝑠 < 0. Оскiльки 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) додатне, то
значить, що iнтеграл

∫︀
𝐸 𝑓 𝑠(𝑥)𝑑𝑥 сумовний та не дорiвнює нулю. Це значить,

що якщо 𝑓(𝑥) дорiвнює нулю, то тiльки на деякiй множинi нульової мiри.

Далi розглянемо функцiю: 𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
. Тодi

∫︀
𝐸 𝑔−𝑠(𝑥)𝑑𝑥 сумовне та додатне,

тодi можливо використати першу частину доведення теореми, i отримати,
що для 𝑔(𝑥) iснують середнi для 0 < −𝑟 < −𝑠. Далi отримаємо з рiвностi
(1.2), що 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) iснують для 𝑠 < 𝑟 < 0 i є додатними.

Висновком з цiєї теорему буде: якщо для деякого 𝑠 > 0 середнє
нескiнченне, то середнi для 𝑟 > 𝑠 нескiнченнi. Якщо для деякого 𝑠 < 0

середнє дорiвнює нулю, то для 𝑟 < 𝑠 середнi дорiвнюють нулю.

Розглянемо приклад функцiй, для якої середнi є нескiнченнiстю для
деякого додатного порядку, чи нуль для деякого вiд’ємного порядку. Нехай
𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼 на iнтервалi 𝐸 = (0; 1), де 𝛼 > 0. Використаємо теорему 1.1:

∫︁
(0;1)

𝑥𝑟𝛼𝑑𝑥 =

1∫︁
0

𝑥𝑟𝛼𝑑𝑥.

Останiй iнтеграл iснує для 𝑟𝛼 > −1. Таким чином, для 𝑟 > −1/𝛼. Розгля-
немо для 𝑟 = −1/𝛼: ∫︁

(0;1)

1

𝑥
𝑑𝑥 ⩾

∫︁
(𝜀;1)

1

𝑥
𝑑𝑥 = − ln 𝜀,

де 0 < 𝜀 < 1. При 𝜀 близьких до нуля, − ln 𝜀 прямує до нескiнченностi.
Таким чином середнє порядку 𝑟 = −1/𝛼 дорiвнює нулю. З висновку до
теореми 1.6 отримаємо, що середнi для 𝑟 < −1/𝛼 дорiвнюють нулю. Якщо
𝛼 < 0, то отримаємо, що середнi додатнi для 𝑟 < −1/𝛼 та 𝑟 ̸= 0, та при
𝑟 ⩾ −1/𝛼 середнi дорiвнюють +∞.

Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽, де 𝛼 > 0 та 𝛽 < 0. Помiтемо
що для 𝑟 > 0 функцiя 𝑥𝑟𝛼 обмежена. Також для 𝑟 < 0 функцiя (1 − 𝑥)𝛽

обмежена. Тодi, використавши попереднiй приклад, отримаємо, що середнi
додатнi для −1/𝛼 < 𝑟 < 0 чи 0 < 𝑟 < −1/𝛽, та при 𝑟 < −1/𝛼 дорiвнюють
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нулю, та при 𝑟 > −1/𝛽 дорiвнюють нескiнченностi.

Розглянемо функцiї 𝑓(𝑥) = (1− 𝑥)𝛽 ln2𝛽(2/(1− 𝑥)) на 𝐸 = (0; 1), де
𝛽 < 0. Для 𝑟 = −𝛽 маємо

∫︀
(0;1) 𝑓

𝑏(𝑥)𝑑𝑥 =
∫︀
(0;1)(1 − 𝑥)−1 ln−2(2/(1 − 𝑥))𝑑𝑥.

Далi по теоремi 1.1 перейдемо до iнтеграла Рiмана:

1∫︁
0

(1− 𝑥)−1 ln−2(2/(1− 𝑥))𝑑𝑥 =

⎡⎢⎢⎣ 𝑧 = ln

(︂
2

1− 𝑥

)︂
𝑑𝑧 =

1

1− 𝑥
𝑑𝑥

𝑥 → 0 𝑧 → ln 2 𝑥 → 1 𝑧 → +∞

⎤⎥⎥⎦ =

=

+∞∫︁
ln 2

1

𝑧2
𝑑𝑧 =

−1

𝑧

⃒⃒⃒⃒+∞

ln 2

=
1

ln 2
.

Отримаємо, що середнє скiнченне для 𝑟 = −𝛽, а значить для 0 < 𝑟 < −𝛽 за
теоремою 1.6. Для вiд’ємних порядкiв функцiя є обмеженою на 𝐸, а значить
усi середнi вiд’ємного порядку додатнi. Таким чином, для цих функцiй
середнi скiнченнi для порядкiв з напiвiнтервалу (0; 𝑏], а для усiх вiд’ємних
порядкiв додатнi.

Далi розглянемо функцiї 𝑥𝛼 ln2𝛼 (2/𝑥) на 𝐸 = (0; 1), де 𝛼 > 0. Анало-
гiчно, як i з попереднiм прикладом отримаємо, що для додатних порядкiв
середнi скiнченнi та середнi додатнi для порядкiв з [−𝑎; 0).

Далi, об’єднавши два попереднi приклади, отримаємо функцiї 𝑓(𝑥) =
𝑥𝛼 ln2𝛼 (2/𝑥) (1−𝑥)𝛽 ln2𝛽(2/(1−𝑥)) на 𝐸 = (0; 1), де 𝛼 > 0 та 𝛽 < 0. Так як
для додатних порядкiв множник 𝑥𝛼 ln2𝛼 (2/𝑥) є обмеженим, то на нескiнчен-
нiсть iнтеграла вiн не впливає, аналогiчно з множником (1− 𝑥)𝛽 ln2𝛽(2/(1−
𝑥)) для вiд’ємних порядкiв. Таким чином, скориставшись результатами
попереднiх прикладiв, отримаємо, що для порядкiв 𝑟 ∈ [−1/𝛼;−1/𝛽] ∖ 0
середнi додатнi, та для 𝑟 > −1/𝛽 середнi нескiнченнi, та для 𝑟 < −1/𝛼

середнi дорiвнюють нулю.

Далi розглянемо теорему, яка покаже, що iнтегральнi середнi — це
зростаюча функцiя вiдносно порядку, при незмiннiй функцiї та множинi
iнтегрування.
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Теорема 1.7 ([2, с. 173]). Нехай виключено випадок, коли 𝑓(𝑥) = 𝐶

майже скрiзь, де 0 < 𝐶 < +∞. Якщо 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) iснує при 𝑠 ̸= 0, тодi
𝑀𝑟(𝑓,𝐸) < 𝑀𝑠(𝑓,𝐸)(𝑀𝑠(𝑓,𝐸) < 𝑀𝑟(𝑓,𝐸)) для 0 < 𝑟 < 𝑠(𝑠 < 𝑟 < 0).

Доведення. Розглянемо випадок коли 𝑠 додатне. Нехай 𝑠 = 𝑟𝑝, де 𝑝 > 1,
тодi за нерiвнiстю Гельдера для iнтегралiв маємо:(︂∫︀

𝐸 1 · 𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂1/𝑟

=

(︂∫︁
𝐸

1 · 𝑓
𝑟(𝑥)

|𝐸|
𝑑𝑥

)︂1/𝑟

<

<

(︃(︂∫︁
𝐸

(︂
𝑓 𝑟(𝑥)

|𝐸|

)︂𝑝

𝑑𝑥

)︂1/𝑝(︂∫︁
𝐸

1𝑞𝑑𝑥

)︂1/𝑞
)︃1/𝑟

=

(︂∫︀
𝐸 𝑓 𝑠(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂1/𝑠

.

Притому рiвнiсть можлива тодi i тiльки тодi, коли 𝑓 𝑠(𝑥) = 𝐶 майже
скрiзь, а цей випадок виключено. З означення середнiх отримаємо, що
𝑀𝑟(𝑓,𝐸) < < 𝑀𝑠(𝑓,𝐸). Тому теорема доведена для додатних 𝑟.

Розглянемо вiд’ємне 𝑠. Введемо замiну 𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
, помiтимо, що

𝑓(𝑥) може дорiвнювати нулю тiльки на множинi нульової мiри. Тодi для
𝑔(𝑥) iснує скiнченне 𝑀−𝑠(𝑔,𝐸). Використаємо першу частину доведення та

повернемося до замiни 𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
, отримаємо 𝑀−𝑟(1/𝑓,𝐸) < 𝑀−𝑠(1/𝑓,𝐸)

для 0 < −𝑟 < −𝑠. Далi використаємо (1.2) та отримаємо, що 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) <

< 𝑀𝑟(𝑓,𝐸).

Ця теорема показує, що якщо брати iнтегральнi середнi у вузькому
сенсi (без нескiнченно великих iнтегралiв, а значить, без середнiх, якi
дорiвнюють нескiнченностi чи нулю) та без константної функцiї, то вiдносно
порядку середнi є строго зростаюча функцiя. Якщо додати граничнi випадки,
то середнi можуть дорiвнювати одне одному тiльки, якщо вони приймають
значення нескiнченнiсть чи нуль.

Проблема визначення середнього для 𝑟 = 0. Iснують наступнi про-
блеми, якщо ми визначимо це як для 𝑟 ̸= 0. Перша пов’язана з 𝑓 0, тобто
якщо 𝑓 скiнченна на множинi, то це означає, що 𝑓 0 = 1, тобто незалежно
вiд функцiї iнтеграл буде один i той самий. Друга з розумiнням 1/0: якщо
припустити, що це нескiнченно велика величина, то середнє має мало сенсу,
оскiльки отримаємо невизначенiсть 1∞. Тому визначення середнього для
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𝑟 = 0, виконується по iншому.

Розглянемо наступний вираз:

exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
.

Оскiльки ln 𝑓 , не завжди є невiд’ємною функцiєю, то проблеми збiжно-
стi iнтеграла бiльш складна. Розглянемо

∫︀
𝐸 ln+ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 та

∫︀
𝐸 ln− 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, де

ln+ 𝑓(𝑥) = max(0; ln(𝑓(𝑥))) та ln− 𝑓(𝑥) = min(0; ln(𝑓(𝑥))). Можуть бути чо-
тири варiанти: обидва iнтеграла iснують та кiнцевi, перший +∞ та другий
скiнчений, перший скiнчений другий −∞, перший +∞ та другий −∞. У пер-
шому випадку iнтеграл iснує та скiнченний, у другому можливо позначити∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = +∞ та вираз дорiвнює +∞, у третьому

∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −∞

та вираз дорiвнює 0, у останньому вираз не має сенсу, притому 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) та

𝑀𝑟

(︂
1

𝑓
,𝐸

)︂
для усiх 𝑟 > 0 нескiнченно великi та для усiх 𝑟 < 0 дорiвнюють

нулю.

Розглянемо наступну важливу теорему:

Теорема 1.8 ([2, с. 168]). Якщо для деякого 𝑟 > 0 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) скiнчено, то

lim
𝑟→0+

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = = exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
. Та якщо для деякого 𝑟 < 0 𝑀𝑟(𝑓,𝐸)

додатне, то lim
𝑟→0−

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
.

Доведення. Iз теореми 1.6 виходить, що усi середнi 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) iснують для
0 < 𝑠 < 𝑟(𝑟 < 𝑠 < 0). Має мiсце наступний вираз для 0 < 𝑟:

ln exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
⩽ ln𝑀𝑟(𝑓,𝐸) =

1

𝑟
ln𝑀1(𝑓

𝑟,𝐸) ⩽
1

𝑟
(𝑀1(𝑓

𝑟,𝐸)− 1) .

Звiдки lim
𝑟→0+

1

𝑟
(𝑀1(𝑓

𝑟,𝐸)− 1) = 𝑀1(ln 𝑓,𝐸) = ln exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
. Отри-

маємо теорему для 𝑟 > 0.

Для 𝑟 < 0 введемо замiну 𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
, тодi за першою частиною

доведення lim
𝑟→0−

𝑀−𝑟(𝑔,𝐸) = exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
. Повертаємося до замiни
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𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
та з (1.2) отримаємо: lim

𝑟→0−
𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
.

Теорема 1.8 показує, що iснує вираз, до якого збiгаються злiва чи
справа середнi при порядку спрямованому до 0. Таким чином, можна ввести
середнє нульового порядку.

Iнтегральне середнє геометричне функцiї

Означення 1.3. Середнiм геометричним функцiї 𝑓 на множинi 𝐸 називає-
ться число, яке знаходиться за формулою:

𝑀0(𝑓,𝐸) = exp

(︂∫︀
𝐸 ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

|𝐸|

)︂
.

Середнiм геометричним функцiї 𝑓 на множинi 𝐸 за теоремою 1.11
𝑀0(𝑓,𝐸) називають середнiм порядку 0.

Звернемо увагу, що 𝑀0(𝑓,𝐸) може бути скiнченим та для усiх 𝑟 > 0

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = +∞, також, що 𝑀0(𝑓,𝐸) може вiдрiзнятися вiд нуля та для усiх
𝑟 < 0 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = 0.

Наведемо приклади. Почнемо з функцiї 𝑓(𝑥) = 𝐶 майже скрiзь, де
0 < 𝐶 < +∞. Очевидно, що середнє геометричне дорiвнює 𝐶.

Повернемося до вимiрних, обмеженних та вiддiлених функцiй 𝑓(𝑥)

майже скрiзь. Оскiльки 0 < 𝐴 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝐵 < +∞ майже скрiзь, то
ln𝐴 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ ln𝐵. Таким чином iнтеграли вiд додатної та вiд’ємної
частини функцiї ln 𝑓(𝑥) сумовнi. Таким чином середнє геометричне iснує
та додатне.

Далi розглянемо функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼(1 − 𝑥)𝛽 на iнтервалi 𝐸 = (0; 1).
Для 𝑟 = 0 маємо ln𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽 = 𝛼 ln𝑥+ 𝛽 ln (1− 𝑥). На 𝐸 (𝛼) ln𝑥 < 0 та
𝛽 ln (1− 𝑥) > 0. З теореми 1.1 отримаємо, що∫︁

𝐸

−𝛼 ln𝑥𝑑𝑥 = 𝛼

та ∫︁
𝐸

𝛽 ln (1− 𝑥)𝑑𝑥 = −𝛽.
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Отримаємо, що середнє геометричне iснує та дорiвнює exp (−𝛽 − 𝛼). Таким
чином для 𝑓(𝑥) на 𝐸 середнi додатнi для порядкiв 𝑟 ∈ (−1/𝛼;−1/𝛽).

Наступна функцiя 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼 ln2𝛼 (2/𝑥) (1− 𝑥)𝛽 ln2𝛽(2/(1− 𝑥)) на 𝐸 =

(0; 1). Маємо ln 𝑓(𝑥) = 𝛼 ln𝑥+𝛽 ln (1− 𝑥)+2𝛼 ln ln(2/𝑥)+2𝛽 ln ln(2/(1−𝑥)).
Розглянемо кожен доданок окремо. Для перших двох доданкiв iнтеграли
iснують та дорiвнюють −𝛼 та −𝛽 вiдповiдно. Розглянемо третiй. Функцiя
приймає додатнi та вiд’ємнi значення на iнтервалах (2/𝑒; 1) та (0; 2/𝑒)

вiдповiдно. На iнтервалi (2/𝑒; 1) функцiя обмежена, а тому iнтеграл Лебега
iснує та скiнчений. З теореми 1.1 отримаємо:

2/𝑒∫︁
0

2𝛼 ln ln
2

𝑥
𝑑𝑥 =

⎡⎢⎣ 𝑢 = ln ln
2

𝑥
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥

𝑑𝑢 = −1

𝑥
ln

2

𝑥
𝑣 = 𝑥

⎤⎥⎦ =

= 2𝛼

⎛⎜⎝𝑥 ln ln
2

𝑥

⃒⃒⃒⃒2/𝑒
0

+

2/𝑒∫︁
0

ln
2

𝑥
𝑑𝑥

⎞⎟⎠ = 2𝛼

2/𝑒∫︁
0

ln
2

𝑥
𝑑𝑥 =

⎡⎢⎣ 𝑢 = ln
2

𝑥
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥

𝑑𝑢 = −1

𝑥
𝑣 = 𝑥

⎤⎥⎦ =

= 2𝛼

⎛⎜⎝𝑥 ln
2

𝑥

⃒⃒⃒⃒2/𝑒
0

+

2/𝑒∫︁
0

𝑑𝑥

⎞⎟⎠ =
8𝛼

𝑒
.

Для iнтеграла вiд’ємної частини функцiї аналогiчно отримаємо 2𝛼 ln ln 2 +

+ 2𝛼 ln 2 − 8𝛼

𝑒
. Тодi iнтеграл вiд цiєї функцiї дорiвнює 2𝛼(ln ln 2 + ln 2).

Тепер розглянемо четвертий доданок. Функцiя приймає додатнi та вiд’ємнi
значення на iнтервалах (0; 1− 2/𝑒) та (1− 2/𝑒; 1) вiдповiдно. Помiтимо, що
iнтеграли можна звести до тих самим iнтегралiв, що були у третьому додан-
ку, замiною 𝑡 = 1− 𝑥. Таким чином отримаємо, що iнтеграл вiд четвертого
доданку дорiвнює 2𝛽(ln ln 2+ln 2). Отримаємо, що геометричне середнє iснує
та дорiвнює exp (−𝛽 − 𝛼 + (ln ln 2 + ln 2) (2𝛼− 2𝛽)). Таким чином отрима-
ли, що для цих функцiй середнi додатнi на вiдрiзку [−1/𝛼;−1/𝛽], де 𝛼 > 0

та 𝛽 < 0.

Таким чином були розглянутi середнi, для яких середнє порядку нуль
додатне разом з середнiм додатного чи вiд’ємного порядку. Далi розглянемо
функцiї для яких середнє геометричне дорiвнює нулю, нескiнченностi та
середнє геометричне не має сенсу.
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Спочатку розглянемо випадок, коли середнє геометричне дорiвнює

+∞ чи 0. Для 𝑓(𝑥) = 𝑒1/𝑥 на 𝐸 = (0; 1) маємо ln 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
. Ця функцiя

додатна, а тому iнтеграл вiд вiд’ємної частини дорiвнює нулю. А iнтеграл∫︀
𝐸

1

𝑥
𝑑𝑥 iснує та є нескiнченним. Таким чином середнє геометричне дорiвнює

+∞ для функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑒1/𝑥 на 𝐸 = (0; 1). Для 𝑓(𝑥) = 𝑒−1/𝑥 на 𝐸 =

(0; 1), аналогiчно попередньому, але тепер iнтеграл вiд вiд’ємної частини
нескiнченний. Таким чином, середнє геометричне дорiвнює 0 для функцiї
𝑓(𝑥) = 𝑒−1/𝑥 на 𝐸 = (0; 1).

Далi розглянемо функцiю, для якої середнє геометричне не має сен-

су, та усi не нульовi середнi не iснують. Для 𝑓(𝑥) = exp

(︂
1

𝑥2
sin

1

𝑥

)︂
на

𝐸 = (0; 1) маємо ln 𝑓(𝑥) = (1/𝑥2) sin 1/𝑥. Помiтимо, що sin 1/𝑥 має злiчену
кiлькiсть нулiв на iнтервалi (0; 1), таким чином можна розбити множину 𝐸

на злiчене об’єднання диз’юнктивних вiдрiзкiв, на яких функцiя приймає
значення одного знаку. На вiдрiзках типу

[︀
(𝜋(2𝑘 + 1))−1; (2𝜋𝑘)−1

]︀
функцiя

приймає додатнi значення та нуль на кiнцях вiдрiзку, та на вiдрiзках типу[︀
(𝜋(2𝑘 + 2))−1; (𝜋(2𝑘 + 1))−1

]︀
функцiя приймає вiд’ємнi значення та нуль

на кiнцях вiдрiзку. Тут 1 ⩽ 𝑘 < +∞ та 𝑘 ∈ Z, та ще є додатковий напiв-
iнтервал

[︀
𝜋−1; 1

)︀
, так як функцiя на ньому обмежена, то iнтеграл iснує та

скiнчений на цьому промiжку. Для подальшої простоти виключимо його з
розрахункiв. З теореми 1.1 маємо∫︁

𝐸

ln+ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁
𝑘=1

∫︁
[(𝜋(2𝑘+1))−1;(2𝜋𝑘)−1]

1

𝑥2
sin

1

𝑥
𝑑𝑥 =

=
∞∑︁
𝑘=1

(2𝜋𝑘)−1∫︁
(𝜋(2𝑘+1))−1

1

𝑥2
sin

1

𝑥
𝑑𝑥 =

[︂
𝑧 =

1

𝑥
𝑑𝑧 = − 1

𝑥2
𝑑𝑥

]︂
=

=
∞∑︁
𝑘=1

𝜋(2𝑘+1)∫︁
2𝜋𝑘

sin 𝑧𝑑𝑧 =
∞∑︁
𝑘=1

2 = +∞.

Аналогiчний результат отримаємо i для вiд’ємної частини. Таким чином
довели, що середнє геометричне для цiєї функцiї не має сенсу. Розглянемо
𝑀𝑟(𝑓,𝐸). Нехай 𝐸1 пiдмножина 𝐸, де ln 𝑓(𝑥) приймає додатнi значення.
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Тодi

𝑀 𝑟
𝑟 (𝑓,𝐸) =

∫︁
𝐸

𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 ⩾
∫︁
𝐸1

𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 ⩾
∫︁
𝐸1

(︂
1 +

𝑟

𝑥2
sin

1

𝑥

)︂
𝑑𝑥.

Останнiй iнтеграл є нескiнченним. Таким чином ми довели, що для будь
якого порядку середнi функцiї 𝑓(𝑥) для додатних порядкiв нескiнченнi, та
для вiд’ємних порядкiв дорiвнюють нулю. Для середнiх 𝑀𝑟(1/𝑓,𝐸) дове-

дення проводиться аналогiчно, так як
1

𝑓(𝑥)
= exp

(︂
− 1

𝑥2
sin

1

𝑥

)︂
, що тiльки

змiнить вiдрiзки на яких функцiя ln 𝑓(𝑥) буде додатною чи вiд’ємною.

Таким чином, були наведенi приклади функцiй, для яких середнє
геометричне є нескiнченiсть чи нуль, та функцiя, для якої середнє геоме-
тричне не має сенсу, а iншi середнi нескiнченнi чи нуль. Далi буде наведена
функцiя, для якої додатнє лише середнє геометричне.

Розглянемо 𝑓(𝑥) = exp
(︀
−𝑥−1/2 + (1− 𝑥)−1/2

)︀
на 𝐸 = (0; 1). Нехай

𝑟 > 0, тодi маємо
∫︀
𝐸 𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 ⩾

∫︀
(0.5;1−𝜀) 𝑓

𝑟(𝑥)𝑑𝑥, де 0 < 𝜀 < 0.5. Далi∫︁
(0.5;1−𝜀)

𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 ⩾ 𝑒0.5𝑟
∫︁
(0.5;1−𝜀)

𝑒𝑟(1−𝑥)−1/2

𝑑𝑥 =

= 2𝑟−2𝑒0.5𝑟
∫︁
(𝑟
√
0.5

−1
;𝑟(

√
𝜀)−1)

𝑥−3𝑒𝑥𝑑𝑥.

Останiй iнтеграл може бути нескiнченно великим при 𝜀 близьких до нуля.
Таким чином для 𝑟 > 0 середнiх не iснує, аналогiчно з 𝑟 < 0. Розглянемо
ln 𝑓(𝑥), маємо ln 𝑓(𝑥) = −𝑥−1/2 + (1− 𝑥)−1/2, очевидно, що −𝑥−1/2 < 0 та
(1−𝑥)−1/2 > 0. Тодi отримаємо

∫︀
𝐸 𝑥−1/2𝑑𝑥 = 2 та

∫︀
𝐸(1−𝑥)−1/2𝑑𝑥 = 2. Тобто

середнє геометричне iснує та дорiвнює 1. Для функцiї 𝑓(𝑥) на 𝐸 середнi
додатнi тiльки для 𝑟 = 0, iншi нескiнченнi чи нуль.

Далi розгянемо приклади функцiї, для яких середнє геометричне
нуль та нескiнченiсть, та iснують середнi додатних та вiд’ємних порядкiв
вiдповiдно.

Розглянемо двi функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑒1/𝑥 та 𝑔(𝑥) = 𝑒−1/𝑥. З прикладiв до
цього вiдомо, що для першої функцiї середнє геометричне нескiнченне та
для другої дорiвнює нулю. Розглянемо середнi додатних порядкiв 𝑟 функцiї
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𝑓(𝑥):
∫︀
𝐸 𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 ⩾ 𝑒𝑟

∫︀
𝐸

(︂
1 +

1

𝑥

)︂
𝑑𝑥, другий iнтеграл нескiнченно великий,

таким чином середнiх додатного порядку для нього не iснує.
∫︀
𝐸 𝑔𝑟(𝑥)𝑑𝑥

є iнтеграл вiд обмеженої функцiї, а тому iнтеграл iснує та скiнченний.
Знайдемо середнi додатного порядку для функцiї 𝑔(𝑥):

∫︁
𝐸

𝑔𝑟(𝑥)𝑑𝑥 =

1∫︁
0

𝑒
−
𝑟

𝑥𝑑𝑥 =
[︁
𝑡 =

𝑟

𝑥
𝑑𝑥 = − 𝑟

𝑡2
𝑑𝑡
]︁
=

= 𝑟

+∞∫︁
𝑟

𝑒−𝑡

𝑡2
𝑑𝑡 =

⎡⎢⎣ 𝑢 = 𝑒−𝑡 𝑑𝑣 =
1

𝑡2
𝑑𝑡

𝑑𝑢 = −𝑒−𝑡𝑑𝑡 𝑣 = −1

𝑡

⎤⎥⎦ = 𝑒−𝑟 − 𝑟

+∞∫︁
𝑟

𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡 =

=

⎡⎢⎣ 𝑢 = 𝑒−𝑡 𝑑𝑣 =
1

𝑡
𝑑𝑡

𝑑𝑢 = −𝑒−𝑡𝑑𝑡 𝑣 = ln 𝑡

⎤⎥⎦ = 𝑒−𝑟 + 𝑟𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟

+∞∫︁
𝑟

𝑒−𝑡 ln 𝑡𝑑𝑡 =

= [𝑞 = ln 𝑡 𝑑𝑥 = 𝑒𝑞𝑑𝑞] = 𝑒−𝑟 + 𝑟𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟

+∞∫︁
ln 𝑟

𝑞𝑒𝑞𝑒−𝑒𝑞𝑑𝑞 =

=

⎡⎢⎣ 𝑢 = 𝑞 𝑑𝑣 = 𝑒𝑞𝑒−𝑒𝑞𝑑𝑞

𝑑𝑢 = 1 𝑣 = −𝑒𝑞𝑒−𝑒𝑞

⎤⎥⎦ = 𝑒−𝑟 + 𝑟𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟2𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟

+∞∫︁
ln 𝑟

𝑒𝑞𝑒−𝑒𝑞𝑑𝑞 =

= 𝑒−𝑟 + 𝑟𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟2𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟
(︁
−𝑒𝑞𝑒−𝑒𝑞

⃒⃒+∞
ln 𝑟

)︁
=

= 𝑒−𝑟 + 𝑟𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟2𝑒−𝑟 ln 𝑟 + 𝑟2𝑒−𝑟.

Тодi lim
𝑟→0+

𝑀𝑟(𝑔,𝐸) = 0. Таким чином для функцiї 𝑔(𝑥) усi середнi додатного
порядку додатнi та при порядках близьких до нуля зверху вони спрямовую-

ться до нуля, що i є середнiм геометричним. Помiтимо, що 𝑓(𝑥) =
1

𝑔(𝑥)
.

Таким чином, для 𝑔(𝑥) середнi вiд’ємного порядку дорiвнюють нулю, та
для 𝑓(𝑥) середнi скiнченнi. При цьому, lim

𝑟→0−
𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = +∞.

Далi наведемо приклади, для яких середнi додатнi тiльки для дода-
тних чи вiд’ємних порядкiв, але при цьому середнє геометричне дорiвнює
додатному числу.

Розглянемо функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥
−1/2 та 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥−1/2. Помiтимо, що

𝑓(𝑥) =
1

𝑔(𝑥)
, а тому можно розглянути одну функцiю, нехай це буде функцiя
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𝑓(𝑥). Для 𝑟 > 0 маємо

∫︁
𝐸

𝑒

𝑟√
𝑥𝑑𝑥 ⩾

∫︁
𝐸

(︂
1 +

𝑟√
𝑥
+

𝑟

2𝑥

)︂
𝑑𝑥.

Останнiй iнтеграл є нескiнченно великим. Таким чином середнi додатного
порядку нескiнченнi. Для вiд’ємних порядкiв 𝑟 функцiя 𝑓 𝑟(𝑥) є обмеженою,
i тому сумовною. Таким чином для усiх вiд’ємних порядкiв середнi додатнi.
Середнє геометричне дорiвнює 𝑒2, що береться з результату попереднього
прикладу. Тодi за теоремою 1.8, отримаємо, що середнi прямують до 𝑒2 при
порядках близьких до нуля знизу. Повернемося до 𝑔(𝑥). Для неї середнi
вiд’ємного порядку дорiвнюють нулю та усi середнi додатного порядку
додатнi. Середнє геометричне дорiвнює 𝑒−2, що береться з результату попе-
реднього прикладу . При тому середнi додатного порядку прямують до 𝑒−2

при порядках близьких до нуля зверху.

Iнтегральнi середнi нескiнченного порядку

Означення 1.4. Число 𝑀 називається iстотною верхньою(нижньою) ме-
жею функцiї 𝑓(𝑥) на множинi 𝐸, якщо воно найбiльше(найменше) з чисел
𝜉, якi задовольняють наступнiй умовi: для кожного 𝜀 > 0 iснує множина 𝑒

додатної мiри, на якiй виконано 𝑓 > 𝜉− 𝜀(𝑓 < 𝜉+ 𝜀). Надамо їм позначення
ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓 та ess inf

𝑥∈𝐸
𝑓 вiдповiдно. Якщо при визначеннi ефективної верхньої

границi немає найбiльшого числа, то ess sup
𝑥∈𝐸

𝑓 = +∞.

Також ess sup
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) та ess inf
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) зв’язанi наступною очевидною фор-

мулою для додатних функцiї 𝑓(𝑥):

ess inf
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) =
1

ess sup
𝑥∈𝐸

1

𝑓(𝑥)

. (1.3)
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Теорема 1.9 ([2, с. 165]). Нехай для деякого 𝑟 ̸= 0 iснує додатне 𝑀𝑟(𝑓,𝐸).
Тодi ess inf

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥) < 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) < ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥), окрiм 𝑓(𝑥) = 𝐶, де 0 < 𝐶 < +∞.

Доведення. Очевидно, що
∫︀
𝐸(𝑓(𝑥)−𝑀1(𝑓,𝐸))𝑑𝑥

|𝐸|
= 0. Звiдки чи 𝑓(𝑥) =

= 𝑀1(𝑓,𝐸) майже скрiзь, чи 𝑓(𝑥) − 𝑀1(𝑓,𝐸) мають як додатнi так i
вiд’ємнi значення на множинах додатної мiри. Перше вiдпадає, оскiль-
ки 𝑓(𝑥) ̸= 𝐶 майже всюди, тому отримаємо, що 𝑓(𝑥) > 𝑀1(𝑓,𝐸) та
𝑓(𝑥) < 𝑀1(𝑓,𝐸) на деяких пiдмножинах додатної мiри множини 𝐸. Звiдки
отримаємо, що ess inf

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥) < 𝑀1(𝑓,𝐸) < ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥). Далi доведемо для

𝑟 ̸= 1. Маємо 𝑀 𝑟
𝑟 (𝑓,𝐸) = 𝑀1(𝑓

𝑟,𝐸). Звiдки отримаємо, що
(︂
ess inf
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥)

)︂𝑟

<

< 𝑀 𝑟
𝑟 (𝑓,𝐸) <

(︂
ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥)

)︂𝑟

i цим теорема доведена.

Розглянемо наступну важливу теорему теорему:

Теорема 1.10 ([2, с. 173]). Нехай для всiх 𝑟 > 0 iснують скiнченнi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸).
Тодi lim

𝑟→+∞
𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥). Нехай для всiх 𝑟 < 0 iснують додатнi

𝑀𝑟(𝑓,𝐸). Тодi lim
𝑟→−∞

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = ess inf
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥).

Доведення. Доведемо для додатних 𝑟. Нехай ess sup
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) = 𝜈 та є скiн-

чене число. Тодi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) ⩽ 𝜈 та 𝑓(𝑥) > 𝜈 − 𝜀 на деякiй множинi 𝑒 до-

датної мiри. Далi маємо 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) ⩾
(𝜈 − 𝜀)|𝑒|1/𝑟

|𝐸|1/𝑟
, де |𝑒| та |𝐸| — мiри

множин 𝑒 та 𝐸 вiдповiдно. Звiдки lim
𝑟→+∞

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) ⩾ 𝜈 − 𝜀. Отримаємо, що

lim
𝑟→+∞

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = ess sup
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥). Нехай ess sup
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) = +∞, тодi для будь-якого

𝐺 > 0, 𝑓(𝑥) > 𝐺 на множинi 𝑒 додатної мiри. Використаємо таку ж iдею,
як при доведенi для ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥) = 𝜈 i отримаємо, що lim

𝑟→+∞
𝑀𝑟(𝑓,𝐸) ⩾ 𝐺.

Звiдки lim
𝑟→+∞

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = +∞.

Доведемо для вiд’ємних 𝑟. Введемо замiну 𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
, тодi

ess sup
𝑥∈𝐸

𝑔(𝑥) =
1

ess inf
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥)
.
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Для 𝑔(𝑥) використаємо доведення першої частини. Отримаємо

lim
𝑟→−∞

𝑀−𝑟(𝑔,𝐸) = ess sup
𝑥∈𝐸

𝑔(𝑥).

Далi, використавши (1.2) та (1.3), отримаємо lim
𝑟→−∞

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = ess inf
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥).

Таким чином можна ввести означення середнiх порядкiв +∞ та −∞.

Означення 1.5. Нехай для всiх 𝑟 > 0 iснують скiнченнi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸)(для всiх
𝑟 < 0 середнi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) додатнi). Середнiм функцiї 𝑓 на множинi 𝐸 порядку
+∞(−∞) є ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥)(ess inf

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥)). Та позначаються 𝑀+∞(𝑓,𝐸)(𝑀−∞(𝑓,𝐸)).

Розглянемо декiлько прикладiв.

Розглянемо 𝑓(𝑥) ≡ 𝐶. Отримаємо, що середнi нескiнченних порядкiв
iснують та дорiвнюють 𝐶.

Далi розглянемо середнi порядку нескiнченнiсть для вимiрної, обме-
женної та вiддiленної вiд нуля майже скрiзь функцiї 𝑓(𝑥). Так як функцiя
обмеженна та вiддiленна вiд нуля майже скрiзь, то iснують iстотнi верхня
та нижня границя функцiї, i при тому додатнi. З попереднiх прикладiв
вiдомо, що iснують середнi будь якого дiйсного порядку. Таким чином, для
функцiї 𝑓(𝑥) середнi порядку нескiнченнiсть iснують та додатнi.

Далi розглянемо приклади функцiй, для яких среднi є нуль для по-

рядку −∞, та +∞ для порядку +∞. Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥) = ln
1

𝑥
на

𝐸 = (0; 1). Функцiя на 𝐸 є неперервною, та при значеннях 𝑥 близьких до
нуля спрямовується до нескiнченностi. Таким чином ess sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥) = +∞.

Розглянемо середнi додатних порядкiв:

(︂∫︁
𝐸

𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥

)︂1/𝑟

=

⎛⎝ 1∫︁
0

ln𝑟
1

𝑥
𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑟

=

[︂
𝑡 = ln

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒−𝑡𝑑𝑡

]︂
=

=

(︂∫︁ +∞

0

𝑡𝑟𝑒−𝑡𝑑𝑡

)︂1/𝑟

= (Γ(𝑟 + 1))1/𝑟 .

Отримали, що iнтеграли дорiвнюють гамма функцiї у деякому ступенi. З
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теорiї про гамма функцiю маємо, що iнтеграл iснує та набуває додатних
значень при 𝑟 + 1 > 0 чи 𝑟 > −1, що для додатних порядкiв виконано.
Розглянемо границю при 𝑟 → +∞. З теореми 1.10 отримаємо

lim
𝑟→+∞

(Γ(𝑟 + 1))1/𝑟 = +∞.

Таким чином для функцiї 𝑓(𝑥) = ln
1

𝑥
середнi усiх додатних порядкiв

додатнi, та якi прямують до нескiнченостi при порядку спрямованому до
нескiнченостi.

Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥) =
1

ln
1

𝑥

. Так як ця функцiя є минула по-

дiленна на 1, то з (1.2) та (1.3) отримаємо, що ess inf
𝑥∈𝐸

𝑓(𝑥) = 0, усi середнi
вiд’ємних порядкiв iснують та додатнi, та

lim
𝑟→−∞

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = 0.

Таким чином, для цiєї функцiї усi середнi вiд’ємних порядкiв додатнi, та
середнi при порядках спрямованих до −∞ прямують до нуля.

Загальнi властивостi iнтегральних середнiх функцiї

Розглянемо властивостi середнiх. Спершу виключимо функцiю 𝑓 = 𝐶,
для якої 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = 𝐶, для усiх −∞ ⩽ 𝑟 ⩽ +∞. Тодi середнi мають
наступнi властивостi:

Теорема 1.11 ([2, с. 174]). Якщо 0 < 𝑟 < 𝑠(𝑠 < 𝑟 < 0) та 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) має скiн-
чене значення(є додатнiм), тодi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) неперервнi для 0 < 𝑟 < 𝑠(𝑠 < 𝑟 <

0) i для 𝑟 = 𝑠 неперервна злiва(справа). Якщо 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) = +∞(𝑀𝑠(𝑓,𝐸) = 0)

та для всiх 0 < 𝑟 < 𝑠(𝑠 < 𝑟 < 0) 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) є скiнченим(додатними), тодi
lim
𝑟→𝑠

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = +∞
(︁
lim
𝑟→𝑠

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = 0
)︁
.

Доведення. Розглянемо спочатку додатне 𝑠. Нехай 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) має cкiнченне
значення. Тодi можливо ввести мажоранту:

𝑓 𝑟(𝑥) ⩽ 𝑚𝑎𝑥(1,𝑓 𝑠(𝑥)),
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ця мажоранта сумовна. Далi для 𝑟 обираємо послiдовнiсть {𝑟𝑘}+∞
𝑘=1, яка

збiгається до 𝑟. Отримаємо, що для 0 < 𝑟 < 𝑠 середнi 𝑀𝑟𝑘(𝑓,𝐸) збiгаються
до 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) по теоремi Лебега про мажоровану збiжнiсть[2, c. 71]. Оскiльки
послiдовнiсть довiльна, то отримаємо, що для 0 < 𝑟 < 𝑠 середнi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸)

неперервнi. Аналогiчно з 𝑟 = 𝑠, але тепер отримаємо неперервнiсть злiва.
Нехай 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) = +∞, тодi для будь-якого 𝐺 > 0 ми зможемо знайти таке
𝑛, що

∫︀
𝐸[𝑓

𝑠(𝑥)]𝑛𝑑𝑥 > 𝐺, де [𝑓(𝑥)]𝑛 = 𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑓(𝑥)). Також 𝑀𝑟([𝑓
𝑟(𝑥)]𝑛,𝐸)

неперервнi по 𝑟, а значить
∫︀
𝐸[𝑓

𝑟(𝑥)]𝑛𝑑𝑥 >
𝐺

2
для 𝑟 > 𝑠 − 𝜀, де 𝜀 ∈ (0,𝑠).

Звiдки
∫︀
𝐸 𝑓 𝑟(𝑥)𝑑𝑥 >

𝐺

2
. Тому при 𝑟 → 𝑠 середнi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) → +∞.

Розглянемо вiд’ємне 𝑠. Зробимо замiну 𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
. Тодi 𝑀−𝑠(𝑔,𝐸)

iснує i тому можливо використати доведене у першiй частинi. Маємо,
що 𝑀−𝑟(𝑔,𝐸) неперервнi. Для них використаємо (1.2). Маємо 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) =

=
1

𝑀−𝑟(𝑔,𝐸)
, Оскiльки 𝑀−𝑟(𝑔,𝐸) неперервнi та не дорiвнюють нулю, то

𝑀𝑟(𝑓,𝐸) неперервнi. Якщо 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) = 0, то 𝑀−𝑠(𝑔,𝐸) = +∞, i тому з

𝑀𝑠(𝑓,𝐸) =
1

𝑀−𝑠(𝑔,𝐸)
отримаємо, що 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) прямують до нуля при по-

рядку 𝑟 → 𝑠.

Якщо додати теорему 1.8, то якщо для деяких 𝑎 ⩾ 0 та 𝑏 ⩾ 0 дiйсних
чисел iснують середнi, то вони неперервнi для порядкiв з iнтервалу [−𝑎; 𝑏].

Теорема 1.12 ([2, c. 174]). 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) ⩽ 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) для 𝑟 < 𝑠, при тому для
будь-яких дiйсних 𝑠 та 𝑟 включно зi значеннями +∞ та −∞. При тому
рiвнiсть можлива тодi i тiльки тодi, коли 𝑟 ⩾ 0, i тодi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) =

𝑀𝑠(𝑓,𝐸) = +∞, або коли 𝑠 ⩽ 0, та тодi 𝑀𝑟(𝑓,𝐸) = 𝑀𝑠(𝑓,𝐸) = 0.

Доведення. Ця теорема випливає з теореми 1.7, та висновкiв, якi можна зро-
бити на основi теорем 1.10 та 1.8, тобто для порядкiв нуль та нескiнченнiсть
нерiвнiсть випливає з теореми про iснування монотонної та обмеженної
послiдовностi. Друга частина говорить про те, що якщо при 𝑟 ⩾ 0 середнє
не додатне, то воно нескiнченнiсть, i тому вони «дорiвнюють» одне одно-
му. Теж саме з середнiми при 𝑟 ⩽ 0 тiльки замiсть нескiнченностi вони
«дорiвнюють» нулю.
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Ця теорема показує, що середнє бiльшого порядку бiльше нiж середнє
меншого порядку, якщо вони додатнi.

З властивостей випливає, що iнтегральнi середнi можуть бути дода-
тними для порядкiв з (𝑎; 𝑏), [𝑎; 𝑏], [𝑎; 𝑏) та (𝑎; 𝑏], де −∞ ⩽ 𝑎 ⩽ 0 ⩽ 𝑏 ⩽ +∞.
При тому на своїй множинi додатностi середнi є неперервною та строго
монотонно зростаючою функцiєю вiд порядку, окрiм функцiй еквiвалентних
константi.

Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
на 𝐸 = (0; 1). З прикладiв маємо, що

середнi додатнi для порядкiв з напiвiнтервалу [−∞; 1). Знайдемо цi середнi
для додатних 𝑟 < 1:

(︂∫︁
𝐸

1

𝑥𝑟
𝑑𝑥

)︂1
𝑟 =

⎛⎝ 1∫︁
0

1

𝑥𝑟
𝑑𝑥

⎞⎠
1

𝑟
=

(︃
1

(1− 𝑟)𝑥𝑟−1

⃒⃒⃒⃒1
0

)︃1

𝑟
=

(︂
1

1− 𝑟

)︂1
𝑟 .

Тодi:

lim
𝑟→1−

(︂
1

1− 𝑟

)︂1
𝑟 = +∞.

Що i є результатом теореми 1.10. Таким чином, цей приклад показує,
що iснує функцiя, для якої середнi спрямовуються до нескiнченностi для
порядкiв спрямованих до деякого додатного порядку знизу.

Далi розглянемо функцiю 𝑓(𝑥) = 𝑥 на 𝐸 = (0; 1). З прикладiв маємо,
що середнi iснують для порядкiв з напiвiнтервалу (1; +∞]. Знайдено середнi
для вiд’ємний порядкiв 𝑟 > 1:

(︂∫︁
𝐸

𝑥𝑟𝑑𝑥

)︂1
𝑟 =

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

⎞⎠
1

𝑟
=

(︃
𝑥𝑟+1

𝑟 + 1

⃒⃒⃒⃒1
0

)︃1

𝑟
=

(︂
1

𝑟 + 1

)︂1
𝑟 .
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Тодi:

lim
𝑟→−1+

(︂
1

𝑟 + 1

)︂1
𝑟 = 0.

Що i є результатом теореми 1.10. Таким чином, цей приклад показує,
що iснує функцiя, для якої середнi спрямовується до нуля для порядкiв
спрямованих до деякого вiд’ємного порядку зверху.
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ВИСНОВОК

У роботi були розглянуть середнi функцiї усiх порядкiв та їх власти-
востi. Дослiдивши середнi можна зробити висновок, що середнi вимiрної,
додатної майже скрiзь функцiї на вимiрнiй та обмеженiй множинi є непе-
рервна, строго монотона функцiя вiд порядку, на множинi порядкiв, для
яких середнi додатнi. При тому, середнi спрямованi до значень нескiнче-
нiсть чи нуль, якщо середнi додатнi для порядкiв з iнтервалу. Якщо середнi
додатнi на напiвiнтервалi чи вiдрiзку, то для порядкiв на кiнцi множини,
де середнi додатнi, буде розрив, для додатних у сенсi з скiнченного числа
до нескiнченностi, та для вiд’ємних порядкiв з скiнченного числа до нуля.
При тому для нуля може бути обидва варiанти розриву у залежностi вiд
того, якi середнi не додатнi, для додатних чи вiд’ємних порядкiв.
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