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Вступ

Задача знаходження власних значень i власних векторiв є базовою за-
дачею математики. З такою обчислювальною проблемою доводиться сти-
катися, наприклад, при дослiдженнi коливань рiзних механiчних систем,
коливальних i електронних спектрiв молекул i кристалiв, при обробцi зо-
бражень у методi головних компонент тощо.

Бiльшiсть сучасних алгоритмiв вирiшення повної проблеми власних
значень працює у два етапи: перший етап полягає у редукцiї симетричної
матрицi до тридiагональної форми. Пiсля цього вирiшується задача для
тридiагональної матрицi, яка має привабливу структуру з точки зору роз-
паралелювання. Одним iз самих швидких та високопаралельних алгори-
тмiв для тридiагональної матрицi є метод “Divide and Conquer”. Основну
iдею алгоритму “Divide and Conquer” i його попередника - QR-алгоритму,
який достатньо довго використовувався на практицi для цього класу за-
дач, ми розглянемо у основнiй частинi. Паралельну реалiзацiю цих алгори-
тмiв можна знайти у бiблiотецi програмування числової лiнiйної алгебри
LAPACK (Linear Algebra Package). LAPACK використовує iншу бiблiотеку
BLAS i разом з нею є найбiльш популярними в своєму класi.

Альтернативою цим методам є один з найстарших практичних методiв
пошуку власних значень - метод Якобi. Цей алгоритм програє у швидкостi
QR-алгоритму, але вiн не втратив актуальностi за рахунок того, що вiн
дає змогу знаходити малi власнi значення з достатньо великою точнiстю.

Багатоядернi системи є стандартом в даний час не тiльки в областi су-
перкомп’ютерiв, а й у настiльних комп’ютерах i ноутбуках. Навiть мобiль-
нi телефони мають багатоядернi процесори. Тому паралельнi алгоритми
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можуть бути використанi всюди.
Об’єктом дослiдження є симетричнi матрицi.
Предметом дослiдження є побудова високоточних паралельних алгори-
тмiв пошуку власних значень на основi алгоритму Якобi.
Цiль роботи: отримання нових знань i практичного досвiду для створення
ефективних паралельних алгоритмiв пошуку власних значень для симе-
тричних матриць.
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Додатки

Додаток A

Код програми алгоритму Якобi з очистками Ґiвенса

func t i on [ e , i t e r ] = j a cob i 3 (A, e p s i l o n )
n = s i z e (A, 1 ) ;
i t e r = 1 ;
done = 0 ;
working = 1 ;
s t a t = working ;
o f f = offDiagonalSum (A) ;
fnorm = sq r t (sum( diag (A) .^2 ) + o f f ) ;
eps = ep s i l o n * fnorm ; % t o l = fnorm * eps
o f f s e t = 1 ;
s tep = 2 ;
whi l e ( s t a t == working )

sm = offDiagonalSum (A) ;
f o r p = 1 + o f f s e t : s tep : n − 1

q = p + 1 ;
[A, va lue ] = jacob i_ro ta t i on (A, p , q , eps ) ;
sm = sm − value ;
s t a t = working ;
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end
i f (sm < eps )

e = diag (A) ;
s t a t = done ;

end
%rotated = hess (A) ;
ro ta ted = givens_tr id (A) ;
A = rotated ;
i t e r = i t e r + 1 ;
o f f s e t = mod( o f f s e t + 1 , 2 ) ;

end
end
%c a l c u l a t e s o f f d i a g ona l sum*
f unc t i on [ sum ] = offDiagonalSum (A)
[m, n ] = s i z e (A) ;
sum = 0 ;
f o r i = 1 : m

f o r j = i + 1 : n
i f i ~= j

sum = sum + A( i , j ) ^ 2 ;
end

end
end
sum = sum * 2 ;
end
%c a l c u l a t e s j a c ob i r o t a t i on
%f o r a g iven matrix A and indexes p , q
func t i on [D, changedValue ]

= jacob i_ro ta t i on (A, p , q , e p s i l o n )
D = A;
n = s i z e (A, 1 ) ;
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tau = ( (D(q , q ) − D(p , p ) ) ) / (2 * D(p , q ) ) ;
t = s i gn ( tau ) / ( abs ( tau ) + sq r t (1 + tau ^ 2 ) ) ;
c = 1 .0 / sq r t ( t * t + 1 ) ;
s = c * t ;
i f abs ( tau ) == 0

c = sq r t ( 2 ) / 2 ;
s = c ;

end
% end
changedValue = 2* D(p , q )^2 ;
D(q , p) = ( c ^ 2 − s ^ 2) * A(p , q ) +

s * c * (A(p , p) − A(q , q ) ) ;
D(p , q ) = D(q , p ) ;
D(q , q ) = c ^ 2 * A(q , q ) +

2 * c * s * A(q , p) + s ^ 2 * A(p , p ) ;
D(p , p) = s ^ 2 * A(q , q ) − 2 * c * s * A(q , p) +

c ^ 2 * A(p , p ) ;
f o r k = 1 : n

i f ( k == p) | | ( k == q)
cont inue

end
D(p , k ) = c * A(p , k ) − s * A(q , k ) ;
D(k , p) = D(p , k ) ;

end
f o r k = 1 : n

i f ( k == p) | | ( k == q)
cont inue

end
D(q , k ) = s * A(p , k ) + c * A(q , k ) ;
D(k , q ) = D(q , k ) ;

end
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end
%c a l c u l a t e s f u l l Givens reduct i on f o r a g iven matrix A
func t i on D = givens_tr id (A)

D = A;
N = s i z e (A, 1 ) ;
f o r r = 1 : N − 2

f o r i = r + 2 : N
x = sq r t (A( r , r+1)^2 + A( r , i )^2 ) ;
c = A( r , r+1)/x ;
s = A( r , i ) / x ;
i f x == 0

c = 1 ;
s = 0 ;

end
f o r j = 1 : N

D( j , r+1) = c * A( j , r+1) + s * A( j , i ) ;
D( j , i ) = −s * A( j , r+1) + c * A( j , i ) ;

end
A = D;
f o r j = 1 : N

D( r+1, j ) = c * A( r+1, j ) + s * A( i , j ) ;
D( i , j ) = −s * A( r+1, j ) + c * A( i , j ) ;

end
A = D;

end
end

end
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sectionДодаток Б

Код програми алгоритму Якобi з паралельним упорядкуванням

#pragma once
#de f i n e omptest t rue
#inc lude <vector>
#inc lude <l im i t s >
#inc lude <cmath>
#i f d e f omptest
#inc lude <omp . h>
#end i f

#inc lude "matrix . h"
#inc lude " t imer . h"

namespace p a r a l l e l_ j a c ob i
{
template<typename T>
i n l i n e void minmax(T a , T b , T& min , T& max) {
i f ( a > b) {

max = a ;
min = b ;

}
e l s e {

min = a ;
max = b ;

}
}

//=============================================
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// Functions to determine convergence
//=============================================
c l a s s converge_of f_threshold {
const double t ;
double t l a s t ;
pub l i c :
// eps = t o l * | |A | |_F
converge_of f_thresho ld ( const double to l e rance ,

const matrix& mat)
: t ( t o l e r an c e * frobenius_norm (mat ) ) { }

bool not_converged ( matrix& mat) {
t l a s t = off_diagonal_magnitude (mat ) ;
r e turn t l a s t > t ;

}
} ;

c l a s s converge_max_iterations {
i n t i ;
const i n t imax ;
pub l i c :
converge_max_iterations ( const i n t i t e r a t i o n s )

: imax ( i t e r a t i o n s ) , i ( 0 ) { }

bool not_converged ( matrix& mat) {
re turn ++i < imax ;

}
} ;

#undef max ;
c l a s s conve rge_o f f_d i f f e r ence {
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double lastnorm ;
double lastnorm2 ;
const double t ;
pub l i c :
conve rge_o f f_d i f f e r ence ( const double t o l e r an c e )

: t ( t o l e r an c e )
, lastnorm ( std : : numeric_limits<double >: :max ( ) ) { }

bool not_converged ( matrix& mat) {
double o = off_diagonal_magnitude (mat ) ;

i f ( ( lastnorm − o)<t )
re turn f a l s e ;

lastnorm2 = lastnorm ;
lastnorm = o ;
re turn true ;

}
} ;

c l a s s music_permutation {
std : : vector<int> top , bot ;
const i n t n ;
pub l i c :
music_permutation ( i n t n) : n (n) {

const i n t m = n / 2 ;
top . r e s i z e (m) ;
bot . r e s i z e (m) ;
f o r ( i n t i = 0 ; i<m; ++i ) {

top [ i ] = 2 * i ;
bot [ i ] = 2 * i + 1 ;
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}
}

i n l i n e void get ( i n t k , i n t& p , i n t& q) {
minmax( top [ k ] , bot [ k ] , p , q ) ;

}

void permute ( ) {
// no permutation p o s s i b l e f o r 2x2 matrix
i f (n == 2) re turn ;
i n t m = n / 2 ;
// Store end element to move down
// a f t e r bottom row i s s h i f t e d .
i n t e = top [m − 1 ] ;
top [ 0 ] = bot [ 0 ] ;
f o r ( i n t k = 0 , l = m − 1 ; k<m − 1 ; ++k , −−l ) {

bot [ k ] = bot [ k + 1 ] ;
top [ l ] = top [ l − 1 ] ;

}
// Move s to r ed end element down to bot .
bot [m − 1 ] = e ;
// Fix f i r s t top value .
top [ 0 ] = 0 ;

}
} ;

template<typename T>
void symmetric_schur_new ( const matrix& A,

const unsigned i n t p ,
const unsigned i n t q , T& c , T& s )

{
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const T ep s i l o n = 1e−3;
i f ( f abs (A(p , q ) ) > ep s i l o n )
{
T tau = (A(q , q ) − A(p , p ) ) / ( 2 . 0 * A(p , q ) ) ;
T t ;
i f ( tau >= 0) t = 1 .0 / ( tau + sq r t ( 1 . 0 + tau* tau ) ) ;
e l s e t = −1.0 / (−tau + sq r t ( 1 . 0 + tau* tau ) ) ;
c = 1 .0 / sq r t ( 1 . 0 + t* t ) ;
s = t*c ;
}
e l s e
{

c = 1 . 0 ;
s = 0 . 0 ;

}
}

//===============================================
// Pre−mult ip ly Jacobi r o t a t i on matrix
//===============================================
template<typename T>
i n l i n e void premul t ip ly ( matrix& mat , const i n t p ,

const i n t q , const T c ,
const T s )
{
typede f matrix : : value_type value_type ;
const i n t n = mat . s i z e ( ) ;
value_type *rowp = mat . get_row (p ) ,

*rowq = mat . get_row (q ) ;
f o r ( i n t i = 0 ; i<n ; ++i , ++rowp , ++rowq )
{
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const value_type mpi = *rowp ,
mqi = *rowq ;

*rowp = c*mpi + −s*mqi ;
*rowq = s*mpi + c*mqi ;

}
}

//=================================================
// Post−mult ip ly Jacobi r o t a t i on matrix
//=================================================
template<typename T>
i n l i n e void pos tmul t ip ly ( matrix& mat , const i n t p ,

const i n t q , const T c ,
const T s )
{
typede f matrix : : value_type value_type ;
f o r ( i n t i = 0 ; i<mat . s i z e ( ) ; ++i )
{

const value_type mip = mat( i , p ) ,
miq = mat( i , q ) ;

mat( i , p ) = c*mip + −s*miq ;
mat( i , q ) = s*mip + c*miq ;

}
}

//======================================================
// Run the p a r a l l e l j a c ob i a lgor i thm
// mat − the matrix to operate on
// sc − a c l a s s with a func t i on not_converged (mat)
// to determine when to stop
// the a lgor i thm .
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//=======================================================
template<c l a s s Stopp ingCr i te r ion , c l a s s Permutation>
void run ( matrix& mat , S topp ingCr i t e r i on& sc ,

Permutation& pe , i n t &i t e r )
{
typede f matrix : : value_type value_type ;
//omp_set_num_threads ( 8 ) ;
const i n t n = mat . s i z e ( ) ;
const i n t m = n / 2 ;
i t e r = 0 ;
value_type* s i = new value_type [m] ;
value_type* co = new value_type [m] ;
const bool i sodd = (n > mat . ac tua l_s i z e ( ) ) ;
bool not_converged = true ;

// root . s t a r t ( ) ;
whi l e ( not_converged ) {

f o r ( i n t s e t = 0 ; set<n ; ++se t ) {
#i f d e f omptest
#pragma omp p a r a l l e l f o r d e f au l t ( none )

shared (mat , n , s i , co , pe , i sodd )
#end i f

f o r ( i n t k = 0 ; k<m; ++k) {
i n t p , q ;
pe . get (k , p , q ) ;

i f ( i sodd && (p == n | | q == n ) ) cont inue ;
symmetric_schur_new (mat , p , q , co [ k ] , s i [ k ] ) ;
p remul t ip ly (mat , p , q , co [ k ] , s i [ k ] ) ;
}

#i f d e f omptest



51

#pragma omp p a r a l l e l f o r d e f au l t ( none )
shared (mat , n , s i , co , pe , i sodd )

#end i f
f o r ( i n t k = 0 ; k<m; ++k) {

i n t p , q ;
pe . get (k , p , q ) ;
i f ( i sodd && (p == n | | q == n ) ) cont inue ;

pos tmul t ip ly (mat , p , q , co [ k ] , s i [ k ] ) ;
}
pe . permute ( ) ;
}
not_converged = sc . not_converged (mat ) ;
i t e r++;

}
d e l e t e [ ] s i ;
d e l e t e [ ] co ;
}
}
i n l i n e double frobenius_norm ( const matrix& mat)
{
typede f matrix : : value_type value_type ;
const i n t n = mat . s i z e ( ) ;
double mag = 0 . 0 ;
f o r ( i n t i = 0 ; i<n ; ++i )
{

const value_type *a = mat . get_row ( i ) ;
f o r ( i n t j = 0 ; j<n ; ++j , ++a )

mag += (*a )*(* a ) ;
}
re turn std : : s q r t (mag ) ;
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}
i n l i n e double off_diagonal_magnitude ( const matrix& mat)
{
typede f matrix : : value_type value_type ;
const i n t n = mat . s i z e ( ) ;
double mag = 0 . 0 ;
f o r ( i n t i = 0 ; i<n ; ++i )
{

const value_type *a = mat . get_row ( i ) ;
f o r ( i n t j = 0 ; j<n ; ++j , ++a )
{

i f ( i != j ) mag += (*a )*(* a ) ;
}

}
re turn std : : s q r t (mag ) ;
}
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