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Вступ

Темпи розвитку економiки, розв’язання багатьох соцiальних проблем залежать

вiд iнтенсивностi впровадження досягнень науково-технiчного прогресу в галузях

народного господарства. У свою чергу, цю проблему неможливо розв’язати без швид-

кого розвитку i впровадження в усi сфери людської дiяльностi сучасних засобiв

обчислювальної технiки i прикладної математики.

Одним з роздiлiв прикладної математики, до якого iнженерно-технiчнi пра-

цiвники i економiсти проявляють пiдвищений iнтерес, є мiнiмiзацiя функцiй i фун-

кцiоналiв. Велика кiлькiсть рiзноманiтних задач i методiв їх розв’язання обумовлює

мати посiбники, в яких у стислiй формi було б викладено алгоритми найвiдомiших

методiв i методику їх застосування. До цього спонукають також новi форми навчан-

ня студентiв.

Основне завдання посiбника — допомога студентам в опануваннi базових алго-

ритмiв розв’язування задач мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних.



Частина I.

Аналiтичнi методи мiнiмiзацiї
функцiй



1
Мiнiмiзацiя функцiй однiєї змiнної

1.1. Необхiднi та достатнi умови екстремуму

Далi будемо розглядати евклiдовий простiр. Нехай на числовiй прямiй 𝐸1 зада-

на скалярна функцiя 𝜙 (𝑥). Розглянемо задачу пошуку екстремальних точок, тобто

точок, в яких досягається мiнiмальне або максимальне значення функцiї 𝜙 (𝑥).

Сформулюємо деякi означення.

О з н а ч е н н я 1.1. Точка 𝑥* називається точкою глобального (абсолю-
тного) мiнiмуму функцiї 𝜙 (𝑥), якщо умова 𝜙 (𝑥*) 6 𝜙 (𝑥) виконується для всiх

𝑥 ∈ 𝐸1.

О з н а ч е н н я 1.2. Якщо для достатньо малого 𝜀 > 0 виконується нерiв-

нiсть 𝜙 (𝑥*) 6 𝜙 (𝑥) для всiх 𝑥 ∈ 𝐸1 таких, що |𝑥− 𝑥*| 6 𝜀, то точка 𝑥* називає-

ться точкою локального (вiдносного) мiнiмуму функцiї 𝜙 (𝑥).

О з н а ч е н н я 1.3. Точка 𝑥* називається точкою строгого мiнiмуму (у

локальному або глобальному сенсi), якщо вiдповiднi нерiвностi в означеннях точок

локального i глобального мiнiмумiв виконуються як строгi (при 𝑥 ̸= 𝑥*).

Означення точок локального i глобального максимумiв вводяться аналогiчно.

Зазначимо, що точки глобального мiнiмуму є точками локального мiнiмуму.

I тому далi розглядатимемо тiльки точки локального мiнiмуму.

Т е о р е м а 1.1 (необхiдна умова екстремуму першого порядку). Не-

хай функцiя 𝜙 (𝑥) визначена i диференцiйовна на 𝐸1. Якщо 𝑥* — точка локального

мiнiмуму (максимуму), то у нiй перша похiдна функцiї дорiвнює нулю:

d𝜙 (𝑥*)

d𝑥
= 0. (1.1)

О з н а ч е н н я 1.4. Точки, що задовольняють умовi (1.1), називаються ста-
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цiонарними.

Приклад 1.1. Знайти стацiонарнi точки функцiї 𝜙 (𝑥) =
1

3
𝑥3 − 5𝑥2 + 24𝑥+ 6.

Знайдемо нулi першої похiдної:
d𝜙 (𝑥)

d𝑥
= 𝑥2−10𝑥+24 = 0. Маємо 𝑥1 = 4, 𝑥2 = 6.

Отже, у точках 𝑥1 i 𝑥2 функцiя може досягати екстремальних значень. �

Т е о р е м а 1.2 (необхiдна умова екстремуму другого порядку). Не-

хай функцiя 𝜙 (𝑥) визначена i двiчi диференцiйовна на 𝐸1. Тодi у точцi локального

мiнiмуму (максимуму) друга похiдна функцiї невiд’ємна (недодатна):

d2𝜙 (𝑥*)

d𝑥2
> 0 (6 0) .

Приклад 1.2. Розглянемо ту ж саму функцiю 𝜙 (𝑥) =
1

3
𝑥3 − 5𝑥2 + 24𝑥 + 6.

Друга похiдна має вигляд
d2𝜙 (𝑥)

d𝑥2
= 2𝑥− 10. У стацiонарнiй точцi 𝑥1 = 4 друга

похiдна дорiвнює (−2), тобто вiд’ємна. У цiй точцi може досягатися максимум

функцiї. У точцi 𝑥2 = 6 друга похiдна додатна, а значить у нiй може досягатися

мiнiмум функцiї. �

Т е о р е м а 1.3 (достатня умова екстремуму). Нехай функцiя 𝜙 (𝑥) ви-

значена, двiчi диференцiйовна на 𝐸1. Якщо у стацiонарнiй точцi 𝑥* виконується

умова
d2𝜙 (𝑥*)

d𝑥2
> 0 (< 0), то точка 𝑥* — точка локального мiнiмуму (максимуму)

функцiї 𝜙 (𝑥).

Приклад 1.3. Розглядається функцiя 𝜙 (𝑥) =
1

3
𝑥3 − 5𝑥2 + 24𝑥 + 6. У стацiо-

нарнiй точцi 𝑥1 = 4 друга похiдна дорiвнює (−2). Отже, у цiй точцi досягається

максимум функцiї, а у точцi 𝑥2 = 6 друга похiдна дорiвнює 2, тобто у нiй

досягається мiнiмум. �

Якщо у стацiонарнiй точцi 𝑥* друга похiдна дорiвнює нулю, то питання про

мiнiмум чи максимум у цiй точцi залишається вiдкритим.

Т е о р е м а 1.4 (загальна достатня умова екстремуму). Нехай функцiя

𝜙 (𝑥) визначена на 𝐸1 i має неперервнi похiднi до 𝑘-го порядку включно. Якщо у

точцi 𝑥* похiднi до (𝑘 − 1)-го порядку дорiвнюють нулю:

d𝜙 (𝑥*)

d𝑥
= 0, . . . ,

d𝑘−1𝜙 (𝑥*)

d𝑥𝑘−1
= 0, але

d𝑘𝜙 (𝑥*)

d𝑥𝑘
̸= 0, то

1) 𝑥* є точкою локального мiнiмуму, якщо 𝑘— парне число i
d𝑘𝜙 (𝑥*)

d𝑥𝑘
> 0;
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2) 𝑥* є точкою локального максимуму, якщо 𝑘— парне число i
d𝑘𝜙 (𝑥*)

d𝑥𝑘
< 0;

3) 𝑥* не є екстремальною точкою, якщо 𝑘— непарне число.

Приклад 1.4. Розглянемо функцiю 𝜙 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 + 2 cos𝑥. Точка 𝑥 = 0 —

стацiонарна точка, тому що 𝜙′(0) = 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 − 2 sin𝑥|𝑥=0 = 0. Далi отримаємо:

𝜙′′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 − 2 cos𝑥, 𝜙′′(0) = 0,

𝜙′′′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 + 2 sin𝑥, 𝜙′′′(0) = 0,

𝜙𝐼𝑉 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 + 2 cos𝑥, 𝜙𝐼𝑉 (0) = 4.

Так як першою не перетворилась на нуль похiдна четвертого порядку i вона

додатна, то в точцi 𝑥 = 0 досягається локальний мiнiмум функцiї. �

Далi сформулюємо необхiдну умову мiнiмуму функцiї на вiдрiзку [𝑎; 𝑏].

Т е о р е м а 1.5. Якщо точка 𝑥* = 𝑎 є точкою мiнiмуму функцiї 𝜙 (𝑥) на

вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то
d𝜙 (𝑥*)

d𝑥
> 0, а якщо 𝑥* = 𝑏— точка мiнiмуму, то

d𝜙 (𝑥*)

d𝑥
6 0.

1.2. Чисельнi методи одновимiрної мiнiмiзацiї

Вище показано, що локальний мiнiмум функцiї 𝜙(𝑥) знаходиться серед коренiв

рiвняння
d𝜙(𝑥)

d𝑥
= 0. Тiльки в окремих випадках розв’язок цього рiвняння вдається

знайти в явному виглядi. Як правило, задача пошуку коренiв рiвняння
d𝜙(𝑥)

d𝑥
= 0

приблизно так само складна, як i задача мiнiмiзацiї функцiї 𝜙(𝑥). Обидвi цi зада-

чi розв’язуються чисельно. При цьому для розв’язування задач мiнiмiзацiї можна

використовувати чисельнi методи знаходження коренiв рiвняння, але методи, що

розробленi спецiально для задач мiнiмiзацiї, є бiльш ефективними.

Перерахуємо причини окремого розгляду чисельних методiв пошуку екстрему-

му функцiї однiєї змiнної.

По-перше, цi алгоритми використовуються у багатьох алгоритмах пошуку екс-

тремуму функцiй багатьох змiнних.

По-друге, класи функцiй однiєї змiнної служать зручною моделлю для теоре-

тичного дослiдження ефективностi методiв оптимiзацiї.

По-третє, iнодi вдається, використовуючи тi чи iншi прийоми, безпосередньо за

допомогою алгоритмiв одновимiрної оптимiзацiї одержати розв’язок багатовимiрних

задач.
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О з н а ч е н н я 1.5. Функцiя 𝜙 (𝑥) називається унiмодальною на 𝑅 = [𝑎; 𝑏],

якщо iснує така точка 𝑥0 ∈ [𝑎; 𝑏], що

𝜙 (𝑥1) > 𝜙 (𝑥2) , якщо 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅,

𝜙 (𝑥1) < 𝜙 (𝑥2) , якщо 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅.

Л е м а 1.1. Нехай функцiя є унiмодальною на 𝑅, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅, 𝑥1 < 𝑥2. Тодi,

якщо 𝜙 (𝑥1) 6 𝜙 (𝑥2), то точка мiнiмуму 𝑥* така, що 𝑥* 6 𝑥2; якщо ж 𝜙 (𝑥1) >

𝜙 (𝑥2), то 𝑥* > 𝑥1.

Виникає питання, а як же знайти промiжок 𝑅 = [𝑎; 𝑏], на якому знаходиться

точка мiнiмуму? Це можна зробити так. Якщо припустити, що множина 𝑅 необмеже-

на, то за допомогою леми легко побудувати процес, що дозволяє визначити вiдрiзок,

якому належить точка мiнiмуму. Для цього обчислимо значення функцiї в точках

𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1 + ℎ, де ℎ > 0.

Нехай, наприклад, 𝜙 (𝑥1) > 𝜙 (𝑥2). Якщо 𝑅 обмежена зверху числом 𝐶, то точка

мiнiмуму належить [𝑥1;𝐶]. Якщо ж 𝑅 необмежена зверху, то варто обчислювати

значення 𝜙 (𝑥𝑖); (𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + ℎ, 𝑖 = 3, 4, . . .) доти, поки не буде знайдена точка 𝑥𝑖, що

𝜙 (𝑥𝑖) > 𝜙 (𝑥𝑖−1). Згiдно з лемою точка мiнiмуму належить промiжку [𝑥𝑖−2;𝑥𝑖] .

1.2.1. Симетричнi методи

Зробимо опис довiльного симетричного методу мiнiмiзацiї унiмодальної фун-

кцiї 𝜙 (𝑥) на [𝑎; 𝑏].

На промiжку [𝑎; 𝑏] (його ще називають iнтервалом невизначеностi) обира-

ємо двi симетричнi вiдносно середини вiдрiзка точки 𝑥1 i 𝑥2, обчислюємо 𝜙 (𝑥1) i

𝜙 (𝑥2). Якщо 𝜙 (𝑥1) 6 𝜙 (𝑥2), то згiдно з лемою точка мiнiмуму належить [𝑎;𝑥2], iна-

кше вона належить [𝑥1; 𝑏]. Ми отримали задачу мiнiмiзацiї унiмодальної функцiї на

бiльш вузькому вiдрiзковi [𝑎;𝑥2], або [𝑥1; 𝑏]. На новому вiдрiзку знову знаходимо за

тим же алгоритмом двi симетричнi точки i т. д. Нехай ми зменшили наш вiдрiзок до

[𝑎𝑛; 𝑏𝑛]. Якщо 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 6 2𝜀, де 𝜀— точнiсть знаходження точки мiнiмуму, то за точку

мiнiмуму приймаємо точку
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

2
.

Зрозумiло, що способiв вибору двох симетричних точок на [𝑎; 𝑏] є нескiнченна

кiлькiсть. Розглянемо деякi з них.
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Метод подiлу вiдрiзку навпiл

Симетричнi точки 𝑥′ та 𝑥′′ обираються у такий спосiб:

𝑥′ = 𝑎+
𝑏− 𝑎

4
, 𝑥′′ = 𝑏− 𝑏− 𝑎

4
.

Точки 𝑥′ та 𝑥′′ разом iз серединою вiдрiзку [𝑎; 𝑏] дiлять його на чотири рiвнi частини.

Таким чином, на кожному кроцi довжина iнтервалу невизначеностi зменшується

вдвiчi.

Метод дихотомiї

У методi дихотомiї точки 𝑥′ та 𝑥′′ обираються симетрично до середини вiдрiз-

ку [𝑎; 𝑏] на вiдстанi
𝛿

2
, де 𝛿 — мале додатне число (𝛿 < 𝜀, де 𝜀— точнiсть пошуку

мiнiмуму). Розрахунковi формули мають вигляд

𝑥′ =
𝑎+ 𝑏− 𝛿

2
, 𝑥′′ =

𝑎+ 𝑏+ 𝛿

2
.

Якщо вiдрiзок [𝑎𝑘; 𝑏𝑘] вмiщує точку мiнiмуму 𝑥*, то його довжина така:

𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 =
𝑏− 𝑎

2𝑘
+

(︂
1− 1

2𝑘

)︂
𝛿.

За наближену точку мiнiмуму обираємо точку 𝑥* =
1

2
(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘) i при цьому припуска-

ємося похибки

|𝑥* − 𝑥*| 6 1

2
(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) <

𝑏− 𝑎
2𝑘+1

+ 𝛿.

Приклад 1.5. Розв’язати задачу методом дихотомiї:

min
[2;3]

𝑥2, 𝜀 = 0.2, 𝛿 = 0.05.

Розв’язування. Знаходимо середню точку вiдрiзка [2; 3]. Це буде точка 𝑥 = 2.5.

Далi знаходимо двi симетричнi вiдносно середини вiдрiзка точки: 𝑥′ = 𝑥− 𝛿

2
=

2.5 − 0.025 = 2.475; 𝑥′′ = 𝑥 +
𝛿

2
= 2.5 + 0.025 = 2.525. Так як 𝜙 (𝑥′) = (2.475)2 <

𝜙 (𝑥′′) = (2.525)2, то точка мiнiмуму знаходиться на вiдрiзку [𝑎;𝑥′′] = [𝑎1; 𝑏1] =

[2; 2.525]. Довжина цього вiдрiзка дорiвнює 𝑏1−𝑎1 = 2.525−2 = 0.525 > 2𝜀 = 0.4.

Це означає, що продовжуємо знаходити новi двi симетричнi точки.
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Середня точка вiдрiзку [𝑎1; 𝑏1] дорiвнює 𝑥 =
𝑎1 + 𝑏1

2
=

2 + 2.525

2
= 2.2625. Тодi

двi симетричнi точки будуть такi: 𝑥′ = 2.2625 − 0.025 = 2.2375, 𝑥′′ = 2.2625 +

0.025 = 2.2875. Так як 𝜙 (𝑥′) = (2.2375)2 < 𝜙 (𝑥′′) = (2.2875)2, то вiдрiзок, на

якому знаходиться точка мiнiмуму, буде таким: [𝑎2; 𝑏2] = [2; 2.2875]. Довжина

цього вiдрiзка дорiвнює 𝑏2 − 𝑎2 = 2.2875− 2 = 0.2875 < 2𝜀 = 0.4.

Далi знаходимо середню точку вiдрiзка [𝑎2; 𝑏2]: 𝑥 =
2 + 2.2875

2
= 2.14375. За

наближену точку мiнiмуму вiзьмемо точку 𝑥, тобто 𝑥̃* = 𝑥 = 2.14375, при цьому

припустилися такої похибки: |𝑥* − 𝑥̃*| 6 1

2
(𝑏2 − 𝑎2) = 0.14375. Вона менша за

заявлену похибку у 0.2. �

Метод золотого перетину

У цьому методi точки 𝑥′ та 𝑥′′ дiлять вiдрiзок [𝑎; 𝑏] у золотому вiдношеннi.

О з н а ч е н н я 1.6. Кажуть, що точка дiлить вiдрiзок у вiдношеннi золо-
того перетину1, якщо вiдношення довжини вiдрiзка до бiльшої частини дорiвнює

вiдношенню бiльшої частини до меншої.

На вiдрiзку [𝑎; 𝑏] є двi симетричнi вiдносно його кiнцiв точки 𝑥′ и 𝑥′′ такi, що

𝑏− 𝑎
𝑏− 𝑥′

=
𝑏− 𝑥′

𝑥′ − 𝑎
=

𝑏− 𝑎
𝑥′′ − 𝑎

=
𝑥′′ − 𝑎
𝑏− 𝑥′′

=
1 +
√

5

2
≈ 1.618.

Константа 𝜙 =
1 +
√

5

2
має назву пропорцiї золотого перетину.

Зазначимо, що одночасно точка 𝑥′ утворює золотий перетин вiдрiзку [𝑎;𝑥′′], а

точка 𝑥′′ — вiдрiзку [𝑥′; 𝑏].

𝑎 𝑥′ 𝑥′′ 𝑏

Точки золотого перетину вiдрiзку [𝑎; 𝑏]

Отже, у методi золотого перетину точки 𝑥′, 𝑥′′ на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] обираються у

1Вважається, що цей термiн уперше ввiв Леонардо да Вiнчi. Пропорцiї золотого перетину
пов’язують з естетичним сприйняттям форми. Вiдомо багато прикладiв їх використання у живопису,
скульптурi, архiтектурi, музицi (див., наприклад, Волошинов А. В. Математика и искусство. — М.:
Просвещение, 1992. — 335 с.).
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такий спосiб:

𝑥′ = 𝑎+
3−
√

5

2
(𝑏− 𝑎),

𝑥′′ = 𝑎+

√
5− 1

2
(𝑏− 𝑎).

На кожному кроцi обчислюється величина 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛. Якщо 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 < 2𝜀, то за

точку мiнiмуму беремо 𝑥* =
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

2
, i на цьому обчислення закiнчуємо.

Приклад 1.6. Методом золотого перетину знайти мiнiмум функцiї 𝜙 (𝑥) = 𝑥2

на вiдрiзку [1; 2] з точнiстю 𝜀 = 0.2.

Розв’язування. Так як 𝑏 − 𝑎 = 2 − 1 = 1 > 2𝜀 = 0.4, то розраховуємо двi

симетричнi точки

𝑥′ = 1 +
3− 2.236

2
(2− 1) = 1.382,

𝑥′′ = 1 +
2.236− 1

2
(2− 1) = 1.618.

Так як 𝜙(1.382) < 𝜙(1.618), то 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.618. Величина 𝑏 − 𝑎 = 1.618 − 1 =

0.618 > 2𝜀 = 0.4, тому на новому вiдрiзку [1; 1.618] знаходимо двi симетричнi

точки

𝑥′ = 1 + 0.382 · 0.618 = 1.236,

𝑥′′ = 1 + 0.618 · 0.618 = 1.382.

Маємо 𝜙(𝑥′) < 𝜙(𝑥′′). Тодi 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.382. Так як 𝑏 − 𝑎 = 0.382 < 2𝜀 =

0.4, то, взявши 𝑥* =
𝑎+ 𝑏

2
= 1.191, ми отримали точку мiнiмуму iз заданою

точнiстю. �

Метод Фiбоначчi

У цьому методi використовуються числа Фiбоначчi, що визначаються у такий

спосiб:

𝐹1 = 𝐹2 = 1, 𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛.

Параметр 𝑛— кiлькiсть крокiв, що використовуються у методi, знаходиться з

нерiвностi

𝐹𝑛+1 <
𝑏− 𝑎
𝜀

6 𝐹𝑛+2, (1.2)
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де 𝜀— точнiсть знаходження точки мiнiмуму. Якщо 𝑛 = 1, то вiзьмемо 𝑥′1 = 𝑥′′1 =
𝑎+ 𝑏

2
. Тодi найближче значення точки мiнiмуму дорiвнюватиме 𝑥* =

𝑎+ 𝑏

2
.

Якщо 𝑛 > 2, то обираємо двi точки

𝑥′1 = 𝑎+
𝐹𝑛

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎), 𝑥′′1 = 𝑎+
𝐹𝑛+1

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎) = 𝑎+ 𝑏− 𝑥′1,

розташованих на [𝑎; 𝑏] симетрично. Подальшi дiї описанi вище. Якщо знайдено вiдрi-

зок [𝑎𝑘; 𝑏𝑘] довжини

𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 =
𝐹𝑛−𝑘+3

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎),

то обираємо на ньому двi точки

𝑥′𝑘 = 𝑎𝑘 +
𝐹𝑛−𝑘+1

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎) i 𝑥′′𝑘 = 𝑎𝑘 +
𝐹𝑛−𝑘+2

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎).

Далi за описаним вище алгоритмом звужуємо вiдрiзок [𝑎𝑘; 𝑏𝑘] доти, поки 𝑘 не буде

дорiвнювати 𝑛. Якщо 𝑘 = 𝑛, то довжина вiдрiзку [𝑎𝑘; 𝑏𝑘] дорiвнює

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 =
𝐹3

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎) =
2(𝑏− 𝑎)

𝐹𝑛+2

,

а точки

𝑥′𝑛 = 𝑎𝑛 +
𝐹1

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎) = 𝑎𝑛 +
𝑏− 𝑎
𝐹𝑛+2

,

𝑥′′𝑛 = 𝑎𝑛 +
𝐹2

𝐹𝑛+2

(𝑏− 𝑎) = 𝑎𝑛 +
𝑏− 𝑎
𝐹𝑛+2

спiвпадають i дiлять вiдрiзок [𝑎𝑛; 𝑏𝑛] навпiл. Приймаючи 𝑥* = 𝑥′𝑛 = 𝑥′′𝑛 за точку

мiнiмуму ми припускаємося похибки не бiльше нiж 𝜀 незалежно вiд вигляду функцiї

𝜙 (𝑥).

Зауваження 1.1. Як у методi Фiбоначчi, так i у методi золотого перетину не

варто користуватись спiввiдношенням 𝑥′′𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝑏𝑘 − 𝑥′𝑘. Це пов’язано з тим, що

методи не стiйкi до похибок. Накопичення похибок може призвести до того, що при

великiй кiлькостi крокiв точки 𝑥′𝑘 i 𝑥′′𝑘 будуть лежати поза вiдрiзком [𝑎𝑘; 𝑏𝑘]. Тому на

кожному кроцi згiдно з формулами необхiдно знаходити двi симетричнi точки.

Приклад 1.7. Методом Фiбоначчi знайти мiнiмум функцiї 𝜙 (𝑥) = 𝑥2 на вiд-

рiзку [1; 2] з точнiстю 𝜀 = 0.2.

Розв’язування. Спочатку визначимо кiлькiсть крокiв 𝑛. Вона визначається з

умови (1.2). Випишемо декiлька чисел Фiбоначчi: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . .
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Так як
𝑏− 𝑎
𝜀

= 5, то з нерiвностi 𝐹𝑛+1 < 5 6 𝐹𝑛+2 отримаємо, що 𝑛 = 3.

Покладемо 𝑎1 = 𝑎, 𝑏1 = 𝑏.

Беремо 𝑘 = 1. Тодi

𝑥′1 = 1 +
𝐹3

𝐹5

= 1.4, 𝑥′′1 = 1 +
𝐹4

𝐹5

= 1.6.

Так як 𝜙(1.4) < 𝜙(1.6), то [𝑎2; 𝑏2] = [1; 1.6].

При 𝑘 = 2

𝑥′2 = 1 +
𝐹2

𝐹5

= 1.2, 𝑥′′2 = 1 +
𝐹3

𝐹5

= 1.4.

(Зазначимо, що 𝑥′′2 = 𝑥′1.) I так як 𝜙(1.2) < 𝜙(1.4), то [𝑎3; 𝑏3] = [1; 1.4].

Тепер 𝑘 = 𝑛 = 3, тодi

𝑥′3 = 1 +
𝐹1

𝐹5

= 1.2, 𝑥′′3 = 1 +
𝐹2

𝐹5

= 1.2.

За точку мiнiмуму приймаємо точку 𝑥 = 1.2. Iз заданою похибкою точку мiнi-

муму знайдено. �

1.3. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i формулювання теорем.

2) Знати алгоритми методiв дiлення вiдрiзка навпiл, золотого перетину i Фiбонач-

чi.

3) Вказаними методами знайти точку мiнiмуму функцiї

𝜙(x) = (𝑥− 𝑛)2 + (𝑥+ 𝑖)2

з точнiстю 𝜀 = 0.1. Вiдрiзок [𝑎; 𝑏] за довжиною бiльше 1. Параметри: для першої

групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий номер студента у списку

групи.

1.4. Питання для самоконтролю

1) Дати означення точок локального i глобального мiнiмуму функцiї однiєї змiн-

ної.

2) Сформулювати необхiднi умови локального мiнiмуму.
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3) Сформулювати достатню умову локального мiнiмуму.

4) Сформулювати алгоритм симетричних методiв.

5) Сформулювати алгоритм методу золотого перетину.

6) Сформулювати алгоритм методу Фiбоначчi.

7) Сформулювати «зауваження» до алгоритмiв золотого перетину i Фiбоначчi.



2
Мiнiмiзацiя функцiй багатьох
змiнних без обмежень

Розглядається евклiдовий простiр 𝐸𝑛, елементами якого є вектори-стовпчики.

Для позначення вектора-рядка використовується символ (⊤) — транспонування.

Скалярний добуток двох векторiв x1 i x2 визначається так: (x1,x2) =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥1𝑖𝑥
2
𝑖 .

Пiд довжиною або нормою (евклiдовою нормою) вектора x ∈ 𝐸𝑛 будемо розу-

мiти число

‖x‖ =
√︀

(x,x) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 .

Для скалярної функцiї 𝜙(x), x ∈ 𝐸𝑛 символи
𝜕𝜙(x)

𝜕x
i
𝜕2𝜙(x)

𝜕x2
означають

𝜕𝜙(x)

𝜕x
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝜙(x)
𝜕𝑥1

𝜕𝜙(x)
𝜕𝑥2

...
𝜕𝜙(x)
𝜕𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
𝜕2𝜙(x)

𝜕𝑥2
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕2𝜙(x)

𝜕𝑥2
1

𝜕2𝜙(x)
𝜕𝑥2𝜕𝑥1

. . . 𝜕2𝜙(x)
𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1

𝜕2𝜙(x)
𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2𝜙(x)

𝜕𝑥2
2

. . . 𝜕2𝜙(𝑥)
𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥2

...
... . . . ...

𝜕2𝜙(x)
𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛

𝜕2𝜙(x)
𝜕𝑥2𝜕𝑥𝑛

. . . 𝜕2𝜙(x)
𝜕𝑥2

𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Вектор
𝜕𝜙(x)

𝜕x
— це градiєнт функцiї 𝜙(x) в точцi x. Вiн показує напрямок найшвид-

шого зростання функцiї у невеликому околi точки 𝑥. Матриця
𝜕2𝜙(x)

𝜕x2
— це матриця

Гессе.

О з н а ч е н н я 2.1. Симетрична матриця A вимiру 𝑛× 𝑛 називається не-
вiд’ємною, якщо вiдповiдна їй квадратична форма є невiд’ємно означеною, тобто

ℐ = x⊤Ax > 0 для всiх x ∈ 𝐸𝑛.

О з н а ч е н н я 2.2. Симетрична матриця A вимiру 𝑛× 𝑛 називається до-
датною, якщо вiдповiдна їй квадратична форма є додатно означеною, тобто
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ℐ = x⊤Ax > 0 для всiх x ∈ 𝐸𝑛, x ̸= 0.

Аналогiчно вводяться поняття недодатної i вiд’ємної матрицi.

Далi розглядатимемо задачу знаходження екстремальних точок функцiї 𝜙(𝑥),

тобто точок мiнiмуму i максимуму.

О з н а ч е н н я 2.3. Точка x* ∈ 𝑅 називається точкою глобального мiнi-
муму функцiї 𝜙 (x) на множинi 𝑅, якщо

𝜙 (x*) 6 𝜙 (x) для всiх x ∈ 𝑅,

де 𝑅— деяка множина точок x ∈ 𝐸𝑛.

Множину точок глобального мiнiмуму функцiї позначимо через 𝑋*.

О з н а ч е н н я 2.4. Точка x* ∈ 𝑅 називається точкою локального мiнi-
муму функцiї 𝜙 (x) на множинi 𝑅, якщо знайдеться константа 𝜀 > 0 така, що

𝜙 (x*) 6 𝜙 (x) для всiх x ∈ 𝑅, що задовольняють умовi ‖x− x*‖ 6 𝜀.

О з н а ч е н н я 2.5. Точка x* ∈ 𝑅 називається точкою строгого мiнiму-
му (у локальному чи глобальному сенсi), якщо вiдповiднi нерiвностi у наведених

означеннях виконуються як строгi (при x ̸= x*).

Аналогiчно вводяться означення точок локального i глобального максимуму.

Умовне позначення 𝜙 (x)→ extr, x ∈ 𝑅 застосовується при розгляданнi задачi

пошуку екстремуму функцiї 𝜙 (x)) на множинi 𝑅. Запис

𝜙 (x)→ min або 𝜙 (x)→ max

означає, що дослiджується тiльки задача мiнiмiзацiї або максимiзацiї функцiї 𝜙 (x).

Так як довiльна задача максимiзацiї функцiї 𝜙 (x) може бути записана у вигля-

дi задачi мiнiмiзацiї функцiї −𝜙 (x), то всi теоретичнi мiркування можна проводити

тiльки для задачi на мiнiмум.

Розглянемо декiлька прикладiв.

Приклад 2.1. Розглянемо функцiю
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𝜙 (𝑥) =

⎧⎨⎩𝑥2 + 3, 𝑥 ∈ [−2; 1] ,

4, 𝑥 > 1.

Ця функцiя на [−2; +∞) має одну точку

строгого глобального мiнiмуму 𝑥* = 0,

min
𝑥∈𝑅

𝜙 (𝑥) = 𝜙 (0) = 3. Точка 𝑥* = −2

є точкою строгого локального максимуму,

𝜙 (𝑥*) = 𝜙 (−2) = 7. Промiнь [1; +∞) є мно-

жиною нестрогого максимуму, max𝜙 (𝑥) =

4.
𝑥

𝑦

0−2 −1 1 2 3 4

3

7

�

Приклад 2.2. Функцiя 𝜙 (𝑥) = 𝑒−𝑥, 𝑅 = {𝑥 ∈ 𝐸1 | 𝑥 > 1} має одну точку стро-

гого глобального максимуму 𝑥* = 1 i не має точок мiнiмуму. �

Приклад 2.3.

Функцiя 𝜙 (𝑥) = 𝑥 не досягає екстремуму в жо-

днiй з точок множини 𝑅 = {𝑥 ∈ 𝐸1 | 2 < 𝑥 < 3}.

𝑥

𝑦

0 1 2 3

1

2

3

�

Узагальненням поняття найменшого значення функцiї є визначення нижньої

межi.

О з н а ч е н н я 2.6. Нехай функцiя 𝜙 (x) обмежена знизу на множинi 𝑅. Чи-

сло 𝜙* називається нижньою межею (iнфiмумом) 𝜙 (x), якщо воно є найбiль-

шим з нижнiх меж функцiї 𝜙 (x) на 𝑅, тобто

1) 𝜙* 6 𝜙 (x) , ∀ x ∈ 𝑅,

2) ∀ 𝜀 > 0 ∃ x𝜀 ∈ 𝑅 : 𝜙 (x𝜀) < 𝜙* + 𝜀.

Якщо функцiя 𝜙 (x) обмежена знизу на 𝑅, то iснує єдина скiнченна нижня

межа цiєї функцiї на множинi 𝑅. Приймаючи у якостi iнфiмуму необмеженої знизу

на 𝑅 функцiї 𝜙* = −∞, можна вважати, що нижня межа (на вiдмiну вiд мiнiмуму)

iснує завжди.

Аналогiчно вводиться поняття верхньої межi (супремуму), як найменшої верх-
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ньої межi функцiї 𝜙 (x) на 𝑅.

Розглянутi приклади показують, що не завжди iснує точка, в якiй досягається

нижня межа цiльової функцiї. Тому краще розглянути узагальнену задачу оптимi-

зацiї — побудову мiнiмiзуючої послiдовностi.

О з н а ч е н н я 2.7. Послiдовнiсть точок
{︀
x𝑘
}︀

з припустимої множини 𝑅

називається мiнiмiзуючою для функцiї 𝜙 (x), якщо

lim
𝑘→∞

𝜙
(︀
x𝑘
)︀

= inf
x∈𝑅

𝜙 (x) = 𝜙*.

Побудова мiнiмiзуючих послiдовностей є метою розв’язування задачi мiнiмi-

зацiї не тiльки у тому випадку, коли точна нижня межа функцiї не досягається.

Бiльшiсть методiв оптимiзацiї генерують послiдовнiсть точок, яка є мiнiмiзуючою.

Розглянемо достатню умову досягнення верхньої i нижньої меж.

Т е о р е м а 2.1 (Вейєрштрасса). Нехай 𝑅— обмежена i замкнена множи-

на, функцiя 𝜙 (x) — неперервна на 𝑅. Тодi 𝜙* = inf
x∈𝑅

𝜙 (x) > −∞, множина точок

глобального мiнiмуму непуста, обмежена i замкнена, а довiльна мiнiмiзуюча по-

слiдовнiсть збiгається до 𝑋*.

Дуже важливим є такий наслiдок з теореми Вейєрштрасса.

Н а с л i д о к 2.1. Нехай функцiя 𝜙 (x) неперервна на 𝐸𝑛 i множина

𝑅 = {x | 𝜙(x) 6 𝐶}

для деякого 𝐶 непуста i обмежена. Тодi iснує точка глобального мiнiмуму 𝜙 (x) на

𝐸𝑛.

Н а с л i д о к 2.2. Нехай 𝑅— непуста замкнута пiдмножина 𝐸𝑛, функцiя

𝜙 (x) неперервна на 𝑅 i для довiльної послiдовностi
{︀
x𝑘
}︀

точок з 𝑅, що задоволь-

няють умовi lim
𝑘→∞

⃦⃦
x𝑘
⃦⃦

= +∞, виконується спiввiдношення lim
𝑘→∞

𝜙
(︀
x𝑘
)︀

= +∞. Тодi

виконуються всi твердження теореми Вейєрштрасса.

Аналогiчно формулюється теорема для задачi максимiзацiї.

Розглянемо задачу

𝜙 (x)→ extr, x ∈ 𝐸𝑛. (2.1)

Класичний пiдхiд до пошуку безумовного екстремуму ґрунтується на таких

твердженнях.

Т е о р е м а 2.2 (необхiдна умова екстремуму першого порядку). Не-
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хай функцiя 𝜙 (x) диференцiйовна у точцi x* ∈ 𝐸𝑛. Тодi якщо x* — локальний

розв’язок задачi (2.1), то
𝜕𝜙 (x*)

𝜕x
= 0. (2.2)

О з н а ч е н н я 2.8. Розв’язки системи рiвнянь (2.2) називаються стацiо-
нарними точками.

Т е о р е м а 2.3 (необхiдна умова екстремуму другого порядку). Не-

хай функцiя 𝜙 (x) двiчi диференцiйовна у точцi x* ∈ 𝐸𝑛.

1) Якщо x* — точка локального мiнiмуму в задачi (2.1), то матриця
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2

невiд’ємно визначена, тобто(︂
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
x,x

)︂
> 0 для всiх x ∈ 𝐸𝑛.

2) Якщо x* — точка локального максимуму, то матриця
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
недодатно

визначена, тобто (︂
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
x,x

)︂
6 0 для всiх x ∈ 𝐸𝑛.

Т е о р е м а 2.4 (достатня умова екстремуму). Нехай функцiя 𝜙 (x) двiчi

диференцiйовна у точцi x* ∈ 𝐸𝑛 i
𝜕𝜙 (x*)

𝜕x
= 0.

1) Якщо матриця
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
додатно визначена, то x* — точка строгого локаль-

ного мiнiмуму функцiї 𝜙 (x) на 𝐸𝑛.

2) Якщо матриця
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
вiд’ємно визначена, то x* — точка строгого локаль-

ного максимуму функцiї 𝜙 (x) на 𝐸𝑛.

Цi твердження справедливi i для задачi пошуку екстремуму на множинi𝑅 ∈ 𝐸𝑛,

якщо x* — внутрiшня точка 𝑅.

Якщо вiдомо, що функцiя має глобальний екстремум, то точкою глобального

мiнiмуму (максимуму) є та стацiонарна точка, в якiй функцiя приймає найменше

(найбiльше) значення. Для визначення iснування глобального екстремуму iнколи

можна використовувати наслiдки з теореми Вейєрштрасса. Якщо ж функцiя опукла

(вгнута) на 𝐸𝑛, то тодi локальнi екстремуми точки будуть точками глобального

екстремуму.

Можна застосувати таку схему пошуку безумовних екстремумiв функцiй:

1) Складаємо i розв’язуємо систему рiвнянь (2.2).

2) У стацiонарних точках дослiджуємо на знаковизначенiсть матрицю других
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похiдних; тi точки, в яких матриця додатно визначена, є точками строгого

локального мiнiмуму; стацiонарнi точки, в яких матриця вiд’ємно визначена, є

точками строгого локального максимуму.

3) Аналiзуємо стацiонарнi точки, в яких матриця других похiдних не є строго зна-

ковизначеною. Якщо матриця невiд’ємно (недодатно) визначена, то вiдповiднi

точки пiдозрiлi на локальний мiнiмум (максимум). Iнколи вивчення поведiнки

функцiї в околi пiдозрiлої точки дає можливiсть вияснити, чи є чи нi точка

екстремальною. I якщо у стацiонарнiй точцi матриця других похiдних не є

знаковизначеною, то така точка не може бути екстремальною.

4) Знайденi точки локального екстремуму дослiджуємо на глобальний екстремум.

Приклад 2.4. Дослiдити на екстремум функцiю

𝜙 (x) = 𝑥41 + 𝑥42 − 2(𝑥1 − 𝑥2)2.

Розраховуємо градiєнт функцiї

𝜕𝜙 (x)

𝜕𝑥1
= 4𝑥31 − 4(𝑥1 − 𝑥2),

𝜕𝜙 (x)

𝜕𝑥2
= 4𝑥32 + 4(𝑥1 − 𝑥2).

Прирiвнявши його до нуля i розв’язавши отриману систему, маємо

x1 =

(︃
0

0

)︃
, x2 =

(︃ √
2

−
√

2

)︃
, x3 =

(︃
−
√

2√
2

)︃
.

Матриця Гессе, матриця других похiдних, має вигляд

𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2
=

(︃
12𝑥21 − 4 4

4 12𝑥22 − 4

)︃
.

У точцi x1 матриця має вигляд

𝜕2𝜙(x1)

𝜕x2
=

(︃
−4 4

4 −4

)︃
.

Вона недодатно визначена. Це означає, що точка x1 пiдозрiла на максимум,

𝜙(x1) = 𝜙(0, 0) = 0. Зазначимо, що 𝜙(𝑥1, 𝑥1) = 2𝑥41 > 𝜙(x1) = 𝜙(0, 0) = 0 i точки,

що лежать на прямiй 𝑥1 = 𝑥2 можуть бути обранi дуже близько до початку

координат. Це означає, що у точцi x1 функцiя не може досягати максимуму.
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Розглянемо матрицю Гессе у точцi x2.

𝜕2𝜙(x2)

𝜕x2
=
𝜕2𝜙(
√

2,−
√

2)

𝜕x2
=

(︃
20 4

4 20

)︃
.

Ця матриця додатно визначена, отже, точка x2 є точкою строгого локального

мiнiмуму.

У точцi x3 матриця Гессе має той же вигляд, що i в точцi x2. Це означає, що

i в точцi x3 функцiя має строгий локальний мiнiмум. Так як lim
𝑘→∞

⃦⃦
x𝑘
⃦⃦

= +∞,

то згiдно з другим наслiдком теореми Вейєрштрасса точки x2 i x3 є точками

глобального мiнiмуму функцiї i min
x∈𝐸2

𝜙 (x) = −8. �

2.1. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i формулювання теорем.

2) Дослiдити на екстремум функцiю

𝜙(x) = 𝑛
[︀
𝑥31 + 𝑥32 − 𝑖 (𝑥1 − 𝑥2)2

]︀
.

Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий

номер студента у списку групи.

2.2. Питання для самоконтролю

1) Дати означення невiд’ємної i додатної симетричної матрицi.

2) Дати означення точок локального i глобального мiнiмуму функцiї багатьох

змiнних.

3) Сформулювати теорему Вейєрштрасса та наслiдок з неї.

4) Сформулювати необхiдну умову екстремуму першого порядку функцiї бага-

тьох змiнних.

5) Сформулювати необхiдну умову екстремуму другого порядку функцiї багатьох

змiнних.

6) Сформулювати достатню умову екстремуму функцiї багатьох змiнних.



3
Мiнiмiзацiя функцiй при
обмеженнях типу рiвностей

Розглядається задача

𝜙 (x)→ extr (3.1)

x ∈ 𝑅 =
{︀
x ∈ 𝐸𝑛 | 𝑔𝑖(x) = 0, 𝑖 = 1,𝑚

}︀
. (3.2)

Вважаємо, що 𝑚 < 𝑛. Це задача на умовний мiнiмум.

У деяких випадках для розв’язування такої задачi можна застосувати метод

виключення. Нехай з обмежень-рiвностей можна виразити 𝑚 якихось компонент

вектора x через iншi 𝑛−𝑚 компонент. Наприклад,

𝑥1 = 𝑓1 (𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛) ,

· · ·

𝑥𝑚 = 𝑓𝑚 (𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛) .

Далi пiдкладемо цi вирази у функцiю 𝜙 (x) i отримаємо задачу на безумовний екстре-

мум у просторi 𝐸𝑛−𝑚. Звичайно, скористатись таким алгоритмом можна не завжди

i тому розглянемо бiльш загальний пiдхiд — правило множникiв Лагранжа.

Для задачi (3.1)–(3.2) розглянемо функцiю Лагранжа

𝐿 (x, 𝜆0,𝜆) = 𝜆0𝜙 (x) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑔𝑖(x),

де 𝜆0 ∈ 𝐸1, 𝜆 ∈ 𝐸𝑚.

Т е о р е м а 3.1 (правило множникiв Лагранжа). Нехай x* — точка ло-

кального екстремуму в задачi (3.1)–(3.2); функцiї 𝜙 (x) i 𝑔𝑖 (x) (𝑖 = 1,𝑚) неперервно

диференцiйовнi в околi точки x*. Тодi iснує число 𝜆*0 i вектор 𝜆* ∈ 𝐸𝑚, якi одночасно
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не дорiвнюють нулевi i такi, що

𝜕𝐿 (x*, 𝜆*0,𝜆
*)

𝜕x
= 0.

Кожнiй точцi локального екстремуму вiдповiдає нескiнченна кiлькiсть наборiв

множникiв Лагранжа (так як невiдомих на одну бiльше, нiж рiвнянь).

Досить часто використовується функцiя Лагранжа

𝐿 (x,𝜆) = 𝜙(x) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑔𝑖(x),

яку будемо називати нормальною функцiєю Лагранжа. Ця функцiя Лагранжа

простiше, але правило множникiв Лагранжа не завжди справедливе.

Приклад 3.1. Розглянемо задачу

min𝑥1,

𝑥31 − 𝑥22 = 0.

Припустимi точки, що задовольняють рiвнянню 𝑥31 − 𝑥22 = 0, лежать на напiв-

кубiчнiй параболi.

Зрозумiло, що точка 𝑥1 = 𝑥2 = 0 є точкою умовного мiнiмуму.

Складемо функцiю Лагранжа:

𝐿 (x,𝜆) = 𝑥1 + 𝜆
(︀
𝑥31 − 𝑥22

)︀
.

Використовуючи правило множникiв Лагранжа, отримаємо

𝜕𝐿 (x, 𝜆)

𝜕𝑥1
= 1 + 3𝜆𝑥21 = 0,

𝜕𝐿 (x, 𝜆)

𝜕𝑥2
= −2𝜆𝑥2.

Точка мiнiмуму 𝑥1 = 𝑥2 = 0 не задовольняє цим рiвнянням, тобто правило

множникiв Лагранжа до даної задачi застосувати не можна. �

О з н а ч е н н я 3.1. Якщо серед систем множникiв Лагранжа, що вiдповiда-

ють точцi локального екстремуму, немає множникiв Лагранжа з 𝜆*0 = 0, то така

точка називається нормальною точкою екстремуму, а задача — нормальною.

Т е о р е м а 3.2. Для нормальної точки локального екстремуму вiдповiднi

множники Лагранжа визначаються єдиним способом з 𝜆*0 = 1.
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Т е о р е м а 3.3. Точка локального екстремуму x* в задачi (3.1)–(3.2) є нор-

мальною точкою екстремуму тодi i тiльки тодi, коли вектори
𝜕𝑔1 (x*)

𝜕x
, . . . ,

𝜕𝑔𝑚 (x*)

𝜕x
лiнiйно незалежнi. Якщо обмеження одне, то тодi

𝜕𝑔 (x*)

𝜕x
̸= 0.

Сформулюємо необхiдну умову оптимальностi другого порядку.

Т е о р е м а 3.4. Нехай:

1) функцiї 𝜙 (x), 𝑔1 (x), . . . , 𝑔𝑚(x) неперервно диференцiйовнi у деякому околi

точки x* ∈ 𝑅 i двiчi диференцiйовнi у самiй цiй точцi;

2) градiєнти
𝜕𝑔1 (x*)

𝜕x
, . . . ,

𝜕𝑔𝑚 (x*)

𝜕x
лiнiйно незалежнi;

3) x* — точка локального мiнiмуму (максимуму) задачi (3.1)–(3.2).

Тодi
𝜕𝐿 (x*, 𝜆*0,𝜆

*)

𝜕x
= 0,

(︂
𝜕2𝐿 (x*, 𝜆*0,𝜆

*)

𝜕x2
y,y

)︂
> 0 (6 0)

для довiльного вектора y ∈ 𝐸𝑛, що задовольняє умовi(︂
𝜕𝑔𝑖 (x*)

𝜕x
,y

)︂
= 0, 𝑖 = 1,𝑚.

Т е о р е м а 3.5 (достатня умова оптимальностi). Нехай:

1) функцiї 𝜙 (x), 𝑔1 (x), . . . , 𝑔𝑚 (x) двiчi диференцiйовнi у точцi x* ∈ 𝐸𝑛;

2) для деякого нетривiального набору {𝜆*0,𝜆*} виконується умова

𝜕𝐿 (x*, 𝜆*0,𝜆
*)

𝜕x
= 0;

3) квадратична форма

ℐ =

(︂
𝜕2𝐿 (x*, 𝜆*0,𝜆

*)

𝜕x2
y,y

)︂
> 0 (< 0)

для всiх y ̸= 0, що задовольняють умовi
(︂
𝜕𝑔𝑖 (x*)

𝜕x
,y

)︂
= 0, 𝑖 = 1,𝑚.

Тодi точка x* є точкою строгого локального мiнiмуму (максимуму) функцiї

𝜙 (x) на 𝑅.

Рекомендується така схема розв’язування задачi з обмеженнями типу рiвно-

стей:

1) Перевiряється нормальнiсть задачi. Якщо вдалося це зробити, то складають

нормальну функцiю Лагранжа i виписують необхiдну умову
𝜕𝐿(x,𝜆)

𝜕x
= 0, до

якої додають обмеження-рiвностi. З цiєї системи знаходять стацiонарнi точки
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задачi. Переходимо до пункту 3). Якщо ж не вдалося довести нормальнiсть

задачi, то переходимо до пункту 2).

2) Розглядається узагальнена функцiя Лагранжа 𝐿(x, 𝜆0,𝜆) = 𝜆0𝜙(x)+𝜆
∑︀𝑚

𝑖=1 𝜆𝑖𝑔𝑖(x).

Виписується необхiдна умова мiнiмуму
𝜕𝐿 (x, 𝜆0,𝜆)

𝜕x
= 0, до неї додаються

обмеження-рiвностi з (3.2). Розглядають два випадки при розв’язуваннi систе-

ми рiвнянь:

а) 𝜆0 = 0. Цей вироджений випадок зустрiчається на практицi досить рiдко.

У бiльшостi задач випадок 𝜆0 = 0 призводить до несумiсностi системи

рiвнянь, i тодi розглядаємо випадок b);

б) 𝜆0 = 1;

3) Знайденi стацiонарнi точки перевiряють на необхiдну умову оптимальностi

другого порядку. Точки, що не задовольняють умовi, вiдкидаються.

4) Тi стацiонарнi точки, в яких необхiдна умова другого порядку виконується,

перевiряють на достатню умову оптимальностi.

Приклад 3.2. Розглянемо задачу

𝜙 (x) = 2𝑥21 + 𝑥22 → extr, 2𝑥1 + 𝑥2 = 1.

Спочатку перевiряємо нормальнiсть задачi. Для цього скористаємось умовою

нормальностi. Для цього розрахуємо
𝜕𝑔 (x)

𝜕x
=

(︃
2

1

)︃
. Так як

𝜕𝑔 (x)

𝜕x
̸= 0 для всiх

припустимих точок, то всi точки нормальнi i задача нормальна. Тепер можна

уже складати нормальну функцiю Лагранжа.

А можна пiти iншим шляхом. Складаємо узагальнену функцiю Лагранжа i

розглянемо випадки 𝜆0 = 0 i 𝜆0 = 1. Маємо

𝐿 (x, 𝜆0, 𝜆) = 𝜆0
(︀
2𝑥21 + 𝑥22

)︀
+ 𝜆(2𝑥1 + 𝑥2 − 1).

Скористаємося правилом множникiв Лагранжа i отримаємо таку систему рiв-

нянь
𝜕𝐿 (x, 𝜆0, 𝜆)

𝜕𝑥1
= 4𝜆0𝑥1 + 2𝜆 = 0,

𝜕𝐿 (x, 𝜆0, 𝜆)

𝜕𝑥2
= 2𝜆0𝑥2 + 𝜆 = 0,

2𝑥1 + 𝑥2 = 1.

(3.3)

Розглянемо випадок з 𝜆0 = 0. Отримаємо, що 𝜆 = 0, а це суперечить тверджен-

ням теореми. Отже, 𝜆0 ̸= 0 i тому розглянемо випадок 𝜆0 = 1.

Розв’язавши систему (3.3) з 𝜆0 = 1, отримаємо: 𝑥*1 =
1

3
, 𝑥*2 =

1

3
, 𝜆 = −2

3
.
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Розглянемо матрицю других похiдних функцiї Лагранжа:

𝜕2𝐿 (x*, 1,−2/3)

𝜕x2
=

(︃
4 0

0 2

)︃
.

Скористаємось необхiдною умовою другого порядку. Визначимо знак квадрати-

чної форми ℐ = y⊤𝜕
2𝐿 (x*, 𝜆0, 𝜆)

𝜕x2
y на гiперплощинi

𝜕𝑔⊤ (x*)

𝜕x
y = 0. Отримаємо

ℐ = 4𝑦21 + 2𝑦22,
𝜕𝑔⊤ (x*)

𝜕x
𝑦 = 2𝑦1 + 𝑦2 = 0.

Звiдси 𝑦2 = −2𝑦1. Тодi ℐ = 4𝑦21 + 2𝑦22 = 12𝑦21 > 0. Необхiдна умова мiнiмуму

виконується. Достатня умова теж виконується: 𝜙 = 12𝑦21 > 0 для y ̸= 0. Отже,

розв’язком задачi є точка x* =

(︂
1

3
,
1

3

)︂⊤

. �

3.1. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i формулювання теорем.

2) Розв’язати задачу

𝜙(x) = 𝑖𝑥21 + (𝑖+ 𝑛)𝑥22 → extr,

𝑖𝑥1 + 𝑛𝑥2 = 1.

Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий

номер студента у списку групи.

3.2. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати задачу на умовний мiнiмум.

2) Сформулювати правило множникiв Лагранжа.

3) Дати означення нормальної функцiї Лагранжа.

4) Сформулювати теорему про нормальнiсть екстремальної точки.

5) Сформулювати необхiдну умову оптимальностi другого порядку для задачi на

умовний мiнiмум.

6) Сформулювати достатню умову оптимальностi.

7) Написати схему розв’язування задач з обмеженнями типу рiвностей.
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Так як умови оптимальностi для таких задач досить громiздкi, то розглянемо

тiльки задачу мiнiмiзацiї.

Нехай в 𝑛-вимiрному просторi визначенi функцiї 𝜙 (x), 𝑔1 (x), . . . , 𝑔𝑚 (x). Необ-

хiдно знайти точку x* ∈ 𝐸𝑛, що задовольняє умовам 𝑔1 (x*) 6 0, . . . , 𝑔𝑚 (x*) 6 0 i

таку, що

𝜙 (x*) = min𝜙 (x) , 𝑔𝑖 (x) 6 0, 𝑖 = 1,𝑚.

О з н а ч е н н я 4.1. Обмеження 𝑔𝑖 (x) 6 0 називається активним (жорс-
тким) у точцi x0, якщо 𝑔𝑖 (x0) = 0, i пасивним (нежорстким), якщо 𝑔𝑖 (x0) < 0.

Далi обмеження будемо записувати у векторному виглядi g (x) 6 0, де g —

𝑚-вимiрний вектор.

О з н а ч е н н я 4.2. Припустиму точку x0 назвемо звичайною припусти-
мою при обмеженнях g (x) 6 0, якщо вектори

𝜕𝑔𝑖1 (x0)

𝜕x
, . . . ,

𝜕𝑔𝑖𝑘 (x0)

𝜕x
, 1 6 𝑖1 6 . . . 6 𝑖𝑘 6 𝑚,

що вiдповiдають обмеженням 𝑔𝑖1 (x) 6 0, . . . , 𝑔𝑖𝑘 (x) 6 0, активним у точцi x0,

лiнiйно незалежнi.

Сформулюємо необхiднi i достатнi умови мiнiмуму для задачi з обмеженнями

типу нерiвностей.

Т е о р е м а 4.1 (необхiдна умова мiнiмуму). Нехай скалярна функцiя 𝜙 (x)

i 𝑚-вимiрна функцiя g (x) визначенi i неперервнi разом з двома першими похiдними

за x. Точка x* — точка локального мiнiмуму — є звичайною припустимою i у цiй

точцi активнi обмеження з номерами 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘. Тодi
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1) знайдеться невiд’ємний множник 𝜆* = (𝜆*1, . . . , 𝜆
*
𝑚)⊤ > 0 такий, що для

функцiї Лагранжа 𝐿 (x,𝜆) = 𝜙 (x) + 𝜆⊤g (x) виконується рiвнiсть

𝜕𝐿 (x*,𝜆*)

𝜕x
= 0;

2) виконуються умови доповнюючої нежорсткостi

𝜆*𝑖 𝑔𝑖 (x*) = 0, 𝑖 = 1,𝑚;

3) квадратична форма ℐ = y⊤𝜕
2𝐿 (x*,𝜆*)

𝜕x2
y > 0 на гiперплощинi, що задається

рiвняннями (︂
𝜕𝑔𝑖1 (x*)

𝜕x
,y

)︂
= 0, . . . ,

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑘 (x*)

𝜕x
,y

)︂
= 0.

О з н а ч е н н я 4.3. Припустима точка x* називається умовно-стацiонар-
ною у сформульованiй задачi, якщо для деякого 𝑚-вимiрного вектора 𝜆* > 0 вико-

нуються умови
𝜕𝐿 (x*,𝜆*)

𝜕x
= 0, 𝜆*𝑖 𝑔𝑖 (x*) = 0, 𝑖 = 1,𝑚.

Т е о р е м а 4.2 (достатня умова мiнiмiзацiї). Для того, щоб умовно-ста-

цiонарна точка x* була точкою локального мiнiмуму достатньо, щоб квадратична

форма ℐ = y⊤𝜕
2𝐿 (x*,𝜆*)

𝜕x2
y була додатно визначеною на гiперплощинi

(︂
𝜕𝑔𝑖1 (x*)

𝜕x
,y

)︂
= 0, . . . ,

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑘 (x*)

𝜕x
,y

)︂
= 0, 𝑦 ̸= 0,

де 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 — номери обмежень, активних у точцi x*.

Приклад 4.1. Необхiдно побудувати коло i квадрат, сума периметрiв яких

дорiвнює 𝑎, так, щоб сума площ круга i квадрата була максимальною.

Розв’язування. Нехай довжина кола дорiвнює 𝑥1, а периметр квадрата — 𝑥2.

Розрахуємо радiус кола i сторону квадрата. Позначимо їх вiдповiдно через 𝑟 i

𝑦. Маємо 2𝜋𝑟 = 𝑥1, 4𝑦 = 𝑥2. Тодi 𝑟 = 𝑥1/2𝜋, 𝑦 = 𝑥2/4. Площа круга дорiвнює 𝑥2
1/4𝜋,

а квадрата — 𝑥2
2/16.
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Отже, задача має таку математичну постановку:

min−
[︂
𝑥21
4𝜋

+
𝑥22
16

]︂
,

𝑥1 + 𝑥2 = 𝑎,

−𝑥1 6 0,

−𝑥2 6 0.

(4.1)

Введемо функцiї 𝜙 (x) = −
[︂
𝑥21
4𝜋

+
𝑥22
16

]︂
, 𝑔1(x) ≡ 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑎, 𝑔2(x) ≡ −𝑥1, 𝑔3(x) ≡

−𝑥2. Тодi задача (4.1) має вигляд

min𝜙 (x),

𝑔1(x) = 0, 𝑔2(x) 6 0, 𝑔3(x) 6 0, x ∈ R2.
(4.2)

У задачi (4.2) присутнi двi нерiвностi i одна чиста рiвнiсть.

𝑥1

𝑥2

𝑎

𝑎
Множина

припустимих

точок

0

Так як множина припустимих точок

задачi (4.2) обмежена i замкнута, а

функцiя 𝜙 (x) є неперервною, то за

теоремою Вейєрштрасса задача має

розв’язок.

Вектори
𝜕𝑔1(x)

𝜕x
=

(︃
1

1

)︃
,

𝜕𝑔2(x)

𝜕x
=

(︃
−1

0

)︃
,

𝜕𝑔3(x)

𝜕x
=

(︃
0

−1

)︃
попарно лiнiйно незалежнi, а активними одночасно можуть бути 𝑔1(x), 𝑔1(x) i

𝑔2(x) або 𝑔1(x) i 𝑔3(x). Тому кожна припустима точка є звичайною. А це означає,

що усi припустимi точки нормальнi. Тому можна складати нормальну функцiю

Лагранжа.

𝐿(x,𝜆) = 𝜙 (x) + 𝜆1𝑔1(x) + 𝜆2𝑔2(x) + 𝜆3𝑔3(x) =

= −
(︂
𝑥21
4𝜋

+
𝑥22
16

)︂
+ 𝜆1 (𝑥1 + 𝑥2 − 𝑎)− 𝜆2𝑥1 − 𝜆3𝑥2.
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Згiдно з необхiдною умовою знайдуться 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3; 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3 такi, що

𝜕𝐿(x,𝜆)

𝜕𝑥1
= −𝑥1

2𝜋
+ 𝜆1 − 𝜆2 = 0,

𝜕𝐿(x,𝜆)

𝜕𝑥2
= −𝑥2

8
+ 𝜆1 − 𝜆3 = 0,

𝑔1(x) ≡ 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑎 = 0,

𝜆2𝑔2(x) ≡ −𝜆2𝑥1 = 0,

𝜆3𝑔3(x) ≡ −𝜆3𝑥2 = 0.

Виключимо змiннi 𝑥2, 𝜆2, 𝜆3 i отримаємо два рiвняння⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︁
𝜆1 −

𝑥1
2𝜋

)︁
𝑥1 = 0,(︂

𝜆1 −
𝑎− 𝑥1

8

)︂
(𝑎− 𝑥1) = 0.

Розв’язавши цю систему, отримаємо:

1) 𝑥*1 =
𝜋𝑎

4 + 𝜋
, 𝑥*2 =

4𝑎

4 + 𝜋
, 𝜆1 =

𝑎

8 + 2𝜋
, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = 0;

2) 𝑥*1 = 𝑎, 𝑥*2 = 0, 𝜆1 =
𝑎

2𝜋
, 𝜆2 = 0, 𝜆3 =

𝑎

2𝜋
;

3) 𝑥*1 = 0, 𝑥*2 = 𝑎, 𝜆1 =
𝑎

8
, 𝜆2 =

𝑎

8
, 𝜆3 = 0.

Квадратична форма має вигляд

ℐ = x⊤𝜕
2𝐿 (x*,𝜆)

𝜕x2
x = − 1

2𝜋
𝑥21 −

1

8
𝑥22.

Розглянемо кожну з умовно-стацiонарних точок.

1) У першiй точцi активним є тiльки обмеження 𝑔1(x) = 0. Гiперплощина
𝜕𝑔⊤1 (x*)

𝜕x
x = 0 має вигляд 𝑥1 + 𝑥2 = 0. Тодi 𝑥1 = −𝑥2. У першiй точцi ква-

дратична форма матиме вигляд: ℐ = −
[︂

1

2𝜋
+

1

8

]︂
𝑥22 i ℐ 6 0. Так як необхi-

дна умова мiнiмуму не виконується, то ця точка не може бути розв’язком

задачi.

2) Перше i третє обмеження активнi у другiй точцi. Гiперплощина визначає-

ться системою ⎧⎨⎩𝑥1 + 𝑥2 = 0,

−𝑥2 = 0.

Так як 𝑥1 = 𝑥2 = 0, то ℐ = 0. Необхiдна умова мiнiмуму виконується.
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3) У третiй точцi активними є перше i друге обмеження. Тодi отримаємо

таку систему ⎧⎨⎩𝑥1 + 𝑥2 = 0,

−𝑥1 = 0,

що визначає гiперплощину. Маємо: 𝑥1 = 𝑥2 = 0, а значить ℐ = 0. У третiй

точцi теж виконується необхiдна умова мiнiмуму.

Отримали, що у двох припустимих точках виконується необхiдна умова мiнiму-

му, але у жоднiй iз них не виконується достатня. Так як задача має розв’язок i

маємо двi точки, в яких може досягатися мiнiмум, то порiвняємо значення фун-

кцiї у цих точках i оберемо розв’язок. У другiй точцi значення функцiї дорiвнює

− 𝑎
2

4𝜋
≈ −0.0796𝑎2, а у третiй —

𝑎2

16
≈ −0.0625𝑎2. Так як −0.0796 < −0.0625, то

розв’язком задачi є друга точка. Це означає, що необхiдно побудувати коло. �

4.1. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i формулювання теорем.

2) Побудувати двi фiгури, сума периметрiв яких дорiвнює 100+𝑖+𝑗 так, щоб сума

їх площ була максимальною (𝑖— номер групи, 𝑗 — номер прiзвища студента у

списку групи — номер варiанта)
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4.2. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати задачу мiнiмiзацiї функцiї з обмеженнями типу нерiвностей.

2) Дати означення активних i пасивних обмежень у точцi.

3) Дати означення звичайної припустимої точки при обмеженнях 𝑔(𝑥) 6 0.

4) Сформулювати необхiдну умову мiнiмуму для задачi з обмеженнями типу не-

рiвностей.

5) Дати означення умовно-стацiонарної точки.

6) Сформулювати достатню умову мiнiмуму.



Частина II.

Мiнiмiзацiя опуклих функцiй
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Мiнiмiзацiя опуклих функцiй

Роздiл нелiнiйного програмування, в якому задачi мiнiмiзацiї формулюються

для опуклих функцiй i опуклих множин, називається опуклим програмуванням.

Введемо деякi означення i властивостi опуклих множин та функцiй.

О з н а ч е н н я 5.1. Множина 𝑅 ⊆ 𝐸𝑛 називається опуклою, якщо для до-

вiльних точок x1 i x2, що належать множинi 𝑅, точка x(𝜆) = 𝜆x1 + (1 − 𝜆)x2,

0 6 𝜆 6 1, теж належить множинi 𝑅.

Iншими словами, якщо двi довiльнi точки належать множинi 𝑅 i вiдрiзок, що

їх з’єднує, теж належить множинi 𝑅, то ця множина називається опуклою.

Приклад 5.1. Довести, що гiперплощина a⊤x = b є опуклою.

Доведення. Отже, 𝑅 =
{︀
x | a⊤x = b

}︀
. Обираємо довiльнi двi точки x1 i x2 з

множини 𝑅. Це означає, що a⊤x1 = b i a⊤x2 = b. Складаємо точку

x(𝜆) = 𝜆x1 + (1− 𝜆)x2, 0 6 𝜆 6 1.

Маємо

a⊤x(𝜆) = a⊤ (︀𝜆x1 + (1− 𝜆)x2
)︀

= 𝜆a⊤x1 + (1− 𝜆)a⊤x2 = 𝜆b + (1− 𝜆)b = b.

Отже, точка x(𝜆) ∈ 𝑅 i множина 𝑅 є опуклою. �

Т е о р е м а 5.1. Перетин довiльної кiлькостi опуклих множин 𝑅𝑖 є опуклою

множиною.

Доведення. Позначимо перетин опуклих множин через 𝑅 = ∩𝑖∈𝐼𝑅𝑖, де 𝐼 — непуста

множина iндексiв. Вiзьмемо двi точки x1 i x2 з множини 𝑅. Тодi цi точки належать

кожнiй iз множин 𝑅𝑖. А так як множини 𝑅𝑖 є опуклими, то точка x(𝜆) = 𝜆x1 + (1−
𝜆)x2, 0 6 𝜆 6 1 теж належить опуклим множинам 𝑅𝑖. Якщо x(𝜆) належить кожнiй
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множинi 𝑅𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, то вона належить перетину цих множин, тобто належить множинi

𝑅. А це i означає опуклiсть множини 𝑅. �

О з н а ч е н н я 5.2. Функцiя 𝜙 (x), що визначена на опуклiй множинi 𝑅, на-

зивається опуклою, якщо для довiльних x1 i x2 ∈ 𝑅 i довiльного 𝜆 ∈ [0; 1] виконує-

ться нерiвнiсть

𝜙
(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
6 𝜆𝜙

(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)𝜙
(︀
x2
)︀
. (5.1)

О з н а ч е н н я 5.3. Якщо в (5.1) рiвнiсть виконується тiльки при 𝜆 = 0 i

𝜆 = 1, то функцiя 𝜙 (x) називається строго опуклою.

У строго опуклої функцiї не iснує прямолiнiйних участкiв.

О з н а ч е н н я 5.4. Функцiя 𝜙 (x), що визначена на опуклiй множинi 𝑅, на-

зивається сильно опуклою, якщо знайдеться така константа 𝛾 > 0, що для

довiльних x1 i x2 ∈ 𝑅 та 𝜆 ∈ [0; 1] виконується нерiвнiсть

𝜙
(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
6 𝜆𝜙

(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)𝜙
(︀
x2
)︀
− 𝛾𝜆(1− 𝜆)

⃦⃦
x1 − x2

⃦⃦2
.

Очевидно, що сильно опукла функцiя є строго опуклою i опуклою.

О з н а ч е н н я 5.5. Функцiя 𝜙 (x), що визначена на опуклiй множинi 𝑅, на-

зивається вгнутою, якщо для довiльних x1 i x2 ∈ 𝑅 i довiльного 𝜆 ∈ [0; 1] виконує-

ться нерiвнiсть

𝜙
(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
> 𝜆𝜙

(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)𝜙
(︀
x2
)︀
.

Означення вгнутої функцiї можна дати й iнакше: функцiя 𝜙 (x), що визначе-

на на опуклiй множинi 𝑅, називається вгнутою, якщо функцiя −𝜙 (x) є опуклою.

Зрозумiло, як дати означення строго i сильно вгнутих функцiй.

Приклад 5.2. Довести, що якщо функцiя 𝜙 (x) є опуклою, то множина

𝑅 = {x | 𝜙 (x) 6 𝑐}— опукла (або пуста).

Доведення. Вiзьмемо двi точки x1 i x2 множини 𝑅. Так як x1 ∈ 𝑅, то 𝜙 (x1) 6 𝑐.

Аналогiчно, 𝜙 (x2) 6 𝑐. Розглянемо точку x(𝜆) = 𝜆x1 + (1−𝜆)x2, 𝜆 ∈ [0; 1]. Далi,

𝜙 (x(𝜆)) = 𝜙
(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
6 𝜆𝜙

(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)𝜙
(︀
x2
)︀
6 𝜆𝑐+ (1− 𝜆)𝑐 = 𝑐.

Отже, взявши двi точки x1 i x2 ∈ 𝑅, ми довели, що точка x(𝜆) при 𝜆 ∈ [0; 1]

теж належить множинi 𝑅. А це означає, що 𝑅— опукла множина. �
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Розглянемо теорему, що показує зв’язок мiж опуклими функцiями i опуклими

множинами.

Т е о р е м а 5.2. Для того, щоб функцiя 𝜙(x), визначена на опуклiй множинi

𝑅, була опуклою, необхiдно i достатньо, щоб була опуклою множина

𝑅 = {x, 𝑦 | x ∈ 𝑅𝑦 > 𝜙(x)} .

Геометричне тлумачення: функцiя 𝜙(x), що визначена на опуклiй множинi 𝑅,

опукла тодi i тiльки тодi, коли її надграфiк є опуклою множиною.

Розглянемо декiлька властивостей опуклих функцiй.

1) Опукла на опуклiй множинi 𝑅 функцiя 𝜙 (x) є неперервною у всiх внутрiшнiх

точках множини 𝑅. Це означає, що опукла функцiя може мати розриви тiльки

на межi множини 𝑅.

2) Якщо функцiї 𝜙𝑖(x), (𝑖 = 1,𝑚, x ∈ 𝑅) опуклi на опуклiй множинi 𝑅, то при

довiльних 𝛼𝑖 > 0 опуклi й функцiї

𝜓 (x) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖 (x) , 𝛼𝑖 > 0,

𝑓 (x) = max
16𝑖6𝑚

𝜙𝑖 (x) .

Доведення. Доведемо, що функцiя 𝜓 (x) =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖 (x) є опуклою. Використо-

вуємо означення опуклої функцiї. Вiзьмемо двi точки x1, x2 ∈ 𝑅, 0 6 𝜆 6 1.

Тодi

𝜓
(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖

(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
6

6
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

[︀
𝜆𝜙𝑖

(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)𝜙𝑖

(︀
x2
)︀]︀

= 𝜆
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖

(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖

(︀
x2
)︀

=

= 𝜆𝜓
(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)𝜓
(︀
x2
)︀
,

а це означає, що функцiя 𝜓(x) є опуклою.

Т е о р е м а 5.3. Якщо функцiя 𝜙(x) опукла на опуклiй множинi 𝑅, то точка

локального мiнiмуму функцiї 𝜙(x) одночасно є точкою глобального мiнiмуму на 𝑅.

Множина всiх точок мiнiмумiв 𝜙(x) на 𝑅 опукла (якщо вона не пуста). Якщо 𝜙(x)

строго опукла функцiя на 𝑅, то вона може досягати свого мiнiмуму на 𝑅 в однiй

точцi.
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Доведення. Нехай x — точка локального мiнiмуму функцiї 𝜙(x), тобто iснує такий

окiл 𝑄 точки x*, що 𝜙(x*) 6 𝜙(x) для x ∈ 𝑄 ∩ 𝑅. Нехай iснує така точка x ∈ 𝑅, що

𝜙(x*) > 𝜙(x). Так як x = x* + 𝛼 (x− x*) ∈ 𝑄 ∩ 𝑅 при достатньо малих 𝛼, 0 < 𝛼 < 1,

то, враховуючи опуклiсть функцiї 𝜙(x), отримаємо

𝜙 (x*) 6 𝜙 (x* + 𝛼 (x− x*)) = 𝜙 (𝛼x + (1− 𝛼)x*) 6

6 𝛼𝜙 (x) + (1− 𝛼)𝜙 (x*) < 𝛼𝜙 (x*) + (1− 𝛼)𝜙 (x*) = 𝜙 (x*) .

Отримали суперечнiсть. Отже, точка x* є точкою глобального мiнiмуму функцiї

𝜙(x) на множинi 𝑅.

Далi, якщо опукла функцiя досягає свого мiнiмуму у двох рiзних точках x1 i

x2 ∈ 𝑅, то вона досягає мiнiмуму у всiх точках вiдрiзку, що з’єднує цi двi точки. Це

випливає iз спiввiдношення

𝜙
(︀
x1
)︀
6 𝜙

(︀
x1 + 𝛼

(︀
x2 − x1

)︀)︀
6

6 𝛼𝜙
(︀
x2
)︀

+ (1− 𝛼)𝜙
(︀
x1
)︀
6 𝜙

(︀
x1
)︀

(так як 𝜙
(︀
x1
)︀

= 𝜙
(︀
x2
)︀
),

що перетворюється у рiвнiсть при усiх 𝛼, 0 6 𝛼 6 1.

Однак у випадку строго опуклої функцiї така рiвнiсть неможлива при 0 < 𝛼 <

1, тобто iснує тiльки одна точка мiнiмуму. �

Т е о р е м а 5.4. Якщо функцiя 𝜙(x) є опуклою на опуклiй множинi 𝑅 i дифе-

ренцiйовна, то(︂
𝜕𝜙 (x2)

𝜕x
,x1 − x2

)︂
6 𝜙

(︀
x1
)︀
− 𝜙

(︀
x2
)︀
6

(︂
𝜕𝜙 (x1)

𝜕x
,x1 − x2

)︂
.

Т е о р е м а 5.5. Нехай опукла функцiя 𝜙 (x) неперервно диференцiйовна на

опуклiй множинi 𝑅. Для того, щоб точка x* була точкою мiнiмуму функцiї 𝜙 (x),

необхiдно i достатньо, щоб(︂
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
,x− x*

)︂
> 0 для всiх x ∈ 𝑅.

Якщо x* — внутрiшня точка множини 𝑅, то виконується умова
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
= 0.

Доведення.

Необхiднiсть. Нехай x* ∈ 𝑅— точка мiнiмуму функцiї 𝜙 (x) на 𝑅. Тодi для
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довiльних x ∈ 𝑅 i 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, отримаємо

0 6 𝜙 (x* + 𝛼 (x− x*))− 𝜙 (x*) =

= 𝜙 (x*) + 𝛼

(︂
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
,x− x*

)︂
+ 𝑜(𝛼)− 𝜙 (x*) =

= 𝛼

(︂
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
,x− x*

)︂
+ 𝑜(𝛼),

де 𝑜(𝛼) — така величина, що lim
𝛼→+0

𝑜(𝛼)

𝛼
= 0. Маємо

(︂
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
,x− x*

)︂
+
𝑜(𝛼)

𝛼
> 0,

lim
𝛼→+0

[︂(︂
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
,x− x*

)︂
+
𝑜(𝛼)

𝛼

]︂
> 0,(︂

𝜕𝜙(x*)

𝜕x
,x− x*

)︂
> 0. (5.2)

Зазначимо, що опуклiсть функцiї не використовувалась.

Нехай x* — внутрiшня точка множини 𝑅 i h — довiльний вектор з 𝐸𝑛. Тодi

точка x = x* + 𝛼h ∈ 𝑅 при достатньо малих 𝛼, |𝛼| 6 𝛼0. Тодi в (5.2) покладемо

x = x* + 𝛼h, отримаємо 𝛼
(︂
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
, ℎ

)︂
> 0 при всiх 𝛼, |𝛼| 6 𝛼0, що можливо тiльки

при
(︂
𝜕𝜙(x*)

𝜕x
, ℎ

)︂
= 0. Так як h — довiльний вектор, то

𝜕𝜙(x*)

𝜕x
= 0.

Достатнiсть. Нехай 𝜙 (x) — опукла функцiя i для деякої точки x* виконується

(5.2). Тодi з лiвої нерiвностi теореми 5.4 отримаємо(︂
𝜕𝜙 (x*)

𝜕x
,x− x*

)︂
6 𝜙 (x)− 𝜙 (x*) при всiх x ∈ 𝑅,

а це означає, що 𝜙 (x) > 𝜙 (x*) для довiльних x ∈ 𝑅. �

Т е о р е м а 5.6. Якщо функцiя 𝜙 (x) двiчi неперервно диференцiйовна, то для

опуклостi її на опуклiй множинi 𝑅 необхiдно i достатньо, щоб матриця
𝜕2𝜙(x*)

𝜕x2

була невiд’ємною для всiх x ∈ 𝑅. Якщо ж матриця додатна, то функцiя 𝜙 (x) —

строго опукла.

5.1. Теореми про вiдокремлення опуклих множин

Нехай заданi множини 𝑋 i 𝑌 в 𝐸𝑛.
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О з н а ч е н н я 5.6. Кажуть, що множини можна вiдокремити, якщо

iснують вектор c ̸= 0 i число 𝛼 такi, що виконуються нерiвностi

c⊤x > 𝛼, c⊤y 6 𝛼 (5.3)

для всiх x ∈ 𝑋, y ∈ 𝑌 .

Якщо у (5.3) виконуються строгi нерiвностi, то множини 𝑋 i 𝑌 строго
вiддiльнi.

О з н а ч е н н я 5.7. Гiперплощина, що задається рiвнянням

c⊤x = 𝛼,

називається вiдокремлюючою гiперплощиною.

Т е о р е м а 5.7 (про строгу вiддiльнiсть множин). Якщо множини 𝑋

та 𝑌 опуклi, замкненi, не мають спiльних точок i одна з них обмежена, то

їх можна строго вiдокремити.

Доведення. Нехай, наприклад, обмеженою є множина 𝑋. У множинах 𝑋 i 𝑌 вiзьме-

мо по однiй точцi x1 i y1, вiдстань мiж якими позначимо через 𝜌: ‖x1 − y1‖ = 𝜌.

Перетин замкненого 𝜌-околу множини 𝑋 з множиною 𝑌 позначимо через 𝑌𝜌. Мно-

жини 𝑋 i 𝑌𝜌 обмеженi, замкненi i непустi (y1 ∈ 𝑌𝜌). Тому неперервна функцiя

𝑓 (x,y) = ‖x− y‖ досягає на (𝑋, 𝑌𝜌) мiнiмуму

min
x∈𝑋, y∈𝑌𝜌

‖x− y‖ =
⃦⃦
x0 − y0

⃦⃦
= 𝜌0. (5.4)

Число 𝜌0 є мiнiмальною вiдстанню мiж множинами 𝑋 i 𝑌𝜌 та мiж 𝑋 i 𝑌 . Так як

множини 𝑋 i 𝑌 не мають спiльних точок, то 𝜌0 > 0.
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x0 y0

𝜌0

← c

𝑋

𝑌

𝑌𝜌

x

x(𝜆)

y

y(𝜆)

x1 y1
𝜌

Нехай x — довiльна точка з 𝑋. Так як множина 𝑋 опукла, то точка x(𝜆) =

𝜆x + (1− 𝜆)x0 при довiльних 𝜆 (0 6 𝜆 6 1) належить множинi 𝑋.

За означенням (5.4) точок x0, y0 отримаємо, що функцiя

𝜙(𝜆) =
⃦⃦
x(𝜆)− y0

⃦⃦2
=
(︀
x(𝜆)− y0

)︀⊤ (︀
x(𝜆)− y0

)︀
, 0 6 𝜆 6 1

у межовiй точцi 𝜆 = 0 вiдрiзка [0; 1] досягає мiнiмуму. Тому

d𝜙(𝜆)

d𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

= 2
(︀
x(𝜆)− y0

)︀⊤ dx(𝜆)

d𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

= 2
(︀
x0 − y0

)︀⊤ (︀
x− x0

)︀
> 0.

Нехай

c =
x0 − y0

‖x0 − y0‖
, (5.5)

тодi отримаємо нерiвнiсть

c⊤x > c⊤x0, (5.6)

яка справедлива для всiх x ∈ 𝑋.

Вiзьмемо довiльну точку y ∈ 𝑌 . Так як 𝑌 — опукла множина, то точка y(𝜆) =

𝜆y + (1− 𝜆)y0 при 𝜆 ∈ [0; 1] теж належить множинi 𝑌 . Тодi функцiя

𝜓(𝜆) =
⃦⃦
y(𝜆)− x0

⃦⃦2
=
(︀
y(𝜆)− x0

)︀⊤ (︀
y(𝜆)− x0

)︀
, 0 6 𝜆 6 1

досягає мiнiмуму в точцi 𝜆 = 0. Маємо

d𝜓(𝜆)

d𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

= 2
(︀
y(𝜆)− x0

)︀⊤ dy(𝜆)

d𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜆=0

= 2
(︀
y0 − x0

)︀⊤ (︀
y − y0

)︀
> 0.
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Використовуючи (5.5), отримаємо нерiвнiсть

c⊤y 6 c⊤y0, y ∈ 𝑌. (5.7)

Покажемо, що гiперплощина

c⊤x = 𝛼, (5.8)

де

𝛼 =
c⊤ (x0 + y0)

2
, (5.9)

що проведена через середину вiдрiзка, який з’єднує точки x0, y0, строго роздiляє

множини 𝑋 i 𝑌 .

Дiйсно, з означення (5.5) вектора c маємо

c⊤
(︀
x0 − y0

)︀
=

(x0 − y0)
⊤

(x0 − y0)

‖x0 − y0‖
=
⃦⃦
x0 − y0

⃦⃦
= 𝜌0.

Тому c⊤x0 = c⊤y0 + 𝜌0 i c⊤y0 = c⊤x0− 𝜌0. Пiдкладаючи цi вирази в (5.9), отримаємо

𝛼 = c⊤x0 − 𝜌0

2
i 𝛼 = c⊤y0 +

𝜌0

2
.

Звiдси

c⊤x0 = 𝛼 +
𝜌0

2
> 𝛼, (5.10)

c⊤y0 = 𝛼− 𝜌0

2
< 𝛼, . (5.11)

Використовуючи (5.6) i (5.10), отримаємо

c⊤x > c⊤x0 > 𝛼, c⊤x > 𝛼, x ∈ 𝑋,

а (5.7) i (5.11) дають

c⊤y 6 c⊤y0 < 𝛼, c⊤y < 𝛼, y ∈ 𝑌.

Отримали, що c⊤x > 𝛼, x ∈ 𝑋, c⊤y < 𝛼, y ∈ 𝑌 . Множини 𝑋 i 𝑌 строго вiддiльнi.

Теорему доведено. �

О з н а ч е н н я 5.8. Гiперплощина c⊤x = 𝛼 називається опорною до множи-

ни 𝑋 у точцi x0, якщо c⊤x0 = 𝛼, inf ‖x− x0‖ = 0 i виконується одна з нерiвностей:
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c⊤x > 𝛼, c⊤x 6 𝛼.

Н а с л i д о к 5.1. Опукла множина 𝑋 у кожнiй межовiй точцi має опорну

гiперплощину.

Т е о р е м а 5.8 (про нестрогу вiддiльнiсть множин). Якщо опуклi мно-

жини 𝑋, 𝑌 не мають спiльних внутрiшнiх точок, то їх можна вiдокремити.

Доведення. Побудуємо множину 𝑍 = 𝑋 − 𝑌 = {x− y | x ∈ 𝑋, y ∈ 𝑌 }. Множина

𝑍 — опукла. Дiйсно, якщо z1 = x1 − y1 ∈ 𝑍 i z2 = x2 − y2 ∈ 𝑍, то для довiльного 𝜆

(0 6 𝜆 6 1) точка

z(𝜆) = 𝜆z1 + (1− 𝜆)z2 = 𝜆x1 − 𝜆y1 + (1− 𝜆)x2 − (1− 𝜆)y2 =

=
[︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

]︀
−
[︀
𝜆y1 + (1− 𝜆)y2

]︀
= x(𝜆)− y(𝜆) ∈ 𝑍,

так як x(𝜆) = 𝜆x1 + (1 − 𝜆)x2 ∈ 𝑋, y(𝜆) = 𝜆y1 + (1 − 𝜆)y2 ∈ 𝑌 згiдно з опуклiстю

множин 𝑋 i 𝑌 .

Якщо множини 𝑋 i 𝑌 не мають спiльних внутрiшнiх точок, то нульова точка

не може бути внутрiшньою точкою множини 𝑍.

У взаємному розташуваннi нульової точки i множини 𝑍 можливi два випадки.

а) Точка z = 0 не належить замиканню 𝑍. У цьому випадку за теоремою 5.7 точка

z = 0 строго вiдокремлена вiд множини 𝑍, тобто c⊤0 < 𝛼, c⊤z > 𝛼 для всiх

z ∈ 𝑍 (за теоремою 5.7), або c⊤ (x− y) > 0 для x ∈ 𝑋 i y ∈ 𝑌 . Отримали, що

c⊤x > c⊤y, x ∈ 𝑋, y ∈ 𝑌 . Теорему доведено.

б) Точка z = 0 — межова точка множини 𝑍, тобто 0 ∈ 𝑍. У цьому випадку за

наслiдком 5.1 iснує гiперплощина, що є опорною до 𝑍 у точцi z = 0. Тодi

c⊤0 = 𝛼 i c⊤z > 𝛼 = 0 для z ∈ 𝑍. Звiдси c⊤z > 0, c⊤ (x− y) > 0, c⊤x > c⊤y,

x ∈ 𝑋, y ∈ 𝑌 . Теорему доведено.

�

Розглянемо основну теорему опуклого програмування для задачi

min𝜙 (x)

g(x) 6 0, x ∈ 𝑅 ⊂ 𝐸𝑛,
(5.12)

де 𝜙 (x) i компоненти 𝑚-вимiрної функцiї g(x) є опуклi функцiї на опуклiй множинi

𝑅.

О з н а ч е н н я 5.9. Обмеження задачi (5.12) задовольняють умовi Слей-
тера, якщо iснує вектор x0 ∈ 𝑅 такий, що g (x0) < 0.
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Розглянемо нормальну функцiю Лагранжа для задачi опуклого програмуван-

ня.

О з н а ч е н н я 5.10. Сукупнiсть (x0,𝜆0) векторiв x0 ∈ 𝑅, 𝜆0 > 0 назива-

ється сiдловою точкою функцiї Лагранжа, якщо для всiх x ∈ 𝑅 i 𝜆 > 0

виконується нерiвнiсть

𝐿
(︀
x0,𝜆

)︀
6 𝐿

(︀
x0,𝜆0

)︀
6 𝐿

(︀
x,𝜆0

)︀
.

Т е о р е м а 5.9 (Куна — Таккера). Нехай обмеження (5.12) задовольняють

умовi Слейтера. Тодi для того щоб вектор x0 ∈ 𝑅 був розв’язком основної задачi

опуклого програмування необхiдно i достатньо, щоб iснував вектор 𝜆0 > 0 такий,

що пара (x0,𝜆0) була сiдловою точкою функцiї Лагранжа 𝐿 (x,𝜆) = 𝜙 (x) + 𝜆⊤g(x).

Доведення.

Необхiднiсть. В (𝑚+ 1)-вимiрному просторi побудуємо множини

𝐴 = {y = (𝑦0,y) | 𝑦0 > 𝜙(x), y > g(x) при деякому x ∈ 𝑅} ,

𝐵 = {y = (𝑦0,y) | 𝑦0 = 𝜙(x), y = g(x) при деякому x ∈ 𝑅} ,

𝑍 =
{︀
z = (𝑧0, z) | 𝑧0 < 𝜙

(︀
x0
)︀
, z < 0

}︀
.

Множини 𝐴 i 𝑍 — опуклi. Дiйсно, нехай (𝑦10,y
1) ∈ 𝐴 i (𝑦20,y

2) ∈ 𝐴. Тодi за

означенням множини 𝐴 знайдуться вектори x1 ∈ 𝑅 i x2 ∈ 𝑅 такi, що

𝑦10 > 𝜙
(︀
x1
)︀
, y1 > g

(︀
x1
)︀
, (5.13)

𝑦20 > 𝜙
(︀
x2
)︀
, y2 > g

(︀
x2
)︀
. (5.14)

Побудуємо 𝜆𝑦10 + (1− 𝜆)𝑦20, отримаємо

𝜆𝑦10 + (1− 𝜆)𝑦20 > 𝜆𝜙
(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)𝜙
(︀
x2
)︀
> 𝜙

(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
= 𝜙 (x(𝜆)) ,

так як функцiя 𝜙(x) опукла. Далi,

𝜆y1 + (1− 𝜆)y2 > 𝜆g
(︀
x1
)︀

+ (1− 𝜆)g
(︀
x2
)︀
> g

(︀
𝜆x1 + (1− 𝜆)x2

)︀
= g (x(𝜆))

в силу опуклостi функцiї g(x). Так як x(𝜆) = 𝜆x1 + (1 − 𝜆)x2 ∈ 𝑅, то отриманi

нерiвностi доводять, що точка (𝜆𝑦10 + (1− 𝜆)𝑦20, 𝜆y
1 + (1− 𝜆)y2) належить множинi

𝐴. Отже, множина 𝐴— опукла.
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Розглянемо множину 𝑍. Вiзьмемо двi точки з цiєї множини: z1 i z2. Маємо

z1 =
(︀
𝑧10 , z

1
)︀
, z2 =

(︀
𝑧20 , z

2
)︀

i 𝑧10 < 𝜙
(︀
x0
)︀
, z1 < 0, 𝑧20 < 𝜙

(︀
x0
)︀
, z2 < 0.

Тодi

𝜆z1 + (1− 𝜆)z2 =
(︀
𝜆𝑧10 + (1− 𝜆)𝑧20 , 𝜆z

1 + (1− 𝜆)z2
)︀

i

𝜆𝑧10 + (1− 𝜆)𝑧20 < 𝜆𝜙
(︀
x0
)︀

+ (1− 𝜆)𝜙
(︀
x0
)︀

= 𝜙
(︀
x0
)︀
,

𝜆z1 + (1− 𝜆)z2 < 𝜆 · 0 + (1− 𝜆) · 0 = 0,

а це i означає, що множина 𝑍 опукла.

Множини 𝐴 i 𝑍 не мають спiльних точок. Дiйсно, нехай вони мають спiльну

точку y = z. Тодi якщо y ∈ 𝐴 i z ∈ 𝑍, то при деякому x ∈ 𝑅 будуть виконуватися

нерiвностi

𝜙 (x) 6 𝑦0 = 𝑧0 < 𝜙
(︀
x0
)︀
,

g (x) 6 y = z < 0,

а це означає, що точка x0 не є точкою мiнiмуму.

За теоремою про вiдокремлення опуклих множин (теорема 5.8) множини 𝐴 i 𝑍

можна вiдокремити, тобто знайдеться (𝑚 + 1)-вимiрний вектор c = (𝑐0, c), ‖c‖ = 1

такий, що

c⊤y > c⊤z (5.15)

для всiх y ∈ 𝐴, z ∈ 𝑍. З (5.15) i визначення множини 𝑍 отримаємо, що вектор c

невiд’ємний, c > 0. Якщо припустити, що iснує вiд’ємна координата 𝑐𝑖 < 0, то для

вектора

z =
(︀
𝜙
(︀
x0
)︀

+ 𝜀, 𝜀, . . . , 𝜀,−𝛽2
𝑖 , 𝜀, . . . , 𝜀

)︀
з фiксованим 𝜀 < 0 i великим 𝛽 отримаємо, що число c⊤z може бути досить великим,

що суперечить (5.15).

Множина 𝐵 належить множинi 𝐴, тому нерiвнiсть (5.15) виконується i при

y ∈ 𝐵, тобто

𝑐0𝜙(x) + c⊤g(x) > c⊤z для всiх x ∈ 𝑅. (5.16)

Так як нерiвнiсть (5.16) виконується для всiх точок множини 𝑍, вона буде виконува-
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тись i для граничних точок множини 𝑍, зокрема, для точки (𝜙 (x0) ,0):

𝑐0𝜙(x) + c⊤g(x) > 𝑐0𝜙
(︀
x0
)︀

для всiх x ∈ 𝑅. (5.17)

Доведемо, що 𝑐0 > 0. Якщо 𝑐0 = 0, то з c > 0, c ̸= 0 отримаємо, що c > 0, c ̸= 0, i

тому згiдно з (5.17)

c⊤g(x) > 0 для всiх x ∈ 𝑅. (5.18)

За умовою Слейтера знайдеться вектор x* ∈ 𝑅 такий, що g (x*) < 0. Тому c⊤g (x*) <

0, що суперечить (5.18).

Покладемо 𝜆0 =
c

𝑐0
. Ясно, що 𝜆0 > 0. Тодi з (5.17) отримаємо

𝜙(x) + 𝜆⊤
0 g(x) > 𝜙

(︀
x0
)︀

для всiх x ∈ 𝑅. (5.19)

Нехай x = x0, отримаємо 𝜆⊤
0 g(x0) > 0. Але з iншого боку 𝜆0 > 0 i g (x0) 6 0, тодi

𝜆⊤
0 g (x0) 6 0. Маємо

𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀

= 0. (5.20)

Нерiвнiсть (5.19) та рiвнiсть (5.20) дають

𝜙
(︀
x0
)︀

+ 𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀
6 𝜙 (x) + 𝜆⊤

0 g (x) для всiх x ∈ 𝑅. (5.21)

Так як g (x0) 6 0, то для всiх 𝜆 > 0 виконується нерiвнiсть 𝜆⊤g (x0) 6 0. Використо-

вуючи (5.20), отримаємо

𝜙
(︀
x0
)︀

+ 𝜆⊤g
(︀
x0
)︀
6 𝜙

(︀
x0
)︀

= 𝜙
(︀
x0
)︀

+ 𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀

для всiх 𝜆 > 0. (5.22)

Поєднуючи (5.21) i (5.22), маємо, що пара (x0,𝜆0) є сiдловою точкою функцiї Ла-

гранжа.

Достатнiсть. Маємо, що (x0,𝜆0) — сiдлова точка функцiї Лагранжа, тобто

𝜙
(︀
x0
)︀

+ 𝜆⊤g
(︀
x0
)︀
6 𝜙

(︀
x0
)︀

+ 𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀
6 𝜙 (x) + 𝜆⊤

0 g (x) , x ∈ 𝑅, 𝜆 > 0. (5.23)

Лiва частина нерiвностi дає

𝜆⊤g
(︀
x0
)︀
6 𝜆⊤

0 g
(︀
x0
)︀
. (5.24)

З (5.24) отримаємо, що g (x0) 6 0. Дiйсно, якщо при деякому 𝑖 (1 6 𝑖 6 𝑚) 𝑔𝑖 (x0) > 0,

то покладемо 𝜆𝑗 = 0, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 = 1,𝑚, беремо 𝜆𝑖 досить великим i отримаємо що лiва

частина (5.24) буде як завгодно великою, що порушує (5.24).
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З (5.24) зрозумiло, що виконується

𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀

= 0. (5.25)

Дiйсно, якщо припустити, що 𝜆⊤
0 g (x0) < 0, то вiзьмемо 𝜆 =

1

2
𝜆0 i з (5.24) отримаємо

суперечливу нерiвнiсть 0 6
1

2
𝜆⊤

0 g (x0) < 0. З урахуванням (5.25) i правої частини

(5.23) отримаємо

𝜙
(︀
x0
)︀
6 𝜙(x) + 𝜆⊤

0 g (x) .

Звiдси маємо, що для всiх x ∈ 𝑅, що задовольняють нерiвностi g(x) 6 0, повинна

виконуватись нерiвнiсть

𝜙
(︀
x0
)︀
6 𝜙(x), x ∈ 𝑅.

Отже, x0 — розв’язок задачi.

Теорему доведено. �

Зауваження 5.1. Якщо функцiя g(x) лiнiйна, то теорема справедлива i без

умови Слейтера.

5.2. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i формулювання теорем.

2) Вмiти доводити теорему про необхiдну i достатню умову мiнiмуму опуклої

функцiї на опуклiй множинi.

3) Вмiти доводити двi теореми про вiдокремлення множин.

4) Вмiти доводити теорему Куна — Таккера.

5.3. Питання для самоконтролю

1) Дати означення опуклої множини.

2) Дати означення опуклої функцiї.

3) Сформулювати означення строго i сильно опуклої функцiї.

4) Сформулювати теорему про точку локального мiнiмуму опуклої функцiї.

5) Сформулювати необхiдну i достатню умову мiнiмуму у задачi з опуклою фун-

кцiєю i обмеженнями.

6) Дати означення вiдокремлення двох множин.

7) Дати означення вiдокремлюючої множини.

8) Сформулювати теорему про строгу вiддiльнiсть множин.
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9) Дати означення опорної гiперплощини у точцi до множини.

10) Сформулювати теорему про нестрогу вiддiльнiсть множин.

11) Дати означення умови Слейтера.

12) Дати означення сiдлової точки.

13) Сформулювати теорему Куна — Таккера.



6
Задача лiнiйного програмування

Роздiл опуклого прорамування, в якому використовуються тiльки лiнiйнi фун-

кцiї, називається лiнiйним програмуванням. Далi «лiнiйне програмування» будемо

писати ЛП.

Задачi ЛП були першими детально вивченими задачами оптимiзацiї, при на-

явностi обмежень типу нерiвностей i рiвностей. Термiн «лiнiйне програмування»

виник в результатi неточного перекладу англiйського «linear programming». Одним

iз значень слова «programming» — складання планiв, планування. Отже, правиль-

ним перекладом цього слова було б «лiнiйне планування» або «планування на основi

лiнiйних спiввiдношень».

Основною задачею ЛП є задача:

min(c,x)

x ∈ 𝑅 = {x ∈ 𝐸𝑛 | Ax > b,x > 0} ,
(6.1)

де A —𝑚× 𝑛-матриця, b —𝑚-вектор, c — 𝑛-вектор.

Матриця A = [a1, . . . , a𝑛] називається матрицею умов задачi. Її стовпчики a𝑖,

𝑖 = 1, 𝑛 називаються векторами умов задачi. Вектор b називається вектором обме-

жень.

Задачею, двоїстою до задачi (6.1), називається така задача:

max(b,y)

y ∈ 𝑄 =
{︀
y ∈ 𝐸𝑚 | A⊤y 6 c,y > 0

}︀
,

(6.2)

Задача (6.1) є двоїстою до задачi (6.2).
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Дiйсно, розглянемо задачу, еквiвалентну до задачi (6.2)

min(b,y)

𝑄 =
{︀
y | −A⊤y > −c, y > 0

}︀
i побудуємо згiдно з означенням їй двоїсту задачу

max(−c,x)

𝑅 = {x | −Ax 6 −b, x > 0}

Ця задача еквiвалентна наступнiй:

min(c,x)

𝑅 = {x | Ax > b,x > 0} ,

а це i є задача (6.1).

Отже, задачi (6.1) i (6.2) взаємодвоїстi.

Можна дати геометричне тлумачення задачi ЛП у просторi обмежень — це

перетин напiвпросторiв (Ax)𝑖 > 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑥𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑛. Перетин напiвпросторiв

i дає нам множину 𝑅. Лiнiї постiйного рiвня мають вигляд (c,x) = 𝜆.

Розглянемо довiльну точку x0 ∈ 𝑅. Їй вiдповiдає значення цiльової функцiї

𝜆0 = (c,x0). Якщо змiщувати гiперплощину (c,x) = 𝜆 у напрямку зменшення фун-

кцiї, а це є антиградiєнт (−c), до тих пiр, поки вона останнiй раз не торкнеться

множини 𝑅 у точцi x*, то ця точка x* i буде розв’язком задачi.

Легко зобразити на малюнку випадки, коли 𝑅 необмежена, але розв’язок iснує;

коли розв’язок iснує, але не єдиний; коли 𝑅 необмежена i функцiя теж необмежена

на 𝑅.

6.1. Основнi теореми лiнiйного програмування

Т е о р е м а 6.1 (Теорема двоїстостi). Пряма i двоїста задачi або мають

розв’язок i тодi

(c,x*) = (b,y*)

або обидвi не мають.

Доведення. Випишемо функцiю Лагранжа для прямої i двоїстої задач. Для прямої
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задачi маємо:

𝐿1(x,y) = (c,x) + (y,b−Ax).

Двоїсту задачу перепишемо у виглядi основної задачi ЛП, тобто у виглядi (6.1):

max(b,y) min−(b,y)

y ∈ 𝑄 y ∈ 𝑄
𝑄 = {y | A⊤y 6 c,y > 0} 𝑄 = {y | −A⊤y > −c,y > 0}

Тодi функцiя Лагранжа для двоїстої задачi матиме вигляд:

𝐿2(y,x) = −(b,y) + (x,−c + A⊤y).

Знайдемо зв’язок мiж функцiями Лагранжа прямої i двоїстої задач:

𝐿2(y,x) = −(b,y) + (x,−c + A⊤y) = −(b,y)− (c,x) + (x,A⊤y) =

= −[(b,y) + c,x)− (y,Ax)] = −[(c,x) + (y,b−Ax)] = −𝐿1(x,y).

Отже, отримали, що

𝐿1(x,y) = −𝐿2(y,x) (6.3)

Припустимо, що задача (6.1) має розв’язок x*. Тодi згiдно з теоремою Куна — Так-

кера знайдеться вектор y* такий, що (x*,y*) — сiдлова точка функцiї Лагранжа,

тобто

𝐿1(x
*,y) 6 𝐿1(x

*,y*) 6 𝐿1(x,y
*).

Використовуючи (6.3), маємо

−𝐿2(y,x
*) 6 −𝐿2(y

*,x*) 6 −𝐿2(y
*,x),

𝐿2(y
*,x) 6 𝐿2(y

*,x*) 6 𝐿2(y,x
*).

А це i означає, що (y*,x*) є сiдловою точкою функцiї Лагранжа, а згiдно з теоремою

Куна — Таккера y* є розв’язком двоїстої задачi.

Якщо ж двоїста задача має розв’язок, то i пряма теж має розв’язок. Дiйсно,

так як двоїста має розв’язок, то iснує x* така, що (y*,x*) є сiдловою точкою функцiї

Лагранжа для двоїстої задачi:

𝐿2(y
*,x) 6 𝐿2(y

*,x*) 6 𝐿2(y,x
*).
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Використовуючи (6.3), отримаємо

−𝐿1(x,y
*) 6 −𝐿1(x

*,y*) 6 −𝐿1(x
*,y),

𝐿1(x
*,y) 6 𝐿1(x

*,y*) 6 𝐿1(x,y
*).

А це i означає, що x* є розв’язком прямої задачi ЛП.

Нехай пряма задача не має розв’язку, а двоїста має. Так як двоїста задача має

розв’язок, то згiдно з вищедоведеним пряма задача має розв’язок, що суперечить

умовi.

Якщо двоїста задача не має розв’язку, то i пряма задача теж не має розв’язку.

Доводиться аналогiчно.

Випишемо умови доповнюючої нежорсткостi для прямої i двоїстої задач

(x*, c−A⊤y*) = 0,

(y*,b−Ax*) = 0.

Тодi (x*, c) = (x*,A⊤y*) i (y*,b) = (y*,Ax*), але (x*,A⊤y*) = (y*,Ax*). Отримаємо

(x*, c) = (y*,b). �

Н а с л i д о к 6.1. Якщо 𝑖-те обмеження прямої задачi пасивне в точцi x*,

то 𝑖-та компонента розв’язку y* двоїстої задачi дорiвнює нулевi. Якщо 𝑖-те обме-

ження двоїстої задачi пасивне в точцi y*, то 𝑖-та компонента розв’язку x* прямої

дорiвнює нулевi.

Т е о р е м а 6.2. Для довiльних припустимих x ∈ 𝑅 i y ∈ 𝑄 виконується

нерiвнiсть

(c,x) > (b,y). (6.4)

Доведення. Випишемо множини 𝑅 i 𝑄

𝑅 = {x | Ax > b,x > 0}, 𝑄 = {y | A⊤y 6 c,y > 0}.

Тодi (c,x) > (A⊤y,x) = (y,Ax) > (y,b). �

Т е о р е м а 6.3. Якщо x* ∈ 𝑅 i y* ∈ 𝑄, а (c,x*) = (b,y*), то x* i y* опти-

мальнi розв’язки вiдповiдно прямої i двоїстої задач.

Доведення. Для довiльного x ∈ 𝑅 згiдно з (6.4) i умовою теореми маємо

(c,x) > (b,y*) = (c,x*),
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а це означає, що x* є розв’язком прямої задачi.

Далi,

(b,y) 6 (c,x*) = (b,y*),

звiдси маємо, що y* — розв’язок двоїстої задачi. �

Т е о р е м а 6.4. Якщо (c,x*) = min𝑅(c,x) i якщо iснують x1, . . . , x𝑀 такi,

що x𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1,𝑀 i x* =
𝑀∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖x
𝑖, де

𝑀∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1,𝑀 , то (c,x*) = (c,x1) =

. . . = (c,x𝑀).

Доведення. Нехай

(c,x*) 6 (c,x1) 6 . . . 6 (c,x𝑀). (6.5)

Тодi

(c,x*) = (c,
𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖x
𝑖) =

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(c,x
𝑖) >

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(c,x
1) = (c,x1).

Враховуючи (6.5), отримаємо (c,x*) = (c,x1). Зробимо iндуктивне припущення

(c,x*) = (c,x1) = . . . = (c,x𝑘), (𝑘 < 𝑀)

i доведемо, що (c,x*) = (c,x𝑘+1). Дiйсно,

(c,x*) =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(c,x
𝑖) =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(c,x
𝑖) +

𝑀∑︁
𝑖=𝑘+1

𝛼𝑖(c,x
𝑖) >

> (c,x*)
𝑘∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖 +
𝑀∑︁

𝑖=𝑘+1

𝛼𝑖(c,x
𝑘+1) = (c,x*)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 + (c,x𝑘+1)
𝑀∑︁

𝑖=𝑘+1

𝛼𝑖.

Звiдси

(1−
𝑘∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖)(c,x
*) > (c,x𝑘+1)

𝑀∑︁
𝑖=𝑘+1

𝛼𝑖,

(1−
𝑘∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖)(c,x
*) > (c,x𝑘+1)(1−

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖).

Так як
𝑘∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖 < 1, то

(c,x*) > (c,x𝑘+1).

Враховуючи (6.5), отримаємо

(c,x*) = (c,x𝑘+1).
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Iндукцiя завершена i теорема доведена. �

О з н а ч е н н я 6.1. Точка x множини 𝑅 називається кутовою (крайньою)

точкою, якщо в 𝑅 не iснує таких точок x1 i x2, x1 ̸= x2, що

x = 𝜆x1 + (1− 𝜆)x2 ∈ 𝑅 при деяких 𝜆 ∈ (0, 1).

Т е о р е м а 6.5 (Теорема про зображення). Довiльна точка x0 опуклої,

замкненої, обмеженої множини 𝑅 може бути зображена у виглядi опуклої комбi-

нацiї скiнченної кiлькостi кутових точок цiєї множини:

x0 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖x
𝑖,

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑁.

�

Т е о р е м а 6.6. Якщо задача ЛП має розв’язок x*, то iснує кутова точка x

така, що

(c,x) = min
x∈𝑅

(c,x).

Доведення.

1) Нехай 𝑅— обмежена множина. Тодi за теоремою про зображення iснують такi

кутовi точки x1, . . . , x𝑁 множини 𝑅, що

x* =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖x
𝑖,

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑁.

Виокремимо тi точки, яким вiдповiдають 𝛼𝑖 = 0. Перепозначимо точки з 𝛼𝑖 ̸= 0,

отримаємо

x* =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖x
𝑖,

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1,𝑀,

тобто виконуються умови теореми 6.4 i тому

(c,x*) = (c,x1) = . . . = (c,x𝑀).

За точку x можна взяти довiльну з x𝑖, 𝑖 = 1,𝑀.

2) Множина 𝑅— необмежена.

Побудуємо множину

𝐿 =

{︃
x |

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 6 𝜇

}︃
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так, щоб 𝑥* ∈ 𝑅 ∩ 𝐿 i 𝑥*∈𝑙 =

{︂
x |

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖 = 𝜇

}︂
, 𝜇 > 0.

Так як перетин «ортанта» x > 0 з множиною 𝐿 обмежена множина, то iснують

кутовi точки x1, . . . , x𝑀 множини 𝑅 ∩ 𝐿 такi, що

(c,x*) = (c,x1) = . . . = (c,x𝑀).

Теорема буде доведена, якщо хоча б одна точка x𝑖 не належить 𝑙. Якщо всi

точки x𝑖 належать 𝑙, то отримаємо

x* =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖x
𝑖,

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1,𝑀,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥*𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑥
𝑖
𝑗 =

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜇 = 𝜇.

Це означає, що точка x* ∈ 𝑙, що суперечить побудовi множини 𝐿.

Отже, iснують крайнi точки, що не належать множинi 𝑙. Отримали випадок 1.

�

6.2. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i формулювання теорем.

2) Вмiти доводити теореми 1, 2, 3, 4, 6.

3) Нехай 𝑖— номер академiчної групи, 𝑗 — порядковий номер прiзвища студента у

списку академiчної групи. Розв’язати графiчним, 𝑀 -методом i модифiкованим

симплекс-методом задачу лiнiйного програмування

min 𝑧 = 𝑖𝑥1 + 𝑥2

при обмеженнях

(𝑖+ 4)𝑥1 + 𝑥2 = 𝑗 + 1,

(𝑖+ 1)𝑥1 + 𝑥2 > 𝑗,

𝑖𝑥1 + 𝑥2 6 𝑗,

𝑥1, 𝑥2 > 0.

6.3. Питання для самоконтролю

1) Постановка задачi лiнiйного програмування (ЛП). Пряма i двоїста задачi.
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2) Сформулювати теорему двоїстостi.

3) Сформулювати означення кутової точки.

4) Сформулювати теорему про зображення.

5) Сформулювати теорему про те, що мiнiмум у задачi ЛП досягається у кутовiй

точцi.



Частина III.

Чисельнi методи безумовної
мiнiмiзацiї функцiй багатьох

змiнних
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Методи безумовної мiнiмiзацiї

Методи безумовної мiнiмiзацiї рiзняться або вибором напрямку спуску, або

способом руху вздовж напрямку спуску. Методи спуску мають таку процедуру побу-

дови послiдовностi
{︀
x𝑘
}︀

. За початкову точку обирається, взагалi кажучи, довiльна

точка x0 ∈ 𝐸𝑛. Послiдовнi наближення x1, x2, . . . знаходимо за алгоритмом

x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛽𝑘s
𝑘,

де s𝑘 — напрямок спуску, 𝛽𝑘 — довжина кроку руху вздовж s𝑘.

У залежностi вiд максимального порядку похiдної, що бере участь в утвореннi

s𝑘, методи бувають нульового, першого i другого порядкiв.



7
Методи нульового порядку

7.1. Покоординатний спуск з подвоєнням кроку

Опишемо перший цикл методу, що складається з 𝑛 iтерацiй.

Задаємо довiльно початкову точку x0 i напрямок спуску обираємо s0 = ±𝑒1
i визначаємо величину 𝛽0 способом подвоєння (другий спосiб вибору кроку), так

щоб 𝜙 (x1) = 𝜙 (x0 + 𝛽0s
0) < 𝜙 (x0). Потiм обираємо s1 = ±𝑒2, 𝛽 = 𝛽0, подвоєнням

розраховуємо 𝛽1 i т. д. Цикл закiнчується при 𝑘 = 𝑛 − 1, пiсля чого починають

наступний цикл, поклавши s𝑛 = ±𝑒1 i т. д.

7.2. Класична схема покоординатного спуску

Нехай уже знаємо x𝑘. Позначимо

max
𝑖=1,𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Вважаємо, що
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙(x𝑘)
𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
> 0, так як iнакше

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 0 i процес мiнiмiзацiї

закiнчується.

У формулi x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛽𝑘s
𝑘 у якостi напрямку спуску s𝑘 обирається 𝑒𝑗 або −𝑒𝑗,

вздовж якого функцiя 𝜙(x) локально зменшується.

При дуже простих умовах на функцiю можна отримати таку оцiнку збiжностi:

𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙 (x*) 6 𝐶

𝑛

𝑘
,

де 𝑛— вимiр простору. Цiкаво, що ця оцiнка залежить вiд кiлькостi змiнних у фун-

кцiї.
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7.3. Метод Нелдера — Мiда

У просторi 𝐸𝑛 задається (𝑛 + 1) точка, якi є вершинами регулярного много-

гранника. Цi точки є пробними у нашому методi. З геометрiї вiдомо, що координати

вершин регулярного многогранника визначаються матрицею 𝐷, стовпчики якої є

вершинами:

𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑑1 𝑑2 . . . 𝑑2 𝑑2

0 𝑑2 𝑑1 . . . 𝑑2 𝑑2
...

...
... . . . ...

...

0 𝑑2 𝑑2 . . . 𝑑2 𝑑1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де 𝑑1 = 1
𝑛
√
2
(
√
𝑛+ 1 + 𝑛− 1), 𝑑2 = 1

𝑛
√
2
(
√
𝑛+ 1− 1), 𝑡— вiдстань мiж вершинами.

Наприклад, для 𝑛 = 2, 𝑡 = 1 трикутник має такi координати:

Вершини 𝑥1 𝑥2

1 0 0

2 0.965 0.259

3 0.259 0.965

Розглянемо алгоритм методу. Нехай x𝑘
𝑖 =

[︀
𝑥𝑘𝑖1, . . . , 𝑥

𝑘
𝑖𝑛

]︀
, 𝑖 = 1, 𝑛+ 1 є вершиною

в 𝐸𝑛 на 𝑘-му етапi пошуку. Вiдзначимо тi вершини многогранника, в яких 𝜙(x)

досягає максимального i мiнiмального значення:

𝜙(x𝑘
ℎ) = max

[︀
𝜙
(︀
x𝑘
1

)︀
, . . . , 𝜙

(︀
x𝑘
𝑛+1]

)︀]︀
,

𝜙(x𝑘
𝑙 ) = min

[︀
𝜙
(︀
x𝑘
1

)︀
, . . . , 𝜙

(︀
x𝑘
𝑛+1]

)︀]︀
.

Нехай x𝑘
𝑛+2 буде центром ваги всiх вершин, за виключенням xℎ. Координати

цього центру визначається за формулою

𝑥𝑘𝑛+2,𝑗 =
1

𝑛

[︃
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑥𝑘𝑖𝑗 − 𝑥𝑘ℎ𝑗

]︃
, 𝑗 = 1, 𝑛,

де 𝑗 — номер координати точки.

Крок 1. Вiдбиття. Проектуємо x𝑘
ℎ через центр ваги вiдповiдно iз спiввiдно-

шенням

x𝑘
𝑛+3 = x𝑘

𝑛+2 + 𝛼
(︀
x𝑘
𝑛+2 − x𝑘

ℎ

)︀
,

де 𝛼 > 0 є коефiцiєнтом вiдбиття.
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Крок 2. Розтягування. Якщо 𝜙
(︀
x𝑘
𝑛+3

)︀
6 𝜙

(︀
x𝑘
𝑖

)︀
, то вектор

(︀
x𝑘
𝑛+3 − x𝑘

𝑛+2

)︀
розтягується вiдповiдно зi спiввiдношенням

x𝑘
𝑛+4 = x𝑘

𝑛+2 + 𝛾
(︀
x𝑘
𝑛+3 − x𝑘

𝑛+2

)︀
,

де 𝛾 > 1 — коефiцiєнт розтягування. Якщо 𝜙
(︀
x𝑘
𝑛+4

)︀
6 𝜙

(︀
x𝑘
𝑙

)︀
, то x𝑘

ℎ замiнюємо на

x𝑘
𝑛+4 i процедура починається з кроку 1 при 𝑘 = 𝑘+1. В iншому випадку x𝑘

ℎ замiнимо

на x𝑘
𝑛+3, i переходимо до кроку 1 при 𝑘 = 𝑘 + 1.

Крок 3. Стиснення. Якщо 𝜙
(︀
x𝑘
𝑛+3

)︀
> 𝜙

(︀
x𝑘
𝑖

)︀
для всiх 𝑖 ̸= ℎ, то вектор(︀

x𝑘
ℎ − x𝑘

𝑛+2

)︀
стискується у вiдповiдностi з формулою

x𝑘
𝑛+5 = x𝑘

𝑛+2 + 𝛽
(︀
x𝑘
ℎ − x𝑘

𝑛+2

)︀
,

де 0 < 𝛽 < 1 — коефiцiєнт стиснення. Потiм x𝑘
ℎ замiнюємо на x𝑘

𝑛+5 i повертаємося до

кроку 1 при 𝑘 = 𝑘 + 1.

Крок 4. Редукцiя. Якщо 𝜙
(︀
x𝑘
𝑛+3

)︀
> 𝜙

(︀
x𝑘
ℎ

)︀
, то всi вектори

(︀
x𝑘
𝑖 − x𝑘

𝑙

)︀
, 𝑖 =

1, 𝑛+ 1 зменшуються у два рази вiдповiдно з формулою

x𝑘
𝑖 = x𝑘

𝑙 + 0.5
(︀
x𝑘
𝑖 − x𝑘

𝑙

)︀
, 𝑖 = 1, 𝑛+ 1.

Потiм повертаємося до кроку 1 при 𝑘 = 𝑘 + 1.

Критерiй зупинки має вигляд{︃
1

𝑛+ 1

𝑛+1∑︁
𝑖=1

[︀
𝜙
(︀
x𝑘
𝑖

)︀
− 𝜙

(︀
x𝑘
𝑛+2

)︀]︀2}︃2

6 𝜀,

де 𝜀— мале число, а x𝑘
𝑛+2 — центр ваги на 𝑘-му кроцi.

Коефiцiєнт вiдбиття 𝛼 використовується для проектування вершини з найбiль-

шим значенням 𝜙(x) через центр ваги многогранника.

Коефiцiєнт 𝛾 вводиться для розтягування вектора пошуку у випадку, коли вiд-

буття дає вершину зi значеннм 𝜙(x) меншим, нiж найменше значення 𝜙(x), отримане

до вiдбиття.

Коефiцiєнт стиснення 𝛽 використовується для зменшення вектора пошуку,

якщо операцiя вiдбиття не привела до вершини зi значенням 𝜙(x) меншим, нiж

друге по величинi (пiсля найменшого) значення 𝜙(x), отримане до вiдбиття.

Таким чином, за допомогою операцiї розтягування або стиснення розмiри i

форма многогранника масштабуються так, щоб вони задовольняли топологiї задачi.
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Яким же чином обрати 𝛼, 𝛽 i 𝛾? Рекомендацiї такi.

Нелдер i Мiд довели, що при розв’язаннi задачi з 𝛼 = 1 використовується

менша кiлькiсть обислень функцiї, нiж при 𝛼 < 1. З iншого боку, 𝛼 не повинна бути

набагато бiльшим 1, тому що:

1) Многогранник краще адантується до топологiї задачi при менших значеннях 𝛼,

особливо, коли необхiдно змiнювати напрямок пошуку, зiткнувшись зi зiгнутою

впадиною.

2) В околi локального мiнiмуму розмiри многогранника повиннi зменшуватися i

велика 𝛼 у цих випадках уповiльняє збiжнiсть. Отже, обирають 𝛼 = 1.

Недер i Мiд рекомендували брати 𝛼 = 1, 𝛽 = 0.5, 𝛾 = 2. Розмiри i орiєнтацiя

початкового многогранника впливали на час розв’язування задачi, але значення 𝛼,

𝛽 та 𝛾 мали бiльший вплив.

Павiанi зазначає, що важко визначити правило вибору 𝛼, 𝛽 та 𝛾, але вплив

вибору 𝛽 на ефективнiсть пошуку бiльший, нiж вибiр 𝛾. Вiн рекомендує такi дiа-

пазони вибору параметрiв: 0.4 6 𝛽 6 0.6; 2.8 6 𝛾 6 3.0. При 0 < 𝛽 < 0.4 iснує

ймовiрнiсть того, що через сплющення многогранника буде мати мiсце передчасне

закiнчення процесу. При 𝛽 > 0.6 може збiльшитись кiлькiсть крокiв для досягнення

точки мiнiмуму.

7.4. Метод Пауелла

О з н а ч е н н я 7.1. Напрямки s𝑖 i s𝑗 називаються спряженими, якщо s𝑖
𝜕2𝜙(x𝑘)

𝜕x2 s𝑗 =

0, 𝑖 ̸= 𝑗 i матриця
𝜕2𝜙(x𝑘)

𝜕x2 додатно визначена (> 0).

Нам вiдомi напрямки спуску s1, s2, . . . , s𝑛. Спочатку це осi координат. Пошук

починається на 𝑘-му етапi з деякої точки x𝑘
0 = x𝑘−1

𝑛+1 i проводиться таким чином:

Крок 1. Починаючи з точки x𝑘
0 за допомогою якогось одновимiрного методу

визначаємо 𝜆𝑘1 так, щоб 𝜙
(︀
x𝑘
0 + 𝜆1s

𝑘
1

)︀
приймала мiнiмальне значення, i покладаємо

x𝑘
1 = x𝑘

0 + 𝜆𝑘1s
𝑘
1. Починаємо з x𝑘

1 i визначаємо 𝜆𝑘2 так, щоб 𝜙
(︀
x𝑘
1 + 𝜆2s

𝑘
2

)︀
приймала

мiнiмальне значення i отримаємо x𝑘
2 = x𝑘

1 +𝜆𝑘2s
𝑘
2. Таким же чином рухаємося вздовж

усiх напрямкiв спуску s𝑘3, . . . , s𝑘𝑛.

Крок 2. Пiсля мiнiмiзацiї функцiї вздовж 𝑛 напрямкiв робимо ще один крок:

2x𝑘
𝑛 − x𝑘

0 = x𝑘
𝑛+1.

Крок 3. Позначимо найбiльше зменшення 𝜙(x) в будь-якому напрямку пошуку
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на 𝑘-му етапi через

∆𝑘 = max
𝑖=1,𝑛

{︀
𝜙
(︀
x𝑘
𝑖−1

)︀
− 𝜙

(︀
x𝑘
𝑖

)︀}︀
.

Напрямок пошуку, що вiдповiдає цiй максимальна змiнi 𝜙(x), позначимо через s𝑘𝑚.

Для компактностi викладок позначимо 𝜙1 = 𝜙
(︀
x𝑘
0

)︀
, 𝜙2 = 𝜙

(︀
x𝑘
𝑛

)︀
, 𝜙3 = 𝜙

(︀
2x𝑘

𝑛 − x𝑘
0

)︀
.

Тодi якщо 𝜙3 > 𝜙1 i (або)

(𝜙1 − 2𝜙2 + 𝜙3) ·
(︀
𝜙1 − 𝜙2 −∆𝑘

)︀2
> 0.5 ·∆𝑘 (𝜙1 − 𝜙3)

2 ,

то на (𝑘 + 1) етапi використовують тi ж напрямки спуску s𝑘1, s
𝑘
2, . . . , s𝑘𝑛, що i на

𝑘-му етапi, тобто s𝑘+1
𝑖 = s𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛 i починаємо пошук з точки x𝑘+1

0 = x𝑘
𝑛 (або з

x𝑘+1
0 = 2x𝑘

𝑛 − x𝑘
0 = x𝑘

𝑛+1 в залежностi вiд того, в якiй точцi функцiя 𝜙(x) приймає

менше значення).

Крок 4. Якщо тест на кроцi 3 не виконується, то шукаємо мiнiмум функцiї

в напрямку вектора s𝑘 = x𝑘
𝑛 − x𝑘

0. Точка мiнiмуму функцiї в напрямку вектора s𝑘

береться початковою для наступного (𝑘 + 1) етапу. Система напрямкiв, що викори-

стовується на (𝑘 + 1) етапi, та ж що i на 𝑘-му етапi, за виключенням напрямку s𝑘𝑚,

який замiнюється на s𝑘 . Однак напрямок s𝑘 розмiщують в останньому стовпчиковi

матрицi напрямкiв. Отже на (𝑘 + 1) етапi використовуються такi напрямки:

[︀
s𝑘+1
1 , . . . , s𝑘+1

𝑛

]︀
=
[︀
s𝑘1, s

𝑘
2, . . . , s

𝑘
𝑚−1, s

𝑘
𝑚+1, . . . , s

𝑘
𝑛, s

𝑘
]︀
.

Крок 5. Критерiй задовiльної збiжностi для методу Пауелла, що використову-

ється для визначення момента закiнчення пошуку в кiнцi етапу, полягає в тому, що

змiна на кожнiй незалежнiй змiннiй повинна бути меншою за точнiсть 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

або ⃦⃦
x𝑘
𝑛 − x𝑘

0

⃦⃦
6 0.1 · 𝜀.

Якщо функцiя строго опукла, то послiдовнiсть точок збiгається до точки, в

якiй градiєнт функцiї дорiвнює нулевi, а це означає, що точка є мiнiмумом функцiї.

7.5. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати алгоритми методiв Нелдера — Мiда, Пауелла, покоординатного спуску i

класичного покоординатного спуску.

2) Знайти мiнiмум функцiї

𝜙(x) = 𝑖 (𝑥1 − 𝑛)2 + (2𝑥2 + 𝑛)2 + 𝑖𝑥1𝑥2
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методами покоординатного спуску та класичного покоординатного спуску. Па-

раметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий

номер студента у списку групи.

3) Для отримання > 90 балiв розв’язати попереднiй приклад методом Нелдера —

Мiда або Пауелла.

7.6. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати алгоритм методу покоординатного спуску.

2) Сформулювати алгоритм Нелдера — Мiда.

3) Метод Пауелла. Сформулювати його алгоритм.



8
Методи першого порядку

Для того щоб у чисельному методi мiнiмiзацiї функцiї отримати послiдовнiсть

точок, що збiгається при деяких умовах до точки мiнiмуму, необхiдно знати напря-

мок спуску i крок руху по напрямку спуску. Вiдомо, що напрямок s𝑘 буде напрямком

спуску в точцi x𝑘, якщо виконується умова(︃
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
, s𝑘

)︃
< 0.

За допомогою цього спiввiдношення можна визначити, чи є напрямок s𝑘 напрямком

спуску.

Також необхiдно знати, як обирати крок 𝛽𝑘 у формулi для отримання послiдов-

ностi точок

x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛽𝑘s
𝑘.

Розглянемо декiлька способiв вибору кроку 𝛽𝑘.

1) 𝛽𝑘 : min
𝛽>0

𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛽s𝑘

)︀
. Тобто необхiдно скористатися одновимiрною мiнiмiзацi-

єю функцiї 𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛽s𝑘

)︀
за параметром 𝛽. Для цього користуємося методами

одновимiрної мiнiмiзацiї, що розглядалися вище.

2) 𝛽𝑘 = const i перевiряється умова монотонностi 𝜙
(︀
x𝑘+1

)︀
< 𝜙

(︀
x𝑘
)︀
. Якщо вона

порушується, то 𝛽 зменшуємо до тих пiр, поки не вiдновиться монотоннiсть.

Час вiд часу 𝛽 збiльшують зi збереженням монотонностi.

3) Задаємо деякi числа 𝛽, 𝜀, 0 < 𝜀 < 1, 0 < 𝛽 < 1. Далi перевiряємо на кожному

кроцi нерiвнiсть

𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛽s𝑘

)︀
6 𝜙

(︀
x𝑘
)︀
− 𝜀𝛽

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

.

Якщо нерiвнiсть не виконується, то замiнюємо 𝛽 на 𝛽𝜀 i перевiрка повторює-

ться.
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4) Iнколи величину 𝛽𝑘 обирають до початку обчислень. Можна скористатися та-

кою процедурою вибору 𝛽𝑘:

𝛽𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . ,
∞∑︁
𝑘=0

𝛽𝑘 = +∞,
∞∑︁
𝑘=0

𝛽2
𝑘 < +∞

(наприклад, 𝛽𝑘 =
𝐶

𝑘 + 1
). Умова збiжностi ряду

∞∑︁
𝑘=0

𝛽2
𝑘 дає досить швидку збi-

жнiсть послiдовностi 𝛽𝑘 до нуля з метою забезпечення збiжностi методу в околi

точки мiнiмуму. Умова розбiжностi
∞∑︁
𝑘=0

𝛽𝑘 забезпечує досягнення точки мiнiму-

му при невдалому вибору точки x0.

Зазначимо, що у кожному iз методiв може бути i своє правило вибору 𝛽𝑘.

Критерiї зупинки

Майже всi оптимiзацiйнi методи дають розв’язок лише у граничному розумiннi.

Тому у програмах, що їх реалiзують, доводиться передбачати спецiальнi правила

переривання розрахунку — критерiї зупинки.

Оптимiзацiйний процес бажано перервати, якщо:

1) досягнута потрiбна точнiсть розв’язку;

2) добре наближення ще не знайдено, але швидкiсть руху до оптимуму досить

мала i немає сенсу рахувати далi;

3) метод почав розбiгатися або зациклився.

Якщо задача погано обумовлена, тобто 𝑞 =
𝑙

𝐿
≪ 1, де 𝑙 i 𝐿— мiнiмальне i

максимальне власнi числа матрицi
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
, то чекати доброго наближення x𝑘 до

x* даремно. Тому регулювати точнiсть будемо параметром 𝜏 — кiлькiстю правиль-

них розрядiв 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
, що не перевищують за модулем одиницi, старшi розряди пiсля

десяткової точки повиннi враховуватись, навiть якщо у них знаходяться нулi. На-

приклад, якщо 𝜏 = 10−5, то це означає, що при |𝜙 (x*)| > 1 бажано, щоб у 𝜙
(︀
x𝑘
)︀

i 𝜙 (x*) спiвпадали п’ять перших значущих цифр, а при |𝜙 (x*)| 6 1 — щоб 𝜙
(︀
x𝑘
)︀

i

𝜙 (x*) рiзнилися не бiльше, нiж на 10−5.

При розв’язуваннi задач безумовної мiнiмiзацiї гладких функцiй критерiй зу-
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пинки має вигляд:

𝐴1 : 𝜙
(︀
x𝑘−1

)︀
− 𝜙

(︀
x𝑘
)︀
< 𝜏

(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x𝑘
)︀⃒⃒)︀

,

𝐴 : 𝐴2 :
⃦⃦
x𝑘−1 − x𝑘

⃦⃦
<
√
𝜏
(︀
1 +

⃦⃦
x𝑘
⃦⃦)︀
,

𝐴3 :

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 3
√
𝜏
(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x𝑘
)︀⃒⃒)︀

.

О з н а ч е н н я 8.1. Лiнiями постiйного рiвня функцiї 𝜙(x) називається

множина точок x ∈ R𝑛, для яких виконується рiвнiсть 𝜙(x) = const.

Приклад 8.1. Розглянемо функцiю 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22. Знайдемо лiнiї постiйно-

го рiвня цiєї функцiї. Маємо 𝑥21 + 25𝑥22 = 𝑐; далi,

𝑥21
(
√
𝑐)2

+
𝑥22(︂√︂
𝑐

25

)︂2 = 1.

Отже, лiнiями постiйного рiвня функцiї 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 є елiпси.

О з н а ч е н н я 8.2. Функцiя 𝑦 = 𝜙(x) називається яристою, якщо її лiнiї

постiйного рiвня витягнутi або вигнутi.

Це геометричне тлумачення яристої функцiї.

О з н а ч е н н я 8.3. Функцiя 𝑦 = 𝜙(x) називається яристою, якщо її ма-

триця Гессе, що розрахована у точцi мiнiмуму, погано обумовлена, тобто 𝑔 =
𝑙

𝐿
≪ 1, де 𝑙 i 𝐿— мiнiмальне i максимальне власнi числа цiєї матрицi.

8.1. Градiєнтний метод

Розглянемо дуже важливий в iдейному вiдношеннi метод безумовної мiнiмiза-

цiї — градiєнтний метод. Цей метод рiдко використовується на практицi. Вiн слу-
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жить моделлю для побудови бiльш ефективних методiв.

Нехай функцiя 𝜙(x) — неперервно диференцiйовна. Алгоритм градiєнтного ме-

тоду має вигляд

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
.

Будемо вважати, що послiдовнiсть точок x𝑘 така, що
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
̸= 0. Тобто у жоднiй iз

точок x𝑘 не виконується необхiдна умова мiнiмуму.

Зазначимо, що(︃
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
, s𝑘

)︃
=

(︃
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
,−

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

)︃
= −

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 0,

а це означає, що s𝑘 = −
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
є напрямок спуску (це вiдомо студентам ще на

першому курсi при вивченi дисциплiни «Математичний аналiз»).

Початкова точка обирається довiльно. Якщо 𝛽𝑘 обирати за першим способом:

𝛽𝑘 : min
𝛽>0

𝜙

(︂
x𝑘 − 𝛽𝜕𝜙(𝑘)

𝜕x

)︂
, то метод називається методом найшвидшого спуску.

У методi найшвидшого спуску напрямок руху вiд точки x𝑘 дотикається лiнiї

постiйного рiвня функцiї у точцi x𝑘+1.

−𝜕𝜙(x1)/𝜕x

−𝜕𝜙(x0)/𝜕x

x0

x1

Послiдовнiсть точок x0, x1, . . . , x𝑘, . . . зигзагоподiбно наближається до точки мiнiму-

му x*, i при цьому ланки цього зигзагу ортогональнi мiж собою. Дiйсно, 𝛽 обирається

з умови мiнiмуму функцiї 𝜓(𝛽) = 𝜙

(︃
x𝑘 − 𝛽

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

)︃
i тому

d𝜓

d𝛽
= −𝜕𝜙(x𝑘+1)

𝜕x

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
= 0.

Таким чином, напрямки спуску на двох послiдовних iтерацiях взаємно ортогональнi.
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8.1.1. Геометрична iнтерпретацiя градiєнтного методу

x𝑘x𝑘+1x𝑘+2

У градiєнтному методi функцiю 𝜙(x)

апроксимуємо в околi точки x𝑘 лiнiйною

функцiєю, тобто проводимо дотичну до фун-

кцiї 𝜙(x) у точцi (x𝑘, 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
). Далi, замiсть

функцiї 𝜙(x) мiнiмiзуємо лiнiйну функцiю.

А так як вона не має мiнiмуму (−∞), то зна-

ходимо її мiнiмум у невеликому околi точки

x𝑘. Ця точка мiнiмуму лiнiйної функцiї i є

точкою x𝑘+1 i т. д.

Розглянемо теореми збiжностi.

Т е о р е м а 8.1. Нехай функцiя 𝜙(x) диференцiйовна, обмежена знизу, а гра-

дiєнт задовольняє умовi Лiпшиця. Тодi послiдовнiсть
{︀
x𝑘
}︀

така, що

lim
𝑘→∞

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
= 0.

Для сильно опуклих функцiй можна отримати бiльш точнi оцiнки.

Т е о р е м а 8.2. Нехай функцiя 𝜙(x) сильно опукла, тобто

𝑚‖y‖2 6
(︂
𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2
y,y

)︂
6𝑀‖y‖2, де 𝑀 > 𝑚 > 0,

а послiдовнiсть
{︀
x𝑘
}︀

будується методом найшвидшого спуску. Тодi
{︀
x𝑘
}︀

збiга-

ється до точки мiнiмуму зi швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником

𝑞 =
𝑀 −𝑚
𝑀 +𝑚

, тобто ⃦⃦
x𝑘+1 − x*⃦⃦ 6

𝑀 −𝑚
𝑀 +𝑚

⃦⃦
x𝑘 − x*⃦⃦ .

Зауваження 8.1. За величини 𝑀 i 𝑚 можна брати максимальне i мiнiмальне

власнi числа матрицi
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
.

Розглянемо квадратичну функцiю 𝜙(x) =
1

2
x⊤Ax − b⊤x + 𝑐, A > 0. Якщо

користуватися методом найшвидшого спуску, то крок 𝛽𝑘 можна записати у явному
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виглядi:

𝛽𝑘 =

⃦⃦⃦⃦
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2

⃦⃦⃦⃦2
(︂
A
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
,
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2

)︂ .
Т е о р е м а 8.3. Для квадратичної функцiї мають мiсце оцiнки:

𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙 (x*) 6

(︀
𝜙
(︀
x0
)︀
− 𝜙 (x*)

)︀(︂𝐿− 𝑙
𝐿+ 𝑙

)︂2𝑘

,⃦⃦
x𝑘 − x*⃦⃦ 6 𝑞𝑘

√︀
2𝑙−1 (𝜙 (x0)− 𝜙 (x*)), 𝑞 =

𝐿− 𝑙
𝐿+ 𝑙

,

де 𝑙— найменше, а 𝐿— найбiльше власнi числа матрицi A.

Зауважимо, що перша оцiнка у теоремi є точною.

Якщо порiвнювати метод найшвидшого спуску з iншими варiантами градiєн-

тного методу, то можна прийти до висновку, що метод найшвидшого спуску для

квадратичної функцiї збiгається не швидше, нiж iншi варiанти градiєнтного методу.

Цей висновок справедливий i для неквадратичних функцiй.

Однак, не слiд вважати, що неможливо збiльшити швидкiсть градiєнтного ме-

тоду шляхом вибору довжини кроку. Наприклад, якщо для мiнiмiзацiї квадратичної

функцiї застосувати градiєнтний метод з 𝛽𝑘 =
1

𝜆𝑘+1

, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛−1, де 𝜆𝑘 — власнi

числа матрицi A i 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 𝜆𝑛, то такий варiант методу буде скiнченним i

x𝑛 = x*.

На практицi краще всього користуватися другим способом вибору кроку.

Якщо лiнiї постiйного рiвня є гiперсфери, то метод найшвидшого спуску збiга-

ється за один крок.

Отже, якщо функцiї гладкi i опуклi, то варiанти градiєнтного методу збiгаю-

ться зi швидкiстю геометричної прогресiї. Величина 𝑞 для сильно опуклих функцiй

залежить вiд найбiльшого i найменшого власних чисел матрицi
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
. Знаменник

буде малим, якщо цi числа мало вiдрiзняються одне вiд одного. Якщо ж вони сильно

вiдрiзняються (на порядок), то це означає, що функцiя яриста.

Мала швидкiсть збiгу градiєнтних методiв або зациклювання не дозволяє розв’язувати

за їх допомогою складнi задачi мiнiмiзацiї. Градiєнтнi методи використовуються у

комбiнацiї з бiльш ефективними методами на початковiй стадiї мiнiмiзацiї, коли ще

точки x𝑘 досить далекi вiд точки мiнiмуму.
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Приклад 8.2. Знайти точку мiнiмуму функцiї 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 з точнiстю

𝜏 = 0.01 методом найшвидшого спуску.

Розв’язування. За початкову точку вiзьмемо точку x0 =

(︃
1

1

)︃
. Тодi

x1 = x0 − 𝛽0
𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
=

(︃
𝑥01
𝑥02

)︃
− 𝛽0

(︃
2𝑥01
50𝑥02

)︃
=

(︃
1

1

)︃
− 𝛽0

(︃
2

50

)︃
=

(︃
1− 2𝛽0

1− 50𝛽0

)︃
.

Крок 𝛽0 знаходимо з умови

𝛽0 : min
𝛽>0

𝜙

(︂
x0 − 𝛽𝜕𝜙 (x0)

𝜕x

)︂
= min

𝛽>0
𝜙

(︃
1− 2𝛽

1− 50𝛽

)︃
=

= min
𝛽>0

[︀
(1− 2𝛽)2 + 25(1− 50𝛽)2

]︀
.

Отримаємо 𝛽0 ≈
1

50
. Тодi x1 =

⎛⎝1− 2 · 1

50
1− 1

⎞⎠ =

(︃
0.96

0

)︃
.

Перевiримо критерiй зупинки. Розглянемо пункт 𝐴1:

𝜙
(︀
x0
)︀
− 𝜙

(︀
x1
)︀
< 𝜏

(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x1
)︀⃒⃒)︀

.

Маємо

26− 1 <? 0.01(1 + 1),

25 ≮ 0.02.

Перший пункт критерiю зупинки не виконується. Тодi два iншi пункти недо-

цiльно перевiряти.

Знайдемо друге наближення.

x2 = x1 − 𝛽1
𝜕𝜙 (x1)

𝜕x
=

(︃
0.96

0

)︃
− 𝛽1

(︃
2 · 0.96

50 · 0)

)︃
=

(︃
0.96− 1.92𝛽

0

)︃
.

𝛽1 : min
𝛽>0

𝜙

(︂
x1 − 𝛽𝜕𝜙 (x1)

𝜕x

)︂
= min

𝛽>0
𝜙

(︃
0.96− 1.92𝛽

0

)︃
=

= min
𝛽>0

[︀
(0.96− 1.92𝛽)2 + 25 · 02

]︀
.
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Отримаємо 𝛽1 = 0.5. Отже, x2 =

(︃
0.96− 1.92 · 0.5

0

)︃
=

(︃
0

0

)︃
.

Перевiримо виконання критерiю зупинки. Наприклад, розглянемо умову 𝐴2:⃦⃦
x𝑘−1 − x𝑘

⃦⃦
<
√
𝜏
(︀
1 +

⃦⃦
x𝑘
⃦⃦)︀
.

Отримали ⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃

0

0

)︃
−

(︃
0.96

0

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ <?

√
0.01

(︃
1 +

⃦⃦⃦⃦
⃦0

0

⃦⃦⃦⃦
⃦
)︃
,

0.96 ≮ 0.33.

Так як нерiвнiсть не виконується, то будемо знаходити третє наближення (хоча

зрозумiло, що точка x2 є точкою мiнiмуму).

x3 = x2 − 𝛽2
𝜕𝜙(x2)

𝜕x
=

(︃
0

0

)︃
− 𝛽2

(︃
0

0

)︃
=

(︃
0

0

)︃
.

Точки x2 i x3 спiвпали. Очевидно, що всi три умови критерiю зупинки викону-

ються.

Тепер доведемо, що точка x =

(︃
0

0

)︃
є точкою мiнiмуму функцiї 𝜙(x) = 𝑥21+25𝑥22.

Спочатку доведемо, що функцiя є опуклою. Дiйсно,

ℐ = x⊤𝜕
2𝜙 (x)

𝜕x2
x = 2𝑥21 + 50𝑥22 > 0, x ̸= 0.

Так як
𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2
> 0, то функцiя 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 є опуклою. Посилаємось на

теорему: якщо для опуклої функцiї 𝜙(x) виконується умова
𝜕𝜙 (x)

𝜕x
=

(︃
0

0

)︃
, то

точка x — точка мiнiмуму функцiї. Маємо
𝜕𝜙 (x)

𝜕x
=

(︃
0

0

)︃
. Отже, точка x =

(︃
0

0

)︃
є точкою мiнiмуму функцiї 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22. �

Зауваження 8.2. Функцiя 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 є яристою. Дiйсно, матриця Гессе

має вигляд:
𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2
=

(︃
2 0

0 50

)︃
. Власнi числа матрицi 2 i 50. Вони вiдрiзняються на

порядок.

Якщо взяти кроки
1

50
i

1

2
, то мiнiмум квадратичної функцiї знаходиться за два

кроки, що ми i отримали.
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𝑥1

𝑥2
x0 =

(︃
1

1

)︃

x1 =

(︃
0.96

0

)︃

На малюнку представленi лiнiї постiйного рiвня —

це елiпси. Дно яру направлене по осi 𝑥1, а стiнки

яру — по осi 𝑥2. Спочатку спуск робиться по стiнцi

яру, а потiм по дну яру до точки мiнiмуму.

8.2. Метод спряжених градiєнтiв

Розглянемо двокроковий метод, тобто метод, у якому для знаходження (𝑘 + 1)-

го наближення використовуються (𝑘 − 1)-е i 𝑘-е наближення:

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛼𝑘

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽𝑘

(︀
x𝑘 − x𝑘−1

)︀
, (8.1)

{𝛼𝑘, 𝛽𝑘} : min
𝛼,𝛽

𝜙

(︃
x𝑘 − 𝛼

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽

(︀
x𝑘 − x𝑘−1

)︀)︃
. (8.2)

Для випадку квадратичної функцiї 𝜙(x) =
1

2
x⊤Ax − b⊤x + 𝑐, A > 0 задача

(8.2) має такi розв’язки:

𝛼𝑘 =

⃦⃦
r𝑘
⃦⃦2 (︀

Ap𝑘,p𝑘
)︀
−
(︀
r𝑘,p𝑘

)︀ (︀
Ar𝑘,p𝑘

)︀
(Ar𝑘, r𝑘) (Ap𝑘,p𝑘)− (Ar𝑘,p𝑘)2

,

𝛽𝑘 =

⃦⃦
r𝑘
⃦⃦2 (︀

Ar𝑘,p𝑘
)︀
−
(︀
r𝑘,p𝑘

)︀ (︀
Ar𝑘, r𝑘

)︀
(Ar𝑘, r𝑘) (Ap𝑘,p𝑘)− (Ar𝑘,p𝑘)2

,

де r𝑘 =
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
= Ax𝑘 − b, p𝑘 = x𝑘 − x𝑘−1.

У квадратичному випадку метод (8.1)–(8.2) є скiнченним, тобто дає точний

мiнiмум квадратичної функцiї за скiнченну кiлькiсть iтерацiй, що дорiвнює 𝑛.

Для неквадратичних функцiй метод (8.1)–(8.2) збiгається глобально.

Методу спряжених градiєнтiв можна надати i iншу форму:

x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛼𝑘s
𝑘,

𝛼𝑘 : min
𝛼
𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛼s𝑘

)︀
,

s𝑘 = −
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽𝑘s

𝑘−1, s0 = −𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
, 𝛽0 = 0.

(8.3)

Метод називається методом спряжених градiєнтiв, тому що має мiсце така вла-
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стивiсть: вектори
𝜕𝜙 (x𝑖)

𝜕x
, 𝑖 = 0, 𝑛− 1 взаємно ортогональнi, а s0, . . . , s𝑛−1 — взаємно

спряженi ((As𝑖, s𝑗) = 0).

Iснує декiлька способiв вибору параметра 𝛽𝑘:

1) 𝛽𝑘 =

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙(x𝑘−1)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2 ;

2) 𝛽𝑘 =

(︂
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x
,
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x
− 𝜕𝜙(x𝑘−1)

𝜕x

)︂
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙(x𝑘−1)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2 ;

3) 𝛽𝑘 =

(︂
𝜕2𝜙(x𝑘)

𝜕x2 s𝑘−1,
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x

)︂
(︂

𝜕2𝜙(x𝑘)
𝜕x2 s𝑘−1, s𝑘−1

)︂ .

Для випадку квадратичної функцiї методи (8.1), (8.2) i (8.3) за першим спосо-

бом вибору параметру 𝛽𝑘 при однаковому x0 визначають одну i ту саму послiдовнiсть

точок x𝑘.

Зазвичай для неквадратичних задач метод спряжених градiєнтiв застосовує-

ться в iнший формi. До нього додається процедура оновлення — час вiд часу крок

здiйснюється вздовж градiєнта. При цьому метод перестає бути скiнченним, i на-

прямки спуску не будуть взаємно спряженими вiдносно якої-небудь матрицi. Онов-

лення роблять через кiлькiсть iтерацiй, що дорiвнює вимiру простору 𝑛:

x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛼𝑘s
𝑘,

𝛼𝑘 : min
𝛼
𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛼s𝑘

)︀
,

s𝑘 = −
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽𝑘s

𝑘−1, s0 = −𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
,

𝛽𝑘 =

⎧⎨⎩0, 𝑘 = 0, 𝑛, 2𝑛, . . . ,

𝛽𝑘, 𝑘 ̸= 0, 𝑛, 2𝑛, . . . ,

а 𝛽𝑘 обирається одним iз вказаних вище способiв.

Метод спряжених градiєнтiв з оновленням збiгається глобально; в околi точки

мiнiмуму швидкiсть збiжностi є квадратичною.

Послiдовностi точок, отриманих за першим i другим способами вибору параме-

тру 𝛽𝑘, спiвпадають.
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Для задач великого вимiру (𝑘 < 𝑛) можна гарантувати лише збiжнiсть зi

швидкiстю геометричної прогресiї. При 𝑘 < 𝑛 для квадратичних функцiй можна

гарантувати збiжнiсть зi швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником 𝑔 =√
𝐿−
√
𝑙√

𝐿+
√
𝑙
, де 𝐿 i 𝑙— найбiльше i найменше власнi числа матрицi

𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
.

Метод спряжених градiєнтiв є оптимальним по швидкостi збiжностi у класi

методiв першого порядку.

Приклад 8.3. Знайти мiнiмум функцiї 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 з точнiстю 𝜏 = 0.01

методом спряжених градiєнтiв.

Розв’язування. За початкову точку вiзьмемо точку x = (1; 1)⊤. Перше на-

ближення у методi спряжених градiєнтiв є першим наближенням у методi

найшвидшого спуску. Першим наближенням у методi найшвидшого спуску

є x1 = (0.96; 0)⊤ (див. приклад 8.2). так як критерiй зупинки не виконується

(див. приклад 8.2), то знаходимо друге наближення.

Маємо: x2 = x1 + 𝛼1s
1, де 𝛼1 : min𝛼>0 𝜙 (x1 + 𝛼s1), а

s1 = −𝜕𝜙 (x1)

𝜕x
+ 𝛽1s

0 = −𝜕𝜙 (x1)

𝜕x
− 𝛽1

𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
.

Так як
𝜕𝜙 (x)

𝜕x
=

(︃
2𝑥1

50𝑥2

)︃
, то

𝜕𝜙 (x1)

𝜕x
=

(︃
1.92

0

)︃
, а

𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
=

(︃
2

50

)︃
.

Розрахуємо парметр 𝛽1, використовуючи перший спосiб його вибору:

𝛽1 =

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x1)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x0)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2 = (норма евклiдова) =

(︀√
1.922 + 02

)︀2(︀√
22 + 502

)︀2 ≈ 0.0015.

Тодi

s1 = −𝜕𝜙 (x1)

𝜕x
− 𝛽1

𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
= −

(︃
1.92

0

)︃
− 0.0015

(︃
2

50

)︃
= −

(︃
1.923

0.075

)︃
.

Отже,

x2 = x1 + 𝛼1s
1 =

(︃
0.96

0

)︃
− 𝛼1

(︃
1.923

0.075

)︃
=

(︃
0.96− 1.923𝛼1

−0.075𝛼1

)︃
.
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Параметр 𝛼1 знайдемо з умови:

𝛼1 : min
𝛼>0

𝜙
(︀
x1 + 𝛼s1

)︀
= min

𝛼>0
𝜙

(︃
0.96− 1.923𝛼

−0.075𝛼

)︃
=

min
𝛼>0

[︀
(0.96− 1.923𝛼)2 + 25(−0.075𝛼)2

]︀
= min

𝛼>0
(3.839𝛼2 − 3.692𝛼 + 0.922).

𝛼min = − −3.692

2 · 3.839
≈ 0.481.

Так як 𝛼min > 0, то 𝛼1 = 𝛼min = 0.481. Остаточно отримаємо

x2 =

(︃
0.96− 1.923 · 0.481

−0.075 · 0.481

)︃
=

(︃
0.035

−0.036

)︃
.

Перевiряємо перший пункт критерiю зупинки:

𝜙
(︀
x1
)︀
− 𝜙

(︀
x2
)︀
< 𝜏

(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x2
)︀⃒⃒)︀

.

Маємо 𝜙 (x1) = 0.922, 𝜙 (x2) = 0.033. Далi,

0.922− 0.033 <? 0.01(1 + 0.033),

0.889 < 0.010.

Так як нерiвнiсть не виконується, то iншi два пункти критерiю зупинки не

будемо перевiряти.

Знайдемо третє наближення.

x3 = x2 + 𝛼2s
2, де 𝛼2 : min𝛼>0 𝜙 (x2 + 𝛼s2), а s2 = −𝜕𝜙 (x2)

𝜕x
+ 𝛽2s

1. Маємо

𝜕𝜙 (x2)

𝜕x
=

(︃
0.070

−1.8

)︃
. Тодi

s2 = −

(︃
0.070

−1.8

)︃
+ 𝛽2

(︃
−1.923

−0.075

)︃
=

(︃
−0.070− 1.923𝛽2

1.8− 0.075𝛽2

)︃
,

а

𝛽2 =

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x2)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x1)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2 =

(︁√︀
0.0702 + (−1.8)2

)︁2
(︀√

1.922 + 02
)︀2 ≈ 0.88.

Остаточно:

s2 =

(︃
−0.070− 1.923 · 0.88

1.8− 0.075 · 0.88

)︃
=

(︃
−1.762

1.734

)︃
.
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Отже,

x3 =

(︃
0.035

−0.036

)︃
+ 𝛼2

(︃
−1.762

1.734

)︃
=

(︃
0.035− 1.762𝛼2

−0.036 + 1.734𝛼2

)︃
.

Параметр 𝛼2 знайдемо з умови:

𝛼2 : min
𝛼>0

𝜙
(︀
x2 + 𝛼s2

)︀
= min

𝛼>0
𝜙

(︃
0.035− 1.762𝛼

−0.036 + 1.734𝛼

)︃
=

min
𝛼>0

[︀
(0.035− 1.762𝛼)2 + 25(−0.036 + 1.734𝛼)2

]︀
, 𝛼2 = 0.021.

Остаточно отримаємо

x3 =

(︃
0.035− 1.762 · 0.021

−0.036 + 1.734 · 0.021

)︃
=

(︃
−0.002

0

)︃
.

Перевiряємо перший пункт критерiю зупинки:

𝜙
(︀
x2
)︀
− 𝜙

(︀
x3
)︀
< 𝜏

(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x3
)︀⃒⃒)︀

.

Маємо

0.033− 0 <? 0.01(1 + 0),

0.033 < 0.01.

Перший пункт критерiю зупинки не виконується, i тому розрахуємо четверте

наближення.

x4 = x3 + 𝛼3s
3, де 𝛼3 : min𝛼>0 𝜙 (x3 + 𝛼s3), а s3 = −𝜕𝜙 (x3)

𝜕x
+ 𝛽3s

2. Маємо

𝜕𝜙 (x3)

𝜕x
=

(︃
−0.004

0

)︃
. Тодi

s3 = −

(︃
0.004

0

)︃
+ 𝛽3

(︃
−1.762

1.734

)︃
=

(︃
0.004− 1.762𝛽3

1.734𝛽3

)︃
, 𝛽3 =

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x3)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x2)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2 = 0.

Отже, s3 = −

(︃
0.004

0

)︃
. Тодi

x4 =

(︃
−0.002

0

)︃
+ 𝛼3

(︃
0.004

0

)︃
=

(︃
−0.002 + 0.004𝛼3

0

)︃
.
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𝛼3 : min
𝛼>0

𝜙

(︃
−0.002 + 0.004𝛼

0

)︃
= min

𝛼>0

[︀
(−0.002 + 0.004𝛼)2 + 25 · 02

]︀
, 𝛼2 = 0.5.

Остаточно отримаємо x4 =

(︃
0

0

)︃
.

Нагадаємо критерiй зупинки:

𝐴1 : 𝜙
(︀
x𝑘−1

)︀
− 𝜙

(︀
x𝑘
)︀
< 𝜏

(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x𝑘
)︀⃒⃒)︀

,

𝐴 : 𝐴2 :
⃦⃦
x𝑘−1 − x𝑘

⃦⃦
<
√
𝜏
(︀
1 +

⃦⃦
x𝑘
⃦⃦)︀
,

𝐴3 :

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 3
√
𝜏
(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x𝑘
)︀⃒⃒)︀

.

Розглядаємо перший пункт критерiя:

𝜙
(︀
x3
)︀
− 𝜙

(︀
x4
)︀
<? 𝜏

(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x4
)︀⃒⃒)︀

; так як 𝜙
(︀
x3
)︀

= 0 i 𝜙
(︀
x4
)︀

= 0,

то отримаємо

0− 0 <? 0.01(1 + 0), 0 < 0.1.

Перший пункт критерiя зупинки виконується. Перевiряємо другий пункт:⃦⃦
x3 − x4

⃦⃦
<
√
𝜏
(︀
1 +

⃦⃦
x4
⃦⃦)︀
.

Маємо ⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃
−0.002

0

)︃
−

(︃
0

0

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ <?

√
0.01

(︃
1 +

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃

0

0

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦
)︃

;

0.002 < 0.1.

Другий пункт критерiю зупинки теж виконується. Переходимо до третього

пункту: ⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x4)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
6 3
√
𝜏
(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
x4
)︀⃒⃒)︀

,⃦⃦⃦⃦
⃦ 0

0

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6? 3

√
0.01 (1 + 0) ,

0 6 3
√

0.01.

I третiй пункт критерiя зупинки виконується.
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Отже, знайшли точку

(︃
0

0

)︃
, яка може бути точкою мiнiмуму функцiї. Доведен-

ня того, що точка x* =

(︃
0

0

)︃
є точкою мiнiмуму функцiї 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 див. у

прикладi 8.2.

8.3. Модифiкацiя методу спряжених градiєнтiв

Алгоритм (Яровий А. Т., Страхов Є. М., 2009) має вигляд

x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛼𝑘s
𝑘,

𝛼𝑘 : min
𝛼
𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛼s𝑘

)︀
,

s𝑘 = −H𝑘

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽𝑘s

𝑘−1, s0 = −𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
,

𝛽𝑘 =

⎧⎨⎩0, 𝑘 = 0, 𝑛, 2𝑛, . . . ,

𝛽𝑘, 𝑘 ̸= 0, 𝑛, 2𝑛, . . . ,

де матриця H𝑘 розраховується за рекурентною формулою

H𝑘+1 = H𝑘 +

(︀
∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘

)︀⊤ (︀
∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘

)︀
(∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘,∆y𝑘)

, H0 = I.

8.4. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i теореми.

2) Знати алгоритми градiєнтного методу i методу спряжених градiєнтiв.

3) Розв’язати задачу:

min
[︀
𝑛𝑥21 + (𝑖+ 4)𝑥22

]︀
, 𝜀 = 0.1, x0 = (1; 1)

градiєнтним методом i методом спряжених градiєнтiв. Параметри: для першої

групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий номер студента у списку

групи.
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8.5. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати умову вибору напрямку спуску функцiї у точцi.

2) Сформулювати загальний алгоритм методiв мiнiмiзацiї функцiй.

3) Способи вибору кроку руху за напрямком спуску.

4) Сформулювати критерiй зупинки.

5) Сформулювати алгоритм градiєнтного методу.

6) Геометрична iнтерпретацiя градiєнтного методу.

7) Теорема про збiжнiсть градiєнтного спуску для сильно опуклих функцiй.

8) Означення яристої функцiї.

9) Алгоритм методу спряжених градiєнтiв.

10) Способи вибору параметра 𝛽𝑘 у методi спряжених градiєнтiв.

11) Алгоритм методу спряжених градiєнтiв з оновленням.

12) Властивостi алгоритму спряжених градiєнтiв.



9
Методи другого порядку

9.1. Метод Ньютона

У градiєнтному методi для визначення напрямку руху використовується лише

лiнiйний член з розвинення функцiї у ряд Тейлора, тобто використовується найбiльш

груба апроксимацiя функцiї. Тому для функцiй з погано обумовленими матрицями

Гессе метод повiльно збiгається. Якщо використовувати другi частиннi похiднi, то

отриманi методи не будуть «реагувати» на яристiсть функцiй.

Нехай функцiя 𝜙(x) двiчi диференцiйовна, скористаємося квадратичною апро-

ксимацiєю функцiї у точцi x𝑘:

𝜙𝑘(x) = 𝜙
(︀
x𝑘
)︀

+

(︃
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
,x− x𝑘

)︃
+

1

2

(︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

(︀
x− x𝑘

)︀
,x− x𝑘

)︃
.

У градiєнтному методi наступне наближення x𝑘+1 знаходилося з умови мiнi-

муму лiнiйної апроксимацiї при додаткових обмеженнях на близькiсть до точки x𝑘

(так як лiнiйна функцiя не досягає мiнiмуму на R𝑛). Для квадратичної функцiї 𝜙𝑘(x)

можна не накладати таких обмежень, так як при
𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2
> 0 функцiя 𝜙𝑘(x) має

безумовний мiнiмум. Обираємо точку мiнiмуму 𝜙𝑘(x) за нове наближення. Отже,

отримаємо такий алгоритм

x𝑘+1 = x𝑘 −

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
. (9.1)

До цього методу можна прийти i iншим шляхом. Точка мiнiмуму повинна бути

розв’язком системи 𝑛 рiвнянь з 𝑛 невiдомими, необхiдна умова безумовного мiнiмуму

першого порядку,
𝜕𝜙 (x)

𝜕x
= 0.

Одним з методiв розв’язання таких задач є метод Ньютона або дотичних, а
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саме: лiнеаризуємо систему у точцi x𝑘 i розв’язуємо лiнеаризовану систему, яка має

вигляд
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

(︀
x− x𝑘

)︀
= 0,

звiдки

x𝑘+1 = x𝑘 −

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
.

Розглянемо теорему збiжностi.

Т е о р е м а 9.1. Нехай 𝜙(x) двiчi диференцiйовна функцiя,
𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2
задоволь-

няє умовi Лiпшиця з константою 𝑀 , 𝜙(x) — сильно опукла з константою 𝑙 i

початкове наближення задовольняє умовi

𝑞 =
𝑀

2𝑙2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙 (x0)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
< 1. (9.2)

Тодi метод збiгається до точки глобального мiнiмуму x* з квадратичною

швидкiстю: ⃦⃦
x𝑘 − x*⃦⃦ 6

2𝑙

𝑀
𝑞2

𝑘

.

Зауваження 9.1. Усi умови теореми є суттєвими. Сильна опуклiсть забез-

печує iснування
[︂
𝜕2𝜙(x)

𝜕x2

]︂−1

, а невиконання (9.2) може призвести до розбiжностi

методу. Якщо ж вiдмовитися вiд умови Лiпшиця для
𝜕2𝜙(x)

𝜕x2
, то збiжнiсть не буде

квадратичною (може збiгатися зi швидкiстю геометричної прогресiї).

Зауваження 9.2. У методi Ньютона нiколи не обертають матрицю
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2
.

Зрозумiло, що напрямок спуску у методi є таким:

s𝑘 = −

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
.

Тодi (9.1) можна переписати у виглядi:

x𝑘+1 = x𝑘 + s𝑘.

Вектор s𝑘 знаходимо з системи рiвнянь

𝜕2𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2
s𝑘 = −

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
.
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А цю систему можна досить ефективно розв’язати i при

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∼ 𝜀, де 𝜀 > 0 —

мале число.

Умови теореми можна послабити тiльки в одному напрямку — глобальнi вимо-

ги до функцiї 𝜙(x) замiнити на локальнi.

Для квадратичної функцiї 𝜙(x) =
1

2
x⊤Ax − b⊤x + 𝑐, A > 0 метод Ньютона

збiгається за один крок при довiльнiй початковiй точцi x0.

Чим ближча функцiя до квадратичної, тим швидше збiгається метод Ньютона.

Формально — чим менше 𝑀 , то згiдно з теоремою буде бiльша область збiжностi i

тим швидша збiжнiсть, що визначається величиною 𝑞.

Отже, вдалий вибiр початковою наближення x0 гарантує збiжнiсть методу

Ньютона. Однак пошук вдалого початкового наближення — це нетривiальна зада-

ча. Тому необхiдно якось змiнити метод Ньютона, щоб досягти збiжностi процесу

незалежно вiд початкового наближення. Для цього необхiдно крiм вибору напрям-

ку руху −

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
вибирати i довжину кроку руху. Такий алгоритм

називається демпфованим методом Ньютона — Рафсона або узагальненим методом

Ньютона:

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
.

Як i у градiєнтному методi, у методi Ньютона — Рафсона крок обирається так,

щоб забезпечити зменшення цiльової функцiї на кожнiй iтерацiї. Наприклад, вико-

ристовувати першi два способи вибору кроку або такий: крок 𝛽𝑘 обирається так, щоб

виконувалася нерiвнiсть

𝜙

⎛⎝x𝑘 − 𝛽𝑘

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⎞⎠ 6

6 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜀𝛽𝑘

⎛⎝𝜕𝜙 (︀x𝑘
)︀

𝜕x
,

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⎞⎠ ,

де 0 < 𝜀 < 1/2 — деяке число.

Покладемо 𝛽𝑘 = 1, i якщо ця нерiвнiсть виконується, то 𝛽𝑘 = 1, а якщо нi, то

зменшуємо 𝛽𝑘 до тих пiр, поки не виконається нерiвнiсть.

Метод Ньютона може застосовуватися для мiнiмiзацiї таких функцiй, у яких

iснує обмежена обернена матриця других похiдних. Такi властивостi мають сильно
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опуклi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї, i виконується умова

𝑚 ‖y‖2 6
(︂
𝜕2𝜙(x)

𝜕x
y,y

)︂
6𝑀 ‖y‖2 , 𝑚 > 0,

для довiльних x i y ∈ R𝑛. Тодi функцiї обмеженнi i у них iснує одна точка мiнiмуму.

Т е о р е м а 9.2. Якщо функцiя 𝜙(x) така, що виконується умова (9.2) i ма-

триця
𝜕2𝜙(x)

𝜕x2
задовольняє умовi Лiпшиця з константою 𝐿, крок обирається з

умови (9.1), то послiдовнiсть точок, отриманих методом Ньютона — Рафсона

незалежно вiд вибору початкових точки x0 збiгається до точки мiнiмуму з ква-

дратичною швидкiстю, тобто

⃦⃦
x𝑘+1 − x𝑘

⃦⃦
6
𝐿

𝑚

⃦⃦
x𝑘 − x*⃦⃦2 .

9.2. Модифiкацiї методу Ньютона

Усi труднощi, що виникають при практичнiй реалiзацiї методу Ньютона, умов-

но можна розбити на двi групи. Першi пов’язанi з необхiднiстю обчислювати ма-

трицю
𝜕2𝜙(x)

𝜕x2
. Розглянемо двi модифiкацiї методу Ньютона, якi використовують не

точнi значення, а деякi наближенi аналоги матрицi других похiдних. У результатi

зменшується трудомiсткiсть методу, але погiршується їх збiжнiсть.

До другої групи вiдносяться всi ускладнення, що виникають у зв’язку з пору-

шенням у процесi обчислень додатної визначеностi матрицi других похiдних.

Перша модифiкацiя Алгоритм методу має вигляд

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘
[︂
𝜕2𝜙 (x0)

𝜕x2

]︂−1 𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
, 𝛽𝑘 > 0.

У цiй схемi використовується один раз розрахована матриця
𝜕2𝜙 (x0)

𝜕x2
.

Друга модифiкацiя Вона пов’язана з оновленням матрицi других похiдних через

певну кiлькiсть крокiв. Iтерацiйний процес має вигляд

x𝑘𝑡+𝑖+1 = x𝑘𝑡+𝑖 − 𝛽𝑘𝑡+𝑖

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘𝑡
)︀

𝜕x2

]︃−1
𝜕𝜙(x𝑘𝑡+𝑖)

𝜕x
,

𝛽𝑘𝑡+𝑖 > 0; 𝑘 = 0, 1, . . .; 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑡− 1, 𝑡; 𝑡 > 0.
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Якщо виконуються умови теореми 9.2, то справедлива оцiнка⃦⃦
x(𝑘+1)𝑡 − x*⃦⃦ 6 𝑐

⃦⃦
x𝑘𝑡 − x*⃦⃦𝑡+1

, 𝑐 > 0.

Ця оцiнка означає, що послiдовнiсть
{︀
x𝑘
}︀

збiгається до розв’язку зi швидкiстю

порядку 𝑡+ 1.

Третя модифiкацiя Нехай матриця Гессе функцiї 𝜙(x) не є додатно визначеною.

У цьому випадку послiдовнiсть точок методу Ньютона буде розбiжною. Левенберг i

Марквардт запропонували додавати до матрицi других похiдних на кожному кроцi

величину 𝛼𝑘I, де 𝛼𝑘 — деяке число, а I — одинична матриця. Тодi iтерацiйний процес

матиме вигляд

x𝑘+1 = x𝑘 −

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2
+ 𝛼𝑘I

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
.

У цьому алгоритмi довжина кроку дорiвнює 1, а 𝛼𝑘 обирають так, щоб виконувались

умови

cos

⎛⎝(︃𝜕𝜙 (︀x𝑘
)︀

𝜕x2
+ 𝛼𝑘I

)︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
,
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⎞⎠ > 𝜀1 > 0;

𝜙(x𝑘+1) 6 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜀2

⎛⎝[︃𝜕2𝜙 (︀x𝑘
)︀

𝜕x2
+ 𝛼𝑘I

]︃−1
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
,
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⎞⎠ , 0 < 𝜀2 <
1

2
.

Перша нерiвнiсть означає, що кут мiж напрямком спуску антиградiєнта у точцi

x𝑘 повинен бути гострим, а виконання другої умови гарантує зменшення функцiї на

кожнiй iтерацiї.

При досить великому значеннi 𝛼𝑘 метод вдалинi вiд точки мiнiмуму веде себе

як градiєнтний i початкову точку можна обирати довiльно, а при наближеннi 𝛼𝑘 до

нуля метод переходить у звичайний метод Ньютона.

9.3. Обговорення властивостей методу Ньютона

Встановлено, що метод Ньютона з регулюванням кроку збiгається до розв’язку

незалежно вiд початкової точки x0 i має або зверхлiнiйну швидкiсть збiжностi, або

ж квадратичну в залежностi вiд вимог до функцiї 𝜙(x).

Збiжнiсть з довiльної початкової точки є суттєвою перевагою методу Нью-

тона — Рафсона у порiвняннi зi звичайним методом Ньютона, в якому збiжнiсть
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гарантується лише при наявностi досить хорошого початкового наближення. Крiм

того, перевiрити умови, якi гарантують, що дане початкове наближення забезпечить

збiжнiсть процесу, у методi Ньютона практично важко, тому що вимагається знання

таких вiдомостей про функцiю, якi звичайно невiдомi.

Якщо порiвнювати метод Ньютона i градiєнтнi методи стосовно до розв’язування

задач мiнiмiзацiї опуклих функцiй, то метод Ньютона забезпечує бiльш високу швид-

кiсть збiгу послiдовностi точок до розв’язку. Однак бiльш точна суть поняття ефе-

ктивностi методу є в оцiнцi загальної кiлькостi обчислень для розв’язування задачi

з заданою точнiстю. Отже, про ефективнiсть того чи iншого алгоритму необхiдно

судити по кiлькостi iтерацiй, необхiдних для розв’язування задачi, i по кiлькостi

обчислень на кожнiй iтерацiї.

Кiлькiсть обчислень на iтерацiї методу Ньютона, як правило, значно бiльша,

нiж у градiєнтних методах, за рахунок обчислення i обертання матрицi других по-

хiдних. Але на отримання розв’язку з досить високим ступенем точностi за допо-

могою методу Ньютона необхiдно у десятки, а то i у сотнi раз менше iтерацiй, нiж

при використаннi градiєнтних методiв. А у деяких задачах трудомiсткiсть iтерацiї

методу Ньютона може бути непомiрно великою за рахунок обчислення матрицi дру-

гих похiдних (а не її обертання). У цих випадках для розв’язування задач можна

використовувати модифiкацiї методу Ньютона. В однiй з таких модифiкацiй обчи-

слювати i обертати матрицю Гессе потрiбно лише один раз, а у другiй це робиться

через скiнченну кiлькiсть iтерацiй. При цьому, якщо початкове наближення вдало

обране, то швидкiсть збiгу буде досить високою.

Однак використання модифiкацiї методу Ньютона не є кардинальним розв’язком

питання про скорочення трудомiсткостi розв’язування задачi. Тому виникає питання

про побудову методiв мiнiмiзацiї, якi б по швидкостi збiгу були близькi до методу

Ньютона, але для своєї реалiзацiї вимагали значно меншу кiлькiсть обчислень на

кожнiй iтерацiї.

Приклад 9.1. Знайти мiнiмум функцiї 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 методом Ньютона з

точнiстю 𝜀 = 0.1.

Розв’язування. За початкову точку вiзьмемо точку x0 =

(︃
1

1

)︃
.

Тодi x1 = x0 −
[︂
𝜕2𝜙 (x0)

𝜕x2

]︂−1
𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
або x1 = x0 + s0,

де s0 = −
[︂
𝜕2𝜙 (x0)

𝜕x2

]︂−1
𝜕𝜙 (x0)

𝜕x
. Отримаємо систему для визначення s0:

𝜕2𝜙 (x0)

𝜕x2
s0 = −𝜕𝜙(x0)

𝜕x
.
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Маємо
𝜕𝜙(x)

𝜕x
=

(︃
2𝑥1

50𝑥2

)︃
,

𝜕2𝜙(x)

𝜕x2
=

(︃
2 0

0 50

)︃
.

Система має вигляд(︃
2 0

0 50

)︃(︃
𝑠01
𝑠02

)︃
= −

(︃
2

50

)︃
, або

⎧⎨⎩2𝑠01 = −2,

50𝑠02 = −50.

Розв’язавши її, отримаємо 𝑠01 = −1, 𝑠02 = −1. Тодi x1 =

(︃
1

1

)︃
−

(︃
1

1

)︃
=

(︃
0

0

)︃
.

Критерiй зупинки не виконується, наприклад, пункт 𝐴1, i тому знаходимо

друге наближення

x2 = x1 + s1,
𝜕2𝜙 (x1)

𝜕x2
s1 =

𝜕𝜙 (x1)

𝜕x
,(︃

2 0

0 50

)︃(︃
𝑠11
𝑠12

)︃
=

(︃
0

0

)︃
,

⎧⎨⎩2𝑠11 = 0,

50𝑠12 = 0,
𝑥11 = 0, 𝑥12 = 0.

Усi пункти критерiю зупинки виконуються. Так як функцiя 𝜙(x) = 𝑥21 + 25𝑥22 є

опуклою (див. приклад 8.2), то точка

(︃
0

0

)︃
є розв’язком нашої задачi. �

Метод Ньютона є методом другого порядку.

9.4. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати усi означення i теореми.

2) Знати алгоритми методiв другого порядку.

3) Розв’язати задачу:

min
[︀
𝑛𝑥21 + (𝑖+ 4)𝑥22

]︀
, 𝜀 = 0.1, x0 = (1; 1)

методом Ньютона. Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7;

𝑖— порядковий номер студента у списку групи.

4) Для отримання > 90 балiв розв’язати попереднiй приклад методом Ньютона —

Рафсона або Левенберга — Марквардта.
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9.5. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати алгоритм методу Ньютона.

2) Геометрична iнтерпретацiя алгоритму Ньютона.

3) Сформулювати теорему збiжностi алгоритму Ньютона.

4) Зауваження про обертання матрицi Гессе.

5) Сформулювати алгоритм Ньютона — Рафсона.

6) Сформулювати алгоритм Левенберга — Макрвардта.

7) Властивостi алгоритму Ньютона.



10
Квазiньютонiвськi методи (методи
змiнної метрики)

В основi цих методiв лежить iдея вiдновлення квадратичної апроксимацiї фун-

кцiї по значенням її градiєнтiв у рядi точок. Таким чином методи об’єднують пере-

ваги градiєнтного методу i методу Ньютона. Цi методи мають таку загальну стру-

ктуру:

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘H𝑘

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
, (10.1)

де матриця H𝑘 перераховується рекурентним способом на основi iнформацiї, отри-

маної на 𝑘-й iтерацiї так, що

H𝑘 −

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1

→ 0 при 𝑘 → +∞.

Таким чином, методи переходять у ньютоновськi, i тому мають таку назву.

Т е о р е м а 10.1. Нехай x* — невироджена точка мiнiмуму1 функцiї 𝜙(x),

𝜙(x) — двiчi неперервно диференцiйовна в околi точки x* i

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦H𝑘 −

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦→ 0

при 𝑘 →∞. Тодi метод (10.1) з 𝛽𝑘 = 1 локально збiгається до x* швидше довiльної

геометричної прогресiї.

Метод при додатно визначених H𝑘 має глобальну збiжнiсть.

Перейдемо до побудови матриць H𝑘. Їх будемо будувати так, щоб вони апро-

1Точка x* є невиродженою, якщо
⃦⃦⃦⃦
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2

⃦⃦⃦⃦
̸= 0.
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ксимували

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1

. Має мiсце спiввiдношення

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
− 𝜕𝜙(x𝑘+1)

𝜕x
=
𝜕2𝜙(x𝑘+1)

𝜕x2

(︀
x𝑘 − x𝑘+1

)︀
+ 𝑜

(︀⃦⃦
x𝑘 − x𝑘+1

⃦⃦)︀
.

Якщо матриця
𝜕2𝜙(x𝑘+1)

𝜕x2
невироджена, то з точнiстю до членiв бiльш високого

порядку малостi у порiвнянi з
⃦⃦
x𝑘 − x𝑘+1

⃦⃦
маємо

[︂
𝜕2𝜙(x𝑘+1)

𝜕x2

]︂−1(︂
𝜕𝜙(x𝑘+1)

𝜕x
− 𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x

)︂
≈ x𝑘+1 − x𝑘.

Якщо функцiя 𝜙(x) є квадратичною, тобто 𝜙(x) =
1

2
(Ax,x)− (b,x), то набли-

жена рiвнiсть перетвориться у точну[︂
𝜕2𝜙(x𝑘+1)

𝜕x2

]︂−1

∆y𝑘 = ∆x𝑘,

де ∆y𝑘 =
𝜕𝜙(x𝑘+1)

𝜕x
−
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
, ∆x𝑘 = x𝑘+1 − x𝑘. Тому природно вимагати, щоб для

матрицi H𝑘, що наближає

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘+1

)︀
𝜕x2

]︃−1

, виконувалась умова

H𝑘+1∆y𝑘 = ∆x𝑘. (10.2)

Ця умова має назву квазiньютонiвської.

Нехай наближення до

[︃
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘+1

)︀
𝜕x2

]︃−1

перераховується за формулою

H𝑘+1 = H𝑘 + ∆H𝑘.

Укажемо будь-яку матрицю ∆H𝑘, що забезпечує (10.2). Для цього перепишемо (10.2)

таким чином:

(H𝑘 + ∆H𝑘) ∆y𝑘 = ∆x𝑘,

∆H𝑘∆y𝑘 = ∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘.

Цiй рiвностi задовольняє, наприклад, така матриця:

∆H𝑘 =
1

(z𝑘,∆y𝑘)

(︀
∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘

)︀
z𝑘,
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де z𝑘 — довiльний вектор такий, що
(︀
z𝑘,∆y𝑘

)︀
̸= 0.

Обираємо z𝑘 = ∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘, i тодi отримаємо:

H𝑘+1 = H𝑘 +

(︀
∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘

)︀⊤ (︀
∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘

)︀
(∆x𝑘 −H𝑘∆y𝑘,∆y𝑘)

. (10.3)

При такому виборi перерахунку H𝑘 отримуємо метод Бройдена.

Якщо 𝛽𝑘 обрати за способом 1 (тобто мiнiмiзуємо по одновимiрному напрямку),

то цей метод дає спряженi напрямки. Якщо функцiя 𝜙 (x) є квадратичною, то за 𝑛

крокiв отримаємо, що H𝑛 = A−1.

Цiкава особливiсть цього методу: 𝛽𝑘 не обов’язково повинно давати мiнiмум по

одновимiрному напрямку, воно має бути довiльним параметром, поки не виникла

сингулярнiсть матрицi H𝑘
2 або знаменник (10.3) не перетворився в нуль.

У випадку, коли функцiя 𝜙 (x) не є квадратичною, при застосуваннi методу

Бройдена можуть виникнути такi небажанi явища:

1) Матриця H𝑘 може перестати бути додатно визначеною. Для цього iснують ме-

тоди, що перетворюють матрицю H𝑘 у додатно визначену (див. Д. Хiммельблау.

Прикладное нелинейное программирование, роз. 3.2).

2) Величина ∆H𝑘 може стати необмеженою (iнколи i для квадратичних функцiй

внаслiдок похибок округлення).

3) Якщо на 𝑘-му кроцi напрямок спуску спiвпадає з напрямком спуску на (𝑘 − 1)-

му кроцi, то матриця H𝑘+1 може бути сингулярною.

Якщо H𝑘+1 перерахувати за формулою

H𝑘+1 = H𝑘 +

(︀
∆x𝑘

)︀⊤
∆x𝑘

(∆x𝑘,∆y𝑘)
−

H𝑘

(︁(︀
∆y𝑘

)︀⊤
∆y𝑘

)︁
H𝑘

(H𝑘∆y𝑘,∆y𝑘)
, (10.4)

то отримаємо метод Девiдона — Флетчера — Пауелла (ДФП).

Якщо H0 = I, то при оптимiзацiї маємо поступовий перехiд вiд градiєнтного

напрямку до ньютонiвського.

При використаннi (10.4) похибка обчислень
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
повинна бути малою, i

тодi H𝑘 не стане «поганою». Другий доданок у формулi (10.4) забезпечує виконання

умови: H𝑘 →
[︂
𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2

]︂−1

, а третiй доданок забезпечує додатновизначенiсть H𝑘+1

на всiх етапах.

У випадку квадратичної функцiї в алгоритмi (10.4) використовуються спря-

2Тобто H𝑘 = 0.
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женi напрямки. Якщо функцiя загального виду, то ефективнiсть методу ДФП є

швидше наслiдком використання спряжених напрямкiв, нiж близької апроксимацiї[︂
𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2

]︂−1

матрицею H.

Практика показала, що у деяких задачах неможливо досягти мiнiмуму цiльової

функцiї за допомогою квазiньютонiвських методiв, якщо точнiсть одновимiрного

пошуку недостатня. Тому рекомендується, щоб точнiсть одновимiрного пошуку була

еквiвалентна точностi закiнчення головного алгоритму.

Метод ДФП можна використовувати i у випадку, коли компоненти градiєнта

оцiнюються за допомогою рiзницевих спiввiдношень.

Iснують ще квазiньютонiвськi методи пiд назвою: Пiрсона 1, Пiрсона 2, Пiрсо-

на 3, Девiдона, Флетчера, Мургата i Сарджента i iншi. Досить ефективним є метод

Бройдена — Флетчера — Гольдфарба — Шенно (БФГШ).

Вище квазiньютонiвськi методи були отриманi як наближення до методу Нью-

тона. Проте на них можна поглянути i з iншого боку.

Якщо поряд з евклiдовою нормою розглянути таку: ‖x‖1 =
√︀

(Ax,x), де ма-

триця A > 0, то у цiй метрицi градiєнт матиме вигляд

(grad𝜙 (x))1 = A−1𝜕𝜙 (x)

𝜕x
.

Тодi у новiй метрицi градiєнтний метод набуває вигляду

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘A−1𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

i вiдрiзняється вiд алгоритму градiєнтного методу наявнiстю матрицi A−1.

Природно намагатися вибрати метрику так, щоб прискорити збiжнiсть методу.

Для квадратичної функцiї покладають A =
𝜕2𝜙 (x)

𝜕x2
, тобто отримують (при 𝛽𝑘 = 1)

метод Ньютона, i градiєнтний метод збiгається за один крок.

Для неквадратичної функцiї метод

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘H𝑘

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
, H𝑘 > 0

може розглядатися як градiєнтний у метрицi (x,y)1 =
(︀
H−1

𝑘 x,y
)︀
, i оптимальним

вибором метрики є H𝑘 =

[︃
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2

]︃−1

. Iншими словами, квазiньютонiвськi методи

можуть трактуватися як градiєнтнi, у яких на кожному кроцi обирається нова ме-

трика, за можливiстю близька до найкращої. У зв’язку з цим часто вживають термiн
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«методи змiнної метрики» як синонiм квазiньютонiвських методiв.

10.1. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати алгоритм методу, теорему.

2) Розв’язати задачу:

min
[︀
𝑛𝑥21 + (𝑖+ 4)𝑥22

]︀
, 𝜀 = 0.1, x0 = (1; 1)

методом змiнної метрики. Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої

групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий номер студента у списку групи.

10.2. Питання для самоконтролю

1) Алгоритм квазiньютоновського (змiнної метрики) методу.

2) Пояснити назву алгоритма змiнної метрики.

3) Знати алгоритм перерахунку матрицi 𝐻𝑘 методу Девiдона — Флетчера — Пау-

елла.

4) Властивостi алгоритму змiнної метрики.



11
Мiнiмiзацiя недиференцiйовних
функцiй

О з н а ч е н н я 11.1. Субградiєнтом функцiї 𝜙(x) в точцi x0 називається

такий вектор l, що

𝜙(x) > 𝜙
(︀
x0
)︀

+
(︀
l,x− x0

)︀
.

О з н а ч е н н я 11.2. Сукупнiсть субградiєнтiв функцiї 𝜙(x) в точцi x0 на-

зивається субдиференцiалом (𝜕𝜙 (x0)).

Т е о р е м а 11.1. Для того, щоб точка x0 була точкою мiнiмуму функцiї

𝜙(x) необхiдно i достатньо, щоб 0 ∈ 𝜕𝜙 (x0).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай x0 — точка мiнiмуму i тому 𝜙(x) > 𝜙 (x0), тодi

𝜙(x) > 𝜙
(︀
x0
)︀

+
(︀
0,x− x0

)︀
,

а це означає, що 0 — субградiєнт.

Достатанiсть. 0 ∈ 𝜕𝜙 (x0), це означає, що 0 — субградiент функцiї 𝜙(x) в точцi

x0, тобто

𝜙(x) > 𝜙
(︀
x0
)︀

+
(︀
0,x− x0

)︀
,

або

𝜙(x) > 𝜙
(︀
x0
)︀
.

Отже, точка x0 — мiнiмум функцiї 𝜙(x). �

11.1. Субградiєнтний метод

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
. (11.1)
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Особливостi методу:

1) Значення функцiї у методi (11.1) не зменшується монотонно, а монотонно змен-

шується вiдстань до точки мiнiмуму.

2) Не можна обирати 𝛽𝑘 = 𝛽, як у градiєнтному методi. Наприклад, якщо
⃦⃦
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀⃦⃦

=

1, то
⃦⃦
x𝑘+1 − x𝑘

⃦⃦
= 𝛽 i метод не збiгається.

3) Не можна обирати 𝛽𝑘 як у методi найшвидшого спуску, тому що функцiя не

обов’язково зменшується у напрямку −𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
.

Можна користуватися таким алгоритмом

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛽𝑘
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

‖𝜕𝜙 (x𝑘)‖
, (11.2)

𝛽𝑘 → 0,
∞∑︀
𝑘=0

𝛽𝑘 = +∞.

Метод (11.2) збiгається повiльно.

Т е о р е м а 11.2. У методi (11.2) для опуклої функцiї

𝜙
(︀
x𝑘
)︀
→ 𝜙*, 𝑘 → +∞.

�

Можна запропонувати бiльш ефективний метод без невiдомого параметру 𝛽𝑘:

x𝑘+1 = x𝑘 −
𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙*

‖𝜕𝜙 (x𝑘)‖2
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
. (11.3)

Т е о р е м а 11.3. Нехай 𝜙 (𝑥) — опукла функцiя. Множина точок мiнiмумiв

непуста. Тодi в методi (11.3) x𝑘 → x*. Для довiльної функцiї 𝜙 (𝑥) має мiсце оцiнка

швидкостi збiгу:

lim
𝑘→+∞

√
𝑘
(︀
𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙 (x*)

)︀
= 0.

Якщо ж 𝜙* невiдомо, то можна скористатися таким алгоритмом:

x𝑘+1 = x𝑘 −
𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙

‖𝜕𝜙 (x𝑘)‖2
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
,

де 𝜙— деяка оцiнка 𝜙* i 𝜙 перераховується на основi поведiнки x𝑘 i 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
.
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11.2. Багатокроковi методи

Це найкращий шлях збiльшення швидкостi збiгу, пов’язаний з використанням

iнформацiї, отриманої на попереднiх кроках. Нехай вже набудованi точки x0, x1, . . . ,

x𝑘 i в них розрахованi 𝜕𝜙 (x0), 𝜕𝜙 (x1), . . . , 𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
. Так як

𝜙 (x*) > 𝜙
(︀
x𝑖
)︀

+
(︀
𝜕𝜙
(︀
x𝑖
)︀
,x* − x𝑖

)︀
,

то можна стверджувати, що точка мiнiмуму x* лежить в областi

𝑄𝑘 =
{︀
𝑥 |
(︀
𝜕𝜙
(︀
x𝑖
)︀
,x− x𝑖

)︀
6 𝜙* − 𝜙

(︀
x𝑖
)︀
, 𝑖 = 0, 𝑘

}︀
, (11.4)

а якщо 𝜙* невiдомо, то в бiльш широкiй областi

𝑄𝑘 =
{︀
𝑥 |
(︀
𝜕𝜓
(︀
x𝑖
)︀
,x− x𝑖

)︀
6 0 𝑖 = 0, 𝑘

}︀
. (11.5)

Зрозумiло, що нову точку x𝑘+1 необхiдно обрати так, щоб зменшити цю область.

Iснують рiзнi варiанти вибору x𝑘+1.

a) Метод вiдтинаючих гiперплощин
У цьому методi точка x𝑘+1 обирається як точка мiнiмуму кусково-лiнiйної апро-

ксимацiї 𝜙 (x), що визначається значеннями 𝜙 (x𝑖) i 𝜕𝜙 (x𝑖), 𝑖 = 0, 𝑘 на множинi

𝑄0, яка якимось чином задається. Отже, x𝑘+1 є розв’язком задачi лiнiйного

програмування

min 𝑧

𝜙
(︀
x𝑖
)︀

+
(︀
𝜕𝜙
(︀
x𝑖
)︀
,x− x𝑖

)︀
6 𝑧, 𝑖 = 1, 𝑘, x ∈ 𝑄𝑘.

Значить, на кожному кроцi необхiдно розв’язувати задачу лiнiйного програму-

вання.

Т е о р е м а 11.4. Нехай 𝜙(x) є опуклою функцiєю на R𝑛, а множина 𝑄0 обме-

жена i включає x*. Тодi lim
𝑘→+∞

𝜙
(︀
x𝑘
)︀

= 𝜙*.

Недолiк: на кожному кроцi розв’язується задача лiнiйного програмування, де

кiлькiсть обмежень зростає. Швидкiсть збiгу дослiджена мало.

б) Метод чебишевських центрiв
За x𝑘+1 обирається чебишевський центр багатогранника 𝑄𝑘, тобто точка, ма-
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ксимум вiдстанi якої вiд граней багатогранника мiнiмальна, тобто

max 𝑧(︂
𝜕𝜙 (x𝑖)

‖𝜕𝜙 (x𝑖)‖
,x− x𝑖

)︂
+ 𝑧 6 0, 𝑖 = 1, 𝑘.

в) Метод елiпсоїдiв — метод Шора
Помiстимо многогранник 𝑄𝑘 всередину кулi, тодi її центр беремо за x𝑘+1. Раху-

ємо 𝜕𝜙
(︀
x𝑘+1

)︀
i «вiдтинаємо» половину кулi. Половину, що залишилася, впису-

ємо в елiпсоїд мiнiмального об’єму. Потiм перетворюємо елiпсоїд в кулю i т. д.

Тодi

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛾𝑘H𝑘𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
,

𝛾𝑘 =
𝜌

𝑛+ 1

(︂
𝑛√

𝑛2 − 1

)︂𝑘

,

H𝑘+1 = H𝑘 −
2

𝑛+ 1

H𝑘𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀ (︀
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀)︀⊤

H𝑘

(H𝑘𝜕𝜙 (x𝑘) , 𝜕𝜙 (x𝑘))
, H0 = I,

𝜌— радiус початкової кулi з центром у точцi X0, в якiй локалiзується точка

мiнiмуму.

Т е о р е м а 11.5. Має мiсце оцiнка

𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙* 6 𝐶𝑞𝑘,

𝑞 = 𝑛(𝑛− 1)−
𝑛−1
2𝑛 (𝑛+ 1)−

𝑛+1
2𝑛 .

При великих 𝑛 метод програє методу центрiв ваги.

Шор прийшов до методу елiпсоїдiв з iншого боку. Вiн об’єднав субградiєнтний

метод з процедурою розтягу простору. Розтяг вiн проводить у напрямку

останнього субградiєнта або ж у напрямку рiзницi двох останнiх субградiєн-

тiв.

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛾𝑘H𝑘𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
,

H𝑘+1 = H𝑘 −

(︃
1− 1

𝛼2
𝑘

H𝑘s
𝑘
(︀
s𝑘
)︀⊤

H𝑘

H𝑘s𝑘, s𝑘

)︃
, H0 = I,

де 𝛼𝑘 — коефiцiєнт розтягу простору на 𝑘-iй iтерацiї, 𝛾𝑘 — довжина кроку,

s𝑘 — напрямок розтягу.
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Наприклад:

s𝑘 = 𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
, 𝛾𝑘 =

2
(︀
𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙*)︀

(H𝑘𝜕𝜙 (x𝑘) , 𝜕𝜙 (x𝑘))
, 𝛼𝑘 → +∞,

s𝑘 = 𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀
, 𝛾𝑘 = 𝜆

𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙*

(H𝑘𝜕𝜙 (x𝑘) , 𝜕𝜙 (x𝑘))
, 𝛼𝑘 = 𝛼.

Цей метод може застосовуватися i до гладкої оптимiзацiї.

11.3. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати означення i вмiти доводити теорему про необхiдну i достатню умову

мiнiмуму.

2) Знати алгоритм i властивостi субградiєнтного методу.

3) Знати алгоритм методу Шора.

11.4. Питання для самоконтролю

1) Дати означення субградiєнта функцiї у точцi.

2) Дати означення субдиференцiала функцiї у точцi.

3) Теорема про необхiдну i достатню умову мiнiмуму недиференцiйовної функцiї.

4) Сформулювати алгоритм субградiєнтного методу.

5) Теорема про збiжнiсть субградiєнтного алгоритму.

6) Алгоритм методу вiдтинаючих гiперплощин.

7) Алгоритм методу елiпсоїдiв (Шора).



12
Мiнiмiзацiя яристих функцiй

Багато методiв (особливо градiєнтнi методи) повiльно збiгаються у тих випад-

ках, коли поверхнi рiвня функцiї 𝜙(x) сильно витягнутi i фунцiя має «яристий»

характер. Така ситуацiя в тих випадках, коли 𝜆min ≪ 𝜆max, де 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛) — власнi

числа матрицi Гессе, розрахованiй у точцi мiнiмуму.

Наявнiсть яру означає, що невеликi змiни деяких змiнних призводять до силь-

ної змiни значень функцiї — ця група змiнних характеризує «схил яру». По iншим

змiнним, що визначають «дно яру», функцiя змiнюється незначно. Якщо точка ле-

жить на «схилi яру», то напрямок спуску з цiєї точки буде направленим на протиле-

жний «схил яру», i в результатi наближення x𝑘, що отриманi градiєнтним методом,

будуть почергово знаходитись то на одному, то на iншому «схилi яру». Якщо «схили

яру» досить крутi, то такi скачки зi схилу на схил точок x𝑘 можуть досить сильно

знизити швидкiсть збiгу градiєнтного методу.

1) Для збiльшення швидкостi збiгу методу градiєнтного спуску при мiнiмiзацiї

«яристої» функцiї можна скористатися яристим методом.

На початку пошуку задають двi точки x0, x1 i з них робиться спуск за допомо-

гою якогось варiанту градiєнтного методу i отримаємо двi точки x0 та x1 на

«днi яру». Нехай 𝜙 (x1) < 𝜙 (x0).

Далi покладемо x2 = x1 +
x1 − x0

‖x1 − x0‖
ℎ, ℎ > 0 називається кроком. Точка x2,

взагалi-то, знаходиться на «схилi яру». З неї робимо спуск на «дно яру» за до-

помогою варiанту градiєнтного спуску. Отримаємо точку x2. Якщо уже вiдомi

точки x0, x1, . . . , x𝑛 i 𝜙 (x𝑛) < 𝜙 (x𝑛−1), то з точки x𝑛+1 = x𝑛 +
x𝑛 − x𝑛−1

‖x𝑛 − x𝑛−1‖
ℎ

здiйснюємо спуск за допомогою градiєнтного методу i знаходимо точку x𝑛+1

на «днi яру» (може доведеться зробити не один крок, а декiлька, щоб досягти

дна яру).

Величину кроку ℎ розраховують, враховуючи iнформацiю про функцiю 𝜙(x),

яку отримали у процесi мiнiмiзацiї.

Вiд правильного вибору ℎ суттєво залежить швидкiсть збiжностi методу. Якщо
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крок ℎ великий, то на крутих поворотах «яру» точки x𝑛 можуть дуже вiддаля-

тися вiд «дна яру» i тому на спуск з точки x𝑛 в точку x𝑛 знадобиться великий

обсяг обчислень. Крiм того, при великих ℎ на крутих поворотах може статися

викид точки x𝑛 з «яру» i правильний напрямок пошуку точки мiнiмуму буде

втрачений.

Якщо ж крок ℎ досить малий, то пошук уповiльнюється i ефект методу знижу-

ється.

Ефективнiсть методу зросте, якщо величина ℎ𝑛 буде змiнною. Вона реагує на

повороти «яру», а саме:

∙ швидше проходити прямолiнiйнi участки на «днi яру» за рахунок збiль-

шення кроку;

∙ на крутих поворотах яру запобiгати викиду з яру за рахунок зменшення

кроку ℎ.

Для правильної реакцiї на повороти яру необхiдно враховувати «кривизну дна

яру». Iнформацiю про кривизну дна яру необхядно отримувати з попереднiх

iтерацiй методу.

Наприклад, iснує такий спосiб вибору кроку:

ℎ𝑛+1 = ℎ𝑛 · 𝐶cos𝛼𝑛−cos𝛼𝑛−1 , 𝑛 = 2, 3, . . . ,

де 𝛼𝑛 — кут мiж векторами x𝑛 − x𝑛−1 i x𝑛 − x𝑛−1, тобто

cos𝛼𝑛 =
(x𝑛 − x𝑛−1,x𝑛 − x𝑛−1)

‖x𝑛 − x𝑛−1‖ · ‖x𝑛 − x𝑛−1‖
,

а 𝐶 > 1. Тодi точка x𝑛+1 визначається так:

x𝑛+1 = x𝑛 +
x𝑛 − x𝑛−1

‖x𝑛 − x𝑛−1‖
· ℎ𝑛+1 (якщо 𝜙 (x𝑛) < 𝜙

(︀
x𝑛−1

)︀
).

Величина cos𝛼𝑛 − cos𝛼𝑛−1 пов’язана з «кривизною дна яру» i вказує та на-

прямок змiни кривизни. А саме, при переходi з участкiв дна яру з малою

кривизною на участки з бiльшою кривизною величина cos𝛼𝑛 − cos𝛼𝑛−1 < 0.

Тодi ℎ𝑛+1 < ℎ𝑛, тобто крок зменшується i великого викиду точки x𝑛+1 на схил

яру не буде.

А при переходi з участкiв дна яру з великою кривизною на участки з меншою

кривизною величина cos𝛼𝑛 − cos𝛼𝑛−1 > 0, тому крок збiльшується i прямi

участки дна яру проходимо швидко.

Якщо кривизна яру постiйна, то cos𝛼𝑛 − cos𝛼𝑛−1 близька до нуля i крок буде

постiйним.
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2) Iнший спосiб збiльшення швидкостi збiгу методiв полягає в обраннi замiни

змiнних x = 𝑔(y) так, що поверхнi рiвня функцiї 𝜙(𝑔(y)) у просторi змiнних y

були близькi до сфер (роботи Шора Н. З.).

Метод змiни масштабiв
Розглянемо простий приклад. Нехай

𝜙(x) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
2
𝑖 , 𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛. (12.1)

Якщо числа 𝑎𝑖 рiзнi, то поверхнi рiвня функцiї 𝜙(x) витягнутi по тим коорди-

натним напрямкам 𝑙𝑖, яким вiдповiдають малi значення 𝑎𝑖, тобто функцiя має

яристий вигляд з пологими схилами, що вiдповiдають малим значенням 𝑎𝑖, i

крутими схилами, що вiдповiдають великим значенням 𝑎𝑖.

Якщо поверхнi рiвня стали сферичного типу, то це гарантує швидку збiжнiсть

довiльного методу.

Для функцiї (12.1) можна зробити таку замiну змiнних:

x = A−1y, де A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√
𝑎1 0 . . . 0

0
√
𝑎2 . . . 0

...
... . . . ...

0 0 . . .
√
𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тодi

A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1√
𝑎1

0 . . . 0

0 1√
𝑎2

. . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . 1√
𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Далi,

x = A−1y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1√
𝑎1

0 . . . 0

0 1√
𝑎2

. . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . 1√
𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1√
𝑎1
𝑦1

1√
𝑎2
𝑦2

...
1√
𝑎𝑛
𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тобто 𝑥𝑖 = 1√
𝑎𝑖
𝑦𝑖. Отримаємо

𝜙(y) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖

(︂
1
√
𝑎𝑖
𝑦𝑖

)︂2

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦2𝑖 .

У отриманої функцiї лiнiї рiвня — сфери. Методи збiгаються за один крок.
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Якщо функцiя 𝜙(x) гладка опукла, то обирають 𝑎𝑖 =
𝜕2𝜙 (x)

𝜕𝑥2𝑖
у точцi x однови-

мiрного мiнiмуму вздовж напрямку 𝑙𝑖. Це перетворення може i не перевторити

поверхнi рiвня у сфери, але зменшить їх витягнутiсть.

Масштабнi множники 𝑎𝑖 звичайно отримують у результатi застосування методу

циклiчного покоординатного спуску.

12.1. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати алгоритми яристого методу i методу змiни масштабу.

2) Для отримання > 90 балiв застосувати яристий метод для мiнiмiзацiї функцiї:

𝜙(x) = (70 + 𝑖+ 𝑛)
(︀
𝑥2 − 𝑥21

)︀2
+ (1− 𝑥1)2 , x0 = (−1.2; 1).

Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий

номер студента у списку групи.

12.2. Питання для самоконтролю

1) Алгоритм яристого методу мiнiмiзацiї яристих функцiй.

2) Метод змiни масштабiв.



13
Виродженiсть

Ми будували чисельнi методи мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних при умовi

невиродженостi точки мiнiмуму, тобто

𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
̸= 0.

Припустимо, що ця умова не виконується.

13.1. Поведiнка стандартних методiв

А. Простежимо поведiнку градiєнтного методу безумовної мiнiмiзацiї

диференцiйовних функцiй 𝜙(x), що опуклi i невиродженiсть не вимагається. Для

алгоритму

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛾
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
. (13.1)

має мiсце

Т е о р е м а 13.1. Нехай 𝜙(x) — опукла i диференцiйовна функцiя в R𝑛, градi-

єнт якої задовiльняє умовi Лiпшиця з const 𝐿, а множина точок мiнiмумiв непу-

ста. Тодi метод (13.1) з 0 < 𝛾 < 2
𝐿

збiгається до точки мiнiмуму i 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙* =

𝑂
(︀
1
𝑘

)︀
. �

Отже, ми маємо, що градiєнтний метод збiгається без вимог про невиродже-

нiсть.

Розглянемо поведiнку градiєнтного методу для квадратичної функцiї

𝜙(x) =
1

2
(Ax,x)− (b,x), A > 0. (13.2)

Ця задача невироджена (A > 0) i тому iснує єдиний розв’язок (точка мiнiмуму).
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Нас цiкавить випадок погано обумовленої задачi, який близький до виродженого.

Нехай 𝐿 i 𝑙 — найбiльше i найменше власнi числа матрицi 𝐴: 𝜇 =
𝐿

𝑙
≫ 1; 𝜇— число

обумовленостi.

Якщо обрати 𝛾 =
2

𝐿+ 𝑙
, то справедлива оцiнка:

⃦⃦
x𝑘 − x*⃦⃦ 6

⃦⃦
x0 − x*⃦⃦ · 𝑞𝑘, 𝑞 =

𝐿− 𝑙
𝐿+ 𝑙

=
𝜇− 1

𝜇+ 1
.

Збiжнiсть по функцiї можна гарантувати зi швидкiстю геометричної прогресiї

зi знаменником 𝑞1 =
(︀
𝐿−𝑙
𝐿+𝑙

)︀2
. Однак 𝑞1 ≈ 1 − 4

𝜇
, що близьке до 1. Отже, можна

отримати оцiнку швидкостi збiжностi по функцiї.

Т е о р е м а 13.2. Метод (13.1) при мiнiмiзацiї квадратичної функцiї (13.2)

при 0 < 𝛾 < 2
𝐿

дає таку оцiнку:

𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙* 6

𝐶

𝑘
.

�

Щодо збiжностi по аргументу, то не можна отримати нiякої «рiвномiрної по

обумовленостi» оцiнки.

Б. Розглянемо метод спряжених градiєнтiв

Питання про поведiнку для випадку виродженого мiнiмуму не дослiджене,

десь-то швидка збiжнiсть його не зберiгається. Розглянемо випадок квадратичних

функцiй i припустимо, що вимiр задачi великий. Вiдома така оцiнка:

⃦⃦
x𝑘 − x*⃦⃦ 6 𝐶𝑞𝑘, 𝑞 =

√
𝜇− 1
√
𝜇+ 1

.

Знаменник прогресiї 𝑞 залежить вiд обумовленостi i близький до 1 для погано об-

умовлених задач.

Має мiсце

Т е о р е м а 13.3. У методi спряжених градiєнтiв для квадратичної функцiї

(13.2) справедлива оцiнка

𝜙
(︀
x𝑘
)︀
− 𝜙* 6

𝐶

𝑘2
.

�

Отже, ми бачимо, що незалежно вiд обумовленостi задачi метод спряжених

градiєнтiв гарантує досить високу швидкiсть збiжностi по функцiї типу 𝑂
(︀

1
𝑘2

)︀
за-
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мiсть 𝑂
(︀
1
𝑘

)︀
, як у градiєнтному методi. Отриману оцiнку пiдсилити не можна. Бiльш

того, можна показати, що довiльний метод мiнiмiзацiї квадратичних функцiй, що

використовує лише градiєнти, не може дати швидкiсть збiжностi бiльш високу, нiж

𝑂
(︀

1
𝑘2

)︀
, рiвномiрно по вимiру 𝑛 i по всьому класовi квадратичних функцiй.

Щодо оцiнки швидкостi збiгу по аргументовi метода спряжених градiєнтiв, то

не можливо отримати нiяких оцiнок, що не залежать вiд обумовленостi i вимiру.

В. Розглянемо метод Ньютона

Перш за все, цей метод не завжди буде коректно визначений, так як матриця
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x2
може бути виродженою у будь-якому околi точки x𝑘. Тому метод не можна

застосовувати для розв’язання вироджених задач.

Iснує бiльш вузький клас задач, у яких ця труднiсть вiдсутня. А саме, нехай
𝜕2𝜙(x)
𝜕x2 > 0 для усiх x ̸= x* з околу x*, а у самiй точцi матриця 𝜕2𝜙(x*)

𝜕x2 не має оберненої.

Тодi при деяких додаткових умовах метод Нютона буде збiжним, але швидкiсть

збiгу буде значно нижчою, нiж для невиродженого випадку.

Отже, можна сказати, що в основному стандартнi (розглянутi) методи мiнiмiза-

цiї залишаються збiжними при пошуку виродженого мiнiмуму гладкої функцiї, але

швидкiсть збiгу значно менша.

13.2. Спецiальнi методи розв’язування

вироджених задач

А. Метод регуляризацiї

Нухай функцiя 𝜙(x) має вироджений мiнiмум. Тодi розглянемо функцiю 𝜙(x) +

𝜀𝑔(x), i мiнiмiзуємо її при 𝜀 → 0. Сподiваємося, що послiдовнiсть точок при 𝜀 → 0

буде прямувати до точки мiнiмуму початкової задачi.

Має мiсце

Т е о р е м а 13.4. Нехай 𝜙(x) — опукла неперервна функцiя в R𝑛, що має не-

пусту множину точок мiнiмумiв 𝑋*, а 𝑔(x) — сильно опукла неперервна функцiя.

Нехай x𝜀 = arg min[𝜙(x)+𝜀𝑔(x)], 𝜀 > 0, тодi x𝜀 → x* при 𝜀→ +0, де x* — та з точок

мiнiмуму функцiї 𝜙(x), для якої 𝑔(x) мiнiмальна, тобто x* = arg minx∈𝑋* 𝑔(x). �

Ясно, що чим менше 𝜀, тим ближче x𝜀 до розв’язку. Але 𝜀 не можна обирати

малим через вплив похибок в обчисленнi функцiї i градiєнта.

Б. Прокс-метод
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Розглядається задача мiнiмiзацiї функцiї 𝜙(x). Наближення будуємо таким

чином:

x𝑘 = x𝜀𝑘 = arg min
x∈R𝑛

[︁
𝜙(x) +

𝜀𝑘
2
‖x− a‖2

]︁
, 𝜀𝑘 → 0.

Можна зробити iнакше: не змiнювати 𝜀𝑘, а замiнити параметр на x𝑘. Тодi ми

приходимо до методу:

x𝑘+1 = arg min

[︂
𝜙(x) +

1

2
𝜀
⃦⃦
x− x𝑘

⃦⃦2]︂
, 𝜀 > 0.

Цей метод називається проксимацiйним (або прокс-методом). Iнколи його записують:

x𝑘+1 = 𝑃𝑟𝑜𝑥x𝑘.

Оператор

𝑃𝑟𝑜𝑥a = arg min

[︂
𝜙(x) +

1

2
𝜀‖x− a‖2

]︂
, 𝜀 > 0

𝜙(𝑥) — опукла функцiя, називається проксимацiйним.

Має мiсце

Т е о р е м а 13.5. Нехай 𝜙(x) — опукла функцiя на R𝑛 i множина точок мi-

нiмуму 𝑋* непуста. Тодi прокс-метод збiгається до деякої точки x* ∈ 𝑋*. �

Перевага прокс-методу перед методом регуляризацiї полягає в тому, що обумов-

ленiсть допомiжних задач мiнiмiзацiї в ньому не погiршується (так як параметр 𝜀 є

постiйним).

В. Iтеративна регуляризацiя

У ранiше описаних методах вважалось, що на кожному кроцi розв’язується

деяка допомiжна задача безумовної мiнiмiзацiї. При цьому не фiксувався метод

розв’язування. Можна зробити iнакше: взяти деякий метод безумовної мiнiмiзацiї i

зробити декiлька iтерацiй цього методу для допомiжної задачi (число iтерацiй мо-

жна задавати наперед або регулювати у процесi обчислень). У простому варiантi

методiв цього типу робиться один крок градiєнтного списку для мiнiмiзацiї регу-

ляризованої функцiї, пiсля чого змiнюється параметр регуляризацiї. Таким чином

отримуємо метод iтеративної регуляризацiї:

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛾𝑘

[︃
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝜀𝑘

𝜕𝑔
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

]︃
,

де 𝑔(x) — регуляризуюча функцiя, 𝜀𝑘 — параметр регуляризацiї, який змiнюється на

кожному кроцi.

Т е о р е м а 13.6. Нехай 𝜙(x) i 𝑔(x) — двi диференцiйованi функцiї, опуклi на
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R𝑛,
⃦⃦⃦
𝜕2𝜙(x)
𝜕x2

⃦⃦⃦
6 𝐿, 𝑙I 6 𝜕2𝜙(x)

𝜕x2 6 𝐿I, 𝑙 > 0 для всiх x, 𝑋* = Arg min𝑥∈R𝑛 𝜙(x) ̸= ∅ i

0 6
𝜀𝑘−1 − 𝜀𝑘

𝜀2𝑘
→ 0, 0 6 𝜀𝑘 → 0,

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘 =∞,

𝛾𝑘 = 𝛾, 0 < 𝛾 <
2

(1 + 𝜀0)𝐿
.

Тодi x𝑘 → x*, де x* ∈ 𝑋*, x* = arg minx∈𝑋* 𝑔(x). �

Щодо швидкостi збiжностi, то так як
∞∑︀
𝑘=0

𝜀𝑘 = +∞, то параметр 𝜀𝑘 не можна

→ 0 дуже швидко. Метод збiгається не швидше, нiж метод регуляризацiї, а той

збiгається не дуже швидко.

13.3. Завдання для самостiйної роботи

1) Ознайомитись з поведiнкою стандартних методiв при наявностi виродженостi.

2) Вивчити алгоритми регуляризацiї.

13.4. Питання для самоконтролю

1) Поведiнка градiєнтного методу при умовi виродженостi матрицi Гессе.

2) Поведiнка алгоритму спряжених градiєнтiв при умовi виродженостi матрицi

Гессе.

3) Вплив виродженостi на роботу алгоритму Ньютона.

4) Метод регуляризацiї у вироджених задачах.

5) Алгоритм iтеративної регуляризацiї розв’язання вироджених задач.



14
Вплив перешкод на работу методiв
мiнiмiзацiї функцiй

14.1. Джерела перешкод

А. Коли Функцiя i градiєнт задаються формулами, то похибки виникають внаслi-

док похибок обчислень, пов’язаних з округленням при виконанi арифметичних

дiй на комп’ютерi. У результатi 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
,

𝜕𝜙(x𝑘)
𝜕x

обчислюються з деякою похиб-

кою i тодi ми отримаємо не 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
,
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x
, а 𝜙

(︀
x𝑘
)︀
+𝑟𝑘,

𝜕𝜙(x𝑘)
𝜕x

+𝑟𝑘. Перешкода 𝑟𝑘
є детермiнованою, тому що похибки округлення в комп’ютерi не носять випад-

кового характеру i тому їх рiвень можна оцiнити. Похибку 𝑟𝑘 можна оцiнити

величиною 𝜀, яке є постiйною величиною i її можна зменшити, взявши вдвiчi

бiльше знакiв.

Б. У деяких задачах 𝜙
(︀
x𝑘
)︀

i
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x
ми отримуємо не за допомогою обчислень,

а у результатi вимiру. Тодi перешкоди носять випадковий характер. У цьому

випадку, як правило, вiдомi статистичнi характеристики перешкод.

В. У рядi задач похибки виникають тому, що значення функцiї i градiєнта обчи-

слюються за спрощеними або наближеними формулами. Нерiдко точне обчи-

слення вимагає громiздкого розрахунку, розв’язування складних допомiжних

задач, врахування взаємодiї всiх праметрiв. Усi цi розрахунки проводити пов-

нiстю не доцiльно. Їх спрощення i огрублення приводить до похибок при роз-

рахунку функцiї i градiєнта. Це так званi неусувнi похибки.

Г. У багатьох задачах похибки виникають через необхiднiсть розв’язування допо-

мiжних задач, яке не можна виконати точно. Наприклад, у методi Ньютона на

кожному кроцi необхiдно розв’язувати систему лiнiйних рiвнянь, що пов’язано

з похибками. У цiому випадку кажуть про похибку методу.
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14.2. Типи перешкод

Далi мова буде йти про обчислення градiєнта, коли замiсть
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x
ми будемо

оперувати з
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x
+ 𝑟𝑘, де 𝑟𝑘 — перешкода.

А. Абсолютнi детермiнованi перешкоди
Вони задовольняють умовi

⃦⃦
𝑟𝑘
⃦⃦
6 𝜀. Це означає, що градiент обчислюється iз

заданою абсолютною похибкою. Вважається, що про перешкоди бiльше нiчого

не вiдомо. Вектор 𝑟𝑘 може бути не випадковим або вiн може корелювати з

попереднiми перешкодами. Така ситуацiя характерна для похибок обчислень i

систематичних похибок вимiрiв.

Б. Вiдноснi детермiнованi перешкоди

Вони задовольняють умовам
⃦⃦
𝑟𝑘
⃦⃦
6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
. Тобто градiєнт обчислюється з

вiдносною похибкою. Про похибки бiльше нiчого невiдомо. Такi перешкоди ви-

никають при використаннi наближених формул, що дають фiксовану вiдносну

похибку.

В. Абсолютнi випадковi перешкоди
Нехай перешкоди 𝑟𝑘 випадковi, незалежнi при рiзних x, центрованi i мають

обмежену дисперсiю:

𝑀𝑟𝑘 = 0, 𝑀
⃦⃦
𝑟𝑘
⃦⃦2

6 𝜎2.

Перешкоди такого типу властивi задачам, у яких градiєнт розраховується у

результатi вимiрiв на реальному об’єктi.

Г. Вiдноснi випадковi перешкоди
Вони мають тi ж властивостi, що i в пунктi В, однак у них дисперсiя зменшує-

ться при наближеннi до точки мiнiмуму:

𝑀𝑟𝑘 = 0, 𝑀
⃦⃦
𝑟𝑘
⃦⃦2

6 𝜏

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

.

Звичайно, що на практицi зустрiчаються й iншi типи перешкод, наприклад, ви-

падковi перешкоди зi систематичною похибкою (
⃦⃦
𝑀𝑟𝑘

⃦⃦
6 𝜀) або випадковi обмеженi

похибки (
⃦⃦
𝑟𝑘
⃦⃦
6 𝜀). Їх можна розглядати як комбiнацiю основних типiв, розглянутих

вище.

Iнодi вважають, що рiвень перешкод 𝜀𝑘 залежить вiд номера iтерацii i 𝜀𝑘 → 0

при 𝑘 → +∞. Таке припущення не дуже реалiстичне. У деяких випадках можна

досягти його виконання за допомогою точностi обчислень i зменшення похибки

методу.
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14.3. Градiєнтний метод при наявностi перешкод

Розглянемо градiєнтний метод мiнiмiзацii диференцiйовної функцii 𝜙(x), коли

градiєнт обчислюється з похибкою:

x𝑘 + 1 = x𝑘 − 𝛾𝑘s𝑘, 𝑆𝑘 =
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝑟𝑘.

Вiдносно перешкод 𝑟𝑘 будемо робити припущення щодо належностi одному

з розглянутих типiв. Нехай 𝜙(x) — сильно опукла, а градiєнт задовольняє умовi

Лiпшиця. Нас буде цiкавити поведiнка градiєнтного методу з 𝛾𝑘 = 𝛾 при наявностi

перешкод.

А. Абсолютнi детермiнованi перешкоди
Наявнiсть таких перешкод приводить до того, що градiєнтний метод з постiй-

ним кроком не збiгається до точки мiнiмуму. Вiн дає можливiсть потрапити до

деякого околу точки мiнiмуму, розмiри якого тим менше, чим менший рiвень

перешкод. Збiжнiсть до цього околу вiдбувається зi швидкiстю геометричної

прогресiї.

Б. Вiдноснi детермiнованi перешкоди
Градiєнтний метод стiйкий до вiдносних похибок, якщо їх рiвень менше нiж

100 %. Причина цього очевидна — кожний напрямок, що складає з антиградiєн-

том гострий кут, є напрямком спуску функцiї 𝜙(x) i може бути використаний

замiсть антиградiєнта.

В. Абсолютнi випадковi перешкоди
Варiант градiєнтного методу з 𝛾𝑘 = 𝛾 при наявностi вказаних перешкод не

збiгається до точки мiнiмуму, а приводить лише в окiл мiнiмуму. Розмiри цiєї

областi тим менше, чим менше 𝛾. Обираючи 𝛾𝑘 → 0, можна зробити метод

збiжним (𝛾𝑘 → 0 або
∞∑︀
𝑘=0

𝛾2𝑘 < +∞). Швидкiсть збiгу при цьому досить мала

∼ 𝑂
(︀
1
𝑘

)︀
.

Г. Вiдноснi випадковi перешкоди
Наявнiсть випадкових вiдносних перешкод довiльного рiвня не призводить до

порушення збiжностi.

Отже, ми отримали, що у залежностi вiд перешкод їх присутнiсть може або

зберегти, або порушити збiжнiсть градiєнтного методу. Iнколи збiжнiсть можна

вiдновити за рахунок регулювання довжини кроку.
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14.4. Метод Ньютона при наявностi перешкод

Питання про поведiнку методу Ньютона при наявностi перешкод значно скла-

днiше, нiж для градiєнтого методу. Справа в тому, що у цьому методi може бути

декiлька джерел перешкод (обчислення 𝜙(x), 𝜕𝜙(x)
𝜕x

, 𝜕2𝜙(x)
𝜕x2 , розв’язування системи).

Розглянемо тiльки важливi перешкоди. Нехай у результатi усiх розрахункiв

отримали вектор s𝑘 =

[︂
𝜕2𝜙(x𝑘)

𝜕x2

]︂−1(︂
𝜕2𝜙(x𝑘)

𝜕x2 + 𝑟𝑘
)︂

, де 𝑟𝑘 — перешкода i робиться крок

x𝑘+1 = x𝑘 − s𝑘.

Припустимо, що перешкода мiстить в собi систематичну похибку:
⃦⃦
𝑟𝑘
⃦⃦
6 𝜀.

Ми знаємо, що метод Ньютона збiгається локально у деякiй областi 𝑄. Зрозумi-

ло, що якщо 𝜀 бiльше дiаметра 𝑄, то збiжностi немає при довiльнiй x0, як завгодно

близькiй до x*, тобто процес вiдбувається поза 𝑄.

Таким чином, виникає ситуацiя, якої не було у градiєнтному методi: при досить

високому рiвнi абсолютних перешкод метод Ньютона може вести себе непередбачу-

вано.

Виникнення систематичних похибок у методi Ньютона неминуче, навiть якщо
𝜕𝜙(x)
𝜕x

i 𝜕2𝜙(x)
𝜕x2 обчислюються точно. Справа в тому, що якщо число обумовленостi

𝜇 = 𝜆max

𝜆min
у точцi мiнiмуму велике, то матриця

𝜕2𝜙(x𝑘)
𝜕x2 буде погано обумовленою. Тому

розв’язок системи лiнiйних рiвнянь
𝜕2𝜙(x𝑘)

𝜕x2 s =
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x
для визначення напрямку спу-

ску вiдрiзняється вiд точного розв’язку внаслiдок похибок округлення у комп’ютерi.

Для погано обумовлених задач це може призвести до розвалу метода Ньютона.

Присутнiсть випадкових або вiдносних похибок не дуже катастрофiчно, але

може спричинити суттєве сповiльнення методу Ньютона. Наприклад, для квадра-

тичних функцiй вiн буде збiгатись не швидше 𝑂
(︀
1
𝑘

)︀
. Але цю швидкiсть має бiльш

простий градiєнтний метод.

Аналогiчна ситуацiя виникає при наявностi вiдносної похибки. Якщо градiєнт

розраховується з вiдносною похибкою, то метод Ньютона може збiгатися лише зi

швидкiстю геометричної прогресiї.

Тiльки при вiсокiй точностi обчислень метод Ньютона зберiгає свої переваги.
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14.5. Багатокроковi методи при наявностi

перешкод

Одним з найпростiших таких методiв є двокроковий метод важкої кульки:

x𝑘 + 1 = x𝑘 − 𝛼
𝜕2𝜙

(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽

(︀
x𝑘 − x𝑘−1

)︀
,

де 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 — деякi параметри.

Iснує

Т е о р е м а 14.1. Нехай x* — невироджена точка мiнiмуму 𝜙(x), x ∈ R𝑛.

Тодi при

0 6 𝛽 < 1, 0 < 𝛼 <
2(1 + 𝛽)

𝐿
, 𝑙I 6

𝜕2𝜙 (x*)

𝜕x2
6 𝐿I

знайдеться 𝜀 > 0, що при довiльних x0, x1, ‖x0 − x*‖ 6 𝜀, ‖x1 − x*‖ 6 𝜀 метод

збiгається зi швидкiстю геометричної прогресiї:⃦⃦
x𝑘 − x*⃦⃦ 6 𝐶(𝛿)(𝑞 + 𝛿)𝑘, 0 6 𝑞 < 1, 0 < 𝛿 < 1− 𝑞.

Величина 𝑞 мiнiмальна i дорiвнює:

𝑞* =

√
𝐿−
√
𝑙√

𝐿+
√
𝑙

при 𝛼* =
4√

𝐿+
√
𝑙
, 𝛽* =

(︃√
𝐿−
√
𝑙√

𝐿+
√
𝑙

)︃2

.

Розглянемо метод важкої кульки. Вiн кращий за градiєнтний метод по швид-

костi збiгу без перешкод, але менш ефективний при наявностi перешкод. Це вiдноси-

ться до асимптотичної поведiнки методiв.

На початкових кроках, коли вiдносна похибка перешкод мала, двокроковий ме-

тод працює краще за однокроковий також i при наявностi перешкод. При наявностi

абсолютних детермiнованих перешкод у визначеннi градiєнта метод важкої кульки

збiгається в областi навколо мiнiмуму. Для квадратичної функцiї ця область бiльша,

нiж для градiєнтного методу.

Приблизно така ж ситуацiя i з методом спряжених градiєнтiв. Аналiз його

поведiнки при наявностi перешкод дуже складний. Найбiльш стiйкий до похибок
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алгоритм:

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝛾𝑘
𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽𝑘

(︀
x𝑘 − x𝑘−1

)︀
,

{𝛾𝑘, 𝛽𝑘} : arg min𝜙

[︃
x𝑘 − 𝛾

𝜕𝜙
(︀
x𝑘
)︀

𝜕x
+ 𝛽

(︀
x𝑘 − x𝑘−1

)︀]︃
.

При абсолютних i вiдносних перешкодах метод спряжених градiєнтiв поблизу

мiнiмуму втрачає переваги перед градiєнтним методом. Лише якщо перешкоди за-

довольняють умовi
⃦⃦
𝑟𝑘
⃦⃦
6 𝐶

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙(x𝑘)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦2
, то метод спряжених градiєнтiв зберiгає свої

переваги.

14.6. Квазiнютоновськi методи при наявностi

перешкод

Цi методи дуже чутливi до похибок обчислення градiєнта. Дiйсно, в них ма-

триця Гессе вiдтворюється по вимiрам градiєнта. Якщо кроки малi (x𝑘+1 близьке

до x𝑘), а 𝜕𝜙
𝜕x

має похибки, то матриця вiдтворюється погано. Для випадкових пере-

шкод можна збiльшувати кiлькiсть точок для вiдтворення 𝜕𝜙(x)
𝜕x

. Для детермiнованих

перешкод ця пропозицiя не спрацьовує.

14.7. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати джерела перешкод, типи перешкод i як вони впливають на основнi мето-

ди мiнiмiзацiї.

14.8. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати джерела перешкод.

2) Сформулювати типи перешкод.

3) Поведiнка градiєнтного методу при наявностi перешкод.

4) Поведiнка методу Ньютона при наявностi перешкод.

5) Поведiнка багатокрокових методiв при наявностi перешкод.

6) Поведiнка квазiньотоновських методiв при наявностi перешкод.
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Порiвняння алгоритмiв
нелiнiйного програмування при
вiдсутностi обмежень

Перш нiж оцiнити ефективнiсть рiзних алгоритмiв при вiдсутностi обмежень,

зробимо декiлька зауважень вiдносно критерiїв, якi використовуються при оцiнцi

ефективностi алгоритмiв. Особливий iнтерес представляють вiдповiдi на питання:

1) Якi алгоритми є кращими, а якi гiршi?

2) Як впливає природа задачi, а саме нелiнiйнiсть, число змiнних i т. д. на якiсть

роботи алгоритма?

3) Яка ефективнiсть алгоритмiв, що не використовують похiдних, у порiвняння з

алгоритмами, що їх використовують?

4) Чому деякi алгоритми в певних умовах не працюють?

15.1. Критерiї оцiнки

Алгоритми можна дослiдити як з теоретичної, так i з експериментальної точок

зору. Перший пiдхiд можна застосовувати тiльки для досить обмеженого класу за-

дач, тому будемо оцiнювати ефективнiсть алгоритмiв за допомогою експеримента,

тобто розв’язку тестових задач. Алгоритми можуть бути перевiренi на спецiальних

задачах як з малою, так i з великою кiлькiстю змiнних, на задачах з рiзним ступе-

нем нелiнiйностi, а також на задачах, що виникають на практицi, таких, як задачi

мiнiмiзацiї суми квадратiв, розв’язування систем нелiнiйних рiвнянь i т. д. Дослiджу-

ючи ефективнiсть алгоритмiв на таких задачах, ми зможемо прогнозувати роботу

алгоритмiв на нових задачах.

Порiвнювати мiж собою декiлька методiв оптимiзацiї за результатами чисель-

них експериментiв i зробити висновки про переваги одного з них не дуже просто.
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По-перше, порiвнянню пiдлягяють не методи, а комп’ютерна реалiзацiя вiд-

повiдних алгоритмiв. Добрий метод можна «загубити» поганим програмуванням,

невдалим вибором параметрiв алгоритму, малою кiлькiстю розрядiв i т. д.

По-друге, не зрозумiло, яким чином порiвнювати трудомiсткiсть рiзних ме-

тодiв. Критерiй — витрачений час у дiйсностi не дуже вдалий. Час залежить вiд

класу комп’ютера, мови програмування, квалiфiкацiї програмiста. Бiльш надiйним

показником є кiлькiсть розрахункiв функцiї або iнша «внутрiшня» характеристика

методу. Але i тут виникають проблеми: функцiї бувають рiзнi, апроксимацiя похi-

дних теж рiзна.

Нiякого задовiльного способу подолання вказаних труднощiв не iснує. Єдине,

що можна зробити в подiбнiй ситуацiї — приводити данi про результати обчислень в

розгорнутому виглядi, щоб мати можливiсть порiвнювати методи за рiзними крите-

рiями.

Взагалi-то, при друкуваннi результатiв роботи алгоритму необхiдно дотриму-

ватися таких правил:

а) давати точне формулювання задачi, всi її параметри i початкове наближення;

б) детально описати алгоритм або вiдiслати до друкованої роботи;

в) виводити промiжнi результати, а також i при змiнi параметрiв;

г) вказувати тип комп’ютера, довжину слова, мову программування, вiдомостi

про програму;

д) повiдомляти рiзнi характеристики точностi наближення (
⃦⃦
x𝑘 − x*

⃦⃦
, 𝜙
(︀
x𝑘
)︀
−

𝜙*), при малих розмiрах i самi наближення;

е) вказати данi про трудомiскiсть обчислень: кiлькiсть iтерацiй, обчислень 𝜙(x) i
𝜕𝜙(x)

𝜕x
, час.

Цю iнформацiю необхiдно давати тiльки в працях, якi присвяченi чисельнiй

перевiрцi методiв.

Порiвняння методiв доцiльно робити на стандартних спецiально пiдiбраних

задачах-тестах. Бажано, щоб вони задовольняли таким вимогам:

∙ тести повиннi бути унiфiкованими, загальноприйнятими i популярними;

∙ тести повиннi моделювати типовi труднощi: бути рiзної обумовленостi, рiзного

вимiру, рiзної кривизни лiнiй рiвня, одно- та багатоекстремальними;

∙ розв’язок тестової задачi вiдомий;

∙ тестова задача повинна бути компактною;

∙ задачi, що мають специфiчнi властивостi, не можуть бути тестовими (напри-

клад, сепарабельнi задачi).

На жаль, зараз вiдсутнi загальноприйнятi тестовi задачi, їх класифiкацiя по
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складностi.

Наведемо декiлька вiдомих тестових задач, що в деякiй мiрi задовольнять

вищесформульованим вимогам.

Задача 1 Функцiя Розенброка, 𝑛 = 2

𝜙(x) = 100
(︀
𝑥2 − 𝑥21

)︀2
+ (1− 𝑥1)2 ,

x0 = (−1.2; 1), x* = (1; 1), 𝜙* = 0.

Функцiя погано обумовлена (𝜇 = 2500), неопукла, з параболiчним яром.

Можна розглядати багатовимiрний варiант:

𝜙(x) = 100
𝑛∑︁

𝑖=2

(︀
𝑥𝑖 − 𝑥2𝑖−1

)︀2
+ (1− 𝑥𝑖)2 ,

𝑥01 = −1; 𝑥0𝑖 =
(︀
𝑥0𝑖−1

)︀2 − 0.2, 𝑖 = 2, 𝑛, x* = (1; 1; . . . ; 1), 𝜙* = 0.

Задача 2 Функцiя Пауелла

𝜙(x) = (𝑥1 + 10𝑥2)
2 + 5 (𝑥3 − 𝑥4)2 + (𝑥2 − 2𝑥3)

4 + 10 (𝑥1 − 𝑥4)4 ,

x0 = (3;−1; 0; 1), x* = (0; 0; 0; 0), 𝜙* = 0.

Функцiя неопукла. Точка мiнiмуму — вироджена (𝜇 =∞).

Задача 3 Рiзницевий аналог задачi про брахистохрону, 𝑛 > 1 — довiльне

𝜙(x) =
𝑛+1∑︁
𝑖=1

[︃
0.0016 + (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

2

0.04𝑖

]︃ 1
2

,

x0 = (0; 0; . . . ; 0), x*
𝑖+1 = x*

𝑖 + 0.04

[︂
0.0099099(𝑖+ 1)

1− 0.0099099(𝑖+ 1)

]︂ 1
2

, 𝑖 = 0, 𝑛.

Функцiя опукла, обумовленiсть зростає з ростом 𝑛, але не досить швидко (𝜇 ∼ 104

при 𝑛 = 50).
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Задача 4

𝜙(x) = 𝛼−2

10∑︁
𝑗=1

[𝛼 exp(−0.2𝑗) + 2𝛼 exp(−0.4𝑗)−

−𝑥1 exp(−0.2𝑗𝑥2)− 𝑥3 exp(−0.2𝑗𝑥4)
2
]︀
, 𝜙* = 0,

а) x0 = (0.5; 0; 2.5; 3), x* = (1; 1; 2; 2), 𝛼 = 1;

б) x0 = (500; 0; 2500; 3), x* = (1000; 1; 2000; 2), 𝛼 = 1000.

Функцiя неопукла, обумовленiсть досить велика (особливо у випадку б)).

Мiнiмiзацiя цих функцiй здiйснювалася методами: градiєнтним, спряжених

градiєнтiв, Девiдона — Флетчера — Пауелла, Бройдена — Флетчера — Шенно i Шо-

ра.

Результати обчислень показують, що градiєнтний метод непридатний для розв’язання

таких задач.

Метод Бройдена — Флетчера — Шенно працює краще, нiж метод спряжених

градiєнтiв.

Метод Шора працює краще, нiж квазiньотоновськi методи.

Задача 5

𝜙(x) = 100
(︀
𝑥2 − 𝑥31

)︀2
+ (1− 𝑥1)2 , x0 = (−1.2; 1), x* = (1; 1), 𝜙* = 0.

Задача 6

𝜙(x) = [1.5− 𝑥1 (1− 𝑥2)]2 +
[︀
2.25− 𝑥1

(︀
1− 𝑥22

)︀]︀2
+
[︀
2.625− 𝑥1

(︀
1− 𝑥32

)︀]︀2
,

x0 = (2; 0.2), x* = (3; 0.5), 𝜙* = 0.

Задача 7

𝜙(x) = (𝑥1 + 10𝑥2)
2 + 5 (𝑥3 − 𝑥4)2 + (𝑥2 − 2𝑥3)

4 + 10 (𝑥1 − 𝑥4)4 ,

x0 = (3;−1; 0; 1), x0 = (1; 1; 1; 1), x* = (0; 0; 0; 0), 𝜙* = 0.
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Задача 8

𝜙(x) = (𝑥1𝑥2)
2 (1− 𝑥1)2

[︀
1− 𝑥1 − 𝑥2 (1− 𝑥1)5

]︀2
,

x0 = (−1.2; 1),

x* = (1;∞), x* = (0;∞), x* = (∞; 0), 𝜙* = 0.

Задача 9

𝜙(x) =
(︀
𝑥21 + 𝑥2 − 11

)︀2
+
(︀
𝑥1 + 𝑥22 − 7

)︀2
,

x0 = (1; 1), x* = (3.58443;−1.84813), x* = (3; 2), 𝜙* = 0.

Задача 10

𝜙(x) = 100

[︃
𝑥3 −

(︂
𝑥1 + 𝑥2

2

)︂2
]︃2

+ (1− 𝑥1)2 + (1− 𝑥2)2 ,

x0 = (−1.2; 2; 0), x* = (1; 1; 1), 𝜙* = 0.

Задача 11

𝜙(x) = (𝑥1 − 2)2 + (𝑥2 − 1)2 +
0.04

𝑔(x)
+
ℎ2(x)

0.2
,

𝑔(x) = −𝑥
2
1

4
− 𝑥22 + 1; ℎ(x) = 𝑥1 − 2𝑥2 + 1;

x0 = (2; 2), x* = (1.7954; 1.3779), 𝜙* = 0.16904.

Задача 12

𝜙(x) = 100

{︂
[𝑥3 − 10𝑓 (𝑥1, 𝑥2)]

2 +
[︁(︀
𝑥21 + 𝑥22

)︀ 1
2 − 1

]︁2}︂
+ 𝑥23,

𝑓 (𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎨⎩ 1
2𝜋

arctg 𝑥2

𝑥1
, 𝑥1 > 0,

1
2

+ 1
2𝜋

arctg 𝑥2

𝑥1
, 𝑥1 < 0.

x0 = (−1; 0; 0), x* = (1; 0; 0), 𝜙* = 0.
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Задача 13

𝜙(x) = 𝑢21 + 𝑢22 + 𝑢23

𝑢𝑖 = 𝑐𝑖 − 𝑥1
(︀
1− 𝑥𝑖2

)︀
, 𝑐1 = 1.5, 𝑐2 = 2.25; 𝑐3 = 2.625,

x0 = (2; 0.2), x* = (3; 0.5), 𝜙* = 0.

15.2. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати критерiї оцiнки алгоритмiв мiнiмiзацiї функцiй.

2) Знати 2-3 тестовi функцiї.

15.3. Питання для самоконтролю

1) Критерiї оцiнки алгоритмiв мiнiмiзацiї функцiй.

2) Умiти написати двi тестовi функцiї.

3) Дати порiвняльну характеристику методiв: градiєнтного, спряжених градiєн-

тiв, ДФП, БФШ i Шора.



Частина IV.

Чисельнi методи умовної
мiнiмiзацiї функцiй багатьох

змiнних



16
Методи проекцiї градiєнта

Напрямок найшвидшого спуску — антиградiєнт. Але при наявностi обмежень

рух вздовж антиградiєнта може призвести до неприпустимої точки.

16.1. Метод проекцiї градiєнта Розена

У методi проекцiї градiєнта Розена антиградiєнт проектується таким чином,

що значення цiльової фукнцiї покращується, i в той же час припустимiсть точок

траєкторiї.

О з н а ч е н н я 16.1. Матриця P вимiру 𝑛× 𝑛 називається матрицею прое-

ктування, якщо P = P⊤, PP = P.

16.1.1. Задача з лiнiйними обмеженнями

Розглянемо задачу

min𝜙(x), (16.1)

Ax 6 b, Hx = h, (16.2)

де A —𝑚× 𝑛-матриця; H — 𝑙 × 𝑛-матриця; b —𝑚, h — 𝑙-вимiрнi вектори.

У точцi x напрямок найшвидшого спуску −𝜙′(x). Однак рух вздовж −𝜙′(x) мо-

же порушити припустимiсть. Щоб її зберегти, спроектуємо−𝜙′(x) так, щоб рухатись

вздовж s = −P𝜙′(x), де P — матриця проектування.

Розглянемо задачу (16.1)–(16.2). Нехай x — припустима точка, для якої A1x =

b1, A2x < b2, де A⊤ =
[︀
A⊤

1 ,A
⊤
2

]︀
, b⊤ =

[︀
b⊤
1 ,b

⊤
2

]︀
. Нехай 𝜙(x) диференцiйовна в точцi

x. Якщо P — матриця проектування така, що P𝜙′(x) ̸= 0, то вектор s = −P𝜙′(x) є

напрямком спуску для точки x. Крiм того, якщо M⊤ =
[︀
A⊤

1 ,H
⊤]︀ має повний ранг i
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якщо

P = I−M⊤ (︀MM⊤)︀−1
M,

то s — можливий напрямок спуску.

Якщо P𝜙′(x) = 0, то

P𝜙′(x) =
[︁
I−M⊤ (︀MM⊤)︀−1

M
]︁
𝜙′(x) =

= 𝜙′(x)−M⊤ (︀MM⊤)︀−1
M𝜙′(x) = 𝜙′(x) + M⊤w = 𝜙′(x) + A⊤

1 u + H⊤v,

де w⊤ =
[︀
u⊤,v⊤]︀.

Маємо w = −
(︀
MM⊤)︀−1

M𝜙′(x).

Якщо u > 0, то x — точка Куна — Таккера. Нехай деяка компонента 𝑢𝑗 < 0,

а ̂︁M⊤ =
[︁̂︀A⊤

1 ,H
⊤
]︁
, де ̂︀A1 отримується з A1 викресленням рядка, що вiдповiдає 𝑢𝑗.

Позначимо ̂︀P = I−̂︁M⊤
(︁̂︁M̂︁M⊤

)︁−1̂︁M i нехай ̂︀s = −̂︀P𝜙′(x). Тодi вектор ̂︀s є можливим

напрямком спуску.

16.2. Алгоритм методу проекцiї градiєнта Розена

min𝜙(x),

Ax 6 b, Hx = h.

Попереднiй етап Обрати точку x1, для якої Ax1 6 b, Hx1 = h. Представимо A⊤

i b⊤ у виглядi
[︀
A⊤

1 ,A
⊤
2

]︀
i
[︀
b⊤
1 ,b

⊤
2

]︀
. Маємо A1x = b1, A2x < b2. Покласти 𝑘 = 1 i

перейти до основного етапу.

Основний етап

Перший крок Покладемо M⊤ =
[︀
A⊤

1 ,H
⊤]︀. Якщо M = 0, то P = I, iнакше

P = I−M⊤ (︀MM⊤)︀−1
M. Тодi s𝑘 = −P𝜙′ (︀x𝑘

)︀
. Якщо s𝑘 ̸= 0, то перейти до другого

кроку.

Якщо s𝑘 = 0 i M = 0, то зупинитись. Iнакше (M ̸= 0) покласти w = −
(︀
MM⊤)︀−1

M𝜙′(x).

Нехай w⊤ =
[︀
u⊤,v⊤]︀. Якщо u > 0, то зупинитись i x𝑘 — точка Куна — Таккера.

Якщо ж u � 0, то обрати 𝑢𝑗 < 0 з цього вектора u, переозначити матрицю A1,

викреслюючи рядок, що вiдповiдає 𝑢𝑗 < 0, i повторити перший крок.



126 Тема 16. Методи проекцiї градiєнта

Другий крок У якостi 𝜆𝑘 взяти оптимальний розв’язок задачi min
06𝜆6𝜆max

𝜙
(︀
x𝑘 + 𝜆s𝑘

)︀
,

а 𝜆max обирається так:

𝜆max =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min

{︃̂︀𝑏𝑖̂︀𝑠𝑖
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̂︀𝑠𝑖 > 0

}︃
, якщо ̂︀s 
 0,

∞, якщо ̂︀s 6 0,

̂︀b = b2 −A2x
𝑘, ̂︀s = A2s

𝑘.

Покласти x𝑘+1 = x𝑘 + 𝜆𝑘s
𝑘, замiнити 𝑘 на 𝑘 + 1 i перейти до першого кроку.

Приклад 16.1. Методом проекцiї градiєнта розв’язати задачу

min
[︀
2𝑥21 + 2𝑥22 − 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1 − 6𝑥2

]︀

𝑥1 + 𝑥2 6 2,

𝑥1 + 5𝑥2 6 5,

− 𝑥1 6 0,

− 𝑥2 6 0.

b1 =

(︃
0

0

)︃
, b2 =

(︃
2

5

)︃
. Нехай x1 =

(︃
0

0

)︃
.

Перша iтерацiя В точцi x1 = (0, 0)⊤ маємо 𝜙′ (x1) = (−4,−6)⊤. Визначаємо

A1, A2 i P:

A1 =

(︃
−1 0

0 −1

)︃
, A2 =

(︃
1 1

1 5

)︃
,

P = I−A⊤
1

(︀
A1A

⊤
1

)︀−1
A1 =

(︃
0 0

0 0

)︃

i s = −P𝜙′ (x1) = (0, 0)⊤.

Так як обмеження-рiвностi вiдсутнi (H — вiдсутня), то

w = u = −
(︀
A1A

⊤
1

)︀−1
A1𝜙

′ (︀x1
)︀

= (−4,−6)⊤.

Обираємо 𝑢4 = −6 i видаляємо градiєнт, що вiдповiдає четвертому обмеженню,

з матрицi A1. Матриця A1 матиме вигляд A1 = (−1, 0). Тодi матриця проекту-
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вання матиме вигляд

̂︀P = I− ̂︀A⊤
1

(︁̂︀A1
̂︀A⊤

1

)︁−1 ̂︀A1 =

(︃
0 0

0 1

)︃
,

а напрямок s1 = −̂︀P𝜙′ (x1) =

(︃
0 0

0 1

)︃
·

(︃
−4

−6

)︃
=

(︃
0

6

)︃
.

Лiнiйний пошук Точку x2 представляємо у виглядi

x2 = x1 + 𝜆s1 =

(︃
0

0

)︃
+ 𝜆

(︃
0

6

)︃
=

(︃
0

6𝜆

)︃
.

Вiдповiдне значення 𝜙 (x2) = 72𝜆2 − 36𝜆.

Перший пiдхiд

̂︀b = b2 −A2x
1 =

(︃
2

5

)︃
−

(︃
1 1

1 5

)︃
·

(︃
0

0

)︃
=

(︃
2

5

)︃
,

̂︀s = A2s
1 =

(︃
1 1

1 5

)︃
·

(︃
0

6

)︃
=

(︃
6

30

)︃
,

̂︀𝑏1̂︀𝑠1 =
2

6
,
̂︀𝑏2̂︀𝑠2 =

5

30
, 𝜆max = min

{︂
2

6
,

5

30

}︂
=

1

6
.

Другий пiдхiд Пiдкладемо x2 =

(︃
0

6𝜆

)︃
у обмеження:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 + 6𝜆 6 2,

0 + 5 · 6𝜆 6 5,

−0 6 0,

−6𝜆 6 0.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜆 6

2

6
,

𝜆 6
5

30
,

𝜆 > 0.

=⇒ 𝜆max 6
1

6
.

Отже, 𝜆1 є розв’язком задачi

min
06𝜆6 1

6

72𝜆2 − 36𝜆.

Розв’язком є 𝜆1 =
1

6
.

Тодi x2 = x1 + 𝜆s1 =

(︃
0

0

)︃
+

1

6

(︃
0

6

)︃
=

(︃
0

1

)︃
.
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Друга iтерацiя. Пошук напрямку В точцi x2 =

(︃
0

1

)︃
маємо 𝜙′ (x2) =(︃

−6

−2

)︃
. У цiй точцi активними є друге i третє обмеження. Отримали:

A1 =

(︃
1 5

−1 0

)︃
, A2 =

(︃
1 1

0 −1

)︃
.

Далi отримаємо:

P = I−A⊤
1

(︀
A1A

⊤
1

)︀−1
A1 =

(︃
0 0

0 0

)︃
i s2 = −P𝜙′ (︀x2

)︀
=

(︃
0

0

)︃
.

Розрахуємо u = −
(︀
A1A

⊤
1

)︀−1
A1𝜙

′ (x2) =
(︀
2
5
,−28

5

)︀⊤
. Так як 𝑢3 < 0 (воно

пов’язано з третiм обмеженням), то рядок (−1, 0) викреслимо з A1 i отримаємо

матрицю ̂︀A1 = (1, 5). Тодi матриця проектування має вигляд

̂︀P = I− ̂︀A⊤
1

(︁̂︀A1
̂︀A⊤

1

)︁−1 ̂︀A1 =

(︃
25
26
− 5

26

− 5
26

1
26

)︃
,

а s2 = −̂︀P𝜙′ (x2) =
(︀
70
13
,−14

13

)︀⊤
. Так як нас не цiкавить довжина вектора s2, то

отриманий вектор еквiвалентний вектору s2 = (5,−1)⊤.

Лiнiйний пошук Розглядається точка x3 = x2 + 𝜆s2 =

(︃
0

1

)︃
+ 𝜆

(︃
5

−1

)︃
=(︃

5𝜆

1− 𝜆

)︃
i 𝜙 (x3) = 62𝜆2 − 28𝜆− 4.

Розрахуємо 𝜆max, для якого x2 + 𝜆s2 буде припустимою.

Перший пiдхiд

A2 =

(︃
1 1

0 −1

)︃
, b2 =

(︃
2

0

)︃
,

̂︀b = b2 −A2x
2 =

(︃
2

0

)︃
−

(︃
1 1

0 −1

)︃
·

(︃
0

1

)︃
=

(︃
1

1

)︃
,

̂︀s = A2s
1 =

(︃
1 1

0 −1

)︃
·

(︃
5

−1

)︃
=

(︃
4

1

)︃
,

̂︀𝑏1̂︀𝑠1 =
1

4
,
̂︀𝑏2̂︀𝑠2 =

1

1
, 𝜆max = min

{︂
1

4
,
1

1

}︂
=

1

4
.
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Другий пiдхiд⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
5𝜆+ 1− 𝜆 6 2,

5𝜆+ 5(1− 𝜆) 6 5,

−5𝜆 6 0,

−(1− 𝜆) 6 0.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4𝜆 6 1,

5 6 5,

𝜆 > 0,

𝜆 6 1.

=⇒ 𝜆max 6
1

4
.

Отже, 𝜆2 знаходимо з розв’язку задачi

min
06𝜆6 1

4

62𝜆2 − 28𝜆− 4.

Оптимальним розв’язком є 𝜆2 =
7

31
. Тодi x3 =

(︂
35

31
,
24

31

)︂⊤

.

Третя iтерацiя. Пошук напрямку В точцi x3 =

(︂
35

31
,
24

31

)︂⊤

градiєнт

𝜙′ (x3) =

(︂
−32

31
,−160

31

)︂⊤

, а активне обмеження — друге. Отже, A1 = (1, 5). Ма-

триця проектування має вигляд:

P = I−A⊤
1

(︀
A1A

⊤
1

)︀−1
A1 =

1

26

(︃
25 −5

−5 1

)︃
,

а напрямок спуску s3 = −P𝜙′ (x3) = (0, 0)⊤. Розраховуємо u =

−
(︀
A1A

⊤
1

)︀−1
A1𝜙

′ (x3) =
32

32
> 0. Це означає, що x3 — розв’язок нашої задачi.

�

16.3. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати алгоритми методiв проекцiї градiєнта.

2) Розв’язати задачу

min
[︀
3𝑥21 + 3𝑥22 − 2𝑥1𝑥2 − 5𝑥1 − 6𝑥2

]︀
𝑥1 + 𝑥2 6 3,

𝑥1 + 5𝑥2 6 7,

−𝑥1 6 0,

−𝑥2 6 0.
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16.4. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати перший крок алгоритму методу проекцiї градiєнта Розена.

2) Сформулювати другий крок алгоритму методу проекцiї градiєнта Розена.



17
Метод умовного градiєнта

Розглядається задача

min𝜙(x), x ∈ 𝑋 ⊂ R𝑛,

𝑋 — опукла, замкнена i обмежена множина.

Наближення будуються за формулою

x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛽𝑘h
𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , (17.1)

де h𝑘 — це вектор напрямку спуску функцiї i припустимий напрямок вiдносно 𝑋 у

точцi x𝑘 ∈ 𝑋. Параметр 𝛽𝑘 > 0 обирається з умови

𝜙
(︀
x𝑘+1

)︀
< 𝜙

(︀
x𝑘
)︀
, x𝑘+1 ∈ 𝑋.

Для вибору h𝑘 на 𝑘-му кроцi розв’язується задача мiнiмiзацiї на 𝑋 лiнiйної апрокси-

мацiї функцiї 𝜙(x) у точцi x𝑘, тобто

𝜙𝑘(x) = 𝜙
(︀
x𝑘
)︀

+
(︀
𝜙′ (︀x𝑘

)︀
,x− x𝑘

)︀
.

Вiдкинувши константу, запишемо

min
x∈𝑋

(︀
𝜙′ (︀x𝑘

)︀
,x− x𝑘

)︀
.

Нехай x𝑘 — розв’язок цiєї задачi, а

𝜂𝑘 =
(︀
𝜙′ (︀x𝑘

)︀
,x𝑘 − x𝑘

)︀
.

Так як x𝑘 − x𝑘 — напрямок зменшення функцiї у точцi x𝑘, то згiдно з необхiдною

умовою мiнiмуму
(︀
𝜙′ (︀x𝑘

)︀
, s𝑘
)︀
6 0 отримаємо, що 𝜂𝑘 =

(︀
𝜙′ (︀x𝑘

)︀
,x𝑘 − x𝑘

)︀
6 0.
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Можливi два випадки:

а) 𝜂𝑘 = 0. У цьому випадку необхiдна умова мiнiмуму виконана i x𝑘 є стацiонар-

ною точкою, а якщо функцiя 𝜙(x) є опуклою, то x𝑘 — точка мiнiмуму.

б) 𝜂𝑘 < 0. Тодi покладаємо h𝑘 = x𝑘 − x𝑘 — цей вектор називається умовним анти-

градiєнтом функцiї 𝜙(x) у точцi x𝑘.

Коефiцiєнт 𝛽𝑘 в (17.1) обирається з (0; 1] для того, щоб x𝑘 + 𝛽s𝑘 = 𝛽x𝑘 + (1 −
𝛽)x𝑘 ∈ 𝑋 (𝑋 — опукла).

𝛽𝑘 можна обирати так:

∙ 𝛽𝑘 : min0<𝛽61 𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛽h𝑘

)︀
;

∙
+∞∑︀
𝑘=0

𝛽𝑘 = +∞,
+∞∑︀
𝑘=0

𝛽2
𝑘 < +∞ (наприклад, 𝛽𝑘 = 1

𝑘+1
);

∙ за правилом подiлу кроку до виконання умови

𝜙
(︀
x𝑘 + 𝛽h𝑘

)︀
− 𝜙

(︀
x𝑘
)︀
6 𝜀𝛽

(︀
𝜙′ (︀x𝑘

)︀
,h𝑘
)︀
, 𝜀 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (0; 𝛽0].

17.1. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати алгоритм умовного градiєнта.

2) Розв’язати задачу

min
[︀
𝑛𝑥21 + 𝑖𝑥22

]︀
1 6 𝑥1 6 2,

0 6 𝑥2 6 1.

Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий

номер студента у списку групи.

17.2. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати алгоритм методу умовного градiєнта.

2) Способи вибору кроку в алгоритмi умовного градiєнта.



18
Методи можливих напрямкiв

18.1. Метод Зойтендейка

Розглядається задача

min𝜙(x), x ∈ 𝑅 ⊂ R𝑛.

О з н а ч е н н я 18.1. Ненульовий вектор s є можливим напрямком у
точцi x ∈ 𝑅, якщо iснує таке 𝛿 > 0, що x + 𝜆s ∈ 𝑅 для всiх 𝜆 ∈ (0; 𝛿).

О з н а ч е н н я 18.2. Вектор s назвивається можливим напрямком спуску

у точцi x ∈ 𝑅, якщо iснує таке 𝛿 > 0, що 𝜙(x + 𝜆s) < 𝜙(x) i x + 𝜆s ∈ 𝑅 для всiх

𝜆 ∈ (0; 𝛿).

Розглянемо задачу мiнiмiзацiї функцiї з лiнiйними обмеженнями:

min𝜙(x)

Ax 6 b,

Hx = h,

(18.1)

де A —𝑚× 𝑛-матриця, H — 𝑙 × 𝑛-матриця, b —𝑚-вектор, h — 𝑙-вектор.

Л е м а 18.1. Розглядається задача (18.1). Нехай x— припустима точка i

нехай A1x = b1, A2x < b2, де A⊤ =
(︀
A⊤

1 ,A
⊤
2

)︀
, а b⊤ =

(︀
b⊤
1 ,b

⊤
2

)︀
. Тодi ненульовий

вектор s є можливим напрямком у точцi x тодi i тiльки тодi, коли A1s 6 0 i

Hs = 0. Якщо i (𝜙′(x), s) < 0, то s є можливим напрямком спуску.

Приклад 18.1.
min (𝑥1 − 6)2 + (𝑥2 − 2)2
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при умовах

− 𝑥1 + 2𝑥2 6 4,

3𝑥1 + 2𝑥2 6 12,

− 𝑥1 6 0,

− 𝑥2 6 0.

Вiзьмемо точку x = (2, 3)⊤. У цiй точцi активними є першi два обмеження. Тодi

A1 =

(︃
−1 2

3 2

)︃
. Отже, вектор s є можливим напрямком тодi i тiльки тодi, коли

A1s 6 0 i Hs = 0, H =

(︃
0 0

0 0

)︃
. Отримаємо:

− 𝑠1 + 2𝑠2 6 0,

3𝑠1 + 2𝑠2 6 0.

Напрямком спуску для функцiї у точцi x є напрямок, що задовольняє умовi

(𝜙′(x), s) < 0, тобто −8𝑠1 + 2𝑠2 < 0.

Перетин конусу можливих напрямкiв з цим напiвпростором задає множину

всiх можливих напрямкiв спуску.

18.2. Алгоритм методу Зойтендейка (випадок

лiнiйних обмежень)

Попереднiй етап Знайти початкову припустиму точку x1, для якої Ax1 6 b i

Hx1 = h. Покласти 𝑘 = 1 i перейти до основного етапу.

Основний етап 𝑘-а iтерацiя

Перший крок Нехай x𝑘 — визначена i A⊤ =
(︀
A⊤

1 ,A
⊤
2

)︀
так, що A1x

𝑘 = b1,

A2x
𝑘 < b2. Напрямок спуску s𝑘 визначається як розв’язок задачi

min𝜙′⊤ (︀x𝑘
)︀
s,

A1s 6 0,

Hs = 0,

−1 6 𝑠𝑗 6 1, 𝑗 = 1, 𝑛.
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Якщо 𝜙′⊤ (︀x𝑘
)︀
s𝑘 = 0, то x𝑘 — розв’язок задачi, iнакше перейти до другого кроку.

Другий крок Параметр 𝜆𝑘 визначається таким чином:

min𝜙
(︀
x𝑘 + 𝜆s𝑘

)︀
,

при умовi 0 6 𝜆 6 𝜆max,

де 𝜆max обирається таким чином:

𝜆max =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min

{︃̂︀𝑏𝑖̂︀𝑠𝑖
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̂︀𝑠𝑖 > 0

}︃
, якщо ̂︀s 
 0,

∞, якщо ̂︀s 6 0,

̂︀b = b2 −A2x
𝑘, ̂︀s = A2s

𝑘.

Покласти x𝑘+1 = x𝑘 + 𝜆𝑘s
𝑘, визначити нову множину активних обмежень у

точцi x𝑘+1 i перевизначити матрицi A1 та A2. Замiнити 𝑘 на 𝑘 + 1 i перейти до

першого кроку.

18.3. Алгоритм методу Зойтендейка (випадок

нелiнiйних обмежень-нерiвностей)

Розглядається задача

min𝜙(x),

𝑔𝑖(x) 6 0, 𝑖 = 1,𝑚.

Попереднiй етап Обрати точку x1 таку, щоб 𝑔𝑖(x1) 6 0, 𝑖 = 1,𝑚. Покласти 𝑘 = 1

i перейти до основного етапу.

Основний етап 𝑘-а iтерацiя

Перший крок Покласти 𝐼 =
{︀
𝑖 | 𝑔𝑖

(︀
x𝑘
)︀

= 0
}︀

i розв’язати задачу

min 𝑧
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при умовах

𝜙′⊤ (︀x𝑘
)︀
s− 𝑧 6 0,

𝑔′𝑖⊤
(︀
x𝑘
)︀
s− 𝑧 6 0, 𝑖 ∈ 𝐼,

−1 6 𝑠𝑗 6 1, 𝑗 = 1, 𝑛.

Нехай
(︀
𝑧𝑘, s𝑘

)︀
— оптимальний розв’язок задачi. Якщо 𝑧𝑘 = 0, то розв’язок знайшли.

Якщо 𝑧𝑘 < 0, то перейти до другого кроку.

Другий крок Для визначення кроку 𝜆𝑘 розв’яжемо задачу

min𝜙
(︀
x𝑘 + 𝜆s𝑘

)︀
,

при умовi 0 6 𝜆 6 𝜆max,

де 𝜆max — найбiльше 𝜆, що задовольняє всiм умовам 𝑔𝑖
(︀
x𝑘 + 𝜆s𝑘

)︀
6 0, 𝑖 = 1,𝑚.

Покласти x𝑘+1 = x𝑘 + 𝜆𝑘s
𝑘, замiнити 𝑘 на 𝑘 + 1 i перейти до першого кроку.

Приклад 18.2. Розглянемо задачу

min
(︀
2𝑥21 + 2𝑥22 − 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1 − 6𝑥2

)︀
при умовах

𝑥1 + 5𝑥2 6 5,

2𝑥21 − 𝑥2 6 0,

− 𝑥1 6 0,

− 𝑥2 6 0.

(18.2)

Розв’язування. Обираємо точку x1 = (0, 0.75)⊤.

Пошук напрямку спуску Маємо 𝜙′(x) = (4𝑥1 − 2𝑥2 − 4, 4𝑥2 − 2𝑥1 − 6)⊤,

𝜙′ (x1) = (−5.5,−3.0)⊤. Множина iндексiв активних обмежень у точцi x1 є

𝐼 = {3}. Тому 𝑔′3 (x1) = (−1, 0)⊤.

Для знаходження напрямку спуску розв’яжемо задачу

min 𝑧,

−5.5𝑠1 − 3.0𝑠2 − 𝑧 6 0,

−𝑠1 − 𝑧 6 0,

−1 6 𝑠𝑗 6 1, 𝑗 = 1, 2.
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Цю задачу розв’язуємо симплекс-методом, отримаємо s1 = (𝑠11, 𝑠
1
2)

⊤
=

(1.00,−1.00)⊤, 𝑧1 = −1.00. Так як 𝑧1 < 0, то переходимо до наступного кро-

ку — пошуку 𝜆1.

Лiнiйний пошук Довiльну точку за напрямком s1 = (1.00,−1.00)⊤ з точки

x1 = (0, 0.75)⊤ можна представити у виглядi

x1 + 𝜆s1 = (0, 0.75)⊤ + (𝜆,−𝜆)⊤ = (𝜆, 0.75− 𝜆)⊤,

а вiдповiдне їй значення функцiї дорiвнює 𝜙 (x1 + 𝜆s1) = 6𝜆2 − 2.5𝜆 − 3.375.

Значення 𝜆max знайдемо, розв’язавши систему нерiвностей (18.2) при x =

(𝜆, 0.75− 𝜆)⊤. Маємо⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜆+ 3.75− 5𝜆 6 5,

2𝜆2 − 0.75 + 𝜆 6 0,

−𝜆 6 0,

−0.75 + 𝜆 6 0.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜆 > −0.31,

𝜆 ∈
[︁
−1−

√
7

4
, −1+

√
7

4

]︁
,

𝜆 > 0,

𝜆 6 0.75.

Отримаємо, що 𝜆max =
−1 +

√
7

4
≈ 0.414.

Для знаходження 𝜆1 розв’язуємо задачу

min
(︀
6𝜆2 − 2.5𝜆− 3.375

)︀
,

0 6 𝜆 6 0.414.

Функцiя 6𝜆2−2.5𝜆−3.375 досягає мiнiмуму (без обмежень) у точцi 𝜆min ≈ 0.2083.

Значення 𝜆min ∈ [0, 0.414], отже, 𝜆1 = 0.2083. Отримали, що

x2 = x1 + 𝜆1s
1 =

(︃
0

0.75

)︃
+ 0.2083

(︃
1.00

−1.00

)︃
=

(︃
0.2083

0.5417

)︃
.

Друга iтерацiя. Пошук напрямку спуску У точцi x2 = (0.2083, 0.5417)⊤

градiєнт функцiї дорiвнює 𝜙′ (x2) = (−4.25,−4.25)⊤. Активних обмежень у цiй

точцi немає, тому задача знаходження напрямку спуску має вигляд

min 𝑧,

−4.25𝑠1 − 4.25𝑠2 − 𝑧 6 0,

−1 6 𝑠𝑗 6 1, 𝑗 = 1, 2.
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Оптимальний розв’язок: s2 = (1, 1)⊤, 𝑧2 = −8.5. Так як 𝑧2 < 0, то розв’язуємо

далi.

Лiнiйний пошук Значення 𝜆max, при якому точка x2 + 𝜆s2 припустима, до-

рiвнює 𝜆max = 0.347. Для знаходження 𝜆2 розв’язуємо задачу

min
(︀
2𝜆2 − 8.5𝜆− 3.6354

)︀
,

0 6 𝜆 6 0.347.

Отримали, що 𝜆2 = 0.347, тодi x3 = x2 + 𝜆2s
2 = (0.555, 0.889)⊤ i т. д.

18.4. Алгоритм Зойтендейка (випадок нелiнiйних

обмежень-рiвностей)

Якщо iснують обмеження-рiвностi i точка x𝑘 знаходиться на обмеженнi-рiвностi,

то не iснує ненульового напрямку s такого, що ℎ
(︀
x𝑘 + 𝜆s

)︀
= 0 при 𝜆 ∈ (0, 𝛿), 𝛿 > 0.

Можна рухатись по дотичнiй, а потiм повернутися у припустиму множину.

Розглянемо задачу

min𝜙(x),

𝑔𝑖(x) 6 0, 𝑖 = 1,𝑚,

ℎ𝑖(x) = 0, 𝑖 = 1, 𝑙.

Нехай x𝑘 — припустима точка i 𝐼 =
{︀
𝑖 | 𝑔𝑖

(︀
x𝑘
)︀

= 0
}︀

. Розв’язуємо задачу лiнiйного

програмування

min𝜙′⊤ (︀x𝑘
)︀
s,

𝑔′𝑖
(︀
x𝑘
)︀⊤

s 6 0, 𝑖 ∈ 𝐼,

ℎ′𝑖
(︀
x𝑘
)︀⊤

s = 0, 𝑖 = 1, 𝑙.

Отриманий напрямок спуску s𝑘 є дотичним до обмежень-рiвностей i до деяких

активних нелiнiйних обмежень-нерiвностей.

Одним з недолiкiв методу є те, що якщо точка x𝑘 буде близька до межi, що

визначається одним iз обмежень, а воно не використовується у процесi знаходження

напрямку руху, то може статися, що, зробивши малий крок, ми будемо знаходитися

на межi, що визначається цим обмеженням. Тому краще розширити множину актив-

них обмежень 𝐼, визначивши її так: 𝐼 =
{︀
𝑖 | 𝑔𝑖

(︀
x𝑘
)︀

+ 𝜀 > 0
}︀

, 𝜀 > 0 — мале число.
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18.5. Модифiкацiя алгоритму можливих

напрямкiв

Алгоритм Зойтендейка може не збiгатися до точки Куна — Таккера. Справа

в тому, що кроки вздовж напрямкiв прямують до нуля i вiдбувається «заїдання»

у неоптимальнiй точцi. Тому була запропонована модифiкацiя методу (Топкнiс i

Кейнотт), яка гарантує збiжнiсть алгоритму до точки Куна — Таккера.

Розглянемо задачу

min𝜙(x),

𝑔𝑖(x) 6 0, 𝑖 = 1,𝑚.

Для знаходження напрямку спуску розв’язуємо задачу лiнiйного програмування;

x𝑘 — задано:

min 𝑧

при умовах

𝜙′⊤ (︀x𝑘
)︀
s− 𝑧 6 0,

𝑔′𝑖⊤
(︀
x𝑘
)︀
s− 𝑧 6 −𝑔𝑖

(︀
x𝑘
)︀
, 𝑖 = 1,𝑚,

−1 6 𝑠𝑗 6 1, 𝑗 = 1, 𝑛.

Тут при визначеннi напрямку спуску враховуються всi обмеження — як активнi, так

i неактивнi. Тепер не вiдбувається неочiкувана змiна напрямкiв, коли наближаємося

до межi множини, що визначається неактивним у цiй точцi обмеженням.

18.5.1. Алгоритм методу

Початковий етап Обрати точку x1 таку, щоб 𝑔𝑖(x1) 6 0, 𝑖 = 1,𝑚. Покласти 𝑘 = 1

i перейти до основного етапу.

Основний етап 𝑘-а iтерацiя

Перший крок Розв’язуємо задачу лiнiйного програмування для знаходження

𝑧𝑘 i s𝑘:

min 𝑧
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при умовах

𝜙′⊤ (︀x𝑘
)︀
s− 𝑧 6 0,

𝑔′𝑖⊤
(︀
x𝑘
)︀
s− 𝑧 6 −𝑔𝑖

(︀
x𝑘
)︀
, 𝑖 = 1,𝑚,

−1 6 𝑠𝑗 6 1, 𝑗 = 1, 𝑛.

Якщо 𝑧𝑘 = 0, то зупинитись i x𝑘 — точка Куна — Таккера. Якщо ж 𝑧𝑘 < 0, то перейти

до другого кроку.

Другий крок Для визначення 𝜆𝑘 розв’яжемо задачу

min𝜙
(︀
x𝑘 + 𝜆s𝑘

)︀
,

при умовi 0 6 𝜆 6 𝜆max,

де 𝜆max = sup
{︀
𝜆 | 𝑔𝑖

(︀
x𝑘 + 𝜆s𝑘

)︀
6 0, 𝑖 = 1,𝑚

}︀
.

Покласти x𝑘+1 = x𝑘 + 𝜆𝑘s
𝑘, замiнити 𝑘 на 𝑘 + 1 i перейти до першого кроку.

Приклад 18.3. Розглянемо задачу

min
(︀
2𝑥21 + 2𝑥22 − 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1 − 6𝑥2

)︀
при умовах

𝑥1 + 5𝑥2 6 5,

2𝑥21 − 𝑥2 6 0,

− 𝑥1 6 0,

− 𝑥2 6 0.

Скористаємося модифiкованим алгоритмом можливих напрямкiв. Вiзьмемо

x1 = (0, 0.75)⊤. Зазначимо, що 𝜙′(x) = (4𝑥1 − 2𝑥2 − 4, 4𝑥2 − 2𝑥1 − 6)⊤, 𝑔′1(x) =

(1, 5)⊤, 𝑔′2(x) = (4𝑥1,−1)⊤, 𝑔′3(x) = (−1, 0)⊤, 𝑔′4(x) = (0,−1)⊤.
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Перша iтерацiя. Пошук напрямку спуску Маємо 𝜙′ (x1) = (−5.5,−3)⊤.

Для отримання напрямку спуску розв’яжемо задачу

min 𝑧,

−5.5𝑠1 − 3𝑠2 − 𝑧 6 0,

𝑠1 + 5𝑠2 6 1.25,

−𝑠2 − 𝑧 6 0.75,

−𝑠1 − 𝑧 6 0,

−𝑠2 − 𝑧 6 0,

−1 6 𝑠𝑗 6 1, 𝑗 = 1, 2.

Умова −𝑠2 − 𝑧 6 0 — зайва (порiвняти умови 3 i 5). Оптимальним розв’язком

цiєї задачi є s1 = (0.7143,−0.03571)⊤, 𝑧1 = −0.7143.

Лiнiйний пошук Для знаходження кроку 𝜆 необхiдно розв’язати задачу

min
(︀
0.972𝜆2 − 4.036𝜆− 3.375

)︀
,

0 6 𝜆 6 𝜆max.

Знайдемо 𝜆max: це те найбiльше 𝜆, яке задовольняє усiм обмеженням. Отримає-

мо 𝜆max = 0.84. Далi розглядаємо задачу

min
(︀
0.972𝜆2 − 4.036𝜆− 3.375

)︀
,

0 6 𝜆 6 0.84.

Отримаємо 𝜆1 = 0.84. Отже, x2 = x1 + 𝜆1s
1 = (0.60, 0.72)⊤ i т. д.

18.6. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати алгоритми методiв Зойтендейка.

2) Нехай 𝑖— номер академiчної групи, 𝑗 — порядковий номер прiзвища студента у
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списку академiчної групи. Розв’язати задачу

min
[︀
3𝑥21 + 3𝑥22 − 2𝑥1𝑥2 − 5𝑥1 − 6𝑥2

]︀
𝑥1 + 𝑥2 6 3𝑗,

𝑥1 + 300𝑥2 6 7𝑖,

−𝑥1 6 0,

−𝑥2 6 0.

18.7. Питання для самоконтролю

1) Дати означення можливого напрямку у точцi множини.

2) Дати означення можливого напрямку спуску у точцi множини.

3) Сформулювати алгоритм методу Зойтендейка (випадок лiнiйних обмежень).

4) Сформулювати алгоритм методу Зойтендейка (випадок нелiнiйних обмежень-

нерiвностей).

5) Сформулювати алгоритм методу Зойтендейка (випадок нелiнiйних обмежень-

рiвностей).

6) Модифiкацiї алгоритму можливих напрямкiв.



19
Методи штрафних функцiй

Методи цiєї групи мають одну i ту ж iдею: у цих методах робиться перехiд вiд

задачi на умовний мiнiмум до послiдовностi задач на безумовний мiнiмум.

Далi розглянемо три групи методiв штрафних функцiй: методи внутрiшньої

точки, зовнiшньої точки i комбiнованi методи.

У методах внутрiшньої точки поточна точка постiйно знаходиться всереди-

нi припустимої областi за допомогою штрафної функцiї, яку iнколи назвивають

бар’єрною.

Методи зовнiшньої точки, навпаки, генерують послiдовнiсть точок, яка знахо-

диться за межами припустимої областi.

У комбiнованих методах у процесi мiнiмiзацiї однi з обмежень задовольняються,

а iншi — нi. Однак при досягненнi розв’язку задачi всi умови у межах заданого

допуску задовольняються.

19.1. Метод внутрiшньої точки

Розглянемо задачу

min𝜙(x)

x ∈ 𝑅 =
{︀
x | 𝑔𝑖(x > 0, 𝑖 = 1, 𝑝

}︀ (19.1)

Перейдемо вiд задачi (19.1) до послiдовностi задач безумовної мiнiмiзацiї

min𝑃 (x, 𝑟),

де штрафна функцiя 𝑃 (x, 𝑟) має вигляд

𝑃 (x, 𝑟) = 𝜙(x) + Φ(x, 𝑟).
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Функцiя Φ(x, 𝑟) має такi властивостi:

Φ(x, 𝑟) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∞, якщо x /∈ 𝑅,

→ 0, якщо x ∈ 𝑅, x /∈ 𝜕𝑅, 𝑟 → 0,

→∞, якщо x ∈ 𝑅, x→ 𝜕𝑅,

де 𝜕𝑅— межа множини 𝑅. Функцiю Φ(x, 𝑟) називають штрафом.

У якостi функцiї Φ(x, 𝑟) можна обирати такi функцiї:

а) Φ1(x, 𝑟) = 𝑟
𝑝∑︀

𝑖=1

𝑤𝑖

𝑔𝑖(x)
,

б) Φ2(x, 𝑟) = 𝑟
𝑝∑︀

𝑖=1

𝑤𝑖

𝑔2𝑖 (x)
,

в) Φ3(x, 𝑟) = −𝑟
𝑝∑︀

𝑖=1

𝑤𝑖 ln 𝑔𝑖(x).

Побудувавши штрафну функцiю i визначивши внутрiшню точку, мiнiмiзуємо

штрафну функцiю 𝑃 (x, 𝑟) при заданому початковому значеннi 𝑟0. Тодi точка мiнi-

муму штрафної функцiї є початковою точкою мiнiмiзацiї штрафної функцiї при

зменшеному значеннi 𝑟, i т. д.

Безумовну мiнiмiзацiю штрафної функцiї робимо довiльним методом безумов-

ної мiнiмiзацiї.

На ефективнiсть методу iстотно впливають i вибiр початкового значення 𝑟, i

алгоритм зменшення 𝑟, i вибiр вагових коефiцiєнтiв 𝑤𝑖.

Якщо в 𝑃 (x, 𝑟) значення 𝑟0 обрати дуже малим, то на початковiй стадiї процесу

мiнiмiзацiї ми прийдемо до мiнiмуму функцiї 𝜙(x), який буде далеко вiд умовного

мiнiмуму. Тодi рух до точки умовного мiнiмуму буде дуже довгим. А якщо значення

𝑟0 дуже велике, то на перших етапах обчислювального процесу поточна точка буде

дуже далеко за межами припустимих точок i повернення її у припустиму область

буде дуже довгим.

Вважається, що на початковiй стадiї оптимiзацiйного процесу кут мiж 𝜙′ (x0) i

𝑃 ′ (x0, 𝑟0) повинен бути гострим, а значення 𝑟 повинно збiльшуватися або зменшува-

тися шляхом множення або дiлення початкового значення цього параметра на деяке

число до тих пiр, поки кут мiж 𝜙′ (︀x𝑘
)︀

i 𝑃 ′ (︀x𝑘, 𝑟0
)︀

не стане тупим. Крiм того, необ-

хiдно виконання умови 𝑟0 > 10−4. (На практицi частiше всього обирають 𝑟0 = 50.)

Рекомендується при переходi вiд одного етапу обчислювального процесу до iншого

перемножати поточне значення 𝑟 на 0.1 (або число з промiжку [0.02; 0.1]).

Вiдносно 𝑤𝑖 рекомендацiї такi: значення 𝑤𝑖 необхiдно обирати так, щоб усi

доданки в а), б) i в) пiсля вiдповiдного масштабування були по можливостi одного
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порядку.

19.1.1. Знаходження внутрiшньої точки

Задача полягає у пошуку точки, що задовольняє строгим нерiвностям 𝑔𝑖(x) > 0,

𝑖 = 1, 𝑝, як це вимагається в алгоритмах внутрiшньої точки.

Нехай задана точка x0, що не задовольняє всiм нерiвностям. Розглянемо мно-

жини

𝑆 = {𝑠 | 𝑔𝑠(x) 6 0, 1 6 𝑠 6 𝑝} i 𝑇 = {𝑡 | 𝑔𝑡(x) > 0, 1 6 𝑡 6 𝑝} .

Необхiдно побудувати таку послiдовнiсть точок, щоб значення
∑︀
𝑠∈𝑆

𝑔𝑠(x) збiльшува-

лося, але жодне з уже виконаних обмежень (𝑔𝑡(x) > 0) не порушувалося. Для цього

знаходимо max
∑︀
𝑠∈𝑆

𝑔𝑠(x) (або min

[︂
−
∑︀
𝑠∈𝑆

𝑔𝑠(x)

]︂
), тобто мiнiмiзуємо функцiю

𝑈
(︀
x, 𝑟𝑘

)︀
= −

∑︁
𝑠∈𝑆

𝑔𝑠(x) +
∑︁
𝑡∈𝑇

Φ𝑡

(︀
x, 𝑟𝑘

)︀
,

де 𝑟𝑘 → 0 строго.

Це допомiжна задача. На кожному кроцi з’являється нова точка, що задоволь-

няє одному або кiльком обмеженням з тих, що ранiше не задовольнялись. Вiдповiднi

iндекси переходять з 𝑆 до 𝑇 , при цьому змiнюється допомiжна задача. Якщо мно-

жина 𝑆 буде пустою, то внутрiшня точка знайдена.

19.1.2. Геометрична iнтерпретацiя методу внутрiшнiх
штрафних фукнцiй

Розглянемо приклад:

min
26𝑥63

𝑥,

або, у iншому запису,

min
𝑥− 2 > 0

3− 𝑥 > 0

𝑥.

Складемо штрафну функцiю, наприклад, таку:

𝑃 (x, 𝑟) = 𝑥+ 𝑟

(︂
1

(𝑥− 2)2
+

1

(3− 𝑥)2

)︂
.
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Обираємо початкову внутрiшню точку припустимої множини

{𝑥− 2 > 0, 3− 𝑥 > 0} .

Нехай 𝑟0 = 50. Функцiю 𝑃 (x, 50) = 𝑥 + 50

(︂
1

(𝑥− 2)2
+

1

(3− 𝑥)2

)︂
мiнiмiзуємо ефе-

ктивним методом для яристих функцiй i знаходимо точку мiнiмуму 𝑥*1. Зменшуємо

𝑟, наприклад, вiзьмемо 𝑟1 = 5 i мiнiмiзуємо функцiю 𝑃 (x, 5) при початковiй точцi

𝑥*1. Отримаємо точку мiнiмуму 𝑥*2 i т. д. Послiдовнiсть точок x0, 𝑥*1, 𝑥*2, . . . буде

збiгатися до точки мiнiмуму 𝑥* = 2.

19.2. Метод зовнiшньої точки

У методi зовнiшнiх штрафiв вiд задачi (19.1) переходимо до послiдовностi задач

безумовної мiнiмiзацiї

min𝑃 (x, 𝑟), 𝑟 →∞

де штрафна функцiя 𝑃 (x, 𝑟) має вигляд

𝑃 (x, 𝑟) = 𝜙(x) + Ψ(x, 𝑟).

Штраф Ψ(x, 𝑟) має такi властивостi:

Ψ(x, 𝑟) =

⎧⎨⎩0, якщо x ∈ 𝑅,

→∞, якщо x /∈ 𝑅, 𝑟 → +∞.

У якостi функцiї Ψ(x, 𝑟) можна обирати такi функцiї:

а) Ψ1(x, 𝑟) = 𝑟
𝑝∑︀

𝑖=1

𝑔2𝑖 (x), якщо 𝑅 = {x | 𝑔(x = 0};

б) Ψ2(x, 𝑟) = 𝑟
𝑝∑︀

𝑖=1

min (0, 𝑔𝑖(x)), якщо 𝑅 = {x | 𝑔(x > 0}.

Параметр 𝑟 пропонується обирати таким чином: 𝑟0 = 1, 𝑟𝑘 = 4𝑟𝑘−1.

19.2.1. Вiдмiнностi мiж методами внутрiшньої та зовнiшньої
точки

Методи внутрiшньої i зовнiшньої точки побудованi на iстотно рiзних принципах.

У той час як у методах внутрiшньої точки штрафний член перешкоджає порушен-

ню обмежень (бар’єр), у методах зовнiшньої точки вiн потрiбен, щоб точка далеко
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не вiдходила вiд припустимої точки. У цьому сенсi метод зовнiшньої точки бiльш

простий.

У методах зовнiшньої точки обмеження у формi нерiвностей, ставши один

раз на iтерацiї припустимими, залишаються i надалi такими. Цi обмеження можна

виключити з розрахункiв.

Для методiв внутрiшньої точки потрiбна iнформацiя про всi обмеження на

протязi всього обчислювального процесу.

За цю перевагу алгоритми зовнiшньої точки платять пониженням порядку

диференцiйовностi (по x) штрафної функцiї у довiльнiй межовiй точцi припустмиої

областi. У методах внутрiшньої точки порядок диференцiовностi 𝑃 (x, 𝑟) такий, як i

у 𝜙(x), якщо Φ(x, 𝑟) нескiнченно диференцiйовна.

Метод зовнiшньої точки працює i з обмеженнями типу рiвностей.

У методах зовнiшньої точки не потрiбно вiддiляти фазу припустимостi, як

у методах внутрiшньої точки, що спрощує програмування алгоритмiв зовнiшньої

точки.

Вважається, що мiнiмiзацiя безумовних функцiй у методах зовнiшньої точки

буде бiльш трудомiсткою, нiж у методах внутрiшньої точки.

19.2.2. Геометрична iнтерпретацiя методу зовнiшнiх
штрафiв

Розглянемо приклад:

min
26𝑥63

𝑥,

або, у iншому запису,

min
𝑥− 2 > 0

3− 𝑥 > 0

𝑥.

Складемо штрафну функцiю:

𝑃 (x, 𝑟) = 𝑥+ 𝑟

[︃(︂
𝑥− 2− |𝑥− 2|

2

)︂2

+

(︂
3− 𝑥− |3− 𝑥|

2

)︂2
]︃
.

Обираємо зовнiшню до множини припустимих точок початкову точку x0, а 𝑟0 = 1.

Як правило, функцiя 𝑃 (x, 𝑟) — яриста, тому обираємо ефективний метод мiнiмiзацiї

яристих функцiй i мiнiмiзуємо 𝑃 (x, 1). Точка мiнiмуму 𝑥*1 є початковою для мiнiмi-

зацiї функцiї 𝑃 (x, 4) (𝑟 = 4). Знайдемо 𝑥*2 i т. д. Послiдовнiсть точок x0, 𝑥*1, 𝑥*2, . . .
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буде збiгатися до точки мiнiмуму 𝑥* = 2.

19.3. Комбiнованi методи

Якщо у задачi мiнiмiзацiї є обмеження типу рiвностей, то корисно користува-

тися комбiнованим методом штрафних функцiй.

Розглянемо задачу
min𝜙(x)

𝑔𝑖(x) > 0, 𝑖 = 1,𝑚,

ℎ𝑖(x) = 0, 𝑖 = 1, 𝑝.

(19.2)

Задачу (19.2) перетворимо у послiдовнiсть задач без обмежень. Для цього розгляне-

мо штрафнi функцiї такого типу:

1) 𝑃 (x, 𝑟) = 𝜙(x) +
1

𝑟

𝑝∑︀
𝑖=1

ℎ2𝑖 (x)− 𝑟
𝑚∑︀
𝑖=1

ln 𝑔𝑖(x);

2) 𝑃 (x, 𝑟) = 𝜙(x) +
1

𝑟

𝑝∑︀
𝑖=1

ℎ2𝑖 (x) + 𝑟
𝑚∑︀
𝑖=1

1

𝑔𝑖(x)
;

3) 𝑃 (x, 𝑟) = 𝜙(x) +
1√
𝑟

𝑝∑︀
𝑖=1

ℎ2𝑖 (x)− 𝑟
𝑚∑︀
𝑖=1

ln 𝑔𝑖(x);

4) 𝑃 (x, 𝑟) = 𝜙(x) +
1√
𝑟

𝑝∑︀
𝑖=1

ℎ2𝑖 (x)− 𝑟
𝑚∑︀
𝑖=1

ln 𝑔𝑖(x), 𝑟 → 0.

Мiнiмiзацiя штрафних функцiй починається з внутрiшньої точки або межової

точки, де уже обмеження типу нерiвностей виконуються.

При мiнiмiзацiї штрафної функцiї при наближеннi до точки мiнiмуму матриця

Гессе функцiї 𝑃 (x, 𝑟) веде себе погано. Тобто 𝑃 (x, 𝑟) стає все бiльш яристою.

Швидкiсть збiжностi залежить вiд вибору 𝑟0 i способу його змiни.

При дуже великих значеннях 𝑟0 процес починається з внутрiшнiх точок, якi

лежать дуже далеко вiд межi припустимої областi, тодi як при дуже малих 𝑟0 по-

чатковий розв’язок дуже близький до межi областi. Найбiльш практичний спосiб

вибору 𝑟0 це 𝑟0 = 1. Однак, щоб досягти при розв’язуваннi задачi найбiльшої точно-

стi, 𝑟0 обирають таким чином:

𝑟0 =

(︃
𝜙′⊤ (x0) [𝑅′′ (x0)]

−1
𝜙′ (x0)

𝑅′⊤ (x0) [𝑅′′ (x0)]−1𝑅′ (x0)

)︃ 1
2

,

де 𝑅′′ (x0) — матриця Гессе для 𝑅(x) =
𝑚∑︀
𝑖=1

1

𝑔𝑖(x)
.

Експериментально було доведено, що пiсля визначення 𝑟0 одним iз цих двох
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способiв ефективнiсть алгоритма не дуже змiниться, якщо послiдовнiсть
{︀
𝑟𝑘
}︀

буду-

вати таким чином:

𝑟𝑘 =
1

4
𝑟𝑘−1.

Момент знаходження min𝑃
(︀
x, 𝑟𝑘

)︀
на кожному етапi обчислювального процесу ви-

значається за допомогою одного з критерiїв:

а)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑃

(︀
x𝑘, 𝑟𝑘

)︀
𝜕𝑥𝑖

·∆𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀, 𝑖 = 1, 𝑛;

б)
⃒⃒⃒
𝑃 ′ (︀x𝑘, 𝑟𝑘

)︀ [︀
𝑃 ′′ (︀x𝑘, 𝑟𝑘

)︀]︀−1
𝑃 ′ (︀x𝑘, 𝑟𝑘

)︀⃒⃒⃒
<
𝑃
(︀
𝑥𝑘−1

)︀
− 𝑃

(︀
x𝑘
)︀

5
;

в)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑃

(︀
x𝑘, 𝑟𝑘

)︀
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀, 𝑖 = 1, 𝑛.

19.4. Завдання для самостiйної роботи

1) Знати алгоритми штрафних функцiй.

2) Методом внутрiшнiх штрафiв розв’язати задачу

min 𝑖𝑥1 + 𝑛𝑥2

𝑔1 = −𝑥21 + 𝑥2 > 0,

𝑔2 = 𝑥1 > 0.

Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий

номер студента у списку групи.

3) Методом зовнiшнiх штрафiв розв’язати задачу

min𝑛𝑥21 + 𝑖𝑥22,

𝑖𝑥1 + 𝑛𝑥2 = 𝑖+ 2.

Параметри: для першої групи 𝑛 = 3, для другої групи 𝑛 = 7; 𝑖— порядковий

номер студента у списку групи.

19.5. Питання для самоконтролю

1) Сформулювати алгоритм методу внутрiшньої точки.

2) Алгоритм вибору параметра 𝑟.

3) Геометрична iнтерпретацiя методу внутрiшнiх штрафiв.

4) Алгоритм методу зовнiшньої точки.
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5) Алгоритм вибору параметра 𝑟.

6) Геометрична iнтерпретацiя методу зовнiшнiх штрафiв.

7) Сформулювати алгоритм комбiнованого методу.

8) Сформулювати правило вибору параметра 𝑟.
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