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ВСТУП

Дана робота присвячена розкладанню метричного тензора в степене-
вий ряд Тейлора , побудовi рiманового простору другого наближення ̃︀𝑉 2

𝑛 у
тому числi для рiманового простору ненульової постiйної кривини. Знайдено
матрицю метричного тензора наближення другого порядку для рiманово-
го простору та дослiдженню нескiнченно малих конформних перетворень
другої степенi в ̃︀𝑉 2

𝑛 .
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РОЗДIЛ 1

РIМАНОВИЙ ПРОСТIР ДРУГОГО

НАБЛИЖЕННЯ̃︀𝑉 2
𝑛

Розглянемо рiмановий простiр 𝑉𝑛, вiднесений до довiльної системи
координат 𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥). В околi будь-якої його
фiксованої точки 𝑀0(𝑥

ℎ
0) побудуємо новий простiр ̃︀𝑉 2

𝑛 який вiдноситься до
нової системи координат 𝑦1,𝑦2, . . . ,𝑦𝑛 з метричним тензором ̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦)([1],[2],[3]),

̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 , (1.1)

де

𝑔𝑖𝑗
0

= 𝑔𝑖𝑗(𝑀0), 𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗
0

= 𝑅𝑙1𝑙2𝑗(𝑀0)

Якщо в початковому просторi 𝑉𝑛 перейти до рiманової системи коор-
динат з початком в точцi 𝑀0, то легко бачити, що ̃︀𝑉 2

𝑛 реалiзує наближення
другого порядку для 𝑉𝑛 i тому вiдображає його геометричнi властивостi з
деяким степенем точностi.

Означення. Рiмановий простiр ̃︀𝑉 2
𝑛 , метричний тензор якого має вигляд

(1.1) називається наближенням другого порядку для простору 𝑉𝑛.
Далi ми домовимось, що всi об’єкти початкового простору 𝑉𝑛 обчи-

слюються у точцi 𝑀0 i 0 позначати не будемо.
Вiдмiтим деякi властивостi простору ̃︀𝑉 2

𝑛 ([1],[2]).
Теорема 1.1. Якщо простiр 𝑉𝑛 пiддається iзометричному перетворен-

ню, тодi простiр другого наближення ̃︀𝑉 2
𝑛 також пiддається лише iзометри-

чному перетворенню.
Доведення. Дiйсно, iз (1.1) слiдує, що

̃︀𝑑𝑠2 = [︂𝑔𝑖𝑗 + 1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
]︂
𝑑𝑦𝑖𝑑𝑦𝑗 (1.2)
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В просторi 𝑉𝑛 вiд координат {𝑥1, 𝑥2, . . . ,𝑥𝑛} перейдемо до нових координат
{𝑥′1, 𝑥

′2, . . . , 𝑥
′𝑛} .

Вiдомо, що при цьому

̃︀𝑑𝑠′2 = [︂𝑔′

𝑖𝑗 +
1

3
𝑅

′

𝑖𝑙1𝑙2𝑗
𝑦

′𝑙1𝑦
′𝑙2

]︂
𝑑𝑦

′𝑖𝑑𝑦
′𝑗 (1.2′)

де

𝑔
′

𝑖𝑗 = 𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑥
′𝑖

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝑥
′𝑗

𝑅
′

𝑖𝜗𝜇𝑗 = 𝑅𝛼𝛿𝛾𝛽
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑥
′𝑖

𝜕𝑥𝛿

𝜕𝑥
′𝜗

𝜕𝑥𝛾

𝜕𝑥
′𝜇

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝑥
′𝑗

Пiдставляючи значення останнiх двох спiввiдношень, обчислених в точцi
𝑀0 в праву частину (1.2′) i ввiвши позначення

𝑦ℎ =
𝜕𝑥ℎ

𝜕𝑦
′𝛼
(𝑀0)𝑦

′𝛼 ,

отримуємо, що ̃︀𝑑𝑠′2 = 𝑑𝑠2.
Таким чином, ми переконались, що простiр ̃︀𝑉 2

𝑛 iнварiантно зв’язаний
з початковим простором 𝑉𝑛 вiдносно вибору системи координат в 𝑉𝑛.

Теорема 1.2. Система координат {𝑦1, 𝑦2, . . . ,𝑦𝑛} в просторi ̃︀𝑉 2
𝑛 є рiма-

новою з початком в точцi 𝑦ℎ = 0 (ℎ = 1,2, . . . ,𝑛).
Доведення. Дiйсно, з (1.1) ми отримуємо:

𝜕̃︀𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑦𝑘

=
1

3
𝑅𝑘(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

Тому

̃︀Γ𝑖𝑗,𝑘(𝑦) =
1

2

(︂
𝜕̃︀𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑦𝑗

+
𝜕̃︀𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑦𝑖

+
𝜕̃︀𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑦𝑘

)︂
=

1

6

(︀
𝑅𝑗(𝑖𝑘)𝑙 +𝑅𝑖(𝑗𝑘)𝑙 +𝑅𝑘(𝑖𝑗)𝑙

)︀
𝑦𝑙 =

1

6

(︀
𝑅𝑗𝑖𝑘𝑙 +𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 −𝑅𝑘𝑖𝑗𝑙 −𝑅𝑘𝑗𝑖𝑙

)︀
(𝑦𝑙) = −1

3
𝑅𝑘(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙
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Отже,

̃︀Γ𝑖𝑗,𝑘(𝑦) = −1

3
𝑅𝑘(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙 (1.3)

Тому ̃︀Γ𝑖𝑗,𝑘(0) = 0, i ̃︀Γ𝛼𝛽,𝑘𝑦
𝛼𝑦𝛽 = 0

Але цими двома умовами характеризується рiманова система координат,
що i завершує доведення теореми.

Для ефективного вивчення властивостей простору ̃︀𝑉 2
𝑛 знадобиться̃︀𝑔𝑖𝑗- елементи оберненої матрицi для ‖̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦)‖ з елементами (1.1).

Справедлива Теорема 1.3. ([2],[4],[7])
Елементи ̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) оберненої матрицi для матрицi з елементами (1.1)

мають вигляд

̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗 +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑡(𝑘)𝑖𝑗 , (1.4)

де введенi позначення

𝑡ℎ𝑘 =
1

3
𝑅ℎ
·𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (1.5)

𝑡
(𝑝)ℎ
𝑘 = 𝑡

(𝑝−1)ℎ
𝛼 𝑡𝛼𝑘 (𝑝 = 2,3, . . . ) (1.6)

Доведення. Елементи будемо шукати у виглядi аналiтичних функцiй

̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑖𝑗𝑙 𝑦
𝑙 + 𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + . . . , (1.7)

де 𝑎𝑖𝑗𝑙1,...,𝑙𝑝 - невiдомi константи, причому 𝑎𝑖𝑗𝑙1,...,𝑙𝑝 симетричнi за будь-якою
парою нижнiх iндексiв. З умови ̃︀𝑔𝑖𝛼̃︀𝑔𝛼𝑗 = 𝛿𝑗𝑖 знаходимо коефiцiєнти ряду
(1.7):
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𝑔𝑖𝛼𝑎
𝛼𝑗 +

(︁
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙

)︁
𝑦𝑙 +

(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1𝑙2

+
1

3
𝑎𝛼𝑗𝑅𝛼𝑙1𝑙2𝑖

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2+

+

(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1𝑙2𝑙3

+
1

3
𝑎𝛼𝑗𝑙1 𝑅𝛼𝑙2𝑙3𝑖

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + · · ·+

+

(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1,...,𝑙𝜄

+
1

3
𝑎𝛼𝑗𝑙1,...,𝑙𝜄−1

𝑅𝛼𝑙2𝑘−1𝑙3𝑘𝑖

)︂
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙3𝑘 + · · ·+

=

(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1,...,𝑙𝜄+1

+
1

3
𝑎𝛼𝑗𝑙1,...,𝑙𝜄−2

𝑅𝛼𝑙2𝑘𝑙3𝑘+1𝑖

)︂
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙3𝑘+1 = 𝛿𝑗𝑖

Звiдки ми отримуємо

𝑎𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗, 𝑎𝑖𝑗𝑙1,...,𝑙2𝑘+1
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙2𝑘+1 = 0, (𝑘 = 0,1,2, . . . )

𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 = −𝑡𝑖𝑗, 𝑎𝑖𝑗𝑙1,...,𝑙4𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙2 = 𝑡(2)𝑖𝑗 . . .

Вiдмiтимо, що ряди (1.4) збiгаються абсолютно i рiвномiрно на множинi

1

3

⃒⃒
𝑅ℎ
𝑙1𝑙2𝑘

𝑦𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒
≤ 𝐶

𝑛
(𝐶 < 1)

Дiйсно, функцiї 𝜙ℎ𝑘 = 1
3𝑅ℎ𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 обмеженi на будь-якiй компактнiй
множинi, тобто |𝜙ℎ𝑘| ≤ 𝐶

𝑛 , де 𝐶 = const. Тодi справедливi наступнi оцiнки:

⃒⃒⃒
𝑡
(2)ℎ
𝑘

⃒⃒⃒
≡
⃒⃒
𝑡ℎ𝛼𝑡

𝛼
𝑘

⃒⃒
=
⃒⃒
𝑡ℎ𝛼
⃒⃒
|𝑡𝛼𝑘 | ≤

𝐶2

𝑛2
· 𝑛 =

𝐶2

𝑛

⃒⃒⃒
𝑡
(3)ℎ
𝑘

⃒⃒⃒
≤ 𝐶3

𝑛
; . . . ,

⃒⃒⃒
𝑡
(𝑝)ℎ
𝑘

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑝

𝑛

Отже, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑝𝑡
(𝑝)ℎ
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ ∞∑︁

𝑝=1

⃒⃒⃒
𝑡
(𝑝)ℎ
𝑘

⃒⃒⃒
≤ 1

𝑛

∞∑︁
𝑝=1

(𝐶𝑝)



8

Ряд
∑︀∞

𝑝=1𝐶
𝑝 збiгається при 𝐶 < 1.

Звiдси слiдує, що ряд (1.4) мажорується збiжним при 𝐶 < 1 числовим
рядом, що i завершує доведення теореми.
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РОЗДIЛ 2

НАБЛИЖЕННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ДЛЯ

РIМАНОВОГО ПРОСТОРУ НЕНУЛЬОВОЇ

ПОСТIЙНОЇ КРИВИНИ

Розглянемо випадок, коли початковий простiр 𝑉𝑛 є простором нену-
льової постiйної кривини K. Вiдомо ([2],[4],[5]), що для цього необхiдно i
достатньо, щоб

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑝 = 𝐾(𝑔𝑖𝑝𝛿

ℎ
𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑝 ) (2.1)

Пiдставляючи (2.1) в (1.5), отримаємо:

𝑡ℎ𝑝 =
𝐾

3
(𝑔𝑖𝑝𝛿

ℎ
𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑝 )𝑦

𝑙1𝑦𝑙2

𝑡
(2)ℎ
𝑝 = −𝐴 · 𝑡ℎ𝑝
𝑡
(3)ℎ
𝑝 = −𝐴2 · 𝑡ℎ𝑝
. . . . . . . . . . . . . . .

𝑡
(𝑚)ℎ
𝑝 = (−1)𝑚+1𝐴𝑚−1 · 𝑡ℎ𝑝 , 𝑚 = 4,5 . . . , (2.2)

де

𝐴 =
𝐾

3
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . (2.3)

Пiдставимо (2.2) в (1.5), отримаємо:

̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗 − 𝑡𝑖𝑗
∞∑︁
𝑝=1

𝐴𝑝 (2.4)

Оскiльки ⃒⃒
𝑡ℎ𝑝
⃒⃒
≤ 𝐶

𝑛
,

⃒⃒⃒⃒
𝐾

3
(𝑔𝑙1𝑝𝛿

ℎ
𝑙2
− 𝑔𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑝 )𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶

𝑛
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Просумувавши останнє спiввiдношення по iндексам h i p, отримуємо:⃒⃒⃒⃒
𝐾

3
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶

𝑛(𝑛− 1)
< 1,

або
|𝐴| < 1

Тому ряд
∑︀∞

𝑝=1𝐴
𝑝 збiгається i

∑︀∞
𝑝=1𝐴

𝑝 = 𝐴
1−𝐴 як сума членiв нескiн-

ченно спадаючої геометричної прогресiї, а спiввiдношення (2.4) набуває
вигляду:

̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗 − 𝐾
3 𝑦

𝑖𝑦𝑗

1− 𝐾
3 𝑔𝛼𝛽𝑦

𝛼𝑦𝛽
(2.5)

Маючи символи Крiстофеля I роду у виглядi (1.3), скористаємось
спiввiдношенням (2.1) i отримаємо:

̃︀Γ𝑖𝑗,𝑝(𝑦) =
𝐾

3

(︀
2𝑔𝑖𝛼𝑔𝑝𝑙 − 𝑔𝑝𝑖𝑔𝑗𝑙

)︀
𝑦𝑙 (2.6)

Оскiльки ̃︀Γℎ
𝑖𝑗(𝑦) = ̃︀𝑔ℎ𝛼̃︀Γ𝑖𝑗,𝛼(𝑦), то ми можемо знайти символи Крiстофеля II

роду для наближення другого порядку для простору постiйної кривини 𝑉𝑛:

̃︀Γℎ
𝑖𝑗(𝑦) =

𝐾

3(1− 𝐴)

(︁
2𝑔𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙 − 𝑔𝑙(𝑖𝛿

ℎ
𝑗)

)︁
𝑦𝑙 − 2𝐾

3

(︀
𝑔𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑔𝑖𝑙1𝑔𝑗𝑙2

)︀
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦ℎ (2.7)

На основi (2.7) компоненти тензора Рiмана простору ̃︀𝑉 2
𝑛 мають вигляд:

̃︀𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑝(𝑦) =

𝐾(4𝐴− 3)

3(𝐴− 1)
(𝑔𝑖𝑝𝛿

ℎ
𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑝 ) +

2𝐾2

9(𝐴− 1)

(︀
𝑔𝑖𝑗𝑔𝑝𝑙1 − 𝑔𝑖𝑝𝑔𝑗𝑙1

)︀
𝑦𝑙1𝑦ℎ+

+
𝐾2(4𝐴− 5)

9(𝐴− 1)2
(︀
𝑔𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑝 − 𝑔𝑝𝑙1𝛿

ℎ
𝑗

)︀
𝑔𝑖𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (2.8)

Просумувавши (2.8) за iндексами h i p, та приймаючи до уваги (1.1) i (2.1),
отримуємо компоненти тензора Рiччi простору ̃︀𝑉 2

𝑛 :

̃︀𝑅𝑖𝑗(𝑦) = 𝜌1̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) + 𝜌2̃︀𝛾𝑖 ̃︀𝛾𝑗 , (2.9)
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де

̃︀𝛾𝑖 = 𝑔𝑖𝑙𝑦
𝑙 , (2.10)

а 𝜌1(𝑦) i 𝜌2(𝑦) - деякi функцiї, залежнi вiд 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛.
Безпосередньою перевiркою переконуємось в тому, що:

1) тензор конформної кривини ̃︀𝐶ℎ
𝑖𝑗𝑝(𝑦) простору ̃︀𝑉 2

𝑛 тотожно дорiвнює
нулю:

̃︀𝐶ℎ
𝑖𝑗𝑝(𝑦) = 0 (2.11)

2)

̃︀𝛾𝑖 ̃︀𝛾𝑗̃︀𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝛼𝛽𝑦
𝛼𝑦𝛽 ̸= 0 (2.12)

Вiдомо ([2],[4],[5],[7]), що умовами (2.11) i (2.12) визначаються субпрое-
ктивнi простори В.Ф. Кагана основного випадку. Таким чином доведене
твердження.

Теорема 2.1 . Наближення другого порядку для рiманового просто-
ру ненульової постiйної кривини є субпроєктивним простором основного
випадку.
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РОЗДIЛ 3

НЕСКIНЧЕННО МАЛI КОНФОРМНI

ПЕРЕТВОРЕННЯ ДРУГОЇ СТЕПЕНI В

РIМАНОВОМУ ПРОСТОРI ДРУГОГО

НАБЛИЖЕННЯ ̃︀𝑉 2
𝑛

С.М. Покась дослiджував аналiтичнi нескiнченно малi конформнi
перетворення в просторi другого наближення ̃︀𝑉 2

𝑛 .
Узагальнений вектор Кiллiнга ̃︀𝜉ℎ(𝑦) був знайдений у виглядi степене-

вого ряду ([1],[4],[6])

̃︀𝜉ℎ(𝑦) = ∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ𝑘· (3.1)

Аналiзував узагальненi рiвняння Кiллiнга

𝜕̃︀𝜉𝛼
𝜕𝑦𝑖
̃︀𝑔𝛼𝑖 + 𝜕̃︀𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
̃︀𝑔𝛼𝑗 + ̃︀𝜉𝛼𝜕̃︀𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑦𝛼
= 𝜓(𝑦)̃︀𝑔𝑖𝑗

𝜓(𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 (3.2)

була доведена Теорема ([1]).
Для того, щоб вектор (3.1) був аналiтичним узагальненим вектором

Кiллiнга у просторi ̃︀𝑉 2
𝑛 необхiдно i достатньо, щоб виконувались спiввiдно-

шення:

𝑎(𝑖𝑗) = 𝑏𝑔𝑖𝑗 (3.3)

𝑎ℎ·
2

= 𝑎 ·𝛼 𝑡ℎ𝛼 +
1

2

(︃
𝑏 ·
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏 ·ℎ 𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2

)︃
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𝑎ℎ·
2𝑝

=
(−1)𝑝+1

2𝑝− 1
𝑎 ·𝛼 𝑡(𝑝)ℎ𝛼 +

1

2𝑝

(︂
𝑏·

2𝑝−1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏·ℎ
2𝑝−2

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

)︂
+

+
(−1)𝑝

4(2𝑝− 1)

𝑝−1∑︁
𝑠=1

2𝑝− 2𝑠− 1

𝑝− 𝑠
𝑏𝛼

2𝑝−2𝑠−2
𝑡
(𝑠)ℎ
𝛼 𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (3.4)

𝑎ℎ·
3

=
1

3

(︂
𝑏
2
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ·
1
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂

𝑎ℎ·
2𝑝+1

=
1

2𝑝

[︃
𝑝+ 1

2𝑝+ 1
𝑏𝛼·

2𝑝−3
𝑡ℎ𝛼 +

𝑝−1∑︁
𝑠=2

(−1)𝑠+1(𝑝− 𝑠)

2𝑝− 2𝑠+ 1
𝑏𝛼

2𝑝−2𝑠+1
×

× 𝑡
(𝑠)ℎ
𝛼

]︃
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 +
1

2𝑝+ 1

(︂
𝑏·
2𝑝
𝑦ℎ − 1

2
𝑏·ℎ
2𝑝−1

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

)︂
(3.5)

(𝑝 = 2,3, . . . )

4𝑘

2𝑘 + 1

(︃
𝑎𝛼·(𝑖
2𝑘−1

𝑡𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼
2𝑘
𝜇𝛼𝑖𝑗

)︃
+

𝑘

𝑘 + 1

(︃
𝑏(𝑖
2𝑘

𝑔𝑗)𝑙𝑦
𝑙 − 𝑏·

2𝑘+1
𝑔𝑖𝑗−

− 𝑏𝑖𝑗
2𝑘−1

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

)︃
𝑏 · 𝑡𝑖𝑗 = 0 (3.6)

(𝑘 = 1,2, . . . )

2𝑚+ 1

𝑚+ 1

(︃
𝑎𝛼·(𝑖
2𝑚

𝑡𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼
2𝑚+1

𝜇𝛼𝑖𝑗

)︃
− 𝑏·

2𝑚
𝑡𝑖𝑗+

+
2𝑚+ 1

2𝑚+ 3

(︃
𝑏(𝑖

2𝑚+1

𝑔𝑗)𝑙𝑦
𝑙 − 𝑏·

2𝑚+2
𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗

2𝑚

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

)︃
= 0 (3.7)

(𝑚 = 0,1,2, . . . )
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Означення ([1]) Нескiнченно малi перетворення

𝑦
′ℎ = 𝑦ℎ + ̃︀𝜉ℎ(𝑦)𝛿𝑡 (3.8)

називаються перетворенням другої степенi, якщо вектор змiщення ̃︀𝜉ℎ(𝑦)
має вигляд

̃︀𝜉ℎ(𝑦) = 𝑎ℎ + 𝑎ℎ·𝑙𝑦
𝑙 + 𝑎ℎ𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (3.9)

Оскiльки у цьому випадку в (3.1)

𝑎ℎ·
𝑘

= 0 (𝑘 ≥ 3), (3.10)

тодi з рiвняння (3.3) i рекурентних спiввiдношень (3.4)-(3.7) слiдує :

𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑔𝑖𝑗, (3.11)

𝑎·ℎ
2

= 𝑎 ·𝛼 𝑡ℎ𝛼 +
1

2

(︂
𝑏
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏 ·ℎ 𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂
, (3.12)

1

3
𝑎·𝛼
2
𝑡ℎ𝛼 +

1

4

(︂
𝑏
3
𝑦ℎ − 1

2
𝑏 ·ℎ 𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂

= 0, (3.13)

[︂
𝑏 ·

2𝑚−1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏 ·ℎ
2𝑚−2

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

]︂
= 0, (3.14)

𝑚 ≥ 3

[︂
𝑏
2𝑘
𝑦ℎ − 1

2
𝑏 ·ℎ
2𝑘−1

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

]︂
= 0, (3.15)

(𝑘 = 1,2, . . . ).
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Згiдно з (3.10) рiвняння (3.6)-(3.7) набувають вигляду :

4

3

[︂
𝑎𝛼
1
·(𝑖𝑡𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼

2
𝜇𝛼𝑖𝑗

]︂
+

1

2

[︂
𝑏
2
(𝑖𝑔𝑗)𝑙𝑦

𝑙 + 𝑏
3
𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗

1

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

]︂
−

− 𝑏 ·
1
𝑡𝑖𝑗 = 0, (3.16)

𝜌

𝜌+ 1

[︃
𝑏(𝑖
2𝜌

𝑔𝑗)𝑙𝑦
𝑙 − 𝑏

2𝜌+1
𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗

2𝜌−1

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

]︃
− 𝑏 ·

2𝜌−1
𝑡𝑖𝑗 = 0 (3.17)

(𝜌 = 2,3, . . . ),

(︂
𝑎𝛼·(𝑖𝑡𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼

1
𝜇𝛼𝑖𝑗

)︂
+

1

3

(︃
𝑏(𝑖
1

𝑔𝑗)𝑙𝑦
𝑙 − 𝑏

2
𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2

)︃
− 𝑏𝑡𝑖𝑗 = 0, (3.18)

2𝑘 + 1

2𝑘 + 3

[︃
𝑏(𝑖

2𝑘+1

𝑔𝑗)𝑙𝑦
𝑙 − 𝑏 ·

2𝑘+2
𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗

2𝑘

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

]︃
− 𝑏

2𝑘
𝑡𝑖𝑗 = 0 (3.19)

(𝑘 = 1,2, . . . ).

Розглянемо рiвняння (3.15). Згорнемо обидвi частини даних рiвнянь з 𝑔ℎ𝑙𝑦𝑙:[︀
𝑏𝑙1...𝑙2𝑘𝑔𝑙2𝑘+1𝑙2𝑘+2

]︀
𝑦𝑙1 · · · · · 𝑦𝑙2𝑘+2 = 0.

Останнє спiввiдношення запишемо у еквiвалентному виглядi

𝑆
𝑙1...𝑙2𝑘+2

[︀
𝑏𝑙1...𝑙2𝑘𝑔𝑙2𝑘+1𝑙2𝑘+2

]︀
= 0. (3.20)

Згортання (3.20) з 𝑔𝑙1𝑙2 · 𝑔𝑙3𝑙4 ·
...
· 𝑔𝑙2𝑘+1𝑙2𝑘+2 дає :
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𝑏𝛼1𝛼2...𝛼2𝑘−1𝛼2𝑘
𝑔𝛼1𝛼2 ·

...
· 𝑔𝛼2𝑘−1𝛼2𝑘 = 0 (3.21)

Згорнемо тепер (3.20) з 𝑔𝑙3𝑙4 · 𝑔𝑙5𝑙6 ·
...
· 𝑔𝑙2𝑘+1𝑙2𝑘+2 i вiзьмемо до уваги (3.21):

𝑏𝑙1𝑙2𝛼1𝛼2𝛼3𝛼4...𝛼2𝑘−3𝛼2𝑘−2
𝑔𝛼1𝛼2 · 𝑔𝛼3𝛼4 ·

...
· 𝑔𝛼2𝑘−3𝛼2𝑘−2 = 0 (3.22)

При згортаннi (3.20) з 𝑔𝑙5𝑙6 · 𝑔𝑙7𝑙8 ·
...
· 𝑔𝑙2𝑘+1𝑙2𝑘+2 при умовi (3.22), отримуємо

𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑙4𝛼1𝛼2...𝛼2𝑘−5𝛼2𝑘−4
𝑔𝛼1𝛼2 ·

...
· 𝑔𝛼2𝑘−5𝛼2𝑘−4 = 0 (3.23)

Продовжуючи цi дiї, на (k-1)-му кроцi ми маємо

𝑏𝑙1𝑙2...𝑙2𝑘−2𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽 = 0. (3.24)

I наостанок, згорнувши (3.20) з 𝑔𝑙2𝑘+1𝑙2𝑘+2 згiдно з (3.24), переконуємось в
тому, що

𝑏𝑙1...𝑙2𝑘 = 0, (3.25)

(𝑘 = 1,2, . . . )

Аналогiчно з (3.14) слiдує

𝑏𝑙1...𝑙2𝑚−1
= 0, (3.26)

(𝑚 = 3,4, . . . )

Оскiльки мають мiсце рiвняння (3.25), то всi рiвняння системи (3.19)
виконуються тотожно. Помiтим, що згiдно з (3.26) iз сукупностi рiвнянь
(3.17) залишається тiльки одне - при 𝜌 = 2 :
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𝑆
𝑙1...𝑙5

[︀
𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑅𝑖𝑙4𝑙5𝑗

]︀
= 0, (3.27)

а iншi виконуються тотожно. З (3.18) на основi (3.25) маємо :

𝑎𝛼·(𝑖𝑅𝑗)(𝑙1𝑙2)𝛼 + 𝑎𝛼·(𝑙1𝑅𝑙2)(𝑖𝑗)𝛼 = 𝑏𝑅𝑖(𝑙1𝑙2)𝑗 .

Iз згортання останнього рiвняння з 𝑔𝑙1𝑙2 отримуємо:

𝑎𝛼·(𝑖𝑅𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼𝛽𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)·

𝛽 = 𝑏𝑅𝑖𝑗 .

Але iз (3.11) витiкає, що

𝑎𝛼𝛽𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)·

𝛽 = 𝑏𝑅𝑖𝑗 ,

тому,

𝑎𝛼·(𝑖𝑅𝑗)𝛼 = 0 . (3.28)

Згорнувши (3.28) з 𝑔𝑖𝑗, використавши (3.11) i тим, що 𝑅 ̸= 0, отримуємо

𝑏 = 0. (3.29)

Беручи до уваги вiдповiднiсть (3.25), (3.26) та (3.29), бачимо, що функцiя

𝜓(𝑦) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 = 𝑏+ 𝑏𝑙𝑦
𝑙 + 𝑏𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + . . .

має вигляд:

𝜓(𝑦) = 𝑏𝑙𝑦
𝑙 + 𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3. (3.30)

Вiдомо, що ([1],[2],[6]), що розв’язки узагальнених рiвнянь Кiллiнга
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при 𝜓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 визначає вектор змiщення нескiнченно малих гомотетичних
перетворень у рiмановому просторi. Формула (3.30) свiдчить про справе-
дливiсть теореми ([1]).

Теорема 3.1. Вектор змiщення нескiнченно малих гомотетичних пере-
творень другої степенi у просторi ̃︀𝑉 2

𝑛 , асоцiйованому з рiмановим простором
𝑉𝑛 в околi його точки 𝑀0, скалярна кривина 𝑅 якого у цiй точцi вiдмiнна
вiд нуля, по необхiдностi є вектором Кiллiнга.

Рiвняння (3.18) у вiдповiдностi з (3.25) i (3.29) приймають вигляд:

𝑎𝛼·(𝑖𝑅𝑗)(𝑙1𝑙2)𝛼 + 𝑎𝛼·(𝑙1𝑅𝑙2)(𝑖𝑗)𝛼 = 0 . (3.31)

Далi з рiвняння (3.13) маємо

[︂
1

9

(︁
2𝑎𝛼·𝑗𝑙1𝑅𝛼𝑙2𝑙3𝑖 + 𝑎𝛼·𝑙1𝑙2𝑅𝛼(𝑗𝑙3)𝑖

)︁
−1

4

(︁
3𝑏𝑗𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑙3 + 𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑗−

− 𝑏𝑖𝑙1𝑙2𝑔𝑗𝑙3

)︁]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0

Просиметрувавши останню вiдповiднiсть по iндексам 𝑖 i 𝑗 на пiдставi (3.16)
отримуємо

{︂
𝑎𝛼·𝑗𝑙1𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑙3 −

1

2
𝑏𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝑙3𝑗 +

3

4

[︁
3(𝑏·𝑙1𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙3 − 𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑔𝑙2𝑙3)+

+ 𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗

]︁}︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0. (3.32)

Рiвняння (3.32) згорнемо з 𝑦𝑖 i результат пiдставимо у (3.13) :(︂
1

3
𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝛿

ℎ
𝑙4
+

1

2
𝑏ℎ·𝑙1𝑙2𝑔𝑙3𝑙4

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 = 0.

З останнiх рiвнянь, подiбно до того, як отриманi (3.25), витiкає

𝑏𝑙1𝑙2𝑙3 = 0. (3.33)
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На основi (3.33) рiвняння (3.27), а, отже, i всi рiвняння системи (3.17),
виконуються тотожно.

Пiдставляючи (3.33) в (3.32) i (3.13), будемо мати вiдповiдно

(︂
𝑎𝛼·𝑙1𝑙2𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑙3 −

1

2
𝑏𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝑙3𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0, (3.34)

(︀
𝑎𝛼·𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
·𝑙3𝑙4𝛼

)︀
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 = 0. (3.35)

Легко бачити, що рiвняння (3.35) (тодi i рiвняння (3.13)) виконуються
внаслiдок (3.34).

Продиференцiюємо (3.35) по 𝑦𝑖, опустимо iндекс ℎ за допомогою 𝑔ℎ𝑖,
результат просиметруємо по iндексам 𝑖 i 𝑗 та врахуємо (3.34):(︂

𝑎𝛼·𝑙1(𝑖𝑅𝑗)𝑙2𝑙3𝛼 − 1

4
𝑏𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝑙3𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0. (3.36)

Тодi очевидно, що рiвняння (3.16) є не щось iнше, як сума рiвнянь (3.34) i
(3.36) при умовi (3.33), тобто виконуються в силу (3.33) i (3.34) .

Пiдстановка спiввiдношення (3.3) в рiвняння (3.34), а (3.33) - в (3.30)
дає вiдповiдно:

𝐶
𝑙1𝑙2𝑙3

[︂
𝑎𝛼· 𝑅𝛼(𝑙1𝑙2)𝛽𝑅

𝛽
·(𝑖𝑗)𝑙3 −

3

2

(︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 − 𝑏𝑙1𝑅𝑖(𝑙2𝑙3)𝑗

)︁]︂
= 0, (3.37)

𝜓(𝑦) = 𝑏𝑙𝑦
𝑙. (3.38)

В результатi проведених мiркувань приходимо до теореми ([1]).
Теорема 3.2. Наближення другого порядку ̃︀𝑉 2

𝑛 допускає узагальнений
конформний вектор Кiллiнга другої степенi у виглядi

̃︀𝜉ℎ(𝑦) = 𝑎ℎ ·+𝑎ℎ𝑙 𝑦
𝑙 + 𝑎ℎ𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 ,
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тодi i тiльки тодi коли виконуються наступнi умови :

𝑎ℎ
2
= 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

1

2

(︂
𝑏
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂

(3.39)

𝜓(𝑦) = 𝑏𝑙𝑦
𝑙 𝑏𝑙 ̸= 0 , (3.40)

а коефiцiєнти 𝑎ℎ𝑖 задовiльняють рiвнянням :

𝑎(𝑖𝑗) = 0 (3.41)

𝑎𝛼 ·(𝑖 𝑅𝑗)(𝑙1𝑙2)𝛼 + 𝑎𝛼 ·(𝑙1 𝑅𝑙2)(𝑖𝑗)𝛼 = 0 (3.42)

𝐶
𝑙1𝑙2𝑙3

[︂
𝑎𝛼𝑅𝛼(𝑙1𝑙2)𝑗𝑅

𝛽 ·(𝑖𝑗)𝑙3 −
3

2

(︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 − 𝑏𝑙1𝑅𝑖(𝑙2𝑙3)𝑗

)︁]︂
= 0 (3.43)
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РОЗДIЛ 4

НЕСКIНЧЕННО МАЛI КОНФОРМНI

ПЕРЕТВОРЕННЯ В НАБЛИЖЕНОМУ ̃︀𝑉 2
𝑛 ДЛЯ

ПРОСТОРУ 𝑉𝑛 ПОСТIЙНОЇ КРИВИНИ

Розглянемо випадок коли в Теоремi 3.2 вихiдний простiр 𝑉𝑛 - простiр
ненульової постiйної кривини, тодi

̃︀𝜉ℎ(𝑦) = 𝑎ℎ ·+𝑎ℎ𝑙 𝑦
𝑙 + 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

1

2

(︂
𝑏
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂

(4.1)

𝜓(𝑦) = 𝑏𝑙𝑦
𝑙 , (4.2)

а коефiцiєнти 𝑎ℎ𝑙 ,𝑏𝑙 - задовiльняють рiвнянням (3.41-3.45). Тодi конформний
вектор Кiллiнга простору ̃︀𝑉 2

𝑛 має наступний вигляд:

𝑅ℎ
·𝑖𝑗𝑝 = 𝐾(𝑔𝑖𝑝𝛿

ℎ
𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑝 ) (4.3)

𝑅𝛼(𝑙1𝑙2)𝛽 = 𝐾
(︀
𝑔𝛼𝑙2𝑔𝛽𝑙1 + 𝑔𝛼𝑙1𝑔𝛽𝑙2 − 2𝑔𝛼𝛽𝑔𝑙1𝑙2

)︀
,

то

𝑅𝛼(𝑙1𝑙2)𝛽𝑅
𝛽
·(𝑖𝑗)𝑙3 = 𝐾2

[︁
𝑔𝛼𝑙1𝑔𝛽𝑙2 + 𝑔𝛼𝑙2𝑔𝛽𝑙1 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝛼𝛽

]︁(︁
𝑔𝑖𝑙3𝛿

𝛽
𝑗 + 𝑔𝑗𝑙3𝛿

𝛽
𝑖 −

− 2𝑔𝑖𝑗𝛿
𝛽
𝑙3

)︁
= 𝐾2

[︁
𝑔𝛼𝑙1𝑔𝑖𝑙3𝑔𝑗𝑙2 + 𝑔𝛼𝑙1𝑔𝑗𝑙3𝑔𝑖𝑙2 − 2𝑔𝛼𝑙1𝑔𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 + 𝑔𝛼𝑙2𝑔𝑖𝑙3𝑔𝑗𝑙1

+ 𝑔𝛼𝑙2𝑔𝑖𝑙1𝑔𝑗𝑙3 − 2𝑔𝛼𝑙2𝑔𝑙1𝑙3𝑔𝑖𝑗 − 2𝑔𝑙1𝑙2

(︁
𝑔𝛼𝑖𝑔𝑗𝑙3 + 𝑔𝛼𝑗𝑔𝑖𝑙3 − 2𝑔𝛼𝑙3𝑔𝑖𝑗

)︁]︁
𝑎𝛼 𝐶

𝑙1𝑙2𝑙3

(︁
𝑅𝛼(𝑙1𝑙2)𝛽𝑅

𝛽 ·(𝑖𝑗)𝑙3
)︁
= 𝐾2

{︁
𝑎𝑙1(𝑔𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙3 + 𝑔𝑖𝑙3𝑔𝑗𝑙2 − 2𝑔𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗)+

+𝑎𝑙2(𝑔𝑖𝑙3𝑔𝑗𝑙1 + 𝑔𝑗𝑙3𝑔𝑖𝑙1 − 2𝑔𝑙3𝑙1𝑔𝑖𝑗) + 𝑎𝑙3(𝑔𝑖𝑙1𝑔𝑗𝑙2 + 𝑔𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗)
}︁

(*)
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𝐶
𝑙1𝑙2𝑙3

- операцiя циклювання за iндексами 𝑙1𝑙2𝑙3

𝑏𝛼𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙1𝑔𝑙1𝑙3 − 𝑏𝑙1𝑅𝑖(𝑙2𝑙3)𝑗 =

= 𝐾

[︂
𝑏𝛼(𝑔𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 + 𝑔𝑗𝑙1𝛿

𝛼
𝑖 − 2𝑔𝑖𝑗𝛿

𝛼
𝑙1
)𝑔𝑙2𝑙3 − 𝑏𝑙1(𝑔𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙3 + 𝑔𝑗𝑙2𝑔𝑖𝑙3 − 2𝑔𝑖𝑗𝑔𝑙2𝑙3)

]︂
=

= 𝐾

[︂
(𝑏𝑖𝑔𝑗𝑙1 + 𝑏𝑗𝑔𝑖𝑙1 − 2𝑏𝑙1𝑔𝑖𝑗)𝑔𝑙2𝑙3 − 𝑏𝑙1(𝑔𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙3 + 𝑔𝑗𝑙2𝑔𝑖𝑙3 − 2𝑔𝑖𝑗𝑔𝑙2𝑙3)

]︂
=

= 𝐾

[︂
(𝑏𝑖𝑔𝑗𝑙1 + 𝑏𝑗𝑔𝑖𝑙1)𝑔𝑙1𝑙3 − 𝑏𝑙1(𝑔𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙3 + 𝑔𝑗𝑙2𝑔𝑖𝑙3)

]︂

𝐶
𝑙1𝑙2𝑙3

(︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 − 𝑏𝑙1𝑅𝑙2(𝑖𝑗)𝑙3

)︁
= 𝐾

[︁
(𝑏𝑖𝑔𝑗𝑙1 + 𝑏𝑗𝑔𝑖𝑙1)𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙2𝑔𝑙3𝑙1+

+𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑏𝑙1𝑔𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙3 − 𝑏𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝑔𝑗)𝑙1 − 𝑏𝑙3𝑔𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2

]︁
(**)

Рiвняння (3.43) приймає вигляд :

2𝐾2
[︁
𝑎𝑙1(𝑔𝑖(𝑙2𝑔𝑙3)𝑗 − 2𝑔𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗) + 𝑎𝑙2

(︁
𝑔𝑖(𝑙3𝑔𝑙1)𝑗 − 2𝑔𝑙3𝑙1𝑔𝑖𝑗

)︁
+𝑎𝑙3

(︁
𝑔𝑖(𝑙1𝑔𝑙2)𝑗−

− 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗

)︁]︁
−3𝐾

[︁
𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙2𝑔𝑙3𝑙1 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑏𝑙1𝑔𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙3−

− 𝑏𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝑔𝑗)𝑙1 − 𝑏𝑙3𝑔𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2

]︁
= 0 : 𝐾 ̸= 0

2𝐾
[︁
𝑎𝑙1(𝑔𝑖(𝑙2𝑔𝑙3)𝑗 − 2𝑔𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗) + 𝑎𝑙2

(︁
𝑔𝑖(𝑙3𝑔𝑙1)𝑗 − 2𝑔𝑙3𝑙1𝑔𝑖𝑗

)︁
+𝑎𝑙3

(︁
𝑔𝑖(𝑙1𝑔𝑙2)𝑗−

− 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗

)︁]︁
−3
[︁
𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙2𝑔𝑙3𝑙1 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑏𝑙1𝑔𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙3−

− 𝑏𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝑔𝑗)𝑙1 − 𝑏𝑙3𝑔𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2

]︁
= 0 (4.4)

(𝑔𝑖𝑙2𝑔𝑙3𝑗 + 𝑔𝑗𝑙2𝑔𝑙3𝑖)𝑔
𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑙2𝑔

𝑖𝑗𝑔𝑙3𝑗 + 𝑔𝑗𝑙2𝑔
𝑖𝑗𝑔𝑙3𝑖
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2𝐾
[︁
2(1− 𝑛)(𝑎𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑎𝑙2𝑔𝑙3𝑙1 + 𝑎𝑙3𝑔𝑙1𝑙2)

]︁
−3
[︁
2(𝑏𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑏𝑙2𝑔𝑙3𝑙1+

+ 𝑏𝑙3𝑔𝑙1𝑙2)− 2(𝑏𝑙1𝑔𝑙1𝑙3 + 𝑏𝑙2𝑔𝑙3𝑙1 + 𝑏𝑙3𝑔𝑙1𝑙2)
]︁
= 0 ⇒

⇒ 𝑎𝑙1𝑔𝑙1𝑙3 + 𝑎𝑙2𝑔𝑙3𝑙1 + 𝑎𝑙3𝑔𝑙1𝑙2 = 0 ⇒| 𝑔𝑙1𝑙2 ⇒ (𝑛+ 2)𝑎𝑙3 = 0

𝑎𝑖 = 0

Рiвняння приймає вигляд :

𝐶
𝑙1𝑙2𝑙3

[︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 − 𝑏𝑙1𝑅𝑖(𝑙2𝑙3)𝑗

]︁
= 0, або на пiдставi формули (**)

𝐾
[︁
𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙2𝑔𝑙3𝑙1 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑏𝑙1𝑔𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙3 − 𝑏𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝑔𝑗)𝑙1−

− 𝑏𝑙3𝑔𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2

]︁
= 0 (4.5)

𝑏𝑖𝑔𝑗𝑙1𝑔
𝑙1𝑙2𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑏𝑗𝑔𝑖𝑙1𝑔

𝑙1𝑙2𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3 + 𝑛𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3 − 𝑏𝑙1𝑔
𝑙1𝑙2𝑔𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙3−

− 2𝑏𝑙3𝑔𝑖𝑗 = 0

Таким чином

𝑛𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3 − 2𝑏𝑙3𝑔𝑖𝑗 = 0 (4.6)

𝑛𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙3 − 2𝑏𝑙3𝑔𝑖𝑗 = 0 | 𝑔𝑗𝑘 (4.7)

𝑛(𝑛+ 1)𝑏𝑖 − 2𝑏𝑖 = 0 ⇒ (𝑛2 + 𝑛− 2)𝑏𝑖 = 0 ⇒

⇒ 𝑏𝑖 = 0
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Теорема 4.1. Простiр другого наближення ̃︀𝑉 2
𝑛 для простору ненульової

постiйної кривини не допускає нескiнченно малих конформних перетворень
другої степенi.
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ВИСНОВОК

Дана робота фокусується на розкладаннi метричного тензора в степе-
невий ряд Тейлора та побудовi рiманового простору другого наближення̃︀𝑉 2
𝑛 . Особлива увага придiляється рiмановому простору ненульової постiйної

кривини.
Спочатку розглядається знаходження матрицi метричного тензора

наближення другого порядку для рiманового простору. Це означає розклада-
ння метричного тензора у степеневий ряд, в якому беруться до уваги члени
не вище другого порядку вiдносно координат цього простору. Такий розклад
дозволяє отримати бiльш точний опис геометрiї рiманового простору 𝑉𝑛.

Нескiнченно малi конформнi перетвореня в рiмановому просторi дру-
гого наближення ̃︀𝑉 2

𝑛 , є малими змiнами, якi зберiгають форму кривих та
геометричнi властивостi простору. Розглядається їхнє застосування в ̃︀𝑉 2

𝑛 , що
дозволяє отримати додаткову iнформацiю про геометрiю простору другого
наближення.

Дослiдження нескiнченно малих конформних перетворень в рiманово-
му просторi другого наближення ̃︀𝑉 2

𝑛 є важливою частиною даної роботи. Цi
перетворення дозволяють вивчати i моделювати рiзноманiтнi геометричнi
системи з врахуванням вищих порядкiв кривини. Аналiз нескiнченно малих
конформних перетворень надає додатковий iнструментарiй для розумiння
геометрiї та властивостей рiманових просторiв другого наближення.

В роботi доведено,що наближення простору другого порядку ̃︀𝑉 2
𝑛 не-

нульової постiйної кривини не допускає нескiнченно малих конформних
перетворень другої степенi.
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