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РОЗДIЛ 1

ВСТУП

Актуальнiсть розробки в диференцiальнiй геометрiї iнварiантних щодо
вибору системи координат наближених методiв пояснюється наступними
мiркуваннями.

Основнi геометричнi об’єкти диференцiальної геометрiї виникають в
результатi розгляду рiзних геометричних образiв в диференцiальної околi
першого, другого або бiльш високого порядку, а стало бути наближено, з
деякою, що не пiддається бiльш-менш суворої оцiнцi, точнiстю. Однак при
вивченнi геометричних об’єктiв зазначений принцип, як правило, вiддає-
ться забуттю, що є неприродним з теоретичної точки зору i перешкоджає
використанню досягнень сучасної диференцiальної геометрiї в додатках.

Iдея вивчення геометричних об’єктiв в околi довiльної точки з то-
чнiстю того чи iншого порядку досить часто застосовувалася в геометрiї i
приводила до бiльш глибокому вивченню цих об’єктiв. Так, наприклад, в
теорiї кривих у диференцiальнiй околi 1-го порядку виникає iнварiантний
вектор дотичної. Це дозволяє ввести поняття довжини дуги кривої i вибрати
її в якостi параметра кривої. У диференцiальноїi околi 2-го порядку буду-
ється вектор головної нормалi i кривина кривої. I, нарештi, при розглядi
диференцiального окола 3-го порядку отримуємо скрут кривої.

Використання наближених методiв у рiмановiй геометрiї пов’язано
з формулою Тейлора. Вперше цю формулу для метричного тензора симе-
тричного рiманова простору, вiднесеного до нормальної системи координат,
застосував П. А. Широков. Вiдзначимо, що наближенi методи застосову-
ються в рiзних роздiлах математики: в теорiї диференцiальних рiвнянь,
в крайових задачах i рiвняннях математичної фiзики, в деяких областях
теоретичної фiзики: прикладної астрономiї i атмосферної оптики.
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РОЗДIЛ 2

РIМАНОВИЙ ПРОСТIР ДРУГОГО НАБЛИЖЕНИЯ

Розгляд рiманового простору

1. Розглянемо рiмановий простiр 𝑉𝑛, який вiднесен до рiма-

новой системи координат з початком у точцi 𝑀0, та розкладемо

його метричний тензор 𝑔𝑖𝑗 у ряд Тейлора в околi даної точки

𝑔𝑖𝑗(𝑀0) = 𝑔𝑖𝑗 +
𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

(𝑀0)𝑥
𝑘 +

1

2

𝜕2𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

(𝑀0)𝑥
𝑘𝑥𝑙 + ... (2.1)

Скористаємося умовами, яким повиннi задовольняти об’єкти

зв’язностi Γℎ
𝑖𝑗(𝑥0) в данiй системi координат ([4])

Γℎ
𝑖𝑗(𝑀0) = 0,

Γℎ
(𝑖𝑗𝑘)(𝑀0) = 0,

Γℎ
(𝑖𝑗𝑘𝑙)(𝑀0) = 0,

. . .

(2.2)

де

Γℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
,Γℎ

𝑖𝑗𝑘𝑙 =
𝜕2Γℎ

𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
, . . .
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а круглi дужки означають операцiю циклування за iндексами,

якi стоять в дужках.

З Γℎ
𝑖𝑗(𝑀0) = 0 випливає, що Γ𝑖𝑗,𝑘(𝑀0) = 0, а тому

(Γ𝑖𝑗,𝑘 + Γ𝑘𝑗,𝑖)(𝑀0) = 0

Але

Γ𝑖𝑗,𝑘 + Γ𝑘𝑗,𝑖 =
𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗

Тому
𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗

(𝑀0) = 0 (2.3)

Розглянемо розклад метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 у ряд Тейлора

в околi точки 𝑀0. На пiдставi (2.3) другий доданок дорiвнює

нулю.

Розглянемо очевидну рiвнiсть

𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

(𝑥) = Γ𝑖𝑘,𝑗(𝑥) + Γ𝑘𝑗,𝑖(𝑥)

Продиференцюємо її за 𝑥𝑙:

𝜕2𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

(𝑥) =
𝜕Γ𝑖𝑘,𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑙
+

𝜕Γ𝑘𝑗,𝑖(𝑥)

𝜕𝑥𝑙
(2.4)

Знайдемо вираз частинних похiдних символiв Кристофеля I

роду через об’єкти тензорного характера
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𝜕Γ𝑖𝑘,𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑙
=

𝜕

𝜕𝑥𝑙

(︂
𝑔𝛼𝑗Γ

𝛼
𝑖𝑘

)︂
(𝑥) =

𝜕𝑔𝛼𝑗
𝜕𝑥𝑙

(𝑥)Γ𝛼
𝑖𝑘(𝑥) +

𝜕Γ𝛼
𝑖𝑘(𝑥)

𝜕𝑥𝑙
𝑔𝛼𝑗(𝑥)

Другий доданок дорiвнює нулю у точцi 𝑀0, тому

𝜕Γ𝑖𝑘,𝑗(𝑀0)

𝜕𝑥𝑙
=

(︂
𝜕Γ𝛼

𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑙
𝑔𝛼𝑗

)︂
(𝑀0)

Аналогiчно отримуємо, що

𝜕Γ𝑗𝑘,𝑖(𝑀0)

𝜕𝑥𝑙
=

(︂
𝜕Γ𝛼

𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑙
𝑔𝛼𝑖

)︂
(𝑀0)

Роблячи пiдстановку двох останнiх рiвностей у (2.4), маємо:

𝜕2𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

(𝑀0) =

(︂
𝑔𝛼𝑗

𝜕Γ𝛼
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑙
+ 𝑔𝛼𝑖

𝜕Γ𝛼
𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑙

)︂
(𝑀0) (2.5)

Тепер розглянемо тензор Рiмана:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘(𝑥) =

𝜕Γℎ
𝑖𝑘(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕Γℎ
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑘
+ Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗(𝑥)− Γ𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘(𝑥).

Так як за умовою (2.2) , останнi два доданка у точцi 𝑀0
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дорiвнюють нулю, то отримуємо:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘(𝑀0) =

(︂
𝜕Γℎ

𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘

)︂
(𝑀0)

Просиметруємо останiй вираз за iндексами 𝑖 и 𝑗

𝑅ℎ
(𝑖𝑗)𝑘(𝑀0) =

(︂
𝜕Γℎ

𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕Γℎ
𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑖
−

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
−

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘

)︂
(𝑀0) =

=

(︂
𝜕Γℎ

𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕Γℎ
𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑖
− 2

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘

)︂
(𝑀0)

Так як

Γℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘

Γℎ
(𝑖𝑗𝑘) =

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕Γℎ
𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕Γℎ
𝑘𝑖

𝜕𝑥𝑗
,

та на основi визначення рiманової системи координат

Γℎ
(𝑖𝑗𝑘)(𝑀0) =

(︂
𝜕Γℎ

𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕Γℎ
𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕Γℎ
𝑘𝑖

𝜕𝑥𝑗

)︂
(𝑀0) = 0,

Ми можемо отримати:(︂
𝜕Γℎ

𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕Γℎ
𝑘𝑖

𝜕𝑥𝑗

)︂
(𝑀0) = −

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑀0).

Таким чином

𝑅ℎ
(𝑖𝑗)𝑘(𝑀0) = −3

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑀0),
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З цього слiдує

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑀0) = −1

3
𝑅ℎ

(𝑖𝑗)𝑘(𝑀0)

Зробимо пiдстановку останнього виразу до (2.5), отримуємо

𝜕2𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

(𝑀0) = −1

3

(︂
𝑔𝛼𝑗𝑅

𝛼
(𝑖𝑘)𝑙 + 𝑔𝛼𝑖𝑅

𝛼
(𝑗𝑘)𝑙

)︂
(𝑀0)

Або
𝜕2𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

(𝑀0) = −1

3

(︂
𝑅𝑗(𝑖𝑘)𝑙 + (𝑅𝑖(𝑗𝑘)𝑙

)︂
(𝑀0)

Остаточно
𝜕2𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

(𝑀0) =
1

3
𝑅𝑘(𝑖𝑗)𝑙(𝑀0) (2.6)

Тодi наш розклад (2.1) компонент метричного тензора у ряд

Тейлора має наступний вигляд:

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅𝑘𝑖𝑗𝑙

0

𝑥𝑘𝑥𝑙 . . . (2.7)

Деякi властивостi простору

Розглянемо рiмановий простiр 𝑉𝑛, вiднесений до довiльної

системи координат {𝑥ℎ}.В околi будь-якої її довiльно-фiксованої

точки 𝑀0(𝑥
ℎ
0) побудуємо простiр 2-го порядку 𝑉 2

𝑛 , визначивши

його метричний тензор 𝑔𝑖𝑗(𝑦) наступним чином ([4]):

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅
0
𝑖𝑙1𝑙2𝑗𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (2.8)
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де 𝑔𝑖𝑗
0

= 𝑔𝑖𝑗(𝑀0), 𝑅
0
𝑖𝑙1𝑙2𝑗 = 𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗(𝑀0).

Порiвнюючи (2.1) з (2.7) бачимо, що простiр 𝑉 2
𝑛 реалiзує

наближення другого порядку для 𝑉 2
𝑛 в околi точки 𝑀0 i тому

вiдображає його геометричнi властивостi з певним ступенем

точностi. Вiдзначимо деякi властивостi простору 𝑉 2
𝑛 . ([5])

Теорема 1.1 Якщо простiр 𝑉𝑛 пiддається iзометричному

перетворенню, то наближення 𝑉 2
𝑛 також пiддається лише

iзометричному перетворенню.

Доведення. Дiйсно, з (2.8) та 𝑑𝑠2 = 𝑔𝛼𝛽(𝑥
𝛾)𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽 можна

побачити, що

𝑑𝑠
2
=

[︂
𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦

𝛼𝑦𝛽
]︂
𝑑𝑦𝑖𝑑𝑦𝑗 (2.9)

У просторi 𝑉𝑛 вiд координат {𝑥ℎ} перейдемо до нових координат

{𝑥′ℎ}. Вiдомо, що при цьому

𝑑𝑠
2′ =

[︂
𝑔′𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅′𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦𝛼′𝑦𝛽′

]︂
𝑑𝑦𝑖′𝑑𝑦𝑗′ (2.10)

𝑔′𝑖𝑗(𝑥′) = 𝑔𝑚𝑛
𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑥′𝑗
, (2.11)

де

𝑅′𝑖𝛼𝛽𝑗 = 𝑅𝜈𝛿𝜆𝜇
𝜕𝑥𝜈

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥𝛿

𝜕𝑥′𝛼
𝜕𝑥𝜆

𝜕𝑥′𝛽
𝜕𝑥𝜇

𝜕𝑥′𝑗
Введемо наступнi позначення

𝑦ℎ =
𝜕𝑥ℎ

𝜕𝑥′𝛼

⃒⃒⃒⃒
0

𝑦′𝛼,
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Тодi

𝑑𝑦ℎ =
𝜕𝑥ℎ

𝜕𝑥′𝛼

⃒⃒⃒⃒
0

𝑑𝑦′𝛼,

Пiдставимо значення (2.11), у праву частину (2.10) та ви-

користовуючи данну замiну отримаємо наступне:

𝑑𝑠
2′ =

[︁
𝑔𝑚𝑛

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑥′𝑗 +
1
3𝑅𝜈𝛿𝜆𝜇

𝜕𝑥𝜈

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥𝛿

𝜕𝑥′𝛼
𝜕𝑥𝜆

𝜕𝑥′𝛽
𝜕𝑥𝜇

𝜕𝑥′𝑗𝑦′
′𝛽

]︁
𝑑𝑦′𝑖𝑑𝑦′𝑗 =

= 𝑔𝑚𝑛
𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑥′𝑗𝑑𝑦′
𝑖𝑑𝑦′𝑗 + 1

3𝑅𝜈𝛿𝜆𝜇
𝜕𝑥𝜈

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥𝜇

𝜕𝑥′𝑗𝑦
𝛿𝑦𝜆𝑑𝑦′𝑖𝑑𝑦′𝑗 =

= 𝑔𝑚𝑛𝑑𝑦
𝑚𝑑𝑦𝑛 + 1

3𝑅𝜈𝛿𝜆𝜇𝑦
𝛿𝑦𝜆𝑑𝑦𝜈𝑑𝑦𝜇

Переобозначив iндекси 𝑚 и 𝑛 на 𝜈 и 𝜇 вiдповiдно, у першому

доданку, маємо, що:

𝑑𝑠
2′ = 𝑔𝜈𝜇𝑑𝑦

𝜈𝑑𝑦𝜇+
1

3
𝑅𝜈𝛿𝜆𝜇𝑦

𝛿𝑦𝜆𝑑𝑦′𝜈𝑑𝑦′𝜇 =

(︂
𝑔𝜈𝜇+

1

3
𝑅𝜈𝛿𝜆𝜇𝑦

𝛿𝑦𝜆
)︂
𝑑𝑦𝜈𝑑𝑦𝜇

Звiдси ми маємо

𝑑𝑠
2′ = 𝑑𝑠

2

Таким чином, ми переконалися, що простiр 𝑉𝑛
2

iнварiантно

зв’язано з початковим простором 𝑉𝑛 вiдносно вибора системи

координат у 𝑉𝑛.

Теорема 1.2 Система координат 𝑦ℎ у просторi 𝑉𝑛
2

є рi-

мановою з початком у точцi 𝑦ℎ = 0(ℎ = 1,2...,𝑛).

Доведення Дiйсно, за визначенням символiв Кристофеля

I роду

Γ̃𝑖𝑗,𝑘 =
1

2

(︂ ˜𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑦𝑗

+
˜𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑦𝑖

−
˜𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑦𝑘

)︂
(2.12)
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З (2.8) слiдує, що
˜𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑦𝑗

=
1

3
𝑅𝑗(𝑖𝑘)𝑙

0

𝑦𝑙

Роблячи пiдстановку в отримане спiввiдношення (2.9), отримує-

мо:

Γ̃𝑖𝑗,𝑘 = −1

9
𝑅𝑘(𝑖𝑗)𝑙

0

𝑦𝑙,

тому Γ̃𝑖𝑗,𝑘(0) = 0 и ˜Γ𝛼𝛽,𝑘(𝑦)𝑦
𝛼𝑦𝛽 = 0 одночасно. Але цими умова-

ми характеризується рiманова система координат ([10]), що й

завершує доведення теореми.

2. Розглянемо простiр 𝑉 2
𝑛 . Для дослiдження властивостей

простора 𝑉 2
𝑛 нам знадобляться елементи зворотньої матрицi для

‖𝑔𝑖𝑗(𝑦)‖. Їх будемo шукати у виглядi аналiтичних функцiй вiд 𝑛

дiйсних змiнних 𝑦1,𝑦2, . . . ,𝑦𝑛:

𝑔𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑦
𝑙1 + 𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + . . . , (2.13)

де 𝑎𝑖𝑗,𝑎𝑖𝑗𝑙1 ,𝑎
𝑖𝑗
𝑙1𝑙2

, . . . доки невiдомi константи, симетричнi за

будь-якої пари нижнiх iндексiв.

Знайдемо цi коефiцiенти, з умови

𝑔𝑖𝛼𝑔
𝛼𝑗 = 𝛿𝑗𝑖 .

Тодi(︂
𝑔𝑖𝛼
0
+

1

3
𝑅𝑖𝑚1𝑚2𝛼𝑦

𝑚1𝑦𝑚2

)︂(︂
𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑦

𝑙1 + 𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .

)︂
= 𝛿𝑗𝑖

(2.14)
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З (2.14) отримуємо послiдовнiсть спiввiдношень:(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

= 𝛿𝑗𝑖 (2.15)

(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 = 0 (2.16)(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1𝑙2

+
1

3
𝑎𝛼𝑗𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 = 0 (2.17)(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1𝑙2𝑙3

+
1

3
𝑎𝛼𝑗𝑙3 𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0 (2.18)(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1𝑙2𝑙3𝑙4

+
1

3
𝑎𝛼𝑗𝑙3𝑙4𝑅𝑖𝑙3𝑙2𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 = 0 (2.19)

. . .(︂
𝑔𝑖𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙1...𝑙2𝑝−1

+
1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙3...𝑙2𝑝−1

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦
𝑙2𝑝−1 = 0 (2.20)(︂

𝑔𝑖𝛼𝑎
𝛼𝑗
𝑙1...𝑙2𝑝

+
1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝛼𝑎

𝛼𝑗
𝑙3...𝑙2𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙2𝑝 = 0 (2.21)

де 𝑝 = 1,2, . . .

З (2.15) ми маємо, що

𝑎𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗
0

(2.22)

Роблячи пiдстановку з (2.22) до (2.16), ми отримуємо

𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑦
𝑙1 = 0 (2.23)

Аналогiчно з (2.18) та iншими за iндукцiєю слiдує, що
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доданки з непарними степенями дорiвнюють нулю

𝑎𝑖𝑗𝑙1...𝑙2𝑝−1
𝑦𝑙1 . . . 𝑦

𝑙
2𝑝−1

= 0 (2.24)

де 𝑝 = 1,2, . . .

З (2.17) слiдує

𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 = −1

3
𝑅
0

𝑖𝑗
𝑙1𝑙2

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 (2.25)

З (2.19) на пiдставi (2.22),(2.25) маємо

𝑎𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3𝑙4𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 =

1

9
𝑅
0

𝑖
𝑙1𝑙2𝛼

𝑅
0

𝛼𝑗
𝑙3𝑙4

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 (2.26)

Продовчуючи цей процес, одержуємо

𝑎𝑖𝑗𝑙1...𝑙2𝑝𝑦
𝑙1...𝑦𝑙2𝑝 =

(−1)𝑝

3𝑝
𝑅
0

𝑖
𝑙1𝑙2𝛼

𝑅
0

𝛼
𝑙3𝑙4𝛽

· . . . ·𝑅
0

𝛾𝑗
𝑙2𝑝−1𝑙2𝑝

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙2𝑝 (2.27)

Таким чином, елементи оберненої матрицi для матрицi

‖𝑔𝑖𝑗(𝑦)‖ метричного тензора простору 𝑉 2
𝑛 має вигляд:

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔
0

𝑖𝑗 − 1

3
𝑅
0

𝑖𝑗
𝑙1𝑙2

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 +
1

9
𝑅
0

𝑖
𝑙1𝑙2𝛼

𝑅
0

𝛼𝑗
𝑙3𝑙4

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 + . . .+

+
(−1)𝑘

3𝑘
𝑅
0

𝑖
𝑙1𝑙2

𝛼𝑅
0

𝛼𝑗
𝑙3𝑙4𝛽

· . . . ·𝑅𝛾𝑗𝑙2𝑘−1𝑙2𝑘𝑦
𝑙1 . . . 𝑦𝑙2𝑘 + . . . (2.28)

Введемо в (2.28) наступнi позначення:

1

3
𝑅
0

𝑖
𝑙1𝑙2𝑘

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 = 𝑡𝑖𝑘

𝑡
(2)𝑖
𝑗 = 𝑡𝑖𝛼𝑡

𝛼
𝑗 (2.29)

𝑡
(𝑝)𝑖
𝑗 = 𝑡(𝑝−1)𝑖

𝛼 𝑡𝛼𝑗
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де 𝑝 = 1,2,3 . . .

Тодi (2.28) має вигляд:

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔
0

𝑖𝑗 +

∞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑝𝑡(𝑝)𝑖𝑗 (2.30)

Дослiджуємо на збiжнiсть ряд (2.30). Згiдно з першою

теоремою Вейєрштраса, функцiї 𝑡ℎ𝑝 будуть обмеженi на будь-

якiй компактнiй множенi. Тобто iнсує така константа 𝐶, що⃒⃒⃒⃒
𝑡ℎ𝑝

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑐

𝑛, тодi справедливi наступнi оцiнки:

⃒⃒⃒⃒
𝑡(2)ℎ𝑝

⃒⃒⃒⃒
≤

⃒⃒⃒⃒
𝑡ℎ𝛼

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
𝑡𝛼𝑝

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑐

𝑛
· 𝑐
𝑛
· 𝑛 =

𝑐2

𝑛⃒⃒⃒⃒
𝑡(3)ℎ𝑝

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑐3

𝑛
(2.31)

. . .⃒⃒⃒⃒
𝑡(𝑘)ℎ𝑝

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑐𝑘

𝑛

де 𝑐
𝑛 = 𝑚𝑎𝑥{|𝑡ℎ𝑝|}

Отже ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘𝑡(𝑘)𝑖𝑗 мажорується числовим рядом
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘 𝑐
𝑘

𝑛 ,

який збiгається абсолютно при умовi 𝑐 < 1. Таким чином дове-

дена теорема.

Теорема 1.1 Елементи оберненої матрицi для матрицi

‖𝑔𝑖𝑗(𝑦)‖ простору 𝑉 2
𝑛 мають вигляд:

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗
0
+

∞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑝𝑡(𝑝)𝑖𝑗, (2.32)
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Причому ряди (2.32) збiгаються абсолютно та рiвномiрно на

множинi ⃒⃒⃒⃒
𝑅ℎ

𝑙1𝑙2𝑘
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

⃒⃒⃒⃒
<

3

𝑛
.
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муємо ⃒⃒⃒⃒
𝐾

3
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑐

𝑛(𝑛− 1)
< 1

або ⃒⃒⃒⃒
𝐴

⃒⃒⃒⃒
< 1,

тому
∞∑︁
𝑝=1

𝐴𝑝 =
𝐴

1− 𝐴
як сума членiв нескiнченної спадної геоме-

тричної прогресiї, а спiввiдношення (3.1) має вигляд

𝑔𝑖𝑗 =
𝑔𝑖𝑗 − 𝐾

3 𝑦
𝑖𝑦𝑗

1− 𝐾
3 𝑔𝛼𝛽𝑦

𝛼𝑦𝛽

З формул не складно отримати вираз для символiв Кри-

стофеля I та II р. простору 𝑉 2
𝑛 :

Γ̃𝑖𝑗,𝑝(𝑦) = −1

3
𝑅𝑝(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

або

Γ̃𝑖𝑗,𝑝(𝑦) =
𝐾

3

(︂
2𝑔𝑖𝑗𝑔𝑝𝑙 − 𝑔𝑙(𝑖𝑔𝑗)𝑝

)︂
𝑦𝑙,

Γ̃𝑖𝑗(𝑦) =
𝐾

3(1− 𝐴)

[︃(︂
2𝑔𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙 −𝑔𝑙(𝑖𝛿

ℎ
𝑗)

)︂
𝑦𝑙−2𝐾

3
(𝑔𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2−𝑔𝑖𝑙1𝑔𝑗𝑙2)𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

]︃
.

Компоненти тензора Рiмана простору 𝑉 2
𝑛 мають вигляд:

𝑅̃ℎ
.𝑖𝑗𝑝(𝑦) =

𝐾(4𝐴− 3)

3(1− 𝐴)
(𝑔𝑖𝑝𝛿

ℎ
𝑗 − 𝑔𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑝 )+

+
2𝐾2

9(𝐴− 1)
(𝑔𝑖𝑗𝑔𝑝𝑙1 − 𝑔𝑖𝑝𝑔𝑗𝑙1)𝑦

𝑙1𝑦ℎ+

+
𝐾2(4𝐴− 5)

9(𝐴− 1)2
(𝑔𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑝 − 𝑔𝑝𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 )𝑔𝑖𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2.
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Отримуємо компоненти тезора Рiччi простору 𝑉 2
𝑛 :

𝑅̃𝑖𝑗(𝑦) = 𝑝1𝑔𝑖𝑗(𝑦) + 𝑝2𝜆̃𝑖𝜆̃𝑗,

де

𝜆̃𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝑦
𝑙,

а 𝑝1(𝑦) и 𝑝2(𝑦)- деякi функцiї, залежать вiд 𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛.

Безпосередньою перевiркою переконуємось у тому, що:

1) тензор конформної кривини 𝐶̃ℎ
.𝑖𝑗𝑝(𝑦) простору 𝑉 2

𝑛 тотожно

дорiвнює нулю:

𝐶̃ℎ
.𝑖𝑗𝑝(𝑦) = 0

2)

𝜆̃𝑖𝜆̃𝑗𝑔
𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝛼𝛽𝑦

𝛼𝑦𝛽 ̸= 0

Теорема 1.2 Наближення другого порядку для рiманого

простору ненульової постiйної кривини є субпроективним про-

стором основного випадку.
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РОЗДIЛ 4

ПОВЕРХНЯ ДРУГОГО НАБЛИЖЕННЯ ДЛЯ

СФЕРИ У 𝐸3

Розглянемо сферу - поверхню постiйної кривини. Рiвняння

цiєї поверхнi має вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑅 cos𝑢1 cos𝑢2

𝑦 = 𝑅 cos𝑢1 sin𝑢2

𝑧 = 𝑅 sin𝑢1

𝑟1 = (−𝑅 sin𝑢1 cos𝑢2;−𝑅 sin𝑢1 sin𝑢2;𝑅 cos𝑢1)

𝑟2 = (−𝑅 cos𝑢1 sin𝑢2;−𝑅 cos𝑢1 cos𝑢2; 0)

Знайдемо коефiцiєнти першої квадратичної форми:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑔11 = (𝑟1𝑟1) = 𝑅2(sin2 𝑢1 cos2 𝑢2 + sin2 𝑢1 sin2 𝑢2 + cos2 𝑢1) = 𝑅2

𝑔12 = (𝑟1𝑟2) = 0

𝑔22 = (𝑟2𝑟2) = 𝑅2(cos2 𝑢1 sin2 𝑢2 + cos2 𝑢1 cos2 𝑢2) = 𝑅2 cos2 𝑢1

Перша квадратична форма має вигляд:

𝑑𝑠2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑢
𝛼𝑑𝑢𝛽 або 𝑑𝑠2 = 𝑅2(𝑑𝑢1)2 +𝑅2 cos2 𝑢1(𝑑𝑢1)2

Згадаємо властивостi першої квадратичної форми, а саме:

1)𝑑𝑠2 > 0;



20

2)𝑔11 > 0 та 𝑔22 > 0

Запишемо другу квадратичну форму:

𝑙 = 𝑏𝛼𝛽𝑑𝑢
𝛼𝑑𝑢𝛽

𝑟11 =
𝜕𝑟1
𝜕𝑢1

=

(︂
−𝑅 cos𝑢1 cos𝑢2;−𝑅 cos𝑢1 sin𝑢2;−𝑅 sin𝑢1

)︂
;

𝑟22 =
𝜕𝑟2
𝜕𝑢2

=

(︂
𝑅 sin𝑢1 sin𝑢2;−𝑅 sin𝑢1 cos𝑢2; 0

)︂
;

𝑟12 =
𝜕𝑟1
𝜕𝑢2

=

(︂
𝑅 sin𝑢1 sin𝑢2;−𝑅 sin𝑢1 cos𝑢2;−𝑅 sin𝑢1

)︂

𝑏11 =
(𝑟11,𝑟1,𝑟2)

|𝑟1 · 𝑟2|
=

(𝑟11,𝑟1,𝑟2)√︀
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

= −𝑅(𝑑𝑢1)2

𝑏12 =
(𝑟12,𝑟1,𝑟2)

|𝑟1 · 𝑟2|
=

(𝑟12,𝑟1,𝑟2)√︀
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

= 0

𝑏22 =
(𝑟22,𝑟1,𝑟2)

|𝑟1 · 𝑟2|
=

(𝑟22,𝑟1,𝑟2)√︀
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

= 𝑅 cos2 𝑢1(𝑑𝑢2)2

Введемо в розгляд символи Кристофеля I роду:

Γ𝑖𝑘,𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑘

+
𝜕𝑔𝑘𝑗
𝜕𝑢𝑖

− 𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑢𝑗

)︂
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ11,1 = 0;

Γ11,2 = 0;

Γ12,1 = 0;

Γ12,2 = −𝑅2 cos𝑢1 sin𝑢1;

Γ22,1 = 𝑅2 cos𝑢1 sin𝑢1;

Γ22,2 = −𝑅2 cos𝑢1 sin𝑢1;
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Запишемо в загальному виглядi символи Кристофеля II

роду:

Γ𝑙
𝑖𝑗 = 𝑔𝑙𝛽Γ𝑖𝑗,𝛽

Роблячи пiдстановку, отримуємо:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ1
11 = 0;

Γ2
11 = 0;

Γ2
12 = − tg 𝑢1;

Γ1
12 = 0;

Γ1
22 = cos𝑢1 sin𝑢1;

Γ2
22 = 0;

Символи Рiмана II роду мають вигляд ([6])

𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘 =

𝜕Γℎ
𝑖𝑘

𝜕𝑢𝑗
−

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑢𝑘
+ Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑖 − Γℎ

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘

Надаючи iндексам ℎ,𝑖,𝑗,𝑘 значення 1,2 отримуємо:

𝑅1
112 = 0;

𝑅1
121 = −𝑅1

112 = 0

𝑅1
212 = cos2 𝑢1

𝑅1
221 = −𝑅1

212 = − cos2 𝑢1

𝑅2
112 = − 1

cos2 𝑢1

𝑅2
121 = −𝑅2

121 =
1

cos2 𝑢1
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𝑅2
212 = 0

Компоненти тензора Рiмана I роду мають вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑔ℎ𝑘𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘

Так як вони задовольняють наступним умовам:

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = −𝑅𝑖ℎ𝑗𝑘 = −𝑅ℎ𝑖𝑘𝑗 = 𝑅𝑗𝑘ℎ𝑖 ℎ,𝑖,𝑗,𝑘 = 1,2

Маємо тiльки одну компоненту, яка не буде дорiвнювати нулю,

а саме 𝑅1212 = 𝑅2 cos2 𝑢1

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅
0
𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦

𝛼𝑦𝛽 𝑖,𝑗 = 1,2

𝑔11 = 𝑅2 cos2 𝑢1
(︂
1 +

1

3
(𝑦2)2

)︂

𝑔12 =
1

3
𝑅2 cos2 𝑢1𝑦1𝑦2

𝑔22 = 𝑅2 sin2 𝑢1 − 1

3
𝑅2 cos2 𝑢1(𝑦1)2

𝑔21 =
1

3
𝑅2 cos2 𝑢1𝑦1𝑦2

Коефiцiєнти I квадратичної форми поверхнi II наближення

для сфери в околi точки 𝑀0

(︂
Π
4 ;

Π
4

)︂
мають вигляд:
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𝑔11 =
1

2
𝑅2 +

1

6
𝑅2(𝑦2)2

𝑔12 =
1

6
𝑅2𝑦1𝑦2

𝑔22 =
1

2
𝑅2 − 1

6
𝑅2(𝑦1)2

𝑔21 =
1

6
𝑅2𝑦1𝑦2

(︂
𝑔𝑖𝑗(𝑦)

)︂
=

⎛⎜⎜⎝𝑔11 𝑔12

𝑔21 𝑔22

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
1

2
𝑅2 +

1

6
𝑅2(𝑦2)2

1

6
𝑅2𝑦1𝑦2

1

6
𝑅2𝑦2𝑦1

1

2
𝑅2 − 1

6
𝑅2(𝑦1)2

⎞⎟⎟⎠

(︂
𝑔𝑖𝑗(𝑦

1,𝑦2)

)︂
=

𝑅2

36

⎛⎜⎜⎝3 + (𝑦2)2 𝑦1𝑦2

𝑦1𝑦2 3− (𝑦1)2

⎞⎟⎟⎠
det ‖𝑔𝑖𝑗‖ = 𝑅2

36

[︂
(3 + (𝑦2)2) · (3− (𝑦1)2)− (𝑦1𝑦2)2

]︂
= 𝑅2

36

[︂
9− 3(𝑦1)2+

+3(𝑦2)2 + (𝑦1𝑦2)2 − (𝑦1𝑦2)2
]︂
= 𝑅2

12

(︂
3− (𝑦1)2 + (𝑦2)2

)︂
det ‖𝑔𝑖𝑗‖ = 𝑅2

12

(︂
3− (𝑦1)2 + (𝑦2)2

)︂

(︂
𝑔𝑖𝑗(𝑦)

)︂
=

12

𝑅2

(︂
3− (𝑦1)2 + (𝑦2)2

)︂ =

⎛⎜⎜⎝3− (𝑦1)2 −𝑦1𝑦2

−𝑦1𝑦2 3 + (𝑦2)2

⎞⎟⎟⎠
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Оскiльки

Γ𝑖
𝑘𝑙 =

1

2
𝑔𝑖𝛼

(︂
𝜕𝑔𝛼𝑘
𝜕𝑥𝑙

+
𝜕𝑔𝛼𝑙
𝜕𝑥𝑘

− 𝜕𝑔𝑘𝑙
𝜕𝑥𝛼

)︂

Γ̃1
11 = 𝑔1𝛼Γ̃11,𝛼 = 𝑔11Γ̃11,1 + 𝑔11Γ̃11,1 = 0

Γ̃1
12 = − 1

12𝑅
4𝑦1𝑦2

Γ̃1
22 =

1
4𝑅

4

(︂
1 + 1

3(𝑦
2)2

)︂
Γ̃2
11 = 0

Γ̃2
22 =

1
4𝑅

4

(︂
1
3(𝑦

1)2 − 1

)︂
Γ̃2
12 =

1
4𝑅

4

(︂
− 1 + 1

3(𝑦
1)2

)︂
Пiдрахуємо кривину наближення II порядку для сфери за на-

ступною формулою:

𝐾̃ =
𝑅̃1212

𝑔11𝑔22 − 𝑔212

𝑅̃1212 =
1
3𝑅

2𝑦1𝑦2

𝐾̃ = 𝑦1𝑦2

𝑅2

(︂
(𝑦2)2+5

2(𝑦
1)2

)︂
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РОЗДIЛ 5

ПОВЕРХНЯ ДРУГОГО НАБЛИЖЕННЯ ДЛЯ

ПСЕВДОСФЕРИ У 𝐸3

Розглянемо псевдосферу у 𝐸3 - поверхню постiйної вiд’ємної

кривини у 𝐸3. Її рiвняння має вигляд:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑎 sin𝑢1 cos𝑢2

𝑦 = 𝑎 sin𝑢1 sin𝑢2

𝑧 = 𝑎(ln tg 𝑢1

2 + cos𝑢1)

𝑟1 = (𝑎 cos𝑢1 cos𝑢2; 𝑎 cos𝑢1 sin𝑢2; 𝑎 ctg 𝑢1)

𝑟2 = (−𝑎 sin𝑢1 sin𝑢2; 𝑎 sin𝑢1 cos𝑢2; 0)

Знайдемо коефiцiєнти першої квадратичної форми:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑔11 = (𝑟1𝑟1) = 𝑎2(ctg2 𝑢1)

𝑔12 = (𝑟1𝑟2) = 0

𝑔22 = (𝑟2𝑟2) = 𝑎2(sin2 𝑢1)

Перша квадратична форма матиме вигляд:

𝑑𝑠2 = 𝑎2(ctg2 𝑢1(𝑑𝑢1)2 + sin2 𝑢1(𝑑𝑢2)2)
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Згадаємо властивостi першої квадратичної форми, a саме:

1)𝑑𝑠2 > 0;

2)𝑔11 > 0 та 𝑔22 > 0

Запишемо другу квадратичну форму:

𝑙 =
1

2
𝑏𝛼𝛽𝑑𝑢

𝛼𝑑𝑢𝛽

𝑟11 =
𝜕𝑟1
𝜕𝑢1

=

(︂
− 𝑎 sin𝑢1 cos𝑢2;−𝑎 sin𝑢1 sin𝑢2;− 𝑎

sin2 𝑢1

)︂
;

𝑟22 =
𝜕𝑟2
𝜕𝑢2

=

(︂
− 𝑎 sin𝑢1 cos𝑢2;−𝑎 sin𝑢1 sin𝑢2; 0

)︂
;

𝑟12 =
𝜕𝑟1
𝜕𝑢2

=

(︂
− 𝑎 cos𝑢1 sin𝑢2; 𝑎 cos𝑢1 cos𝑢2; 0

)︂

𝑏11 =
(𝑟11,𝑟1,𝑟2)

|𝑟1 · 𝑟2|
=

(𝑟11,𝑟1,𝑟2)√︀
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

= −𝑎 ctg 𝑢1(𝑑𝑢2)

𝑏12 =
(𝑟12,𝑟1,𝑟2)

|𝑟1 · 𝑟2|
=

(𝑟12,𝑟1,𝑟2)√︀
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

= 0

𝑏22 =
(𝑟22,𝑟1,𝑟2)

|𝑟1 · 𝑟2|
=

(𝑟22,𝑟1,𝑟2)√︀
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

= 𝑎 sin2 𝑢1(𝑑𝑢2) ctg 𝑢1(𝑑𝑢2)

Розглянемо символи Кристофеля I роду:

Γ𝑖𝑘,𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑘

+
𝜕𝑔𝑘𝑗
𝜕𝑢𝑖

− 𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑢𝑗

)︂
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Γ11,1 = −𝑎2 ctg 𝑢1

sin2 𝑢1

Γ11,2 = 0;

Γ12,1 = 0;

Γ12,2 = 𝑎2 sin𝑢1 cos𝑢1;

Γ21,2 =
𝑎2 cos2 𝑢1

2 ;

Γ22,1 = 𝑎2 sin𝑢1 cos𝑢1;

Γ22,2 = 0

Γ11,1 = −𝑎2 ctg 𝑢1

sin2 𝑢1
;

Γ12,2 = 𝑎2 sin𝑢1 cos𝑢1;

Γ21,2 =
𝑎2 cos2 𝑢1

2 ;

Γ22,1 = 𝑎2 sin𝑢1 cos𝑢1

Запишемо в загальному виглядi символи Кристофеля II

роду:

Γ𝑙
𝑖𝑗 = 𝑔𝑙𝛽Γ𝑖𝑗,𝛽

Роблячи пiдстановку, отримуємо:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ1
11 = − 1

cos𝑢1 sin𝑢1
;

Γ2
11 = 0;

Γ2
12 = ctg 𝑢1;

Γ1
12 = 0;

Γ1
22 = tg 𝑢1 sin2 𝑢1;

Γ2
22 = 0;
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Ненульовi компоненти випишемо ще раз:

Γ1
11 = − 1

cos𝑢1 sin𝑢1
;

Γ2
12 = ctg 𝑢1;

Γ1
22 = tg 𝑢1 sin2 𝑢1;

Запишемо символи Рiмана I роду наступним чином:

𝑅ℎ𝑖𝑘𝑗 = 𝑔ℎ𝛽𝑅
𝛽
𝑖𝑘𝑗

Тодi даний вираз має вид:

𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 − 𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘

Iндекси 𝑖,𝑗,𝑘 набувають значення 1,2 =⇒, але з урахува-

нням символiв коефiцiєнтiв II квадратичної форми (𝑏12 = 𝑏21),

отримаємо на виходi лише одне:

b11b22 − b2
12 = R1212 (5.1)

Виявляється, що з усiх iнших груп рiвнянь, суттевих тiльки 2:⎧⎨⎩
𝜕𝑏11
𝜕𝑢2

− 𝜕𝑏11
𝜕𝑢1

= 𝑏𝛼1Γ
𝛼
12 − 𝑏𝛼2Γ

𝛼
11

𝜕𝑏12
𝜕𝑢2

− 𝜕𝑏22
𝜕𝑢1

= 𝑏𝛼1Γ
𝛼
22 − 𝑏𝛼2Γ

𝛼
21

(5.2)

Рiвняння (5.1) - рiвняння Гаусса.

Рiвняння (5.2) - рiвняння Петерсона-Кодацци.

Цi рiвняння отриманi, як умова iнтегрування деривацiйних фор-

мул I, II груп.
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Гауссова кривина поверхнi виразим через коефiцiєнти I

квадратичної форми 𝐾 =
𝑏11𝑏22 − 𝑏212
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

Пам’ятаючи про рiвняння Гаусса, можемо знайти символи

Рiмана наступним чином:

𝑅1212 = 𝑘 ·
(︂
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

)︂

Рахуючи 𝑘, маємо 𝑘 = − 1
𝑎2

𝑅1212 = − 1
𝑎2
· 𝑎4 cos2 𝑢1 => 𝑅1212 = −𝑎2 cos2 𝑢1

Компоненти тензора Рiмана I роду мають наступнi власти-

востi:

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = −𝑅𝑖ℎ𝑗𝑘 = −𝑅ℎ𝑖𝑘𝑗 = 𝑅𝑗𝑘ℎ𝑖

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅
0
𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦

𝛼𝑦𝛽 𝑖,𝑗 = 1,2

𝑔11 = −𝑎2 ctg 𝑢1 − 1

3
𝑎2 cos2 𝑢1(𝑦2)2

𝑔12 = −1

3
𝑎2 cos2 𝑢1(𝑦1𝑦2)

𝑔22 = 𝑎2 sin2 𝑢1 − 1

3
𝑎2 cos2 𝑢1(𝑦1)2

𝑔21 = −1

3
𝑎2 cos2 𝑢1(𝑦1𝑦2)
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Коефiцiєнти I квадратичної форми поверхнi II наближення для

псевдосфери в околi точки 𝑀0

(︂
Π
4 ;

Π
4

)︂
мають вигляд:

𝑔11 = −𝑎2 − 1

6
𝑎2(𝑦2)2

𝑔12 = −1

6
𝑎2(𝑦1𝑦2)

𝑔22 =
1

2
𝑎2 − 1

6
𝑎2(𝑦1)2

𝑔21 = −1

6
𝑎2(𝑦1𝑦2)

(︂
𝑔𝑖𝑗(𝑦)

)︂
=

⎛⎜⎜⎝𝑔11 𝑔12

𝑔21 𝑔22

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝−𝑎2 − 1

6
𝑎2(𝑦2)2 −1

6
𝑎2𝑦1𝑦2

−1

6
𝑎2𝑦1𝑦2

1

2
𝑎2 − 1

6
𝑎2(𝑦1)2

⎞⎟⎟⎠

(︂
𝑔𝑖𝑗(𝑢)

)︂
= 𝑎2

⎛⎜⎜⎝−1− (𝑦2)2

6
−𝑦1𝑦2

6

−𝑦1𝑦2

6

1

2
− (𝑦1)2

6

⎞⎟⎟⎠ =
𝑎2

6

⎛⎜⎜⎝−6− (𝑦2)2 −𝑦1𝑦2

−𝑦1𝑦2 3− (𝑦1)2

⎞⎟⎟⎠

det ‖𝑔𝑖𝑗‖ = 𝑎2

6

[︂(︂
− 6− (𝑦2)2

)︂
·
(︂
3− (𝑦1)2

)︂
−
(︂
− 𝑦1𝑦2

)︂2]︂
=

= 𝑎2

2

[︂
− 6 + 3(𝑦1)2 − (𝑦2)2

]︂
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(︂
𝑔𝑖𝑗(𝑢)

)︂
=

2

𝑎2
(︂
− 6 + 3(𝑦1)2 − (𝑦2)2

)︂ =

⎛⎜⎜⎝3− (𝑦1)2 𝑦1𝑦2

𝑦1𝑦2 −6− (𝑦2)2

⎞⎟⎟⎠
Оскiльки

Γ𝑖
𝑘𝑙 =

1

2
𝑔𝑖𝛼

(︂
𝜕𝑔𝛼𝑘
𝜕𝑥𝑙

+
𝜕𝑔𝛼𝑙
𝜕𝑥𝑘

− 𝜕𝑔𝑘𝑙
𝜕𝑥𝛼

)︂

Γ̃1
11 = 2𝑎4 + 1

3𝑎
4(𝑦2)2

Γ̃1
12 = − 1

12𝑎
4𝑦1𝑦2

Γ̃1
22 = −1

2𝑎
4 − 1

12𝑎
4(𝑦2)2

Γ̃2
11 =

1
3𝑎

4𝑦1𝑦2

Γ̃2
22 = − 1

12𝑎
4𝑦1𝑦2

Γ̃2
12 =

1
4𝑎

4

(︂
1− 1

3(𝑦
1)2

)︂
Пiдрахуємо кривину наближення II порядку для псевдо-

сфери за наступною формулою:

𝐾̃ =
𝑅̃1212

𝑔11𝑔22 − 𝑔212
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𝑅̃1212 = −23𝑎2𝑦1𝑦2

12

𝐾̃ = − 23𝑦1𝑦2

𝑎2

(︂
−6+2(𝑦1)2−(𝑦2)2

)︂
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РОЗДIЛ 6

ВИСНОВОК

У своїй роботi я розглядала основнi геометричнi об’єкти

диференцiальної геометрiї, а саме cферу та псевдосферу в ди-

ференцiальної околi другого порядку.

Якщо розглядати бiльш детально, то, наприклад, в теорiї

кривих у диференцiальнiй околицi 1-го порядку виникає iнварi-

антний вектор дотичної. Це дозволяє ввести поняття довжини

дуги кривої i вибрати її в якостi параметра кривої; а також

кут мiж двома вихiдними з однiєї точки 𝐴 кривими; об’єм 𝑉𝑛

областi 𝐺 рiманова простору. У диференцiальноїi околицi 2-го

порядку будується вектор головної нормалi i кривизна кривої.

I, нарештi, при розглядi диференцiальної околицi 3-го порядку

отримуємо кручення кривої.

А ще, згадаємо декiлька слiв стосовно рiманової геометрiїї

в цiлому та її основних властивостей: якщо в кожнiй точцi рiма-

нова простору кривина не залежить вiд напрямку двовимiрної

поверхнi, то вона не змiнюється i вiд точки до точки, тобто

простiр має постiйну кривину. Представляють iнтерес також

рiмановi простору зi спецiальною структурою тензора кривини;

вони по сутi є узагальненням просторiв постiйної кривини i

мають досить велику групу рухiв. Такi, наприклад, симетри-

чнi простору, що характеризуються тим, що їх тензор кривини

не змiнюється при паралельному перенесеннi, субпроективнi

простору, що характеризуються спецiальною координатної си-
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стемою, в якiй геодезичнi описуються лiнiйними рiвняннями,

i iн. Рiманова кривина вiдiграє важливу роль в геометричних

доповненнях рiманової геометрiї, тим бiльше, що на всякому

рiзноманiттi можна ввести деяку рiманову метрику.

Оскiльки рiманова геометрiя визначається завданням двiчi

коварiантного симетричного тензора, остiльки всяку фiзичну за-

дачу, що зводиться до вивчення такого тензорного поля, можна

формулювати як задачу рiманової геометрiх зокрема, до тензор-

них полiв такого типу вiдносяться рiзнi фiзичнi величини, що

характеризують пружнi, оптичнi, термодинамiчнi, дiелектричнi,

п’єзомагнiтнi та iншi властивостi анiзотропних тiл. Iнший шлях

узагальнення рiманової геометрiї пов’язаний з розглядом бiльш

загальних законiв визначення вiдстаней, що задаються у виглядi

лiнiйного елемента ds, i бiльш загальних законiв паралельного

перенесення, а також з вiдмовою вiд вимог регулярностi.
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