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УЗАГАЛЬНЕННЯ УМОВ УСЕРЕДНЕННЯ В ЗАДАЧАХ
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ЗI ШВИДКИМИ ТА

ПОВIЛЬНИМИ ЗМIННИМИ

Бойцова I. А. Узагальнення умов усереднення в задачах оптимального
керування зi швидкими та повiльними змiнними. Задача оптимального керуван-
ня складається з системи диференцiальних рiвнянь зi швидкими та повiльними змiнни-
ми та термiнального крiтерiю якостi. Визначаються узагальненi умови, що дозволяють
провести процедуру усереднення. Доводиться, що оптимальне керування усередненої
задачi є асимптотично оптимальним керуванням точної задачi.
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зi швидкими та повiльними змiнними, метод усереднення, асимптотично оптимальне
керування.

Бойцова И. А. Обобщение условий усреднения в задачах оптимального
управления с быстрыми и медленными переменными. Задача оптимального
управления описывается системой дифференциальных уравнений с быстрыми и мед-
ленными переменными и терминальным критерием качества. Приводятся обобщенные
условия, позволяющие провести процедуру усреднения. Доказывается, что оптималь-
ное управление усредненной задачи является асимптотически оптимальным управле-
нием точной задачи.
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Boitsova I. A. Generalization of averaging conditions in the optimal control

problem with fast and slow variables. The optimal control problem is described by the

system of differential equations with fast and slow variables and by the terminal criterion of

quality. There is a generalization of averaging conditions. There is proved that the optimal

control of averaging problem is asymptotically optimal control of initial problem.
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Вступ. Особливiсть застосування методу усереднення до систем диферен-
цiальних рiвнянь зi швидкими та повiльними змiнними полягає у необхiдностi
враховувати вплив швидкої пiдсистеми на поведiнку повiльної пiдсистеми. Тому
для побудови усередненої задачi використовується схема М. М. Хапаєва [1–3], у
якiй усереднення повiльної пiдсистеми проводиться вздовж швидких розв’язкiв
виродженої задачi.

Метод усереднення досить успiшно використовується при дослiдженнi задач
оптимального керування. Повне та часткове усереднення рiвнянь керованого ру-
ху для систем стандартного виду обґрунтовано у роботах В. О. Плотнiкова та
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його учнiв [4–6]. В них запропоновано рiзноманiтнi алгоритми вiдновлення ке-
рування даної задачi, якщо знайдено оптимальне керування усередненої задачi.
Крiм того, в усiх цих роботах вважається, що множина допустимих керувань
даної задачi повинна бути компактною.

У роботах А. М. Самойленка, О. М. Станжицкого, Т. В. Добродзiй [7–9] роз-
глядаються нелiнiйнi та лiнiйнi за керуванням задачi оптимального керування
у стандартному видi. В них доводиться, що оптимальне керування усередненої
задачi за зазначеними умовами буде асимптотично оптимальним керуванням для
даної задачi.

Запропонована робота присвячена узагальненню умов усереднення в задачах
оптимального керування зi швидкими та повiльними змiнними. Крiм того, як i
в работах [7–9] вважається, що множина допустимих керувань не є компактною.
Доводиться, що оптимальне керування усередненої задачi є асимптотично опти-
мальним керуванням даної задачi.

Основнi результати. Розглянемо задачу оптимального керування, що
описується системою диференцiальних рiвнянь зi швидкими та повiльними змiн-
ними та термiнальним критерiєм якостi

𝑥̇ = 𝜀𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜀) , 𝑥 (0) = 𝑥0,
𝑦̇ = 𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜀) , 𝑦 (0) = 𝑦0,

(1)

𝐽 [𝑢] = 𝜙 (𝑥 (𝑇 )) → min
𝑢∈𝑈

, (2)

де час 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑇 = 𝐿𝜀−1, 𝐿 > 0 – задана стала, 𝜀 > 0 – малий параметр, 𝑥 (𝑡) ∈
𝐷𝑥 ⊂ 𝑅𝑛 – повiльнi змiннi, 𝑦 (𝑡) ∈ 𝐷𝑦 ⊂ 𝑅𝑚 – швидкi змiннi, 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜀) – задана
вектор-функцiя размiрностi 𝑛, 𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜀) – задана вектор-функцiя размiрностi
𝑚, 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 – керування системою, 𝑥0, 𝑦0 – заданi початковi умови задачi.

Умова 1. Нехай для функцiй 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜀), 𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜀) з системи (1) iснують
сумованi функцiї 𝑀(𝑡), 𝐻(𝑡), сталi 𝑀0 > 0, 𝐻0 > 0, 𝜆 > 0, iснують неспадаючi
функцiї 𝜓𝑗(𝑎), 𝑗 = 1, 2, ..., 5, для яких lim

𝑎→0
𝜓𝑗(𝑎) = 0, що для усiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] та

𝑡2 > 𝑡1 > 0 виконуються спiввiдношення:

A)
⃦⃦
𝑓
(︀
𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1, 𝜀

)︀
− 𝑓

(︀
𝑡, 𝑥2, 𝑦2, 𝑢2, 0

)︀⃦⃦
6

6 𝐻(𝑡) ·
(︀
𝜓1

(︀⃦⃦
𝑥1 − 𝑥2

⃦⃦)︀
+ 𝜓2

(︀⃦⃦
𝑦1 − 𝑦2

⃦⃦)︀
+ 𝜓3 (𝜀)

)︀
+ 𝜆

⃦⃦
𝑢1 − 𝑢2

⃦⃦
;

B)
⃦⃦
𝑔
(︀
𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝜀

)︀
− 𝑔

(︀
𝑡, 𝑥2, 𝑦2, 0

)︀⃦⃦
6

6 𝐻(𝑡) ·
(︀
𝜓4

(︀⃦⃦
𝑥1 − 𝑥2

⃦⃦)︀
+
⃦⃦
𝑦1 − 𝑦2

⃦⃦
+ 𝜓5 (𝜀)

)︀
;

C) ‖𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜀)‖ 6𝑀(𝑡), де

𝑡2∫︁
𝑡1

𝐻(𝑡)𝑑𝑡 6 𝐻0 (𝑡2 − 𝑡1) ;

𝑡2∫︁
𝑡1

𝑀(𝑡)𝑑𝑡 6𝑀0 (𝑡2 − 𝑡1) .

Умова 2. Нехай для функцiї 𝜙 (𝑥) з крiтерiю якостi (2) виконується умова
Липшиця зi сталою 𝜆 > 0⃒⃒

𝜙(𝑥1)− 𝜙(𝑥2)
⃒⃒
6 𝜆

⃦⃦
𝑥1 − 𝑥2

⃦⃦
.
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Означення 1. Керування 𝑢(𝑡) вважаються допустимими для задачi (1),
якщо вони задовольняють умовам:

A) 𝑢(𝑡) – вимiрнi, локально iнтегрованi при 𝑡 > 0 та 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 при 𝑡 > 0;

B) для кожного керування 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 iснує стала 𝑢𝑐 ∈ 𝑈 така, що ‖𝑢(𝑡)− 𝑢𝑐‖ 6

𝛼(𝑡), де 𝛼(𝑡) не залежить вiд 𝑢(𝑡) i
∞∫︀
0

𝛼(𝑡)𝑑𝑡 < +∞;

C) iснує 𝜀0 > 0, яке не залежить вiд 𝑢(𝑡), що для усiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] вiдповiднi
до цих керувань розв’язки 𝑥 (𝑡) ∈ 𝐷𝑥, 𝑦 (𝑡) ∈ 𝐷𝑦 задачi Коши для системи
диференцiальних рiвнянь (1) визначенi для усiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Означення 2. Оптимальним керуванням задачi (1), (2) вважається та-
ке допустиме керування 𝑢*(𝑡), яке критерiю якостi (2) забезпечує мiнiмальне
значення 𝐽* = 𝐽 [𝑢*].

Для системи диференцiальних рiвнянь (1) розглянемо вiдповiдну вироджену
задачу

𝑥̇ = 0, 𝑥 (0) = 𝑥0,
𝑦̇ = 𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) , 𝑦 (0) = 𝑦0.

(3)

Умова 3. Нехай для довiльного 𝑦0 ∈ 𝐷𝑦 iснує розв’язок 𝑦 = ℎ (𝑡, 𝑥, 𝑦0, 0)
виродженої задачi (3) для швидких змiнних, визначений для усiх 𝑡 > 0, де 𝑥
вважається параметром.

Умова 4. Нехай рiвномiрно вiдносно 𝑥 ∈ 𝐷𝑥, 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑦0 ∈ 𝐷𝑦, 𝑡0 > 0 вздовж
роз’язку виродженої задачi iснує функцiя

𝑓0 (𝑥, 𝑢) = lim
Δ→∞

1

Δ

𝑡0+Δ∫︁
𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑥, ℎ (𝑠, 𝑥, 𝑦0, 0), 𝑢, 0)𝑑𝑠, (4)

яка задовольняє умову Липшиця за змiнними 𝑥 та 𝑢 зi сталою 𝜆.
Тодi задачi оптимального керування (1), (2) поставимо у вiдповiднiсть усере-

днену задачу оптимального керування

𝑧̇ = 𝜀𝑓0 (𝑧, 𝑣) , 𝑧 (0) = 𝑥0, (5)

𝐽0 [𝑣] = 𝜙 (𝑧 (𝑇 )) → min
𝑣∈𝑈

, (6)

де функцiї 𝑣 = 𝑣 (𝑡) – допустимi керування задачi (5), якi обираються з тiєї ж
множини 𝑈 , з якої обираються керування задачi (1), та задовольняють означенню
1, у якому умова C) виконується для розв’язкiв задачi (5).

За 𝑣* (𝑡) вiзьмемо оптимальне керування задачi (5), (6), яке критерiю якостi
(6) забезпечує мiнiмальне значення 𝐽*

0 = 𝐽0 [𝑣
*].

Доведемо, що на однакових допустимих керуваннях вiдповiднi розв’язки си-
стем диференцiальних рiвнянь (1) та (5) є близькими на асимптотично скiнчен-
ному промiжку часу.

Теорема 1. Нехай для систем диференцiальних рiвнянь (1) та (5) на мно-
жинi 𝑄 = {𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐷𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑦, 𝑢 ∈ 𝑈, 𝜀 > 0} виконуються умови 1, 3, 4. Крiм
того:
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5) для кожного допустимого керування 𝑣 (𝑡) ∈ 𝑈 усередненої системи (5)
вiдповiдна траєкторiя 𝑧 (𝑡), 𝑧 (0) = 𝑥0 разом зi своїм 𝜌-околом належить
множинi 𝐷𝑥.

Тодi для будь-яких 𝜂 > 0 та 𝐿 > 0 iснує 𝜀0 (𝜂, 𝐿) > 0 таке, що для усiх
𝜀 ∈ (0, 𝜀0] та 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] виконується наступне:

I) будь-яке допустиме керування 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 системи (1) є допустимим керу-
ванням усередненої системи (5) та вiдповiднi траекторiї 𝑥 (𝑡) ∈ 𝐷𝑥 си-
стеми (1) та 𝑧 (𝑡) ∈ 𝐷𝑥 системи (5) за умови 𝑥 (0) = 𝑧 (0) = 𝑥0 ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑥

задовольняють нерiвнiсть

‖𝑥 (𝑡)− 𝑧 (𝑡)‖ 6 𝜂; (7)

II) будь-яке допустиме керування 𝑣 (𝑡) ∈ 𝑈 усередненної системи (5) є допу-
стимим керуванням системи (1) та вiдповiднi траекторiї 𝑧 (𝑡) ∈ 𝐷𝑥 си-
стеми (5) та 𝑥 (𝑡) ∈ 𝐷𝑥 системи (1) за умови 𝑧 (0) = 𝑥 (0) = 𝑥0 ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑥

задовольняють нерiвнiсть (7).

Доведення. Для доведення першої частини теореми оберемо допустиме ке-
рування 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 системи (1), тодi 𝑥 (𝑡), 𝑦 (𝑡, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) – вiдповiдна траєкторiя
системи, що визначена для будь-яких 𝑡 > 0, ℎ (𝑡, 𝑥, 𝑦0, 0) – розв’язок виродже-
ної задачi (3) для швидких змiнних, який iснує та визначений для будь-яких
𝑡 ≥ 0, а 𝑧 (𝑡) – вiдповiдна до того ж керування траєкторiя системи (5). Керуван-
ня 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 повинно обиратися так, щоб виконувалося умова 5) теореми, тобто
повинно бути допустимим i для системи (5).

Оберемо довiльне 𝜂 > 0 таке, що 𝜂 < 𝜌, та зафiксуємо його. Оцiнимо рiзницю
мiж вiдповiдними розв’язками систем (1) та (5), враховуючи виконання умов 1
та 4:

‖𝑥 (𝑡)− 𝑧 (𝑡)‖ 6 𝜀
⃦⃦⃦⃦
𝑡∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢 (𝑠) , 𝜀)− 𝑓0 (𝑧 (𝑠) , 𝑢 (𝑠))] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢 (𝑠) , 𝜀)− 𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡∫︀
0

[𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)− 𝑓0 (𝑧 (𝑠) , 𝑢(𝑠))] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
+

+𝜀𝜆
𝑡∫︀
0

‖𝑥 (𝑠)− 𝑧 (𝑠)‖ 𝑑𝑠+ 2𝜀𝜆
𝑡∫︀
0

‖𝑢 (𝑠)− 𝑢0‖ 𝑑𝑠,

де 𝑢0 –деяке стале керування, яке є допустимим для систем (1) та (5).
Допустиме керування 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 задовольняє умову B) означення 1, тому iснує

стала 𝐾 > 0 така, що

𝑡∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)− 𝑢0‖ 𝑑𝑠 6
𝑡∫︁

0

‖𝑢 (𝑠)− 𝑢𝑐‖ 𝑑𝑠+
𝑡∫︁

0

‖𝑢𝑐 − 𝑢0‖ 𝑑𝑠 6 2

∞∫︁
0

𝛼(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐾,
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тому останню нерiвнiсть можна переписати у виглядi

‖𝑥 (𝑡)− 𝑧 (𝑡)‖ 6 𝐼 + 2𝜀𝜆𝐾 + 𝜀𝜆

𝑡∫︁
0

‖𝑥 (𝑠)− 𝑧 (𝑠)‖ 𝑑𝑠, (8)

де

𝐼 = 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡∫︁
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠), 𝑢0)] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ . (9)

Для того, щоб оцiнити вираз (9), розглянемо рiзницю мiж швидкими роз’язками
системи (1) та виродженої системи (3). При виконаннi умови 1 отримаємо

‖𝑦 (𝑡, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀)− ℎ (𝑡, 𝑥0, 𝑦0, 0)‖ 6

6
𝑡∫︀
0

‖𝑔 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝜀)− 𝑔 (𝑠, 𝑥0, ℎ (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 0) , 0)‖𝑑𝑠 6

6
𝑡∫︀
0

[𝐻(𝑠) · (𝜓4 (‖𝑥(𝑠)− 𝑥0‖) + 𝜓5 (𝜀))] 𝑑𝑠+

+
𝑡∫︀
0

[𝐻(𝑠) · ‖𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀)− ℎ (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 0)‖] 𝑑𝑠 6

6
𝑡∫︀
0

[︂
𝐻(𝑠)

(︂
𝜓4

(︂⃦⃦⃦⃦
𝜀
𝑠∫︀
0

𝑓 (𝜏, 𝑥, 𝑦 (𝜏, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢, 𝜀)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦)︂
+ 𝜓5 (𝜀)

)︂]︂
𝑑𝑠+

+
𝑡∫︀
0

[𝐻(𝑠) · ‖𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀)− ℎ (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 0)‖] 𝑑𝑠 6

6
𝑡∫︀
0

[𝐻(𝑠) · (𝜓4 (‖𝜀𝑀0𝑠‖) + 𝜓5 (𝜀))] 𝑑𝑠+

+
𝑡∫︀
0

[𝐻(𝑠) · ‖𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀)− ℎ (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 0)‖] 𝑑𝑠,

звiдки за лемою Гронуолла-Беллмана буде

‖𝑦 (𝑡, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀)− ℎ (𝑡, 𝑥0, 𝑦0, 0)‖ 6

6
𝑡∫︀
0

[𝐻(𝑠) · (𝜓4 (‖𝜀𝑀0𝑠‖) + 𝜓5 (𝜀))] 𝑑𝑠 · 𝑒𝐻0𝑡 = 𝛽(𝑡, 𝜀).
(10)

Отримана функцiя 𝛽(𝑡, 𝜀) при кожному фiксованому 𝜀 є зростаючою за змiн-
ною 𝑡 , а при кожному фiксованому 𝑡 її lim

𝜀→0
𝛽 (𝑡, 𝜀) = 0. Тодi знайдеться 𝑡* (𝜀) –

корiнь рiвняння 𝛽 (𝑡, 𝜀) = 𝐶
√
𝜀, де 𝐶 – деяка стала.

Визначимо функцiю

Δ(𝜀) = min

{︂
1√
𝜀
; 𝑡* (𝜀)

}︂
, (11)

що задовольняє властивостям

lim
𝜀→0

Δ(𝜀) = +∞, lim
𝜀→0

𝜀Δ(𝜀) = 0. (12)
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Разiб’ємо промiжок часу [0, 𝑇 ] на вiдрiзки довжиною Δ точками розбиття
𝑡𝑖 = 𝑖Δ, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 , 𝑁 =

⌊︀
𝑇
Δ

⌋︀
, ⌊𝑎⌋ – цiла частина числа 𝑎. Зафiксуємо довiльний

момент часу 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], для якого знайдеться вiдрiзок [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1) такий, що 𝑡 ∈
[𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1). При цьому 𝑘 буде найбiльшим значенням номеру, при якому 𝑡𝑘 6 𝑡.

Повернемося до виразу (9), враховуючи, що 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1).

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡𝑘∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑡∫︀
𝑡𝑘

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡𝑘∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
+ 2𝜀𝑀0Δ.

(13)

Перший доданок у (13) перетворимо наступним чином

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡𝑘∫︀
0

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀) −

− 𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)]𝑑𝑠‖+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 𝜀) , 𝑢0, 𝜀) −

− 𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , ℎ (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 0) , 𝑢0, 0)]𝑑𝑠‖+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , ℎ (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 0) , 𝑢0, 0)− 𝑓0 (𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓0 (𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑢0)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦ ,

(14)

де оцiнимо послiдовно кожний доданок. Для першого доданку з (14) при вико-
наннi умови 1 отримаємо

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠) , 𝑦 (𝑠, 𝑥0, 𝑦0, 𝜀) , 𝑢0, 𝜀) −

− 𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 𝜀) , 𝑢0, 𝜀)]𝑑𝑠‖ 6

6 𝜀
𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝐻(𝑠) · 𝜓1 (‖𝑥 (𝑠)− 𝑥 (𝑡𝑖)‖)]𝑑𝑠 6

6 𝜀𝑘Δ𝐻0 · 𝜓1 (𝜀𝑀0Δ) 6 𝐿𝐻0 · 𝜓1 (𝜀𝑀0Δ) .

(15)
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Для другого доданку з (14) при виконаннi умов 1, 3 та (10) отримаємо

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 𝜀) , 𝑢0, 𝜀) −

− 𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , ℎ (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 0) , 𝑢0, 0)]𝑑𝑠‖ 6

6 𝜀
𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝐻(𝑠) · 𝜓2 (‖𝑦 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 𝜀)− ℎ (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 0)‖)+

+ 𝐻(𝑠) · 𝜓3 (𝜀)] 𝑑𝑠 6 𝐿𝐻0 (𝜓2 (𝛽 (Δ, 𝜀)) + 𝜓3 (𝜀)) .

(16)

Якщо виконується умова 4, то iснує така монотонно спадаюча функцiя 𝛾 =
𝛾 (Δ), що lim

Δ→∞
𝛾 (Δ) = 0, та для третього доданку з (14) буде справедливою

оцiнка

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , ℎ (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 0) , 𝑢0, 0)− 𝑓0 (𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

6 𝜀Δ

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

(︃
1
Δ

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , ℎ (𝑠, 𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑦 (𝑡𝑖) , 0) , 𝑢0, 0) 𝑑𝑠− 𝑓0 (𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑢0)

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

6 𝜀𝑘Δ · 𝛾 (Δ) 6 𝐿𝛾 (Δ) .
(17)

Для останнього доданку з (14) при виконаннi умов 1, 4 отримаємо

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

[𝑓0 (𝑥 (𝑡𝑖) , 𝑢0)− 𝑓0 (𝑥 (𝑠) , 𝑢0)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

6 𝜀𝜆
𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︀
𝑡𝑖

‖𝑥 (𝑡𝑖)− 𝑥 (𝑠)‖𝑑𝑠 6 𝜀𝜆𝑘Δ · 𝜀𝑀0Δ 6 𝜀Δ𝜆𝐿𝑀0.

(18)

Враховуючи оцiнки (15) – (18) для доданкiв з нерiвностi (14) та спiввiдноше-
ння (13), для представлення (9) отримаємо

𝐼 6 𝐿𝐻0 · (𝜓1 (𝜀𝑀0Δ) + 𝜓2 (𝛽(Δ, 𝜀)) + 𝜓3(𝜀))+
+𝐿𝛾(Δ) + 𝜀𝑀0Δ · (2 + 𝜆𝐿) .

(19)

Оцiнку рiзницi розв’язкiв системи (1) та вiдповiдної до неї усередненої систе-
ми (5) отримаємо з нерiвностi (8) та леми Гронуолла-Беллмана

‖𝑥 (𝑡)− 𝑧 (𝑡)‖ 6 [𝐿𝐻0 · (𝜓1 (𝜀𝑀0Δ) + 𝜓2 (𝛽(Δ, 𝜀)) + 𝜓3(𝜀))+
+𝐿𝛾(Δ) + 𝜀𝑀0Δ · (2 + 𝜆𝐿) + 2𝜀𝜆𝐾] 𝑒𝜆𝐿.

(20)

Враховуючи поведiнку всiх функцiй, що знаходяться у квадратних дужках
(20), отримаємо

lim
𝜀→0

[𝐿𝐻0 · (𝜓1 (𝜀𝑀0Δ) + 𝜓2 (𝛽(Δ, 𝜀)) + 𝜓3(𝜀))

+𝐿𝛾(Δ) + 𝜀𝑀0Δ · (2 + 𝜆𝐿) + 2𝜀𝜆𝐾] = 0,

звiдки для будь-якого 0 < 𝜂 < 𝜌 та 𝐿 > 0 знайдеться 𝜀0 > 0 таке, що для усiх
𝜀 ∈ (0, 𝜀0] та 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑇 = 𝐿𝜀−1 з нерiвностi (20) буде

‖𝑥 (𝑡)− 𝑧 (𝑡)‖ 6 𝜂 < 𝜌.
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Отримана оцiнка ‖𝑥 (𝑡)− 𝑧 (𝑡)‖ < 𝜌 для усiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] означає, що для будь-
якого допустимого керування 𝑢(𝑡) та розв’язку 𝑥 (𝑡), 𝑦 (𝑡) системи (1) вiдповiдний
до цього ж керування розв’язок 𝑧 (𝑡) усередненої системи (5) знаходиться у 𝜌-
околi розв’язку 𝑥 (𝑡) системи (1) i не виходить на границу множини 𝐷𝑥 нi для
якого моменту часу. Тому обране керування 𝑢 (𝑡) системи (1) дiйсно є допустимим
i для системи (5). Тобто, для усiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] та 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливою є оцiнка
(7). Перша частина теореми доведена.

Доведення другої частини теореми проводиться аналогiчно. При цьому отри-
мана оцiнка ‖𝑥 (𝑡)− 𝑧 (𝑡)‖ < 𝜌 для усiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] означає, що для будь-якого допу-
стимого керування 𝑣(𝑡) та розв’язку 𝑧 (𝑡) усередненої системи (5) вiдповiдний до
цього ж керування розв’язок 𝑥 (𝑡) системи (1) знаходиться у 𝜌-околi розв’язку
𝑧 (𝑡) усередненої системи (5), яка у наслiдок виконання умови 5) теореми повнi-
стю належить множинi 𝐷𝑥. Тому обране допустиме керування 𝑣 (𝑡) усередненої
системи (5) дiйсно є допустимим i для системи (1). Тобто, для усiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] та
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливою є оцiнка (7).

Теорема доведена.
Встановимо вiдповiднiсть мiж оптимальним розв’язком задачi (1), (2) та опти-

мальним розв’язком усередненої задачi (5), (6), якщо вони iснують.

Теорема 2. Нехай для задач оптимального керування (1), (2) та (5), (6)
на множинi 𝑄 = {𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐷𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑦, 𝑢 ∈ 𝑈, 𝜀 > 0} виконуються умови 1 – 4
та умова 5) теореми 1. Крiм того:

6) iснує оптимальне керування 𝑣*(𝑡) ∈ 𝑈 усередненої задачi (5), (6).

Тодi оптимальний розв’язок усередненої задачi (5), (6) є асимптотично
оптимальним розв’язком задачi (1), (2), тобто для будь-яких 𝜂 > 0 та 𝐿 > 0
iснує таке 𝜀0 (𝜂, 𝐿) > 0, що для усiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] справедливо

|𝐽*
0 − 𝐽*| 6 𝜂, 𝐽 [𝑣*]− 𝐽* 6 𝜂, (21)

де 𝐽*
0 и 𝐽* – оптимальнi значення критерiїв якостi усередненої задачi (5), (6)

i задачi (1), (2) вiдповiдно, 𝐽 [𝑣*] – значення критерiю якостi задачi (1), (2) на
оптимальному керуваннi усередненої задачi.

Доведення. Допустимi керування задачi (1), (2) повиннi задовольняти умо-
ви означення 1. Проте керування, на якому критерiй якостi досягає свого мiнi-
мального значення, може не завжди iснувати. Однак саме оптимальне значення
критерiю якостi 𝐽* задачi (1), (2) завжди iснує та скiнченне [9].

Якщо оптимальне керування задачi (1), (2) iснує, то його i вiзьмемо у якостi
𝑢*(𝑡), на цьому керуваннi критерiй приймає мiнiмальне значення 𝐽* = 𝐽 [𝑢*(𝑡)] =
min
𝑢∈𝑈

𝐽 [𝑢(𝑡)]. Якщо оптимальне керування задачi (1), (2) не iснує, то знайдеться

допустиме керування 𝑢𝑜(𝑡), що 𝐽 [𝑢𝑜] − 𝐽* 6 𝜂/2, яке назвемо 𝜂-оптимальним та
вiзьмемо у якостi керування 𝑢*(𝑡), при цьому 𝐽* = inf

𝑢∈𝑈
𝐽 [𝑢(𝑡)]. Отримання оцiнок

(21) проводиться, як i у роботi [10].
Теорема доведена.

Висновки. Усереднення заданої задачi здiйснюється за часом, що явно
входить у правi частини системи, вздовж швидких розв’язкiв виродженої задачi,
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вважаючи керування u параметром. Отримана усереднена задача є автономною
та складається тiльки з повiльної пiдсистеми, тому бiльш проста за задану. При
розв’язуваннi усередненої системи розглядаються тi ж керування, що i для за-
даної системи. Таким чином, множина керувань 𝑈 для заданої та усередненої
систем спiвпадає, при цьому не вимагається, щоб множина 𝑈 була компактом
на вiдмiну з вимогами у роботах [4–6]. Крiм того, оптимальне керування усере-
дненої задачi може бути узято в якостi асимптотично оптимального керування
заданої задачi. При цьому вiдповiднi траєкторiї та значення критерiїв якостi є
асимптотично близькими.
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