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Вступ 

 

Відомо, що прямі лінії в евклідових просторах  можна визначити 

як найкоротший шлях між двома точками або як найпряміші з кривих 

ліній. В афіннозв’язних і ріманових просторах аналогічні з локальної 

точки зору властивості мають геодезичні лінії.  В той же час  рух бага-

тьох типів механічних систем за відсутністю зовнішніх сил, пробних тіл 

в полі гравітації, рух некогерентної рідини відбувається по траєкторіях, 

які є геодезичними лініями деякого афіннозв’язного або ріманового 

простору.  

Структура ріманового простору      цілком визначається його ме-

тричним тензором, структура афіннозв’язного простору  - його 

об’єктом зв’язності. У зв’язку з цим виникає важливе з геометричної 

та прикладної точки зору питання: яку інформацію ми можемо 

отримати  щодо простору  , якщо відомий простір   і 

між цими просторами може бути встановлена  взаємно-однозначна 

точкова відповідність, в результаті якої кожна геодезична лінія од-

ного простору переходить в геодезичну лінію іншого. Це питання є го-

ловною метою дослідження в теорії геодезичних відображень.  

З прикладної точки зору два ріманові простори, які допускають ге-

одезичне відображення один на одного, описують процеси, що протіка-

ють при еквівалентних зовнішніх навантаженнях  по одним і тим же 

траєкторіям, але при різних енергетичних режимах.  Тому один з цих 

процесів можна моделювати іншим. 

В даний час теорія геодезичних відображень є важливим розділом 

сучасної диференціальної геометрії, багатим на фундаментальні резуль-

тати. 

В теорії узагальнених диференціально-геометричних просторів, 

яка інтенсивно розвивається в останні десятиріччя, поряд з геодезични-
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ми лініями виділяються деякі типи більш загальних кривих, що мають  

певні чудові геометричні властивості, зокрема аналітично планарні кри-

ві майже комплексних многовидів  і келерових просторів. З прикладної 

точки зору ці криві інтерпретуються як траєкторії руху механічних сис-

тем, тіл або часток  в гравітаційних і електромагнітних полях, в суціль-

ному середовищі під впливом зовнішніх сил певного типу. 

Відображення одного келерового простору на інший, при якому 

всі аналітично планарні криві одного простору переходять в аналі-

тично планарні лінії іншого, називають голоморфно-проективним.  

Воно дає можливість моделювати процеси, що протікають при од-

них енергетичних режимах за відсутністю зовнішніх сил, процеса-

ми, які протікають при інших енергетичних режимах під впливом 

сил певного типу. 

Дослідження носить локальний характер і проводиться в класі  до-

статньо гладких функцій . 

Для зручності пошуку формул, на які зроблено посилання, в посіб-

нику використано двозначну нумерацію формул, де перша цифра (перед 

крапкою) – це номер теми, а друга (після крапки) – номер формули в 

темі. 

Методичний посібник призначений для магістрів і аспірантів спе-

ціальності 111 Математика. 
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Тема 1. Келерові простори 

 

1.1. Основні поняття і визначення 

 

Простором   афінної зв'язності називається дійсний многовид   

  класу , в якому визначено об'єкт афінної зв'язності  . Це означає, 

що в кожній локальній системі координат , на  зада-

на сукупність функцій , що змінюються при будь-якому перетво-

ренні координат виду: 

 

згідно із законом: 

 

Якщо  , то   називається простором афінної зв'язності 

без скруту.  

Рімановим простором  називається дійсний многовид  класу 

, в   якому визначено поле двічі коваріантного симетричного неособ-

ливого тензора  , який називається метричним тензором простору. У 

кожній локальній системі координат на  системі координат на  його 

компоненти є відомими функціями классу      від координат поточ-

ної точки   , що задовольняють умовам: 

         

і при переході до нової системи координат     змінюються 

таким чином: 
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На   за допомогою метричного тензора формулами 

, 

 

визначаються символи Крістофеля другого роду, що є об'єктами 

афінної зв'язності    на     (її називають рімановою зв'язністю).  

За допомогою об'єкта зв'язності  на   будується тензор Рімана 

типа : 

, 

що задовольняє умовам: 

 

 

 

де «,» - знак коваріантної похідної відносно зв'язності .  

Тензор типу  
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називається тензором кривини , який окрім  задовольняє 

співвідношенням: 

 

 

Тензор типу  

 

називається тензором Річчі простору  .  Він за необхідністю симет-

ричний: 

, 

а його слід: 

 

називається скалярною кривиною . 

Надалі нам знадобиться тотожність Річчі для тензора типу , 

що виражає в тензорній формі незалежність змішаних  частинних 

похідних другого порядку компонент тензора від порядку диферен-

ціювання 
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Секційна кривизна  в даному двовимірному напрямку Е2  

задається формулою: 

 

Рімановий простір  називається простором сталої кривини, 

якщо в кожній точці  секційна кривина стала, тобто 

. 

Для того, щоб рімановий простір мав сталу кривину,  необхідно і 

достатньо, щоб його тензор Рімана мав вигляд: 

) .                              (1.2) 

Дійсний диференційований многовид  класу  вважається 

наділеним афінорною структурою [6], якщо на ньому задано поле  

тензора типу . 

Афінорна структура  називається інтегровною (локально), якщо в 

деякому околі кожної точки многовиду існує така система координат, 

щодо якої всі компоненти  в цій області є сталими. Відомо, що необ-

хідною і достатньою ознакою локальної інтегровності   є існування 

на  симетричної афінної зв'язності Г, щодо якої ця структура абсо-

лютно паралельна, тобто 

 

В літературі, як правило, розглядаються афінорні структури при 

різних алгебраїчних і диференціальних умовах. Так, наприклад, струк-

тура  така, що 
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називається е-структурою (еліптичного типу при , параболіч-

ного типу  при , структурою гіперболічного з типу  - при ). 

В сучасній літературі, присвяченій вивченню афінорних структур 

на рімановому просторі, як правило, афінорна структура узгоджується з 

метрикою у вигляді 

. 

Таку структуру називають майже ермітовою. 

 

 

1.2.  Означення і основні властивості келерових просторів 
 

 Означення 1. Келеровим простором   називають рімановий 

простір,  в якому окрім метричного тензора   існує афінорна стру-

ктура , яка задовольняє умовам: 

                                   (1.3) 

                                 (1.4) 

                                                     (1.5) 

де     Тут знак коваріантної 

похідної в  . 

При  структуру називають еліптично келеровою, при     

- параболічно келеровою  ,  при ) гіперболічно келеровою. 
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Домовимось далі розглядати тільки еліптично келерову структуру і 

називати її просто келеровою. 

 З огляду на (3.3) афінорна структура     в    завжди інтег-

ровна, отже в деякому околі кожної точки  існує така система коор-

динат, щодо яко ї всі компоненти  в цій області є сталими. З (3.1) для 

випадку  маємо в цій системі координат (адаптованої до афінора) 

такий канонічний вид  

 

або  

                    (1.6) 

 

Як бачимо, (еліптично) келеровий простір має парну розмірність 

 

З огляду на (1.4) і (1.6) метричний тензор   в адаптованій системі 

координат задовольняє умовам 

                          (1.7) 

 Домовимося операцію згортання з афінором позначати наступ-

ним чином: 

 

Відповідно до (1.3) і (1.5) ця операція має такі властивості: 

                  (1.8)         
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Зауважимо, що  

      (1.9) 

Формули (1.4) можна тепер записати таким чином: 

                                               (1.10) 

Після згортання цього співвідношення з   за індексом  маємо: 

                                        (1.11) 

Для матриці   оберненої до   мають місце тотожньості: 

 

                                          (1.12) 

Умови інтегровності рівняння (1.5) дають нам 

 

або  

                                (1.13) 

Тут  компоненти тензора Рімана простору    Співвідношення 

(1.13) еквівалентні таким: 

                             (1.14) 

 

 

 



14 

 

Згортаючи останню формулу з , отримуємо 

                                      (1.15)   

Отже,   

 

 В рімановому просторі, як відомо, справедлива тотожність Біанкі 

, 

а тому маємо 

 

Згортаючи тут за індексами    знаходимо 

                                       (1.16) 

 

 В келеровому просторі    поряд з класичною кривиною ріма-

нового простору в даній точці в даному 2-вимірному напрямі розгляда-

ється голоморфна кривина, яка є кривиною в точці  для 2-

вимірного напряму, що визначається векторами      і   

                            (1.17) 

Келеровий простір називається простором сталої голоморфної 

кривини, якщо його голоморфна кривина не залежить ні від точки 

   ні від напряму  За допомогою (3.15) можна довести, що 

 є простором сталої голоморфної кривини  тоді й тільки то-

ді, коли його тензор кривини має вигляд: 
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  (1.18)       

Згортаючи (1.18) з , легко довести, що келеровий простір сталої 

голоморфної кривини є простором Ейнштейна, який характеризується 

рівняннями  

 

(наразі ). Оскільки інваріант   для просторів Ейнштейна 

при   є сталим,  також стала. Таким чином з (1.18) витікає, що те-

нзор Рімана простору сталої голоморфної  кривини є коваріантно ста-

лим: 

                                             (1.19) 

Ріманові простори, в яких виконується (1.19), називаються симетрич-

ними просторами. 

 Для симетричних просторів П.О.Широков  отримав формулу для 

відновлення метричного тензора в околі деякої точки  простору  

 

, 
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, 

де , ,  – значення компонент метричного і зворотнього до 

нього тензорів, а також тензора Рімана в точці ,  – ріманові 

координати з началом в точці . 

 Підставляючи в цю формулу вираз компонент тензора Рімана 

(1.18) і враховуючи властивості афінора ,  отримуємо мет-

ричний тензор келерового простору сталої голоморфної кривини у ви-

гляді: 

 

              

(1.20) 

де        ,  – компоненти тензорів ,  

в точці ,  - ріманові координати з початком в точці . 

 Примітка. Якщо в (1.20)     використовуємо відому форму-

лу, яка пов’язує косинус та гіперболічний косинус:        

Легко переконатися, що келеровий простір   є просто-

ром сталої кривини тоді і тільки тоді, коли він є евклідовим. 
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Контрольні питання до Теми 1 

1. Символи Кристофеля І і ІІ роду ріманового простору. 

2. Тензор Рімана ріманового простору та його властивості. 

3. Тензор кривини ріманового простору та його властивості. 

4. Тензор Річчі ріманового простору та його властивості. Скалярна 

кривина. 

5. Афінорна структура на диференційовному многовиді. 

6. е-структура (еліптичного, гіперболічного,  параболічного типу).  

7. Диференційовна афінорна структура. 

8. Келерові простори. 

9. Вид афінора келерової структури в адаптованій системі коорди-

нат.  

10. Властивості тензорів Рімана і Річчі келерових просторів. 

11. Голоморфна секційна кривина (кривина в 2-мірному  аналітичному 

напряму) келерового простору. 

12. Простори сталої голоморфної кривини. 

13. Вид тензора Рімана простору сталої  голоморфної кривини. 

 

Вправи до Теми 1  

1. Знайти канонічний вид афінора еліптично-келерової структури в ада-

птованій системі координат. 

2. Вивести властивості метричного тензора келерового простору в адап-

тованій системі координат. 

3. Доведіть властивості тензора Рімана келерового простору: 

а)      

в)       

с)   

4. Доведіть властивості тензора Річчі келерового простору: 

а) , 

в) . 
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5. Довести, що  тензор Рімана келерового простору сталої голоморфної 

кривини  

має вигляд 

 
6. Довести, що келеровий простір сталої голоморфної кривини є прос-

тором Ейнштейна, тобто його тензор Річчі задовольняє умові 

. 

7. Довести, що келеровий простір сталої голоморфної кривини є симет-

ричним простором, тобто  його тензор Рімана задовольняє умові 

 
8. Відновити компоненти метричного тензора келерового простору ста-

лої голоморфної кривини в околиці деякої точки  за формулою 

П.О.Широкова: 

 

9. Довести, що келеровий простір   є простором сталої кри-

вини тоді і тільки тоді, коли він є евклідовим. 
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Тема 2. Гедезичні відображення келерових просторів 
 

2.1. Геодезичні відображення ріманових просторів 

 

 Означення. Криву       в рімановому просторі  , задану 

рівняннями 

        (h=1,2,..n),              (2.1) 

де t - параметр, назвемо геодезичною, якщо її дотичний вектор   

вздовж неї є рекурентним. 

Відповідно до цього визначення L є геодезичною тоді і тільки тоді, 

коли виконуються умови 

 ,                          (2.2) 

де  - деяка (довільна) функція параметра t, комою позначається ко-

варіантна похідна за зв'язністю . З огляду на (4.1) рівняння (2.2) мож-

на переписати наступним чином: 

 

 

Параметр     в (2.2) можно замінити на  таким чином, щоб піс-

ля цієї заміни       Тоді рівняння  геодезичної лінії, віднесе-

ної до параметру  , буде виглядати так: 
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або 

 

 

Такий параметр називають канонічним. З теорії диференціальних рів-

нянь витікає, що  остання система звичайних диференціальних рівнянь 

другого порядку має єдиний розв’язок для будь-якого набору початко-

вих значень 

     

З точки зору геометрії це означає, що  через будь-яку точку      

ріманового простору  в кожному напрямку    проходить одна і тіль-

ки одна геодезична лінія. 

Означення. Нехай задано два ріманові простори  і 

  з метричними тензорами   i     Відображення    

називають  геодезичним, якщо в результаті його будь-яка геодезична 

лінія   переходить в геодезичну лінію  . 

Простір  допускає геодезичне відображення на   тоді і тільки 

тоді, коли в загальній за відображенням системі координат  

виконуються рівняння 

 ,                 (2.3) 
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де   символи Кристофеля другого роду   і       

– деякий градієнтний вектор. Рівняння (2.3) називають основними рів-

няннями геодезичного відображення. 

 З огляду на те, що         де “ | ” – знак коваріантної похід-

ної в просторі     (2.3) можна переписати в еквівалентній формі: 

                               (2.4) 

Рівняння (2.3) і (2.4) отримав Т.Леві-Чівіта. 

 Геодезичне відображення називають нетривіальним, якщо   

(в протилежному  випадку – тривіальним). 

Основною задачею теорії геодезичних відображень ріманових про-

сторів є розробка регулярних методів, які б давали можливість: 

1) для просторів  , які задано, встановити, чи належать вони одно-

му й тому ж геодезичному класу, чи ні (тобто чи існує нетривіальне ге-

одезичне відображення   на     

2) для даного простору з’ясувати, допускає воно нетривіальне геодезич-

не відображення взагалі чи ні, а якщо допускає, то і знайти всі простори, 

які належать тому ж геодезичному класу. 

 В деякій мірі відповісти на ці питання допомагають геометричні 

об’єкти, які зберігаються при геодезичних відображеннях. 
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2.2. Геометричні об’єкти, інваріантні відносно геодезичних 

відображень ріманових просторів 

 

  Припустимо, що існує геодезичне відображення     

ріманових просторів   і   з метричними тензорами   i   

  Тоді в загальній за відображенням системі координат (xi) викону-

ються основні рівняння: 

( )=                         (2.5) 

Відомо, що в кожному рімановому просторі виконуються формули 

Фосса-Вейля 

    . 

Згортання (2.5) по індексах   дає нам 

                                      (2.6) 

отже з урахуванням формул Фосса-Вейля маємо: 

. 

Таким чином,   є градієнтним вектором, тобто  

 

  Виключимо з рівнянь (2.5) вектор   з урахуванням (2.6) і предста-

вимо їх у вигляді  
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      (2.7) 

 .                            (2.8) 

Так само виражаються в  компоненти об’єкта  

  Співвідношення (2.7) свідчать про те, що геометричний об’єкт  

зберігається при геодезичному відображенні ріманових просторів. В те-

орії геодезичних відображень ріманових просторів його називають про-

ективними параметрами Томаса. Збереження цього об’єкта при де-

якому відображенні ріманових просторів є необхідним і достатнім для 

того, щоб вказане відображення було геодезичним. В цьому полягає по-

зитивне значення   Негативним при цьому є те, що  є нетен-

зорним об’єктом, отже його дослідження тензорними методами немож-

ливо. 

  Є можливість будування тензорного геометричного об’єкта, 

який  зберігається при геодезичному відображенні ріманових просторів. 

Для цього запишемо зв’язок між тензорами Рімана просторів  і  які 

знаходяться в геодезичному відображенні. Для цього скористаємося ві-

домою формулою зв’язку між тензорами Рімана ріманових просторів 

 і , які знаходяться в будь-якому відображенні з основ-

ними рівняннями 
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Згідно з (5.1) маємо: 

                                      (2.9) 

де   

                                                     (2.10) 

 

Після згортання (2.9) по  знаходимо: 

                                        (2.11) 

Тут    і    тензори Річчі просторів  і    

Виключимо    за допомогою (2.11) з (2.9) і запишемо останні 

таким чином: 

                                                     (2.12) 

де   

                              (2.13) 

Так само виражаються в  компоненти об’єкта  Співвідношення 

(2.12) свідчать про те, що геометричний об’єкт  , який називають 

тензором Вейля, зберігається при геодезичному відображенні рімано-

вих просторів.  Збереження цього об’єкта при деякому відображенні рі-

манових просторів є лише необхідним (але не  достатнім) для того, 

щоб вказане відображення було геодезичним. В цьому полягає недолік  
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 Позитивним при цьому є те, що  є тензорним об’єктом, 

отже допускає ефективне  дослідження тензорними методами.  

Справедлива  

Теорема 2.1. Проективні параметри Томаса і тензор Вейля  є інваріа-

нтними відносно геодезичних відображень ріманових просторів. 

   Рімановий простір  , який допускає геодезичне відображен-

ня на евклідовий простір     , називають проективно-плоским.   

Легко перевірити, що тензор Вейля проективно-плоского простору до-

рівнює нулю.  Для простору  в якому   , з (2.13) після опус-

кання індекса   маємо 

 

Згортаючи тут обидві частини з  по індексах  та використовуючи 

(2.11), отримаємо 

 

де     скалярна кривина. 

Тому попередні співвідношення набувають вигляду  

                              (2.14) 

Порівняння (2.14) з (1.2) свідчить про те, що розглядуваний простір є 

простором сталої секційної кривини 

. 
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З іншого боку, з (2.14) витікає  

 Таким чином простори    сталої секційної кривини харак-

теризуються тотожньою рівністю нулю тензора Вейля. 

 Оскільки тензор Вейля є інваріантним відносно геодезичних відо-

бражень, має місце  

Теорема 2.2.  Якщо рімановий простір  допускає геодезичне 

відображення на  сталої секційної кривини , то  також є просто-

ром сталої секційної кривини.  Кожний  рімановий простір    

сталої секційної кривини     допускає геодезичне відображення на 

будь-який рімановий  простір    сталої секційної кривини  

Доведення. Припустимо, що рімановий простір   з метричним тензо-

ром  нам задано. Розглянемо наступну систему рівнянь: 

,                    (2.15) 

                          (2.16) 

де деяка довільна стала. 

 Ця система є системою Коші в коваріантних похідних першого по-

рядку в   відносно невідомих тензорів  i   

 Система (2.15), (2.16)  на підставі (2.14) є цілком інтегровною, тоб-

то її умови інтегровності в   виконуються тотожньо. Тому для будь-

яких початкових значень 
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існує розв’язок   i  З урахуванням (2.9), (2.10), (2.14) легко 

переконатися, що    визначає рімановий простір  сталої секцій-

ної кривини  

 Отже робимо висновок, що будь-який рімановий простір   сталої 

секційної кривини  допускає нетривіальне геодезичне відображення на 

будь-який інший рімановий простір   будь-якої сталої секційної кри-

вини  

 Теорему 2.2 в теорії геодезичних відображень називають теоре-

мою Бельтрамі. 

 

2.3. Геодезичні відображення келерових просторів 

 

В.Вестлейк, К.Яно і Т.Нагано вивчали геодезичне відображення 

келерових просторів.  

Має місце 

Теорема 2.3. Келерові простори  не допускають нетривіальні геоде-

зичні відображення на келерові простори , якщо при цьому відобра-

женні зберігається структура. 

Доведення. Розглянемо  келерові простори  i 

  з метричними тензорами    і  афінорними структу-

рами       відповідно. Припустимо, що   допускає не-

тривіальне геодезичне відображення на   яке зберігає афі-

норну структуру. Тоді в загальній за відображенням системі координат 

 основні рівняння розглядуваного відображення мають вигляд:  

                        (2.17) 
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                                   (2.18) 

                                       (2.19)  

                           (2.20) 

 

                               (2.21) 

Тут позначено коваріантну похідну в просторі  знаком “ |”. За-

пишемо коваріантну похідну афінора    в  

 

Замінимо тут символи Крістофеля  через  використовуючи 

(2.17): 
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З огляду на (2.17), (2.18), (2.21)  звідси маємо  

 

Згорнемо цю рівність за індексами   зважаючи на те, що  

, 

отримаємо 

 

отже  

 

Враховуючи (2.19), згорнемо отриману рівність з афінором  по індек-

су  Тоді виявляється, що  

 

а це протирічить нашому припущенню про нетривіальність геодезично-

го відображення між келеровими просторами  i 

 Таким чином теорему доведено. 

 В теорії геодезичних відображень келерових просторів Теорему 

2.3 називають теоремою Яно-Вестлейка. 
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2.4. Ріманові простори з майже комплексною структурою,  

які є узагальненням келерових просторів 

 

Американський геометр А.Грей в 1980 році  побудував  класифіка-

цію майже комплексних ріманових просторів ( ).  Він довів, що 

існують 16 класів  майже комплексних многовидів, які характеризують-

ся властивостями 

 

 

і відрізняються  один від одного різними властивостями диференціаль-

ного характеру, причому келерові простори виділяються найбільш жор-

сткими умовами. 

Ми наводимо лише ті класи просторів з класифікації А.Грея, для 

яких нам вдалося отримати узагальнення теореми Яно-Вестлейка: 

 келеровий простір: 

 0; 

 К-простір: 

 0; 

 Н-простір: 

 0; 

 О-простір: 

0; 
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 -простір: 

0; 

 -простір: 

0. 

 

2.5. Новий геометричний об’єкт, інваріантний відносно геодезичного 

відображення майже комплексних многовидів 

 

Розглянемо ріманові простори  і  з мет-

ричними тензорами          і афінорними структурами    i                

які    знаходяться в геодезичному відображенні 

, 

зі збереженням структури.  Тоді в загальній за відображенням системі 

координат     ( ) виконуються умови: 

                        (2.22) 

                                  (2.23) 

                                       (2.24) 

                            (2.25) 

 

Зауважимо, що з огляду на (2.25) маємо   



32 

 

   Побудуємо новий геометричний об’єкт, інваріантний відносно 

геодезичного відображення майже комплексних многовидів, який міс-

тить коваріантну похідну афінора.    Це дасть нам можливість врахову-

вати диференціальні властивості афінора при дослідженні геодезичного 

відображення. 

З урахуванням (2.22) залежність між коваріантними похідними 

афінора в просторах     і    має вигляд: 

 

       (2.26) 

Проведемо згортання (2.26) за індексами  h, j: 

. 

Звідси 

, 

або з урахуванням (2.24) 

.                               (2.27) 

Підставляючи співвідношення (2.27) в (2.26),  запишемо їх у вигляді 

, 
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де 

                         (2.28) 

Аналогічно представляються в  компоненти  . 

Доведена 

Теорема 2.4. Тензор  , визначений формулами  (2.28),  є інваріантним 

відносно геодезичних відображень майже комплексних ріманових прос-

торів зі збереженням структури.    

 

 

2.6. Зв’язок між об’єктом   і типом майже комплексного         

многовиду 

 

 Нашою метою буде встановлення зв’язку   між  властивостями 

тензора      і типом майже комплексного ріманового простору 

 .  

Розглянемо     в  якому  0, тобто 

.                            (2.29) 

Опустимо в (2.29) індекс  h в :  

. 
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  Після згортання цього співвідношення   з  по индексах ,j  з ура-

хуванням  (2.25)  маємо  

 

і 

, 

отже - келеровий простір. 

Зворотнє також має місце: якщо  - келеровий простір, тобто 

  то      і отже із (2.28) витікає  =0. 

Доведено 

Твердження 1. Тензор       задовольняє умовам   

 

в майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, коли 

   келеровий простір, тобто 

. 

 

    Розглянемо     в  якому  0, тобто 

.   (2.30)                     
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 Опустимо в (2.30) індекс  h в  і згорнемо по індексах    . Резуль-

тат дає нам 

 

Тоді з (2.30) витікає 

, 

отже    є  -простором. 

 Зворотне твердження також має місце: якщо  є -простором, 

тобто 

  то      і отже із (2.28) витікає  . 

Твердження 2.    Тензор       задовольняє умовам 

 

в майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, коли 

   -простір, тобто 

. 

 

    Розглянемо     в  якому  , тобто 

.   (2.31)                     

Опустимо в (2.31) індекс  h в  і проциклюємо по індексах : 
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 ; (2.32) 

 

+ 

+      (2.33) 

+ . 

Після зведення подібних (2.33) набувають вигляду: 

    (2.34) 

Згортання цього співвідношення   з  по індексах    дає нам 

 

Тоді з (2.32)  і (2.34)   витікає 

, 

отже    є  келеровим простором. 

 Зворотнє також має місце: якщо  є  келеровим, тобто 

  то      і отже із (2.24) витікає  . 
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Твердження 3.    Тензор       задовольняє умовам  

 

в майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, коли 

   келеровий простір, тобто 

. 

 

   Нехай  в  виконуються співвідношення: 

, 

де 

= , 

а дужками позначено циклюювання. Тоді 

=  

і 

                    

.                         (2.35) 
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Згортання цього співвідношення   з  по індексах    дає нам 

 

Тоді із (2.35) маємо: 

, 

тобто   є H- простором. 

Зворотне також має місце: якщо  є  H- простором, тобто 

  то      і отже із (2.35) витікає  

. 

 

Твердження 4.    Тензор       задовольняє умовам 

 

в майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, коли 

    -простір, тобто 

. 

    .    Виходячи з тих же міркувань, що в попередніх пунктах, мож-

на  довести твердження: 

Твердження 5.    Тензор       задовольняє умовам 
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в майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, коли 

   -простір, тобто 

0. 

Твердження 6.    Тензор       задовольняє умовам 

 

в майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, коли 

   -простір, тобто 

0. 

Твердження 7.    Тензор       задовольняє умовам 

 

в майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, коли 

   простір, тобто 

. 

  

    .   Зведемо результати Тверджень 1-7 до теореми:    

Теорема 2.5. Нехай  майже комплексний простір з мет-

ричним тензором   і афінором   Тоді зв’язок між тензором  що 
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визначається формулами (2.28), і типом майже комплексного многови-

ду  витікає з тверджень: 

1)  тоді і тільки тоді, коли   келеровий простір, тобто 

 

2)   тоді і тільки тоді, коли   K- простір, тобто 

 

3)   тоді і тільки тоді, коли   келеровий простір, тобто 

 

4)   тоді і тільки тоді, коли   H- простір, тобто 

. 

5)  тоді і тільки тоді, коли  О-простір, тобто 

. 

6)  тоді і тільки тоді, коли   О* - простір, тобто 

. 

7)  тоді і тільки тоді, коли   простір, тоб-

то 

. 
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2.7. Узагальнення теореми Яно-Вестлейка 

 

Розглянемо ріманові простори  і  з майже 

комплексною структурою , які знаходяться в геодезичному відо-

браженні.  

З огляду на інваріантність тензора  відносно геодезичного відо-

браження  всі умови  попередньої теореми, окрім 4), можуть викону-

ватись тільки одночасно в обох просторах ,    тобто якщо    , то 

і   ;       якщо  

 тощо. 

  У випадках 1), 2), 3), 6)    умови   виконуються авто-

матично в   а отже, і    в . Тоді з (2.27) витікає, що 

, 

тобто геодезичне відображення    на     є тривиальним. 

 Виконується 

Теорема 2.6.  Рімановий простір, на якому визначена майже компле-

ксна структура   , що задовольняє однієї з умов   : 

1)  

2)  
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3)  

 

  

не допускає нетривіальних геодезичних відображень. 

 З Теорем 2.5, 2.6 витікає дуже корисне  

Слідство.  K-простори  і  О*-простори  (зокрема, келерові простори) 

не допускають нетривіальних геодезичних відображень, які зберігають 

майже комплексну структуру. 

 Наведене слідство є узагальненим аналогом теореми Яно-

Вестлейка. 

 

Контрольні питання до Теми 2 

1. Геодезичні лінії ріманового простору. 

2. Теорема існування для геодезичної лінії ріманового простору. 

3. Означення геодезичного відображення ріманових просторів та їх 

основні рівняння. 

4. Еквівалентні форми основних рівнянь геодезичного відображення 

ріманових просторів. 

5. Доведіть градієнтність вектора, який фігурує в основних рівняннях 

геодезичних відображень ріманових просторів. 

6. Геометричні об’єкти, інваріантні відносно геодезичних відобра-

жень ріманових просторів. 

7. Параметри Томаса, їх значення в теорії геодезичних відображень. 

8. Тензор Вейля, його значення в теорії геодезичних відображень. 
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9. Геодезичне відображення ріманового простору на плоский простір. 

Проективно-плоскі простори. 

10. Теорема Бельтрамі. 

11. Тензор Вейля для ріманових просторів, які допускають геодезичне 

відображення на плоский простір. 

12. Простори сталої кривини як приклад ріманових просторів, які до-

пускають нетривіальні  геодезичні відображення. 

13. Геодезичні відображення келерових просторів. 

14. Аналог теорема Бельтрамі. 

15. Ріманові простори з майже комплексною структурою, відмінною 

від келерової. 

16. Геометричний об’єкт, інваріантний відносно геодезичних відобра-

жень ріманових просторів з майже комплексною структурою. 

17. Геодезичні відображення майже комплесних просторів зі збере-

женням афінорної структури. 

18. Узагальнення теореми Яно-Вестлейка. 

 

Вправи до Теми 2 

1. Довести, що при дифеоморфізмі ріманового простору  на 

простір , який в загальній за відображенням системі коор-

динат має основні рівняння  

 

кожна геодезична лінія  переходить в геодезичну лінію   

 

2. Довести, що рівняння геодезичних відображень 

 

і  
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еквівалентні. 

3. Довести, що вектор   в рівняннях геодезичного відображення гра-

дієнтний. 

4.  Довести, що збереження проективних параметрів Томаса при де-

якому відображенні ріманових просторів є необхідним і достатнім 

для того, щоб вказане відображення було геодезичним. 

5.  Записати умови інтегровності  диференціальних рівнянь 

 

        в просторі сталої секційної кривини. 

6.  Записати умови інтегровності  диференціальних рівнянь 

 

         де деяка довільна стала, в просторі сталої секційної кривини. 

7. Довести, що в О* - просторі виконується умова   . 

8. Довести, що тензор  

 

 задовольняє умовам   в майже комплексному просторі  

  тоді і тільки тоді, коли   -простір. 

9. Довести, що     тензор       задовольняє умовам   в 

майже комплексному просторі    тоді і тільки тоді, ко-

ли 

   -простір. 
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Тема 3. Голоморфно-проективні відображення  

келерових просторів 

 

3.1. Поняття голоморфно-проективного відображення  

келерових просторів 

 

Згідно з теоремою Яно-Вестлейка не існує нетривіальних геодези-

чних відображень келерового простору на келеровий, які зберігають 

структуру. Тому для келерових просторів доцільно розглядати відобра-

ження більш загального характеру. Таким є зокрема голоморфно-

проективне відображення келерових просторів зі збереженням структу-

ри. 

  Нехай  келеровий простір з метричним тензором   

і  афінорною структурою  . Нагадаємо, що тоді в  ньому виконуються 

умови 

                                                     (3.1) 

                                 (3.2) 

                                                     (3.3) 

де   

Означення (Т.Отсуки, Я.Таширо). Криву L в келеровому просторі  

, задану рівняннями 

          (h=1,2,…,n),   (3.4) 
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де  дійсний параметр, називають аналітично-планарною, якщо її 

дотичний вектор    при паралельному перенесенні вздовж 

неї залишається в 2-вимірній площині   утвореній век-

торами  та  

 Відповідно до цього визначення L є аналітично-планарною тоді і 

тільки тоді, коли виконуються умови 

,    (3.5)                    

де   ,  - деякі (довільні) функції  дійсного параметра t ,                     

комою позначається коваріантна похідна за зв'язністю . З огляду на 

(3.4) рівняння (3.5) можна переписати наступним чином: 

 

Очевидно, через будь-яку точку в кожному напрямку проходить 

безліч аналітично-планарних  кривих, залежних від однієї довільної 

функції. Клас аналітично-планарних  кривих містить в собі геодезичні 

лінії  (якщо ). 

Означення.   Нехай задано два келерові простори  i 

  з метричними тензорами    і  афінорними струк-

турами       відповідно.   Відображення    називають  

аналітично-планарним або голоморфно-проективним, якщо в ре-

зультаті його будь-яка аналітично-планарна крива   переходить в 

аналітично-планарну криву    . 
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Простір  допускає голоморфно-проективне відображення на  зі 

збереженням структури тоді і тільки тоді, коли в загальній за відобра-

женням системі координат  виконуються рівняння 

,                      (3.6) 

,         ,                   (3.7) 

                                     (3.8) 

                         (3.9) 

  де   символи Кристофеля другого роду   і      

  деякi вектори, “ , ”  i “ | ”  - знаки коваріантних похідних 

в просторах  і   Рівняння (3.6)-(3.9) називають основними рівнян-

нями голоморфно-проективного  відображення келерових просторів 

зі збереженням структури. 

 З огляду на те, що         (3.6) можна переписати в еквіва-

лентній формі: 

                 (3.10) 

Голоморфно-проективне відображення називають тривіальним, якщо 

   . 

  Доведемо, що в основних рівняннях голоморфно-проективних 

відображень (3.6) вектори  і  пов’язані. Для цього запишемо коварі-

антну похідну афінора    в  
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Замінимо тут символи Крістофеля  через  використовуючи 

(3.6): 

 

 

З огляду на (3.8) останні співвідношення дають нам 

 

Зауважимо, з (3.7) витікає , що афінор   має нульовий слід: 

 

Згорнемо попередню рівність за індексами   зважаючи на те, 

що 

   і отримаємо 
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отже  

    (3.11) 

Враховуючи (3.9), згорнемо отриману рівність з афінором  по індексу 

 Тоді виявляється, що  

                      (3.12) 

  Доведемо, що вектор  – градієнтний. 

 Дійсно, відомо, що в кожному рімановому просторі виконуються 

формули Фосса-Вейля 

    . 

Згортання (3.6) за   за умови (3.12) дає нам 

                                      (3.13) 

 

отже з урахуванням формул Фосса-Вейля маємо: 

. 

Таким чином,   є градієнтним вектором, тобто  
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3.2. Геометричні об’єкти, інваріантні відносно 

голоморфно-проективних відображень келерових просторів 

 

  Виключимо з рівнянь (3.6) вектор   з урахуванням (3.13) і предста-

вимо їх у вигляді  

      (3.14) 

 .        (3.15) 

 Так само виражаються в  компоненти об’єкта  

  Співвідношення (3.14) свідчать про те, що геометричний об’єкт  

зберігається при голоморфно-проективному відображенні келерових 

просторів. Він є подібним до параметрів Томаса в теорії геодезичних ві-

дображень ріманових просторв. Збереження цього об’єкта при деякому 

відображенні келерових просторів є необхідним і достатнім для того, 

щоб вказане відображення було голоморфно-проективним. В цьому по-

лягає позитивне значення   Негативним при цьому є те, що  

є нетензорним об’єктом, отже його дослідження тензорними методами 

неможливо. 

  Є можливість будування тензорного геометричного об’єкта, який  

зберігається при голоморфно-проективному відображенні келерових 

просторів. Для цього запишемо зв’язок між тензорами Рімана просторів 

 і  які знаходяться в голоморфно -проективному відображенні. Для 

цього скористаємося відомою формулою зв’язку між тензорами Рімана 

ріманових просторів  і , які знаходяться в будь-якому 

відображенні з основними рівняннями 
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Згідно з (3.6)-(3.9) маємо: 

 

      (3.16) 

де   

                              (3.17) 

Завдяки градієнтності вектора   тензор  є симетричним, тому після 

згортання (3.16) по  знаходимо: 

                                        (3.18) 

Тут    і    тензори Річчі просторів  і   Якщо до цього спів-

відношення застосувати спряження по индексах   то згідно з (1.8) і 

(1.15) отримаємо: 

, 

тому робимо висновок, що 

,                                         (3.19) 
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а  (3.18) набуває вигляду 

                               (3.20) 

Виключимо    за допомогою (3.20) з (3.16) і запишемо останні таким 

чином: 

                                       (3.21) 

де   

 

      (3.22) 

Так само виражаються в  компоненти об’єкта  Співвідношення 

(3.21) свідчать про те, що геометричний об’єкт  , який називають 

тензором голоморфно-проективної кривини, зберігається при голо-

морфно-проективному відображенні келерових просторів. Він є подіб-

ним до тензора Вейля в теорії геодезичних відображень ріманових про-

сторв. Збереження цього об’єкта при деякому відображенні келерових 

просторів є лише необхідним (але не  достатнім) для того, щоб вказа-

не відображення було голоморфно-проективним. В цьому полягає недо-

лік   Позитивним при цьому є те, що  є тензорним 

об’єктом, отже допускає ефективне  дослідження тензорними методами.  

Справедлива  
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Теорема 3.1. Геометричні об’єкти (12.2) і (12.9) є інваріантними відно-

сно голоморфно-проективних відображень келерових просторів, які 

зберігають структуру. 

 Для простору  в якому тенор голоморфно-проективної кривини 

тотожньо дорівнює нулю, з (3.22) після опускання індекса   маємо 

. 

Згортаючи тут обидві частини з  по індексах  та використовуючи 

(11.7), отримаємо 

 

де     скалярна кривина. 

Тому попередні співвідношення набувають вигляду  

 

        (3.23) 

Порівняння (3.23) з (1.18) свідчить про те, що розглядуваний простір є 

простором сталої голоморфно-проективної кривини . 

З іншого боку, з (3.23) витікає  

 Таким чином простори    сталої голоморфної кривини 

характеризуються тотожньою рівністю нулю тензора голоморфної кри-

вини. 
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 Оскільки тензор голоморфно-проективної кривини є інваріантним 

відносно голоморфно-проективних відображень, має місце 

Теорема 3.2. Якщо келеровий простір  допускає голоморфно-

проективне відображення на  сталої голоморфної кривини, то  

також є простором сталої голоморфної кривини. 

 Має місце також 

Теорема 3.3. Між будь-якими келеровими  просторами сталої голо-

морфної кривини  і  можна встановити нетривіальне голоморфно-

проективне відображення. 

Доведення. Припустимо, що келеровий простір   з метричним тен-

зором  і структурою  нам задано. Розглянемо наступну си-

стему рівнянь: 

,           (3.24) 

                          (3.25) 

де деяка довільна стала. 

 Ця система є системою Коші в коваріантних похідних першого по-

рядку в   відносно невідомих тензорів  i  Далі вимагаємо, 

щоб виконувалися співвідношення 

                        (3.26) 

 Система (3.24), (3.25), (3.26) на підставі (3.23) є цілком інтегров-

ною, тобто її умови інтегровності в   виконуються тотожньо. Дифе-

ренціальні продовження (3.26) також виконуються тотожньо.  Тому для 

будь-яких початкових значень 
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що задовольняють умовам (3.26), існує розв’язок   i  З ура-

хуванням (3.16), (3.17), (3.23) і (3.25) легко переконатися, що    

визначає келеровий простір  сталої голоморфної кривини  

 Отже робимо висновок, що будь-який келеровий простір   сталої 

голоморфної кривини  допускає нетривіальне голоморфно-проективне 

відображення зі збереженням структури на будь-який інший келеровий 

простір   будь-якої сталої голоморфної кривини  

 

3.3. Нова форма основних рівнянь теорії голоморфно-проективних 

відображень келерових просторів 

 

 Рівняння (3.6) і (3.10) є еквівалентними формами основних рівнянь 

голоморфно-проективних відображень келерових просторів. В даному 

келеровому просторі  вони є системою нелінійних дифе-

ренціальних рівнянь в частинних похідних першого порядку відносно 

компонент тензора    i  вектора          Для дослідження умов 

існування і єдиності цієї системи скористаємося методами, розроблени-

ми в теорії геодезичних відображень і доведемо, що їх можна звести до 

принципово іншого вигляду, який дозволяє відкрити нові загальні зако-

номірності теорії голоморфно-проективних відображень келерових про-

сторів. 

 Нехай    допускає голоморфно-проективне відо-

браження на   Тоді в загальній за відображенням системі 

координат виконуються рівняння (3.10).  
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Оберемо  в   тензор 

 .                                 (3.27) 

Знайдемо його коваріантну похідну  в  : 

 

З того, що   

 

витікає 

 

або 

. 

Тому з урахуванням (2.11) отримаємо: 
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Отже 

                    (3.28) 

Тут ми позначили   

.                                     (3.29) 

Для тензора     з огляду на  (3.20) виконуються умови: 

                                        (3.30) 

Дійсно, 

 

 . 

Згідно з  (3.27)  і  (3.29)    – деякий неособливий  симетричний 

тензор типу  ,   -  ковектор. 

 

Згортаючи  (3.28) з   по  i і j,  знаходимо: 

 

 

Оскільки тензор   коваріантно сталий, внесемо його під знак похід-

ної  і  отримаємо: 
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Отже,   -  градієнтний вектор,  причому з  (3.29)  видно,  

що    при     і навпаки.  

Таким чином, якщо простір    допускає нетривіаль-

не  голоморфно-проективне відображення, в ньому існує симетричний 

тензор    типу  ,  який задовольняє умовам (3.28) і (3.30) при де-

якому векторі   .   

Очевидно, що має місце і зворотне твердження. Отже справедли-

ва теорема: 

Теорема 3.4.   Для того, щоб келеровий простір    допус-

кав нетривіальне  голоморфно-проективне відображення, необхідно и 

достатньо, щоб в ньому існував неособливий симетричнй тензор  

типу  який задовольняє  (3.28) і (3.30) при деякому векторі  

.   

 Рівняння (3.28) називають новою формою основних рівнянь те-

орії голоморфно-проективних відображень келерових просторів зі 

збереженням структури. 

 

3.4. Основні теореми теорії голоморфно-проективних 

відображень келерових просторів 

 

 Коли келеровий простір    задано, нам відомий його ме-

тричний тензор  афінор структури  Для з’ясування питан-

ня, чи існує нетривіальне голоморфно-проективне відображення  
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треба дослідити рівняння (3.28) відносно тензора  Але в правій час-

тині рівняння (3.28) міститься також невідомий вектор   тому сис-

тема не має замкненого характеру. Для того, щоб скористатися регуляр-

ними методами, треба доповнити (3.28)  рівняннями відносно коварант-

ної похідної вектора   З цією метою розглянемо умови інтегровності  

рівняння (3.28) і скористаємося тотожністю Річчі: 

 

                      (3.31) 

 Згортаючи цю рівність з  отримаємо: 

                   (3.32) 

де    Звідси також 

маємо з урахуванням (1.11), (1.13) і (3.32) 

  

З двох останніх співвідношень знаходимо: 

 

Отже (3.32) набуває вигляду 

                 (3.33) 
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Якщо проальтернувати це рівняння по  знайдемо 

 

           Умови інтегровності (3.33) з огляду на (3.28) мають вигляд: 

 

.         (3.34) 

Проведемо спряження останньої рівності по індексах  і результат  

віднімемо від (3.34). З урахуванням (1.15) маємо: 

 

Тут  Після згортання з  отримаємо: 

                                     (3.35) 

Співвідношення (3.35) разом з (3.33) і (3.28) дають нам замкнену систе-

му диференціальних рівнянь типу Коші відносно функцій   

 

 Доведена  

Теорема 3.5. Для того, щоб келеровий простір  допускав 

нетривіальне голоморфно-проективне відображення, необхідно і до-

статньо, щоб система диференціальних рівнянь  

 

                         (А) 
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мала нетривіальний розв’язок       який задовольняє умо-

вам  

 

 Сукупність  диференціальних рівнянь (А) є лінійною з коефіцієн-

тами внутрішнього характеру з  і інваріантною відносно вибору в 

цьому просторі системи координат. 

 Для початкових значень 

                     (3.36) 

в просторі    метричний тензор якого  і структурний 

тензор   якого належать класу  система має не більш як один 

розв’язок. З урахуванням того, що початкові значення повинні задово-

льняти умовам (3.30), робимо висновок, що загальний розв’язок систе-

ми (А) залежить від   суттєвих параметрів, причому  

 

 Розв’язок системи (А), що задовольняє початковим умовам (3.36), 

можно знайти у вигляді ряда Тейлора  в околі даної точки  

 Втім система (А) не завжди сумісна. Для того, щоб у системи (А) іс-

нувало рішення, необхідно, щоб виконувались її умови інтегровності. 

Для першої групи – рівнянь (3.28) – отримаємо їх з (3.31) (після заміни в 

них похідних вектора  за формулами (3.33)) у вигляді 
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                                (3.37) 

де  

 

 

 

 Для другої групи системи рівнянь (А) – рівнянь (3.33) – отримаємо 

умови інтегровності  з (3.31) (після заміни в них похідних інваріанта  

за формулами (3.35)) у вигляді  

            (3.38) 

 де 

 

Нагадаємо, що  компоненти тензора голоморфно-проективної 

кривини. 

 Нарешті, умови інтегровності останньої групи рівнянь системи (А) 

знайдеио у вигляді 

           (3.39) 

 Отже, умови інтегровності системи (А) надаються сукупністю 

співвідношень (3.37), (3.38), (3.39). Позначимо їх разом з (3.30) через 

(Б). Очевидно, (Б) є системою лінійних однорідних алгебраїчних рів-

нянь відносно  з коефіцієнтами з  Вони повинні 

виконуватися тотожньо для любого рішення системи (А), якщо воно іс-



63 

 

нує. При коваріантному диференціюванні  системи (Б) та використання 

системи (А)  отримаємо перше продовження системи (Б), яке позначимо 

 Очевидно, ( ) також є системою лінійних однорідних алгебраїч-

них рівнянь відносно  з коефіцієнтами з  Диферен-

ціальне продовження ( ) позначимо ( )  і так далі. Оскільки кількість 

невідомих функцій у нас скінченна, знайдеться таке натуральне число 

   при якому продовження порядку  ( ) буде наслідком  (Б), 

( ), ( ), …, ( ). З аналітичної теорії диференціальних рівнянь ві-

домо, що для системи  (А) існує нетривіальне рішення в околі точки  

тоді і тільки тоді, коли рівняння (Б), ( ), ( ), …, ( ) мають в цій 

точці  нетривіальне рішення. 

 Отже , справедлива 

Теорема 3.6.  Келеровий простір  допускає нетривіальне 

голоморфно-проективне відображення зі збереження комплексної 

структури на келеровий простір   тоді і тільки тоді, коли 

система рівнянь (Б), ( ), ( ), …, ( ) має в    розв’язок 

   

причому      

 

 Коли келеровий простір  задано, нам відомий його 

метричний тензор  афінор структури  Отже ми можемо по-

будувати для   систему (Б), ( ), ( ), …, ( ) і з’ясувати, чи має 

вона нетривіальні рішення. Оскільки ця система має тензорний, а отже 

інваріантний відносно вибору системи координат характер, остання те-

орема надає необхідну і достатню внутрішню ознаку тензорного харак-
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теру для келерових просторів  , які допускають (і не допускають) не-

тривіальні голоморфно-проективні відображення зі збереженням ком-

плексної структури. 

 Дві останні теореми надають нам регулярний метод, який дозволяє 

для будь-якого келерового простору , незалежно до того, яка в ньому 

система координат обрана, з’ясувати, допускає чи ні він  нетривіальне 

голоморфно-проективне відображення  , що зберігає структуру. А якщо 

допускає, завдяки двом останнім теоремам  можна знайти всі ті просто-

ри, на які  може бути відображено. Тому останні дві теореми назива-

ють основними теоремами теорії голоморфно-проективних відо-

бражень келерових просторів зі збереженням структури. 

 Але варто зауважити, що при розв’язуванні  системи рівнянь (Б), 

( ), ( ), …, ( ) для великих значень  а тим більше при 

розв’язуванні системи диференціальних рівнянь (А), виникають значні 

складності технічного характеру. Тому в теорії голоморфно-

проективних відображень келерових просторів розроблено й інші мето-

ди дослідження, які дозволяють знаходити класи келерових просторів, 

що допускають (або не допускають) голоморфно-проективні відобра-

ження. 

 

Контрольні питання до Теми 3 

1. Аналітично-планарні лінії келерового простору. 

2. Теорема існування для аналітично-планарної лінії келерового прос-

тору. 

3. Означення голоморфно- проективного  відображення келерових 

просторів та їх основні рівняння. 

4. Еквівалентні форми основних рівнянь голоморфно-проективного ві-

дображення келерових просторів. 
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5. Зв’язок між векторами, які фігурують в основних рівняннях голо-

морфно-проективного відображення келерових просторів. 

6. Геометричні об’єкти, інваріантні відносно голоморфно-

проективного відображення келерових просторів. 

7. Аналог параметрів Томаса, їх значення в теорії голоморфно-

проективного відображення келерових просторів. 

8. Тензор голоморфно-проективної кривини, його значення в теорії го-

ломорфно-проективного відображення келерових просторів.  

9. Голоморфно-проективне відображення келерових просторів на 

плоский простір. 

10. Проективно-плоскі простори. 

11. Аналог теореми Бельтрамі. 

12. Тензор голоморфно-проективної кривини для келерових просторів, 

які допускають голоморфно-проективне відображення на плоский 

простір. 

13. Простори сталої голоморфної кривини як приклад келерових прос-

торів, які допускають нетривіальні  голоморфно-проективні відо-

браження. 

14. Довести, що голоморфно  -проективно-плоский простір є симетри-

чним. 

15. Метрики проективно-плоского простору в спеціальній системі ко-

ординат. 

16. Нова форма основних рівнянь голоморфно-проективних відобра-

жень келерових просторів. 

17. І основна теорема теорії голоморфно-проективних відображень 

келерових просторів. 

18. ІІ основна теорема теорії голоморфно-проективних відображень 

келерових просторів. 
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Вправи до Теми 3 

 

1. Довести, що при дифеоморфізмі келерового простору 

 на келеровий простір ,  який в загаль-

ній за відображенням системі координат має основні рівняння  

, 

 кожна аналітично-планарна крива  переходить в аналітично-

планарну      криву   

 

2. Довести, що рівняння голоморфно-проективних  відображень 

 

і  

, 

еквівалентні. 

3. Довести, що вектор   в рівняннях голоморфно-проективного ві-

дображення келерових просторів градієнтний. 

4. Довести, що вектори   в рівняннях голоморфно-проективного 

відображення келерових просторів пов’язані співвідношенням 

 

5.  Довести, що збереження геометричного об’єкта  

 

при деякому відображенні келерових просторів є необхідним і до-

статнім для того, щоб вказане відображення було голоморфно-

проективним. 
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6.  Записати умови інтегровності  диференціальних рівнянь 

 

 в келеровому просторі сталої голоморфно-проективної кривини. 

7.  Записати умови інтегровності  диференціальних рівнянь 

 

де деяка довільна стала   в келеровому просторі сталої голо-

морфно-проективної кривини. 

8. Записати диференціальні продовження рівнянь  в келе-

ровому просторі сталої голоморфно-проективної кривини. 
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Тестові завдання до модулів 

 

Змістовий модуль 1 

Основні рівняння голоморфно-проективних відображень  

келерових просторів 

 

1. Дайте означення келерового простору. Виведіть властивості тензо-

рів Рімана і Річчі келерових просторів. 

2. Дайте означення голоморфної секційної кривини келерового прос-

тору.  Виведіть вид тензора Рімана простору сталої  голоморфної 

кривини. 

3. Дайте означення голоморфно- проективного  відображення келеро-

вих просторів та їх основні рівняння. 

4. Виведіть еквівалентні форми основних рівнянь голоморфно-

проективного відображення келерових просторів. 

5. Доведіть зв’язок між векторами, які фігурують в основних рівнян-

нях голоморфно-проективного відображення келерових просторів. 

6. Побудувати аналог параметрів Томаса. З’ясувати їх значення в тео-

рії голоморфно-проективного відображення келерових просторів. 

7. Побудувати тензор голоморфно-проективної кривини. З’сувати йо-

го значення в теорії голоморфно-проективного відображення келе-

рових просторів.  

8. Вивести тензор Рімана келерового простору, який допускає голо-

морфно-проективне відображення  на плоский простір. 

9. Довести аналог теореми Бельтрамі. 

10. Вивести тензор голоморфно-проективної кривини для келерових 

просторів, які допускають голоморфно-проективне відображення на 

плоский простір. 
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11. Довести, що келерові простори сталої голоморфної кривини допус-

кають нетривіальні  голоморфно-проективні відображення. 

12. Довести, що голоморфно-голоморфно-проективно-плоский простір 

є симетричним. 

13. Користуючись формулою П.О.Широкова, вивести метрики проек-

тивно-плоского простору в спеціальній системі координат. 

 

Змістовий модуль 2 

Основні теореми теорії голоморфно- 

проективних відображень келерових просторів 

 

1. Вивести нову форму основних рівнянь голоморфно-проективних ві-

дображень келерових просторів. 

2. Довести, що еквідистантні келерові простори допускають нетривіа-

льні  голоморфно-проективні відображення. 

3. Довести І основну теорему теорії голоморфно-проективних відо-

бражень келерових просторів. 

4. Довести ІІ основну теорему теорії голоморфно-проективних відо-

бражень келерових просторів. 

5. Довести, що узагальнено-рекурентні келерові простори, відмінні від 

просторів сталої голоморфної кривини, не допускають нетривіаль-

них голоморфно-проективних  відображень. 
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