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ВСТУП

Диференцiальнi системи з регулярними i сингулярними жмутками
матриць є важливим об’єктом дослiдження в математичнiй фiзицi, теорiї
керування, теорiї автоматичного керування та iнших галузях науки. Вони
використовуються для моделювання рiзноманiтних фiзичних та iнженерних
систем, таких як електричнi ланцюги, механiчнi системи, екологiчнi моделi
тощо.

Дослiдження лiнiйних систем були започаткованi Ф.Р.Гантмахером,
який на пiдставi теорiї кiнцевих та нескiнченних елементарних дiльникiв
жмутка, для випадку сталих матриць, побудував загальний розв‘язок си-
стеми:

𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡)

де А та В - сталi матрицi розмiру 𝑚× 𝑛, 𝑓 : 𝐷 → ℜ𝑚, 𝐷 ⊂ ℜ, в
випадку змiнного жмутка матриць 𝐴(𝑡) + 𝜆𝐵(𝑡).

Цi дослiдження сприяли розповсюдженню методик, на випадки, коли
жмуток матриць є змiнним, що викликає iнтерес до вивчення функцiональ-
них матриць. Проводяться дослiдження, метою яких є, використовуючи
рiзнi обернення особливих матриць за допомогою спецiальних матриць, пред-
ставити загальний розв’язок системи у такому виглядi, щоб їх розв’язок
зводився до розв’язання ряду лiнiйних i квазiлiнiйних систем.

Сингулярнi задачi Кошi почали дослiджувати у другiй половинi ХIХ
столiття такi вченi, як Ш.Брiо, Ж.Буке, I.Бендiксон, А.Пуанкаре, О.М.
Ляпунов та iншi. Лiнiйнi системи у разi змiнного жмутка матриць з ви-
родженою матрицею вивчалися у роботах: А.М.Самойленка, В.П.Яковця,
St.Campbell, М.Hanke та iнших. Iнтерес до нелiнiйних систем зi сталим i
змiнним жмутком матриць започаткували: А.М.Самойленко, Н.I.Шкiля,
I.I.Старуна, St.Campbell, R.Мärz, M.Hanke, Г.Є. Самкова, Н. В. Шарай та
iншi.

В квалiфiкацiйнiй роботi вивчається задача Кошi для системи m
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звичайних диференцiальних рiвнянь виду:⎧⎨⎩𝐴𝑥+𝐵 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

де 𝐴,𝐵 ∈ ℜ𝑚×𝑛, та вектор-функцiя 𝑓 : 𝐷 → ℜ𝑚 неперервна у
𝐷 = {(𝑡,𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ||𝑥|| ≤ 𝑏}, 0 < 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′𝑠.

В роботi планується розглянути ключовi аспекти диференцiальних
систем з регулярними та сингулярними жмутками матриць, враховуючи
теоретичнi основи теорiї матриць i теорiї диференцiальних рiвнянь.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНI ПОНЯТТЯ ТА ВИЗНАЧЕННЯ

1.1 Елементарнi перетворення многочленної ма-
трицi

Означення 1.1. Многочленною матрицею або 𝜆 - матрицею називає-
ться прямокутна матриця 𝐴(𝜆), елементи якої - многочлени вiд 𝜆:

𝐴(𝜆) = ||𝑎𝑖𝑘(𝜆)|| = ||𝑎(0)𝑖𝑘 𝜆
𝑙 + 𝑎

(1)
𝑖𝑘 𝜆

𝑙−1 + ...+ 𝑎
(𝑙)
𝑖𝑘 ||, (1.1)

де 𝑖 = 1,2, ...,𝑚; 𝑘 = 1,2, ..., 𝑛 i l — найбiльша зi степенiв многочленiв
𝑎𝑖𝑘(𝜆).

Вважаючи, що

𝐴𝑗 = ||𝑎(𝑗)𝑖𝑘 ||, 𝑖 = 1,2, ...,𝑚; 𝑘 = 1,2, ..., 𝑛

ми можемо уявити многочленную матрицю 𝐴(𝜆) як матричного многочлена
вiдносно 𝜆, тобто у виглядi многочлена з матричними коефiцiєнтами:

𝐴(𝜆) = 𝐴0𝜆
𝑙 + 𝐴1𝜆

𝑙−1 + ...+ 𝐴𝑙−1𝜆+ 𝐴𝑙

Введемо на розгляд наступнi елементарнi операцiї над многочленною ма-
трицею 𝐴(𝜆):

1) Добуток, наприклад i-го рядка на число 𝑐 ̸= 0.

2) Cума, наприклад i-го рядка до j-го рядка, попередньо помноженої на
довiльнy многочленну матрицю 𝐵(𝜆).

3) Перестановка мiсцями будь-яких двох рядкiв, наприклад i-й та j-й.

Операцiї 1, 2, 3 рiвносильнi множенню многочленної матрицi 𝐴(𝜆) злiва на
вiдповiднi квадратнi матрицi порядку m. Тобто в результатi застосування
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операцiй 1, 2, 3 матриця 𝐴(𝜆) перетворюється вiдповiдно в матрицi

𝑆 ′ · 𝐴(𝜆), 𝑆 ′′ · 𝐴(𝜆), 𝑆 ′′′ · 𝐴(𝜆).

Тому операцiї типу 1, 2, 3 називаються «лiвими елементарними операцiями».

Абсолютно аналогiчно визначаються «правi елементарнi операцiї» над
многочленною матрицею. Цi операцiї проводяться не над рядками, а над
стовпцями многочленної матрицi i вiдповiднi цим операцiям матрицi мають
порядок n.

В результатi застосування правої елементарної операцiї матриця 𝐴(𝜆)
множиться праворуч на вiдповiдну матрицю Т. Матрицi типу 𝑆 ′, 𝑆 ′′, 𝑆 ′′′ (або,
те саме, типу 𝑇 ′, 𝑇 ′′, 𝑇 ′′′ ) ми будемо називати «елементарними матрицями».

Визначник будь-якої елементарної матрицi не залежить вiд 𝜆 вiдмiн-
ний вiд нуля. Тому для кожної лiвої (правої) елементарної операцiї iснує
зворотна операцiя, яка також є лiвою (вiдповiдно правою) елементарною
операцiєю.

Означення 1.2. Двi многочленнi матрицi 𝐴(𝜆) i 𝐵(𝜆) називаються:
1) лiвоеквiвалентними,
2) правоеквiвалентними,
3) еквiвалентними, якщо одна з них виходить з iншої шляхом застосування
вiдповiдно:
1) лiвих елементарних операцiй;
2) правих елементарних операцiй;
3) лiвих та правих елементарних операцiй.

Нехай матриця 𝐵(𝜆) виходить з 𝐴(𝜆) за допомогою лiвих елементар-
них операцiй, що вiдповiдають матрицям 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑝. Тодi

𝐵(𝜆) = 𝑆𝑝𝑆𝑝−1...𝑆1𝐴(𝜆). (1.2)

Позначаючи через 𝑃 (𝜆) добуток 𝑆𝑝𝑆𝑝−1...𝑆1, запишемо рiвнiсть (1.2) у ви-
глядi

𝐵(𝜆) = 𝑃 (𝜆)𝐴(𝜆), (1.3)



7

де 𝑃 (𝜆), як i кожна з матриць 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑝, має вiдмiнний вiд нуля сталий
визначник. Кожна квадратна 𝜆-матриця 𝑃 (𝜆) зi сталим, вiдмiнним вiд нуля,
визначником може бути представлена у виглядi добутку елементарних
матриць. Тому рiвнiсть (1.3) еквiвалентна рiвностi (1.2) i тому означає лiву
еквiвалентнiсть матриць 𝐴(𝜆) та 𝐵(𝜆).

У випадку правої еквiвалентностi многочленних матриць 𝐴(𝜆) i 𝐵(𝜆)

замiсть рiвностi (1.3) матимемо рiвнiсть

𝐵(𝜆) = 𝐴(𝜆)𝑄(𝜆), (1.4)

а у випадку (двосторонньої) еквiвалентностi рiвнiсть

𝐵(𝜆) = 𝑃 (𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆); (1.5)

тут знову 𝑃 (𝜆) i 𝑄(𝜆) — матрицi з вiдмiнними вiд нуля i незалежнi вiд 𝜆
визначниками.

Таким чином, означення 1.2 можна замiнити рiвносильним означен-
ням:

Означення 1.3. Двi прямокутнi 𝜆-матрицi 𝐴(𝜆) i 𝐵(𝜆) називаються:
1) лiвоеквiвалентними;
2) правоеквiвалентними;
3) еквiвалентними, якщо вiдповiдно:

𝐵(𝜆) = 𝑃 (𝜆)𝑄(𝜆), 𝐵(𝜆) = 𝐴(𝜆)𝑄(𝜆), 𝐵(𝜆) = 𝑃 (𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆),

де 𝑃 (𝜆) i 𝑄(𝜆) - многочленнi квадратнi матрицi зi сталими та вiдмiнними
вiд нуля визначниками.

1.2 Iнварiантнi многочлени та елементарнi дiль-
ники многочленної матрицi

Нехай многочлена матриця 𝐴(𝜆) має ранг r, тобто у цiй матрицi є не
рiвнi, тотожнi нулю мiнори r-го порядку, тодi як усi мiнори, порядку бiльше
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r, тотожнi щодо 𝜆, дорiвнюють нулю. Позначимо через 𝐷𝑖(𝜆) максимальний
загальний дiльник всiх мiнорiв j-го порядку матрицi 𝐴(𝜆) (𝑗 = 1, 2,..., 𝑟)

Тодi, як неважко бачити, у ряду

𝐷𝑟(𝜆), 𝐷𝑟−1(𝜆),...,𝐷1(𝜆), 𝐷0(𝜆) ≡ 1

кожен многочлен дiлиться без залишку на попереднiй. Вiдповiднi частинi
позначимо через 𝑖1(𝜆), 𝑖2(𝜆),..., 𝑖𝑟(𝜆) :

𝑖1(𝜆) =
𝐷𝑟(𝜆)

𝐷𝑟−1(𝜆)
, 𝑖2(𝜆) =

𝐷𝑟−1(𝜆)

𝐷𝑟−2(𝜆)
, ..., 𝑖𝑟(𝜆) =

𝐷1(𝜆)

𝐷0(𝜆)
= 𝐷1(𝜆) (1.6)

Означення 1.4. Многочлени 𝑖1(𝜆), 𝑖2(𝜆),..., 𝑖𝑟(𝜆), що визначаються
формулами (1.6) називаються iнварiантними многочленами прямокутної
матрицi (𝜆).

Вони залишаються незмiнними, "iнварiантними"пiд час переходу вiд
однiєї матрицi до iншої, їй еквiвалентної.

Розкладемо iнварiантнi многочлени 𝑖1(𝜆), 𝑖2(𝜆),..., 𝑖𝑟(𝜆) на неприведенi
в даному числовому полi K до множники:

𝑖1(𝜆) = [𝜑1(𝜆)]
𝑐1[𝜑2(𝜆)]

𝑐2...[𝜑𝑠(𝜆)]
𝑐𝑠,

𝑖2(𝜆) = [𝜑1(𝜆)]
𝑑1[𝜑2(𝜆)]

𝑑2...[𝜑𝑠(𝜆)]
𝑑𝑠, (1.7)

..........

𝑖𝑟(𝜆) = [𝜑1(𝜆)]
𝑙1[𝜑2(𝜆)]

𝑙2...[𝜑𝑠(𝜆)]
𝑙𝑠,

𝑐𝑘 ≥ 𝑑𝑘 ≥ ... ≥ 𝑙𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1,2, ..., 𝑠

Тут 𝜑1(𝜆), 𝜑2(𝜆), ..., 𝜑𝑠(𝜆) — всi рiзнi неприведенi в поле K многочлени
(зi старшими коефiцiентами, якi дорiвнюють одиницi), що входять до складу
𝑖1(𝜆), 𝑖2(𝜆),..., 𝑖𝑟(𝜆).

Означення 1.5. Всi вiдмiннi вiд одиницi ступенi серед [𝜑1(𝜆)]
𝑐1...[𝜑𝑟(𝜆)]

𝑙𝑠

в розкладi (1.7) називаються елементарними дiльниками матрицi 𝐴(𝜆) в
поле K.
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1.3 Основнi положення теорiї жмуткiв матриць

Нехай данi чотири матрицi 𝐴,𝐵;𝐴1, 𝐵1 однакового розмiру 𝑚 × 𝑛

елементами з числового поля K. Потрiбно знайти, за яких умов iснують двi
квадратнi невиродженi матрицi Р i Q вiдповiдно порядкiв m i n такi, що
одночасно:

𝑃𝐴𝑄 = 𝐴1, 𝑃𝐵𝑄 = 𝐵1 (1.8)

Вводячи на розгляд жмутки матриць 𝐴 + 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1 двi матричнi
рiвностi (4) можна замiнити однiєю рiвнiстю

𝑃 (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑄 = 𝐴1 + 𝜆𝐵1 (1.9)

Означення 1.6. Два жмутка прямокутних матриць 𝐴 + 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1

одного i того ж розмiру m × n, пов’язанi рiвнiстю (1.9), в якому Р та Q –
сталi (тобто не залежать вiд 𝜆 ) квадратнi невиродженi матрицi вiдповiдно
порядкiв m i n, називатимемо строго еквiвалентними.

Критерiй еквiвалентностi жмуткiв 𝐴 + 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1 випливає iз
загального критерiю еквiвалентностi 𝜆 - матриць i полягає у збiгу iнварiан-
тних многочленiв або елементарних дiльникiв жмуткiв 𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1.
Всi жмутки матриць 𝐴+ 𝜆𝐵 розмiром m × n подiляються на два основних
типу: на регулярнi та сингулярнi жмутки.

Означення 1.7. Жмуток матриць 𝐴+ 𝜆𝐵 називається регулярним,
якщо:

1) A, B — квадратичнi матрицi одного i того ж самого порядку n;
2) Визначник |𝐴+ 𝜆𝐵| тотожно не дорiвнює 0.

У всiх iнших випадках, тобто коли 𝑚 ̸= 𝑛 або 𝑚 = 𝑛, але |𝐴+𝜆𝐵| ≡ 0,
жмуток називається сингулярним.
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1.4 Елементи теорiї звичайних диференцiаль-
них рiвнянь

Розглянемо рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, де F задана у певнiй областi. Якщо
для кожного значення 𝑥, з деякого промiжку, iснує одне або кiлька значень
𝑦, якi спiльно з 𝑥 задовольняють рiвнянню 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, то цим визнача-
ється однозначна або многозначна функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥), для якої рiвнiсть
𝐹 (𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0 має мiсце тотожно щодо x на деякому промiжку.

Означення 1.8. Функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) називається неявною, якщо вона
задана за допомогою нерозв’язаного щодо 𝑦 рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0. Вона стає
явною, якщо розглядається безпосередня залежнiсть 𝑦 вiд 𝑥.

Наведемо тепер теорему про iснування неявної функцiї, i навiть iсну-
вання її похiдної. Розглянемо систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹1(𝑥1,...,𝑥𝑛; 𝑦1,...,𝑦𝑚) = 0

𝐹2(𝑥1,...,𝑥𝑛; 𝑦1,...,𝑦𝑚) = 0

..........

𝐹𝑚(𝑥1,...,𝑥𝑛; 𝑦1,...,𝑦𝑚) = 0

(1.10)

Теорема 1.1. Припустимо, що:

1) всi функцiї 𝐹𝑘(𝑥1,...,𝑥𝑛; 𝑦1,...,𝑦𝑚) при 𝑘 = 1,...,𝑚, визначенi та непе-
рервнi в (𝑛+𝑚) — мiрному прямокутному паралелепiпедi

𝐷 = {(𝑥1,...,𝑥𝑛; 𝑦1,...,𝑦𝑚) : |𝑥𝑗 − 𝑥0𝑗 | ≤ △𝑗, |𝑦𝑘 − 𝑦0𝑘| ≤ △𝑘;

△𝑗 > 0,△′
𝑘 > 0, 𝑗 = 1,...,𝑛; 𝑘 = 1,...,𝑚}

з центром у точцi (𝑥01,...,𝑥0𝑛; 𝑦01,...,𝑦
0
𝑚);

2) iснують неперервнi в D частковi похiднi вiд цих функцiй за всiма
аргументами;

3) т.(𝑥01,...,𝑦0𝑚) задовольняє системi (1.10);
4) Якобiан 𝐽 = 𝐷(𝐹1,...,𝐹𝑚)

𝐷(𝑦1,...,𝑦𝑚) у т. (𝑥01,...,𝑦0𝑚) вiдмiнний вiд нуля.

Тодi:
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1) в деякiй околицi т. (𝑥01,...,𝑥0𝑛) система (1.10) визначає (𝑦01,...,𝑦
0
𝑚) як

однозначнi функцiї, що диференцiюються вiд 𝑥1,...,𝑥𝑛 :

𝑦𝑘 = 𝜑𝑘(𝑥1,...,𝑥𝑛), 𝑘 = 1,...,𝑚;

2) при 𝑥1 = 𝑥01,...,𝑥𝑛 = 𝑥0𝑛 цi функцiї набувають, вiдповiдно, значення
(𝑦01,...,𝑦

0
𝑚):

𝜑𝑘(𝑥
0
1,...,𝑥

0
𝑛) = 𝑦0𝑘, 𝑘 = 1,...,𝑚;

3) функцiї 𝜑1,...,𝜑𝑚 неперервнi та мають неперервнi частинi похiднi за
всiма аргументами в околицях точки (𝑥01,...,𝑥

0
𝑛).

Наведемо теорему Пiкара-Кошi для задачi Кошi для системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь 1-го порядку. Нехай дана задача Кошi для
системи звичайних диференцiальних рiвнянь у нормальнiй формi Кошi.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑦1
𝑑𝑥 = 𝑓1(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛)

..........

𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑥 = 𝑓𝑛(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛)

𝑦1(𝑥0) = 𝑦01

..........

𝑦𝑛(𝑥0) = 𝑦0𝑛

(1.11)

𝐷1 = {(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛) : |𝑥− 𝑥0| ≤ 𝑎; |𝑦𝑘 − 𝑦0𝑘| ≤ 𝑏, 𝑘 = 1,...,𝑛},

𝑎 > 0, 𝑏 > 0

Означення 1.9. Кажуть, що функцiя 𝑓(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛) , задовольняє
умовi Липшица по змiнним 𝑦1,...,𝑦𝑛 на множинi 𝐷1, якщо iснує стала 𝐿 > 0,
що для будь-яких точок (𝑥; 𝑦′1,...,𝑦

′
𝑛) , (𝑥; 𝑦′′1 ,...,𝑦′′𝑛) ∈ 𝐷1 , виконано умову

|𝑓(𝑥; 𝑦′1,...,𝑦′𝑛)− 𝑓(𝑥; 𝑦′′1 ,...,𝑦
′′
𝑛)| ≤ 𝐿

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑦′𝑗 − 𝑦′′𝑗 |

Число L називається константою Липшица, i позначається 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑦1,...,𝑦𝑛(𝐷1).
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Теорема 1.2. (Пiкара-Кошi) Нехай 𝑓𝑘 ∈ 𝐶(𝐷1), 𝑓𝑘 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑦1,...,𝑦𝑛(𝐷1),

𝑘 = 1,...,𝑛. Тодi в досить малому околу точки 𝑥0(|𝑥− 𝑥0| ≤ ℎ), де
ℎ = 𝑚𝑖𝑛(𝑎; 𝑏

𝑀 ), 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥𝐷1
|𝑓𝑘|,𝑘 = 1,...,𝑛 iснує єдиний неперервно - дифе-

ренцiйований розв’язок задачi (1.11).

Нехай дана система звичайних диференцiальних рiвнянь у нормальнiй
формi Кошi:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑦1
𝑑𝑥 = 𝑓1(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛;𝜆1,...,𝜆𝑚)

..........

𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑥 = 𝑓𝑛(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛;𝜆1,...,𝜆𝑚)

(1.12)

правi частини якої визначенi як функцiї незалежної змiнної 𝑥, шуканих
функцiй 𝑦1,...,𝑦𝑛 на множинi 𝐷1 з центром в заданiй точцi (𝑥0; 𝑦01,...,𝑦0𝑛) i як
функцiї параметрiв 𝜆1,...,𝜆𝑚 в областi

𝑄 = {(𝜆1,...,𝜆𝑚) : 𝜆(0)𝑘 ≤ 𝜆𝑘 ≤ 𝜆
(1)
𝑘 , 𝑘 = 1,...,𝑚}, 𝜆

(𝑗)
𝑘 ∈ ℜ,

𝑘 = 1,...,𝑚; 𝑗 = (0; 1)

Теорема 1.3. (про неперервну залежнiсть розв’язкiв системи вiд
параметрiв) Припустимо, що функцiї 𝑓𝑘(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛;𝜆1,...,𝜆𝑚), 𝑘 = 1,. . . ,𝑛

системи (1.12) задовольняють наступним 2-ум умовам:

1) Функцiї 𝑓𝑘, 𝑘 = 1,. . . ,𝑛 неперервнi множинi 𝐷1 ×𝑄 i, отже, обмеженi,
тобто
|𝑓𝑘(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛,𝜆1,...,𝜆𝑚)| ≤𝑀 при (𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛;𝜆1,...,𝜆𝑚) ∈ 𝐷1 ×𝑄, а М
— постiйне додатнє число, що не залежить вiд параметрiв.

2) Функцiї 𝑓𝑘 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑦1,...,𝑦𝑛(𝐷1 ×𝑄), 𝑘 = 1,...,𝑛 рiвномiрно щодо
𝜆 = (𝜆1,...,𝜆𝑚),𝜆 ∈ 𝑄

Тодi при фiксованому 𝜆 ∈ 𝑄 система (1.12) має єдиний розв’язок:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦1 = 𝑦1(𝑥;𝜆1,...,𝜆𝑚)

.............

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛(𝑥;𝜆1,...,𝜆𝑚)
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що задовольняє початковим умовам: 𝑦𝑖(𝑥0) = 𝑦0𝑖 , 𝑖 = 1,...,𝑛.

Цей розв’язок визначений i неперервно диференцiюється як функцiя
вiд 𝑥 в iнтервалi |𝑥− 𝑥0| ≤ ℎ, де ℎ = 𝑚𝑖𝑛(𝑎; 𝑏

𝑀 ), i неперервно як функцiя
вiд параметрiв 𝜆1,...,𝜆𝑚 з множини 𝑄, рiвномiрно щодо незалежної змiнної
𝑥 iз |𝑥− 𝑥0| ≤ ℎ, тобто ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0: одночасно для всiх 𝑥 iз |𝑥− 𝑥0| ≤ ℎ

виконуються нерiвностi:

|𝑦𝑘(𝑥;𝜆1 +∆𝜆1,...,𝜆𝑚)− 𝑦𝑘(𝑥;𝜆1,...,𝜆𝑚)| < 𝜀, 𝑘 = 1,...,𝑛.

Лише тiльки |∆𝜆1| < 𝛿, ..., |∆𝜆𝑚| < 𝛿
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РОЗДIЛ 2

РЕГУЛЯРНИЙ I СИНГУЛЯРНИЙ ЖМУТКИ

МАТРИЦЬ

2.1 Регулярний жмуток матриць

Розглянемо окремий випадок, коли жмутки 𝐴 + 𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1

складаються з квадратних матриць (𝑚 = 𝑛) та |𝐵| ̸= 0, |𝐵1| ̸= 0 . В
цьому випадку, два поняття «еквiвалентнiсть» i «строга еквiвалентнiсть»
жмуткiв збiгаються. Тому, застосовуючи до жмуткiв загальний критерiй
еквiвалентностi 𝜆-матриць приходимо до теореми:

Теорема 2.1. Два жмутки квадратних матриць одного i того ж поряд-
ку 𝐴+ 𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1, у яких |𝐵| ≠ 0, |𝐵1| ≠ 0 є строго еквiвалентними
в тому i тiльки тому випадку, коли цi жмутки мають однi i тi ж самi
елементарнi дiльники в полi K.

Вiдповiдно означенню, в регулярному жмутку можлива рiвнiсть |𝐵| =
0 (i навiть |𝐴| = |𝐵| = 0).

Для того щоб з’ясувати, чи зберiгається теорема 2.1. для регулярних
жмуткiв, розглянемо наступний приклад:

Приклад

𝐴+𝜆𝐵 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
2 1 3

3 2 5

3 2 6

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦+𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
1 1 2

1 1 2

1 1 3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ , 𝐴1+𝜆𝐵1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
2 1 1

1 2 1

1 1 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦+𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
1 1 1

1 1 1

1 1 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ (2.1)

Тут кожен з жмуткiв 𝐴+ 𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1 має тiльки один елементарний
дiльник 𝜆+ 1. У той же час цi жмутки не є строго еквiвалентними, так як
матрицi 𝐵 i 𝐵1 мають вiдповiдно ранги 2 i 1, а з рiвностi (1.9), якби воно
мало мiсце, слiд було б, щоб ранги матриць 𝐵 i 𝐵1 були рiвнi мiж собою.
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При цьому жмутки (2.1) є регулярними за означенням 1.6, оскiльки

|𝐴+ 𝜆𝐵| ≡ |𝐴1 + 𝜆𝐵1| ≡ 𝜆+ 1

Цей приклад показує, що теорема 2.1 невiрна щодо означення 1.6 регуляр-
ного жмутка.

Щоб зберегти теорему 2.1, доведеться запровадити поняття «нескiн-
ченних» елементарних дiльникiв жмутка. Будемо жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵 задавати
за допомогою «однорiдних» параметрiв 𝜆𝜇 : 𝜇𝐴 + 𝜆𝐵. Тодi визначник
∆(𝜆,𝜇) ≡ |𝜇𝐴+ 𝜆𝐵| буде однорiдною функцiєю параметрiв 𝜆,𝜇. Визначаю-
чи найбiльший спiльний дiльник 𝐷𝑘(𝜆,𝜇) усiх мiнорiв k-го порядку матрицi
𝜇𝐴 + 𝜆𝐵 (𝑘 = 1,2,. . . ,𝑛), отримаємо iнварiантнi многочлени за вiдомими
формулами:

𝑖1(𝜆,𝜇) =
𝐷𝑛(𝜆,𝜇)

𝐷𝑛−1(𝜆,𝜇)
, 𝑖2(𝜆,𝜇) =

𝐷𝑛−1(𝜆,𝜇)

𝐷𝑛−2(𝜆,𝜇)
,...,

при цьому всi 𝐷𝑘(𝜆,𝜇) i 𝑖𝑗(𝜆,𝜇) - однорiднi щодо 𝜆 та 𝜇 многочленiв. Розкла-
даючи iнварiантнi многочлени на степенi неприведених у поле K однорiдних
многочленiв, отримаємо елементарнi дiльники 𝑒𝑎 (𝜆,𝜇)(𝛼 = 1,2,...) жмутка
𝜇𝐴+ 𝜆𝐵 в поле K.

Очевидно, що, вважаючи 𝜇 = 1 в 𝑒𝑎(𝜆,𝜇), ми повернемося до елемен-
тарним дiльникам 𝑒𝑎(𝜆) жмутка 𝐴+𝜆𝐵. Зворотне, з кожного елементарного
дiльника 𝑒𝑎(𝜆) ступеня q жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵 ми отримаємо вiдповiдний еле-
ментарний дiльник 𝑒𝑎(𝜆,𝜇) за формулою 𝑒𝑎(𝜆,𝜇) = 𝜇𝑞𝑒𝑎(

𝜆
𝜇) Таким способом

можуть бути отриманi всi елементарнi дiльники жмутка 𝜇𝐴+ 𝜆𝐵, за виня-
тком елементарних дiльникiв виду 𝜇𝑞.

Елементарнi дiльники виду 𝜇𝑞 iснують у тому й лише тому випадку,
коли |𝐵| = 0, i звуться «нескiнченних» елементарних дiльникiв для жмутка
𝐴+ 𝜆𝐵.

Оскiльки iз строгої еквiвалентностi жмуткiв 𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝐴1+ 𝜆𝐵1 слiдує
строга еквiвалентнiсть жмуткiв 𝜇𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝜇𝐴1 + 𝜆𝐵1, то у строго еквiва-
лентних жмутiв 𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1 повиннi збiгатися не тiльки «кiнцевi»,
але i «нескiнченнi» елементарнi дiльники.
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Нехай тепер дано два регулярнi жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1, у яких
вiдповiдно збiгаються всi (зокрема i нескiнченнi) елементарнi дiльники.

Введемо однорiднi параметри: 𝜆𝜇 : 𝜇𝐴+𝜆𝐵, 𝜇𝐴1+𝜆𝐵1. Перетворюємо
параметри:

𝜆 = 𝛼1𝜆̃+ 𝛼2𝜇̃, (𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 ̸= 0), 𝜇 = 𝛽1𝜆̃+ 𝛽2𝜇̃

У нових параметрах жмути запишуться так: 𝜇̃𝐴 + 𝜆̃𝐵̃, 𝜇̃𝐴1 + 𝜆̃𝐵1 , де
𝐵̃ = 𝛽1𝐴 + 𝛼1𝐵, 𝐵1 = 𝛽1𝐴1 + 𝛼1𝐵1. З регулярностi жмуткiв 𝜇𝐴 + 𝜆𝐵 i
𝜇𝐴1 + 𝜆𝐵1 випливає, що можна пiдiбрати числа 𝜆1 i 𝛽1 так, щоб |𝐵̃| ≠ 0 i
|𝐵1| ≠ 0

Тому, вiдповiдно до теореми 2.1, жмутки 𝜇̃𝐴+ 𝜆̃𝐵̃ i 𝜇̃𝐴1 + 𝜆̃𝐵1 отже,
i вихiднi жмутки 𝜇𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝜇𝐴1 + 𝜆𝐵1 строго еквiвалентнi. Таким чином,
ми дiйшли до наступного узагальнення теореми 2.1:

Теорема 2.2. Для того щоб два регулярнi жмутки 𝐴+𝜆𝐵 i 𝐴1+𝜆𝐵1

були строго еквiвалентнi, необхiдно i достатньо, щоб цi жмутки мали однi й
тi самi кiнцевi i нескiнченнi елементарнi дiльники.

У розiбраному ранiше прикладi жмутки (2.1) мали той самий «кiн-
цевий» елементарний дiльник 𝜆 + 1, але вiдрiзнялися «нескiнченними»
елементарними дiльниками, так як перший жмуток має один «нескiнчен-
ний» елементарний дiльник — 𝜇2, а другий – два: 𝜇,𝜇. Тому цi жмутки i не
виявилися строго еквiвалентними.

Нехай тепер дано довiльний регулярний жмуток𝐴+𝜆𝐵. Тодi iснує таке
число 𝑐, що 𝐴+𝑐𝐵 ̸= 0. Даний жмуток представимо у виглядi 𝐴1+(𝜆−𝑐)𝐵1,

де 𝐴1 = 𝐴 + 𝑐𝐵 i тому |𝐴1| ≠ 0. Помножимо жмуток злiва на 𝐴−1
1 :

𝐸 + (𝜆− 𝑐)𝐴−1
1 𝐵.

Перетворенням подiбностi наводимо цей жмуток до вигляду:

𝐸 + (𝜆− 𝑐){𝐽0,𝐽1} = {𝐸 − 𝑐𝐽0 + 𝜆𝐽0,𝐸 − 𝑐𝐽1 + 𝜆𝐽1}, (2.2)

де {𝐽0,𝐽1}— квазiдiагональна нормальна форма матрицi 𝐴−1
1 𝐵 , 𝐽0— жор-

данова нiльпотентна (тобто 𝐽 𝑙
0 = 0 при деякому цiлому 𝑙 > 0) матриця, а

|𝐽1 ̸= 0| .
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Перший дiагональний блок правої частини (2.2) помножимо на
(𝐸− 𝑐𝐽0)

−1. Отримаємо 𝐸+𝜆((𝐸− 𝑐𝐽0)
−1𝐽0). Тут коефiцiєнт при 𝜆- нiльпо-

тентна матриця (iз 𝐽 𝑙
0 випливає, що [(𝐸 − 𝑐𝐽0)

−1𝐽0]
𝑙). Тому перетворенням

подiбностi наводимо цей жмуток до вигляду:

𝐸 +̂︂𝜆𝐽0 = {𝑁𝑢1,𝑁𝑢2,...,𝑁𝑢𝑠, 𝐽 + 𝜆𝐸}, (2.3)

(𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢)),

де 𝐸(𝑢) — одинична матриця порядку 𝑢, 𝐻(𝑢) — матриця порядку 𝑢, у
якої елементи першої наддiагоналi дорiвнюють одиницi, а всi iншi елементи
дорiвнюють нулю.

Другий дiагональний блок у правiй частинi (2.2) множенням на 𝐽−1
1 ,

а потiм перетворенням подiбностi може бути приведений до виду 𝐽 + 𝜆𝐸,
де 𝐽 — матриця, що має нормальну форму, а Е — одинична матриця.

Теорема 2.3. Довiльний регулярний жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 може бути
приведений до строго еквiвалентного канонiчного квазiдiагонального виду

{𝑁𝑢1,𝑁𝑢2,...,𝑁𝑢𝑠, 𝐽 + 𝜆𝐸} (𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢)), (2.4)

де першi 𝑠 дiагональних блокiв вiдповiдають нескiнченним елементарним
дiльникам 𝜇𝑢1, 𝜇𝑢2,...,𝜇𝑢𝑠 жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵, а нормальна форма останнього
дiагонального блоку 𝐽 + 𝜆𝐸 однозначно визначається кiнцевими елементар-
ними дiльниками даного жмутка.

2.2 Сингулярний жмуток матриць. Теорема
про приведення.

Розглянемо сингулярний жмуток матрицi 𝐴 + 𝜆𝐵 розмiру 𝑚 × 𝑛.
Позначимо через 𝑟 ранг жмутка, тобто найбiльший iз порядкiв мiнорiв, не
рiвних тотожно нулю. З сингулярностi жмутка випливає, що завжди має
мiсце принаймнi одна з нерiвностей 𝑟 < 𝑛 або 𝑟 < 𝑚. Нехай 𝑟 < 𝑛, тодi
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стовпцi 𝜆 — матрицi 𝐴+ 𝜆𝐵 лiнiйно залежнi, тобто рiвняння

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0, (2.5)

де 𝑥 - шуканий стовпець, має нульовий розв’язок. Кожен ненульовий
розв’язок цього рiвняння визначає деяку лiнiйну залежнiсть мiж стов-
пцями 𝜆 — матрицi 𝐴+ 𝜆𝐵. Ми обмежимося лише тими розв’язками 𝑥(𝜆)
рiвняння (2.5), якi є многочленами щодо 𝜆, i серед цих розв’язкiв вiзьмемо
розв’язок найменшою степеню 𝜀

𝑥(𝜆) = 𝑥0 − 𝜆𝑥1 + 𝜆2𝑥2 − ...+ (−1)𝜀𝜆𝜀𝑥𝜀 (𝑥𝜀 ̸= 0) (2.6)

Пiдставляючи цi розв’язки в (2.5) i прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при
степенях 𝜆, отримаємо

𝐴𝑥0 = 0, 𝐵𝑥0 − 𝐴𝑥1 = 0, 𝐵𝑥1 − 𝐴𝑥2 = 0,...,𝐵𝑥𝜀−1 − 𝐴𝑥𝜀 = 0, (2.7)

𝐵𝑥𝜀 = 0

Розглядаючи цю систему рiвностей як систему лiнiйних однорiдних рiвнянь
щодо елементiв стовпцiв 𝑥0,−𝑥1,+𝑥2, . . . ,(−1)𝜀𝑥𝜀, укладаємо, що матриця
коефiцiєнтiв цiєї системи

(2.8)
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Має ранг 𝜌𝜀 < (𝜀 + 1)𝑛 . Водночас через мiнiмальну властивiсть числа 𝜀
для рангiв 𝜌1,...,𝜌𝜀−1 матриць

(2.9)

має мiсце рiвнiсть 𝜌0 = 𝑛, 𝜌1 = 2𝑛,...,𝜌𝜀−1 = 𝜀𝑛.

Таким чином, число 𝜀 має найменше значення iндекса k, при якому в
вiдношенi 𝜌𝑘 ≤ (𝑘 + 1)𝑛 має мiсце знак "< ".

Теорема 2.4. Якщо рiвняння (2.5) має розв’язок мiнiмального степеня
𝜀 i 𝜀 > 0, то даний жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵 строго еквiвалентний жмутку виду⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦𝐿𝜀 0

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ (2.10)

де 𝐴, 𝐵̂ - сталi прямокутнi матрицi, 𝐴+ 𝜆𝐵̂ - жмуток матриць, для якого
рiвняння виду (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 не має розв’язок при степенi менше, нiж 𝜀,

Доведення. Спочатку доведемо, що жмуток виду 𝐴 + 𝜆𝐵 cтрого
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еквiвалентний жмутку виду ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐿𝜀 𝐷 + 𝜆𝐹

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

де 𝐷,𝐹 - постiйнi прямокутнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Встановимо, що рiвняння (𝐴+𝜆𝐵̂)𝑥̂ = 0 немає розв’язкiв 𝑥̂(𝜆) степенi
менше, нiж 𝜀. Пiсля цього покажемо, що подальшими перетвореннями
жмуток може бути приведений до квазiдiагонального виду (2.8) .

1. Першу частину доказу вдягнемо в геометричну форму. Замiсть
жмутка матриць 𝐴 + 𝜆𝐵 розглянемо жмуток операторiв 𝐴 + 𝜆𝐵 , що
вiдображають 𝑅𝑛 в 𝑅𝑚 покажемо, що при належному виборi базисiв у цих
просторах матриця, вiдповiдна оператору 𝐴+ 𝜆𝐵, матиме форму (2.10).

Замiсть рiвнянь (2.5) вiзьмемо векторне рiвняння

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 (2.11)

з векторним розв’язком

𝑥(𝜆) = 𝑥0 − 𝜆𝑥1 + 𝜆2𝑥2 − ...+ (−1)𝜀𝜆𝜀𝑥𝜀; (2.12)

рiвностi (2.7) замiнюється векторними рiвностями

𝐴𝑥0 = 0, 𝐴𝑥1 = 𝐵𝑥0,𝐴𝑥2 = 𝐵𝑥1,...,𝐴𝑥𝜀 = 𝐵𝑥𝜀=1,𝐵𝑥𝜀 = 0. (2.13)

Доведемо, що вектори
𝐴𝑥1,𝐴𝑥2,...,𝐴𝑥𝜀 (2.14)

лiнiйно незалежнi. Звiдси легко слiдуватиме лiнiйна незалежнiсть векторiв

𝑥0,𝑥1,...,𝑥𝜀 (2.15)

Справдi, оскiльки 𝐴𝑥0 = 0, з 𝛼0𝑥0 + 𝛼1𝑥1 + ... + 𝛼𝑠𝑥𝑠 = 0 знаходимо
𝛼1𝐴𝑥1 + ...+ 𝛼𝜀𝐴𝑥𝜀 = 0 , звiдки через лiнiйну незалежнiсть векторiв (2.13)
𝛼1 = 𝛼2 = ... = 𝛼𝜀 = 0, але 𝑥0 ̸= 0, оскiльки в iншому випадку 1

𝜆𝑥(𝜆) було б
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розв’язком рiвняння (2.11) степеня 𝜀− 1, що неможливо. Тому й 𝛼0 = 0.

Якщо тепер прийняти вектори (2.14) i (2.15) як першi базовi вектори
для нових базисiв вiдповiдно в 𝑅𝑚 i 𝑅𝑛,то в нових базисах операторам А i
В (2.13) будуть вiдповiдати матрицi

тодi 𝜆-матриця 𝐴 + 𝜆𝐵̃ матиме вигляд (2.10). Усi попереднi мiркування
будуть обґрунтованими, якщо ми доведемо, що вектори (2.14) лiнiйно не-
залежнi. Допустимо супротивне, нехай 𝐴𝑥ℎ(ℎ ≥ 1) - перший у ряду (2.14)
вектор, що лiнiйно залежить вiд попереднiх векторiв:

𝐴𝑥ℎ = 𝛼1𝐴𝑥ℎ−1 + 𝛼2𝐴𝑥ℎ−2 + ...+ 𝛼ℎ−1𝐴𝑥𝑙

В силу (2.7) ця рiвнiсть може бути переписана так:

𝐵𝑥ℎ−1 = 𝛼1𝐵𝑥ℎ−2 + ...+ 𝛼2𝐵𝑥ℎ−3 + ...+ 𝛼ℎ−1𝐵𝑥0,

тобто 𝐵𝑥*ℎ−1 = 0, де 𝑥*ℎ−1 = 𝑥ℎ−1 − 𝛼1𝑥ℎ−2 − 𝛼2𝑥ℎ−3 − ...− 𝛼ℎ−1𝑥0.

Далi, знову в силу (2.13):

𝐴𝑥*ℎ−1 = 𝐵(𝑥ℎ−2 − 𝛼1ℎℎ−3 − ...− 𝛼ℎ−2𝑥0) = 𝐵𝑥*ℎ−2,

де 𝑥*ℎ−2 = 𝑥ℎ−2 − 𝛼1𝑥ℎ−3 − ...− 𝛼ℎ−2𝑥0.

Продовжуючи цей процес далi i ще вводячи вектори

𝑥*ℎ−3 = 𝑥ℎ−3 − 𝛼1𝑥ℎ−4 − ...− 𝛼ℎ−3𝑥0,...,𝑥
*
1 = 𝑥1 − 𝛼1𝑥0, 𝑥

*
0 = 𝑥0,
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ми отримаємо ланцюжок рiвностей

𝐵𝑥*ℎ−1 = 0, 𝐴𝑥*ℎ−1 = 𝐵𝑥*ℎ−2,...,𝐴𝑥
*
𝑙 = 𝐴𝑥*0, 𝐴𝑥*0 = 0 (2.16)

З (2.16) випливає, що 𝑥*(𝜆) = 𝑥*0 − 𝜆𝑥*1 + ...+ (−1)ℎ−1𝑥*ℎ−1𝜆
ℎ−1(𝑥*0 = 𝑥0 ̸= 0)

є ненульовий розв’язок рiвняння (2.11) степеня менше або рiвного ℎ− 1 < 𝜀,
що неможливо. Таким чином, вектори (2.14) є лiнiйно незалежними.

2. Доведемо тепер, що рiвняння (𝐴 + 𝜆𝐵̂)𝑥̂ = 0 немає розв’язкiв
степеня < 𝜀.

Спочатку звернемо увагу на те, що рiвняння 𝐿𝜀𝑦 = 0 , як i рiвняння
(2.5), має ненульовий розв’язок найменшого степеня 𝜀. У цьому можна
переконатись безпосередньо, якщо матричне рiвняння 𝐿𝜀𝑦 = 0 замiнити
системою скалярних рiвнянь

𝜆𝑦1 + 𝑦2 = 0, 𝜆𝑦2 + 𝑦3 = 0,...,𝜆𝑦𝜀 + 𝑦𝜀+1 = 0

[𝑦 = (𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝜀+1)], 𝑦𝑘 = (−1)𝑘−1𝑦1𝜆
𝑘−1 (𝑘 = 1,2,...,𝜀+ 1).

З iншого боку, якщо жмуток має «трикутний» вигляд (2.10), то вiдпо-
вiднi цьому жмутку матрицi 𝑀𝑘(𝑘 = 1,2,...,𝜀) пiсля належної перестановки
рядкiв та стовпцiв також можуть бути приведенi до трикутного вигляду⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦𝑀𝑘[𝐿𝜀] 𝑀𝑘[𝐷 + 𝜆𝐹 ]

0 𝑀𝑘[𝐴+ 𝜆𝐵̂]

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ (2.17)

При 𝑘 = 𝜀− 1 усi стовпцi цiєї матрицi, а значить, i стовпцi матрицi
𝑀𝜀−1[𝐿𝜀], лiнiйно незалежнi. Це випливає з того, що ранг матрицi (2.17)
при 𝑘 = 𝜀− 1 дорiвнює 𝜀𝑛; аналогiчна рiвнiсть має мiсце для рангу матрицi
𝑀𝜀−1[𝐿𝜀]. Але 𝑀𝜀−1[𝐿𝜀]- квадратна матриця порядку 𝜀(𝜀 + 1). Тому й у
матрицi 𝑀𝑘[𝐴+𝜆𝐵̂] всi стовпцi лiнiйно незалежнi, а це означає, що рiвняння
(𝐴+𝜆𝐵̂)𝑥̂ = 0 немає розв’язкiв степеня ≤ 𝜀− 1, що й потрiбно було довести.



23

3. Замiнимо жмуток (2.9) строго еквiвалентним йому жмутком⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐸1 𝑌

0 𝐸2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐿𝜀 𝐷 + 𝜆𝐹

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐸3 −𝑋

0 𝐸4

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐿𝜀 𝐷 + 𝜆𝐹 + 𝑌 (𝐴+ 𝜆𝐵̂)− 𝐿𝜀𝑋

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ,

(2.18)
де 𝐸1,𝐸2,𝐸3,𝐸4 - квадратичнi одиничнi матрицi вiдповiдно порядкiв 𝜀,𝑚−
𝜀,𝜀+1, 𝑛− 𝜀− 1, а 𝑋,𝑌 – довiльнi постiйнi прямокутнi матрицi вiдповiдних
розмiрiв. Теорема буде повнiстю доведена, якщо ми покажемо, що матрицi
Х та Y можуть бути обранi так, щоб мало мiсце матрична нерiвнiсть

𝐿𝜀𝑋 = 𝐷 + 𝜆𝐹 + 𝑌 (𝐴+ 𝜆𝐵̂). (2.19)

Введемо позначення для елементiв матриць D, F, X, а також для рядкiв
матрицi Y i для стовпцiв матриць 𝐴,𝐵̂ :

𝐷 = ||𝑑𝑖𝑘||, 𝐹 = ||𝑓𝑖𝑘||, 𝑋 = ||𝑥𝑗𝑘||

𝑖 = 1,2,...,𝜀, 𝑘 = 1,2,...,𝑛− 𝜀− 1, 𝑗 = 1,2,...,𝜀+ 1,

𝑌 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑦1

𝑦2

...

𝑦𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
, 𝐴 = (𝛼1,𝛼2,...,𝛼𝑛−𝜀−1), 𝐵̂ = (𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛−𝜀−1).

Тодi матричне рiвняння (2.19) можна замiнити системою скалярних рiвнянь,
записуючи, що елементи k-го стовпця в лiвiй та правiй частинах рiвностi
(2.19) вiдповiдно дорiвнюють один одному (𝑘 = 1,2,...,𝑛− 𝜀− 1):

𝑥2𝑘 + 𝜆𝑥1𝑘 = 𝑑1𝑘 + 𝜆𝑓1𝑘 + 𝑦1𝛼𝑘 + 𝜆𝑦1𝑏𝑘,

𝑥3𝑘 + 𝜆𝑥2𝑘 = 𝑑2𝑘 + 𝜆𝑓2𝑘 + 𝑦2𝛼𝑘 + 𝜆𝑦2𝑏𝑘,

𝑥4𝑘 + 𝜆𝑥3𝑘 = 𝑑3𝑘 + 𝜆𝑓3𝑘 + 𝑦3𝛼𝑘 + 𝜆𝑦3𝑏𝑘, (2.20)

...........
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𝑥𝜀+1 + 𝜆𝑥𝜀𝑘 = 𝑑𝜀𝑘 + 𝜆𝑓𝜀𝑘 + 𝑦2𝛼𝑘 + 𝜆𝑦𝜀𝑏𝑘

𝑘 = 1,2,...,𝑛− 𝜀− 1

У лiвих частинах цих рiвностей стоять лiнiйнi двочлени вiдносно 𝜆. Вiльний
член кожного з перших 𝜀 − 1 цих двочленiв дорiвнює коефiцiєнту при 𝜆

у наступному двочленi. Але тодi й правi частини мають задовольняти цiй
умовi. Тому:

𝑦1𝛼𝑘 − 𝑦2𝑏𝑘 = 𝑓2𝑘 − 𝑑1𝑘,

𝑦2𝛼𝑘 − 𝑦3𝑏𝑘 = 𝑓3𝑘 − 𝑑2𝑘,

........ (2.21)

𝑦𝜀−1𝛼𝑘 − 𝑦𝜀𝑏𝑘 = 𝑓𝜀𝑘 − 𝑑𝜀−1,𝑘

𝑘 = 1,2,...,𝑛− 𝜀− 1

Якщо рiвностi (2.21) мають мiсце, то, очевидно, iз (2.20) можна визна-
чити потрiбнi елементи матрицi Х. Тепер залишилося показати, що система
рiвнянь (2.21) щодо елементiв матрицi Y завжди має розв’язок за будь-яких
𝑑𝑖𝑘 i 𝑓𝑖𝑘(𝑖 = 1,2,...,𝜀; 𝑘 = 1,2,...,𝑛− 𝜀− 1).

Справдi, матриця, складена з коефiцiєнтiв при невiдомих елементах
рядкiв 𝑦1,− 𝑦2,+ 𝑦3,− 𝑦4,....,, може бути записана пiсля транспонування у
виглядi

Але ця матриця є матрицею 𝑀𝜀−2 для жмутка прямокутних матриць (2.9).
Ранг цiєї матрицi дорiвнює (𝜀−1)(𝑛−𝜀−1), оскiльки за доведеним рiвняння
(𝐴+ 𝜆𝑋̂)𝑥̂ = 0 немає розв’язкiв степеня < 𝜀. Таким чином, ранг системи
рiвнянь (2.21) дорiвнює числу рiвнянь, а така система за будь-яких вiльних
членiв є спiльною.
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Теорему доведено.

2.3 Канонiчна форма сингулярного жмутка ма-
триць

Нехай дано довiльний сингулярний жмуток матриць 𝐴+ 𝜆𝐵 розмiру
𝑚×𝑛. Допустимо спочатку, що як мiж стовпцями, так i мiж рядками цього
жмутка немає лiнiйної залежностi iз постiйними коефiцiєнтами.

Нехай 𝑟 < 𝑛, де r — ранг жмутка, тобто стовпцi жмута 𝐴+𝜆𝐵 лiнiйно
залежнi. У цьому випадку рiвняння (𝐴+𝜆𝐵)𝑥 = 0 має ненульовий розв’язок
мiнiмальної степеня 𝜀. З прийнятого на початку цього параграфа обмеження
випливає, що 𝜀 > 0. Даний жмуток можна перетворити на вигляд⎛⎜⎝𝐿𝜀1 0

0 𝐴1 + 𝜆𝐵1

⎞⎟⎠ ,

Якщо це рiвняння має ненульовий розв’язок мiнiмального степеня 𝜀2 при
цьому неодмiнно 𝜀2 ≥ 𝜀1, то, застосовуючи до жмутка 𝐴1 + 𝜆𝐵1 теорему
2.4, ми даний жмуток перетворимо на вигляд⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐿𝜀1 0 0

0 𝐿𝜀2 0

0 0 𝐴2 + 𝜆𝐵2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Продовжуючи цей процес далi, ми приведемо цей жмутка до квазiдiаго-
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нального виду ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐿𝜀1 0

𝐿𝜀2

.

.

.

𝐿𝜀𝑝

0 𝐴𝑝 + 𝜆𝐵𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

, (2.22)

де 0 < 𝜀1 ≤ 𝜀2 ≤ ... ≤ 𝜀𝑝 рiвняння (𝐴𝑝+𝜆𝐵𝑝)𝑥
(𝑝) = 0 не має ненульових

розв’язкiв, тобто стовпцi матрицi 𝐴𝑝 + 𝜆𝐵𝑝 лiнiйно незалежнi. Очевидно,
що 𝜀1 + 𝜀2 + ... + 𝜀𝑝 ≤ 𝑚, 𝜀1 + 𝜀2 + ... + 𝜀𝑝 + 𝑝 ≤ 𝑛. Цi спiввiдношення
можуть стати рiвностями лише одночасно. У цьому випадку блок 𝐴𝑝 + 𝜆𝐵𝑝

буде вiдсутня.

Якщо рядки жмутка 𝐴𝑝 + 𝜆𝐵𝑝 лiнiйно залежнi, то транспонований
жмуток 𝐴′

𝑝 + 𝜆𝐵′
𝑝 може бути приведений до виду (2.22), де замiсть чисел

𝜀1,𝜀2,...,𝜀𝑝 будуть фiгурувати числа 0 < 𝜂1 ≤ 𝜂2 ≤ ... ≤ 𝜂𝑞. Але тодi цей
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жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵 виявиться перетвореним до квазiдiагонального вигляду

(2.23)

де у жмутка 𝐴0+𝜆𝐵0 як стовпцi, i рядки лiнiйно незалежнi, тобто. 𝐴0+𝜆𝐵0

- регулярний жмуток. Якщо в даному жмутку 𝑟 = 𝑛, тобто стовпцi жмутка
лiнiйно незалежнi, то в (2.23) вiдсутнi першi 𝑝 дiагональних блокiв виду
𝐿𝜀 (𝑝 = 0). Так само, якщо 𝑟 = 𝑚, тобто в 𝐴+𝜆𝐵 рядки лiнiйно незалежнi,
то в (2.23) вiдсутнi дiагональнi блоки виду 𝐿′

𝜂(𝑞 = 0) Розглянемо тепер
загальний випадок, коли рядки та стовпцi даного жмутка можуть бути
пов’язанi лiнiйними залежностями з постiйними коефiцiєнтами. Позначимо
максимальну кiлькiсть постiйних незалежних розв’язкiв рiвнянь

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 𝑖 (𝐴′ + 𝜆𝐵′)𝑦 = 0

вiдповiдно через g та h. Замiсть першого з цих рiвнянь розглянемо вiдповiдне
векторне рiвняння (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 (А та В – оператори, вiдображають 𝑅𝑛 в
𝑅𝑚). Лiнiйно незалежнi постiйнi розв’язки цього рiвняння позначимо через
𝑒1,𝑒2,...,𝑒𝑔 i приймемо за першi базиснi вектори в 𝑅𝑛. Тодi у вiдповiднiй
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матрицi 𝐴+ 𝜆𝐵̃ першi g стовпцiв будуть складатися з нулiв:

𝐴+ 𝜆𝐵̃ = (0,𝐴1 + 𝜆𝐵1) (2.24)

Так само в жмуткi 𝐴1 + 𝜆𝐵1 першi h рядкiв можна зробити нульовими.

Тодi даний жмуток набуде вигляду

(2.25)

де рядки та стовпцi жмутка 𝐴0 + 𝜆𝐵0 вже не пов’язанi лiнiйними зале-
жностями iз постiйними коефiцiєнтами. До жмута 𝐴0 + 𝜆𝐵0 застосовно
уявлення типу (2.23). Таким чином, у загальному випадку жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵

завжди може бути приведений до канонiчного вигляду

(2.26)

Вибiр iндексiв при 𝜀 i 𝜂 пов’язанi з тим, що нам зручно тут рахувати
𝜀1 = 𝜀2 = ... = 𝜀𝑔 = 0 i 𝜂1 = 𝜂2 = ... = 𝜂ℎ = 0.

Замiнюючи регулярний жмуток, що фiгурує в (2.26) 𝐴0 + 𝜆𝐵0 його
канонiчної формою (2.4), отримаємо остаточно наступну квазiдiагональну
матрицю:

(2.27)

де матриця J має жорданову або природну нормальну форму, а 𝑁 (𝑢) =

𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢).

Теорема 2.5. Довiльний сингулярний жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 може бути
наведений до (строго еквiвалентного) канонiчного квазiдiагонального виду
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(2.27):

Для того щоб по даному жмутку безпосередньо визначити його канонiчну
форму (2.27), не здiйснюючи послiдовно процес приведення ми, слiдуючи
Кронекеру, в наступному параграфi введемо поняття мiнiмальних iндексiв
жмутка.

2.4 Мiнiмальнi iндекси жмутка. Критерiй стро-
гої еквiвалентностi жмуткiв.

Нехай дано довiльний сингулярний жмуток прямокутних матриць 𝐴+

𝜆𝐵. Тодi 𝑘 до многочленних стовпцiв 𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑘(𝜆), якi є розв’язками
рiвняння

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 (2.28)

будуть лiнiйно залежними, якщо ранг численної матрицi, складеної iз цих
стовпцiв, 𝑋 = [𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑘(𝜆)] менше за 𝑘. В цьому випадку iснує 𝑘 до
многочленiв 𝑝1(𝜆), 𝑝2(𝜆),...,𝑝𝑘(𝜆), не рiвних одночасно тотожно нулю, таких,
що

𝑝1(𝜆)𝑥1(𝜆) + 𝑝2(𝜆)𝑥2(𝜆) + ...+ 𝑝𝑘(𝜆)𝑥𝑘(𝜆) = 0

Якщо ранг матрицi Х дорiвнює k, то подiбної залежностi не iснує, i розв’язок
𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑘(𝜆) лiнiйно незалежнi.

Серед усiх розв’язкiв рiвняння (2.28) вiзьмемо ненульовий розв’язок
𝑥1(𝜆) найменшою степенню 𝜀1. Серед усiх розв’язкiв того ж рiвняння, лiнiйно
незалежних вiд 𝑥1(𝜆), Виберемо розв’язок 𝑥2(𝜆) найменшою степенню 𝜀1.
Очевидно, що 𝜀1 ≤ 𝜀2. Цей процес продовжимо, обираючи серед розв’язкiв,
лiнiйно незалежних вiд 𝑥1(𝜆) та 𝑥2(𝜆), розв’язок 𝑥3(𝜆), мiнiмального степеня
𝜀3 i т.д. Так як число лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (2.28) завжди
≤ 𝑛, це процес має закiнчиться. Ми отримаємо фундаментальний ряд



30

розв’язкiв рiвняння (2.28).

𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑝(𝜆) (2.29)

зi степенями
𝜀1 ≤ 𝜀2 ≤ ...𝜀𝑝. (2.30)

Загалом фундаментальний ряд розв’язкiв не визначається однозначно (з
точнiстю до скалярних множникiв) завданням жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵.

Однак два рiзних фундаментальних ряду розв’язкiв мають завжди
один i той же ряд степенiв 𝜀1,𝜀2, ..., 𝜀𝑝. Справдi, розглянемо поряд iз (2.29)
другий фундаментальний ряд розв’язкiв

𝑥1(𝜆),𝑥2(𝜆)...

зi степенями
𝜀1,𝜀2,...

Нехай серед степенiв (2.30)

𝜀1 = ... = 𝜀𝑛1
< 𝜀𝑛1+1 = ... = 𝜀𝑛2

< ...

i аналогiчно в ряду

𝜀1 = ... = 𝜀𝑛1
< 𝜀𝑛1+1 = ... = 𝜀𝑛2

< ...

Очевидно, що 𝜀1 = 𝜀1. Будь-який стовпець 𝑥̃𝑖(𝜆) (𝑖 = 1,2,...,𝑛̃1) є лiнiйна
комбiнацiя стовпцiв 𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑛1

(𝜆), тому що в iншому випадку в ряду
(2.29) можна було б розв’язок 𝑥𝑛1+1(𝜆) замiнити розв’язком 𝑥̃𝑖(𝜆) з меншим
степiнем. Очевидно, що i, навпаки, будь-який стовпець 𝑥̃𝑖(𝜆) (𝑖 = 1,2,...,𝑛1)

є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв 𝑥̃1(𝜆), 𝑥̃2(𝜆),...,𝑥̃𝑛1+1(𝜆) Тому 𝑛1 = 𝑛̃1 i
𝜀𝑛1+1 = 𝜀𝑛+1. Тепер аналогiчними мiркуваннями переконуємось у тому, що
𝑛2 = 𝑛̃2 i 𝜀𝑛2+1 = 𝜀𝑛2+1 i т.д.

Кожен розв’язок 𝑥𝑘(𝜆) фундаментального ряду (2.29) дає лiнiйну
залежнiсть степiня 𝜀𝑘 мiж стовпцями матрицi 𝐴+ 𝜆𝐵

(𝑘 = 1,2,...,𝑞). Тому числа 𝜀1,𝜀2,...,𝜀𝑝 називаються мiнiмальними iндексами
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для стовпцiв жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵.

Аналогiчно вводяться мiнiмальнi iндекси 𝜂1,𝜂2,...,𝜂𝑞 для рядкiв жмутка
𝐴+ 𝜆𝐵. При цьому рiвняння (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 замiнюється рiвнянням (𝐴′ +

𝜆𝐵′)𝑦 = 0 та числа 𝜂1,𝜂2,...,𝜂𝑞 визначаються як мiнiмальнi iндекси для
стовпцiв транспонованого жмутка 𝐴′ + 𝜆𝐵′ .

Строго еквiвалентнi жмутки мають однi й самi мiнiмальнi iндекси.
Справдi, нехай данi такi два жмутки 𝐴 + 𝜆𝐵 i 𝑃 (𝐴 + 𝜆𝐵)𝑄 (Р i Q —
квадратнi невиродженi матрицi). Тодi рiвняння (2.27) для першого жмутка
пiсля почленного множення злiва на Р може бути записано так:

𝑃 (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑄𝑄−1𝑥 = 0

Звiдси видно, що всi розв’язки рiвняння (2.27) пiсля множення злiва на
𝑄−1 дають повну систему розв’язкiв рiвняння 𝑃 (𝐴 + 𝜆𝐵)𝑄𝑧 = 0. Тому
жмутки 𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝑃 (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑄 мають однi й самi мiнiмальнi iндекси для
стовпцiв. Збiг мiнiмальних iндексiв для рядкiв встановлюється переходом
до транспонованим жмутками.

Обчислимо мiнiмальнi iндекси для канонiчної квазiдiагональної ма-
трицi

(2.31)

де 𝐴0 + 𝜆𝐵0 — регулярний жмуток, що має нормальну форму (2.4).

Зауважимо попередньо, що повна система мiнiмальних iндексiв для
стовпцiв (рядок) квазiдiагональної матрицi виходить з’єднанням з вiдпо-
вiдних систем мiнiмальних iндексiв окремих дiагональних блокiв. Матриця
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𝐿𝜀 має лише один iндекс 𝜂 для стовпцiв, а рядки цього матрицi лiнiйно
незалежнi. Так само матриця 𝐿′

𝜂 має лише один iндекс 𝜂 для рядкiв, а
стовпцi цiєї матрицi лiнiйно незалежнi.

Регулярний жмуток 𝐴0+𝜆𝐵0 зовсiм не має мiнiмальних iндексiв. Тому
матриця (2.31) має мiнiмальнi iндекси для стовпцiв

𝜀1 = ... = 𝜀𝑔 = 0, 𝜀𝑔+1,...,𝜀𝑝,

а для рядкiв
𝜂1 = ... = 𝜂ℎ = 0, 𝜂ℎ+1,...,𝜂𝑞.

Зауважимо ще, що матриця 𝐿𝜀 немає елементарних дiльникiв, оскiльки
серед її мiнорiв максимального порядку 𝜀 є мiнор, рiвний одиницi, i мiнор,
рiвний 𝜆𝜀 . Це ж положення, зрозумiло, вiрно i для транспонованої матрицi
𝐿′
𝜀. Оскiльки елементарнi дiльники квазiдiагональної матрицi виходять

шляхом з’єднання елементарних дiльникiв окремих дiагональних блокiв,
то елементарнi дiльники 𝜆 — матрицi (2.27) збiгаються з елементарними
дiльниками її регулярного «ядра» 𝐴0 + 𝜆𝐵0.

Канонiчна форма жмутка (2.31) цiлком визначається завданням мiнi-
мальних iндексiв 𝜀1,...,𝜀𝑝, 𝜂1,...,𝜂𝑞 та елементарних дiльникiв цього жмутка,
або строго еквiвалентного йому жмутка 𝐴+𝜆𝐵 . Так як два жмутка, мають
одну i ту ж канонiчну форму, строго еквiвалентних, то ми довели таку
теорему:

Теорема 2.6 (Кронекера). Для того щоб два довiльнi жмутка
прямокутних матриць 𝐴+ 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1 того самого розмiру 𝑚× 𝑛 були
строго еквiвалентнi, необхiдно i достатньо, щоб цi жмутки мали однi i тi ж
мiнiмальнi iндекси i однi i тi ж («кiнцевi» та «нескiнченнi») елементарнi
дiльники.

Випишемо канонiчну форму жмутка 𝐴 + 𝜆𝐵, що має мiнiмальнi
iндекси 𝜀1 = 0,𝜀2 = 1,𝜀3 = 2,𝜂1 = 0,𝜂2 = 0,𝜂3 = 2, i елементарнi дiльники
𝜆2,(𝜆+ 2)2,𝜇3 :
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Зазначимо, якi мiнiмальнi iндекси яким блокам вiдповiдають:

(𝐼)− 𝜀1 = 0, (𝐼𝑉 )− 𝜂1 = 0,

(𝐼𝐼)− 𝜀2 = 1, (𝑉 )− 𝜂2 = 0,

(𝐼𝐼𝐼)− 𝜀3 = 2, (𝑉 𝐼)− 𝜂3 = 2.

Також останньому блоку вiдповiдає елементарний дiльник (𝜆+2)2,(𝑉 𝐼)−𝜆2

та (𝑉 )− 𝜇3
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РОЗДIЛ 3

ДОСЛIДЖЕННЯ СИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ

РЕГУЛЯРНИМИ ТА СИНГУЛЯРНИМИ

ЖМУТКАМИ МАТРИЦЬ

Розглянемо задачу Кошi для системи m звичайних диференцiальних
рiвнянь 1-го порядку виду:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑥𝑘 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑖𝑘
𝑑𝑥𝑘
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑡,𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛), 𝑖 = 1,...,𝑚

𝑥𝑘(𝑡) → 0, 𝑡→ 0, 𝑘 = 1,...𝑛

(3.1)

Перепишемо задачу (3.1) у векторнiй формi:⎧⎨⎩𝐴𝑥+𝐵 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0
(3.2)

де 𝐴,𝐵 ∈ ℜ𝑚×𝑛𝐴 = ||𝑎𝑖𝑘||,𝐵 = ||𝑏𝑖𝑘||, 𝑖 = 1,...,𝑚,𝑘 = 1,...,𝑛, 𝑥 = (𝑥1,...,𝑥𝑛)
𝑇 ,

та вектор-функцiя
𝑓 : 𝐷 → ℜ𝑚,

де 𝐷 = {(𝑡,𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ||𝑥|| ≤ 𝑏}, 0 < 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑠.

Лiва частина системи в задачi (3.2) вiдповiдає постiйному жмутку
матриць 𝐴+𝐵 𝑑

𝑑𝑡 .

Розглянемо випадки, коли жмуток матриць 𝐴+𝐵 𝑑
𝑑𝑡 є регулярним та

сингулярним.
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3.1 Регулярний жмуток матриць в системi зви-
чайних диференцiальних рiвнянь.

Нехай жмуток матриць є регулярним. За визначенням регулярного
жмутка 𝑚 = 𝑛, |𝐴+𝐵 𝑑

𝑑𝑡 | ≠ 0. Запишемо 𝜆 = 𝑑
𝑑𝑡 , тодi жмуток матриць має

вигляд 𝐴+ 𝜆𝐵.

Вiдповiдно до теореми 2.3 про приведення регулярного жмутка ма-
триць до канонiчному квазiдiагональному вигляду, iснують такi невиродженi
матрицi 𝑃,𝑄 ∈ ℜ𝑛×𝑛, що

Зробимо у системi задачi (3.2) замiну невiдомих функцiй. Для цього
покладемо 𝑥 = 𝑄𝑧, де 𝑧 = 𝑧(𝑡)— нова невiдома вектор-функцiя, а потiм
помножимо обидвi частини отриманої системи диференцiальних рiвнянь
злiва на Р. Отримаємо: ⎧⎨⎩(𝐴𝑥+ 𝐵̃ 𝑑

𝑑𝑡)𝑧 = 𝑓(𝑡,𝑧),

𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0
(3.3)

де 𝑓(𝑡,𝑧) = 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧),𝑧 = (𝑧1,...,𝑧𝑚),𝑓 = (𝑓1,...,𝑓𝑚), та жмутки 𝐴 + 𝜆𝐵̃ та
𝐴+ 𝜆𝐵 строго еквiвалентнi.

Вiдповiдно до структури канонiчного квазiдiагонального регулярного
жмутка система (3.3) набуде вигляду:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑁 (𝑢𝑖)( 𝑑

𝑑𝑡)
𝑖
𝑧 =

𝑖

𝑓(𝑡,𝑧), 𝑖 = 1,...,𝑠,

(𝐽 + 𝑑
𝑑𝑡𝐸)

𝑠+1
𝑧 =

𝑠+1

𝑓 (𝑡,𝑧),
𝑘

𝑧(𝑡) → 0, 𝑘 = 1,...,𝑠+ 1

(3.4)

де

При фiксованому s перший блок жмутка 𝐴+ 𝐵̃ 𝑑
𝑑𝑡 має вигляд:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑠
𝑧𝑗 +

𝑑
𝑑𝑡

𝑠
𝑧𝑗+1 =

𝑠

𝑓𝑗(𝑡,𝑧), 𝑗 = 1,...,𝑢𝑠−1

𝑠
𝑧𝑢𝑠

=
𝑠

𝑓𝑢𝑠
(𝑡,𝑧)

3.2 Сингулярний жмуток матриць в системi
звичайних диференцiальних рiвнянь

Нехай жмуток 𝐴+𝐵 𝑑
𝑑𝑡 є сингулярним. За визначенням сингулярного

жмутка матрицi маємо 𝑚 ̸= 𝑛 або якщо 𝑚 = 𝑛, то |𝐴+ 𝜆𝐵| ≡ 0.

Вiдповiдно до теореми 2.5 про приведення сингулярного жмутка ма-
триць до канонiчному квазiдiагональномувигляду iснують такi невиродженi
матрицi 𝑃 i 𝑄, що 𝑃𝐴𝑄 = 𝐴,𝑃𝐵𝑄 = 𝐵̃, 𝑃 ∈ ℜ𝑚×𝑛, 𝑄 ∈ ℜ𝑛×𝑛

Зробимо у системi задачi (3.2) замiну невiдомих функцiй. Для цього
покладемо 𝑥 = 𝑄𝑧, де 𝑧 = 𝑧(𝑡)—нова невiдома вектор-функцiя, а потiм
помножимо обидвi частини отриманої системи диференцiальних рiвнянь
злiва на Р.
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Отримаємо: ⎧⎨⎩𝐴𝑧 + 𝐵̃ 𝑑𝑧
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑧),

𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

де 𝑓(𝑡,𝑧) = 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧),𝑧 = (𝑧1,...,𝑧𝑛),𝑓 = (𝑓1,...,𝑓𝑚).

Вiдповiдно до структури канонiчного квазiдiагонального сингулярного
жмутка маємо:

(3.5)

де канонiчна квазiдiагональна форма сингулярного жмутка 𝐴 + 𝐵̃ 𝑑
𝑑𝑡 в
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матричному поданнi:

Розпишемо позначення 𝑧 у системi (3.4):
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Випишемо розмiрнiсть блоку 𝐽 + 𝐸 𝑑
𝑑𝑡

𝜃 = 𝑛− 𝑔 − 𝜀𝑔+1 − 1− ...− 𝜀𝑝 − 1− 𝜂ℎ+1 − 𝜂𝑞 − 𝑢1 − ...− 𝑢𝑠

𝑟 = 𝑚− 𝑢𝑠 − ...− 𝑢1 − ℎ− 𝜀𝑔+1 − 𝜀𝑝 − 𝜂ℎ+1 − 1− ...− 𝜂𝑞 − 1

Введемо деякi позначення:
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А також зробимо замiну:

1 + 𝑖 = 𝑖̂, 1 + 𝑝− 𝑔 + 𝑗 = 𝑗̂, 1 + 𝑝− 𝑔 + 𝑞 − ℎ+ 𝑘 = 𝑘,

1 + 𝑝− 𝑔 + 𝑞 − ℎ+ 𝑠+ 1 = 𝑠.

Тодi систему (3.5) можна переписати так:

(3.6)

Ця система складається з функцiональних та диференцiальних рiв-
нянь. Функцiональнi рiвняння позначенi значком ⊗.

Функцiональну пiдсистему в системi (3.6) представляють перший блок,
останнє рiвняння з кожної системи третього блоку та останнє рiвняння iз
кожної системи четвертого блоку. У результатi функцiональна пiдсистема
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системи (3.6) має вигляд:

Функцiональна пiдсистема мiстить 𝑡 рiвнянь, де 𝑡 = ℎ+ 𝑞 − ℎ+ 𝑠 = 𝑞 + 𝑠.

Диференцiальну пiдсистему в системi (3.6) представляють другий
блок, третiй блок без останнього рiвняння, четвертий блок без останнього
рiвняння та п’ятий блок. Тобто диференцiальна пiдсистема системи (3.6)
має вигляд:

Диференцiальною пiдсистема мiстить 𝑚− 𝑡 рiвнянь.

З урахуванням введених позначень та початкових умов вихiдного
задачi (3.1) звелася до функцiонально-диференцiальної задачi виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓(𝑡,𝑧1,𝑧2) = 0

𝑑
𝑑𝑡𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝑧1,𝑧2)

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

𝑧2(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

(3.7)
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де

3.3 Дослiдження розв’язкiв функцiонально -
диференцiальної задачi

Розглянемо початкову задачу (3.7).

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜓 неперервна в 𝐷1 ⊆ ℜ𝑛+1, де
𝐷1 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 = (0,𝑡0],||𝑧1|| < 𝛼, ||𝑧2|| < 𝛽}, 𝛼, 𝛽 > 0.

Будемо говорити, що функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1, якщо викону-
ються наступнi умови:

1) функцiя 𝜓 доозначена в точцi (0,0,0), причому справедливо, що
𝜓(0,0,0) = 0.

2) iснують неперервнi в 𝐷1 частковi похiднi 𝜓 по всiм компонентах ве-
кторiв 𝑧1 i 𝑧2.

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜙 неперервна в 𝐷1 ⊆ ℜ𝑛+1, де
𝐷1 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 = (0,𝑡0],||𝑧1|| < 𝛼, ||𝑧2|| < 𝛽}, 𝛼, 𝛽 > 0.

Будемо говорити, що функцiя 𝜙 задовольняє умовi 𝑆2, якщо виконую-
ться наступнi умови:

1) функцiї 𝜙 доозначена у точцi (0,0,0), причому 𝜙(0,0,0) = 0;
2) вектор-функцiя 𝜙 неперервна по t i неперервно-диферецiйована по 𝑧1
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i 𝑧2 в 𝐷1.

Дослiдження задачi (3.7) почнемо з вивчення питання про розв’язання
задачi ⎧⎨⎩𝜓(𝑡,𝑧1,𝑧2) = 0

𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0
(3.8)

тобто для функцiонального блоку задачi (3.7).

Вивчимо, за яких умов задача (3.8) можно розв’язати або щодо вектор-
функцiї 𝑧1, або щодо вектор-функцiї 𝑧2, або щодо частини компонент не-
вiдомих вектор-функцiй 𝑧1,𝑧2. Далi, повертаючись до завдання (3.7), зна-
йдемо достатнi умови iснування її розв’язку i з’ясуємо, скiльки iснує таких
розв’язкiв.

Теорема 3.1. Нехай 𝑘 = 𝑝 i вектор-функцiї 𝜓 i 𝜙 задовольняють
умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. I нехай

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧1)

⃒⃒⃒⃒
(0,0,0)

̸= 0 (3.9)

Тодi задача (3.7) має єдиний розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення: Так як вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i справе-
длива нерiвнiсть (3.9), то за теоремою про неявнi функцiї система

𝜓(𝑡,𝑧1,𝑧2) = 0 (3.10)

однозначно можна розв’язати на множинi 𝐷1 щодо змiнної 𝑧1, причому

𝑧1 = 𝜉(𝑡,𝑧2), де 𝜉(𝑡,𝑧2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1(𝑡,𝑧2)

...

𝜉𝑝(𝑡,𝑧2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Функцiї 𝜉𝑘(𝑡,𝑧2), 𝑘 = 1,..., 𝑝 - неперервнi по 𝑡 i неперервно-диференцiйованi
по 𝑧2 на множинi 𝐷2 = {(𝑡,𝑧2) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡2],||𝑧2|| < 𝛽2,0 < 𝑡2 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛽2 ≤ 𝛽}
i 𝜉𝑘(0,0) = 0, 𝑘 = 1,...,𝑝.
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Пiдставляючи 𝑧1 = 𝜉(𝑡,𝑧2) в диференцiальну пiдсистему задачi (3.7),
отримаємо задачу Кошi:⎧⎨⎩ 𝑑

𝑑𝑡𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝜉(𝑡,𝑧2),𝑧2) ≡ 𝜉(𝑡,𝑧2)

𝑧2(0) = 0
(3.11)

де 𝜉 = 𝐶𝑡(𝐷2), 𝜉 ∈ 𝐶1
𝑧2
(𝐷2).

В силу властивостей вектор-функцiї 𝜉(𝑡,𝑧2) для задачi Кошi (3.11)
виконанi умови теореми Пiкара-Кошi та задачи Кошi (3.11) має єдиний
розв’язок 𝑧2 = 𝜙(𝑡) при 𝑡 ∈ [0,𝑡1],0 < 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡0 , причому 𝜙 ∈ 𝐶1

[0,𝑡1]
, 𝜙 :

[0,𝑡1] → ℜ𝑙. Тодi задача (3.7) при 𝑡 ∈ [0,𝑡1] має єдиний розв’язок виду:⎧⎨⎩𝑧1 = 𝜉(𝑡,𝜙(𝑡))

𝑧2 = 𝜙(𝑡)

Теорему доведено.

Теорема 3.2. Нехай 𝑘 = 𝑗, 1 ≤ 𝑗 < 𝑝 i вектор-функцiї 𝜓 i 𝜙 задоволь-
няють умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно.

Якщо виконано умову

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11,𝑧12,...,𝑧1𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0 (3.12)

тодi задача (3.7) має розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0 .

Доведення: Так як вектор-функцiя задовольняє умовам 𝑆1 i 𝑆2 i
справедлива нерiвнiсть (3.12), то за теоремою про неявнi функцiї систе-
ма (3.10) однозначно можна розв’язати на множинi 𝐷1 вiдносно 𝑧11,...,𝑧1𝑗,
причому 𝑧1𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2), 𝑖 = 1,...,𝑗.

Функцiї 𝜉𝑖(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2), 𝑖 = 1,...,𝑗, 𝑗 < 𝑝, неперервнi по t i неперерв-
на диференцiйована по всiм iншим аргументам на множинi 𝐷3 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) :
𝑡 ∈ [0; 𝑡3],||𝑧1|| < 𝛼3,||𝑧2|| < 𝛽3,0 < 𝑡3 ≤ 𝑡0,0 < 𝛼3 ≤ 𝛼, 0 < 𝛽3 ≤ 𝛽} i
𝜉𝑘(0,0) = 0, 𝑘 = 1,...,𝑝 i 𝜉𝑖(0,0,...,0) = 0, 𝑖 = 1,...,𝑗.

Пiдставимо 𝑧1𝑖, 𝑖 = 1,...,𝑗 у диференцiальну пiдсистему задачi (3.7),
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отримаємо:⎧⎨⎩ 𝑑
𝑑𝑡𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝜉1(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2),...,𝜉𝑗(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2),𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2))

𝑧2(0) = 0

(3.13)
𝜉𝑖 ∈ 𝐶𝑡(𝐷3), 𝜉𝑖 ∈ 𝐶1

𝑧2
(𝐷3), 𝑖 = 1,...,𝑗, 𝑗 < 𝑝

Виходячи з умови 𝑆2, будемо дивитися на задачу Кошi (3.13) як на систему
звичайних диференцiальних рiвнянь у нормальнiй формi Кошi з невiдомою
векторною функцiєю 𝑧2 та функцiональними параметрами 𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝, де
функцiї 𝑧1𝑗+1(𝑡),...,𝑧1𝑝(𝑡) з класу 𝐶1

[0,𝑡1]
, 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡3 ≤ 𝑡0.

Тодi для кожного фiксованого набору функцiональних параметрiв
будемо мати єдиний розв’язок задачi Кошi (3.13) - 𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝, 𝜙 -
неперервно-диференцiйована функцiя, 𝜙 : [0,𝑡1] → ℜ𝑙, 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡3 ≤ 𝑡0.

Вектор-функцiя 𝑧2 залежатиме вiд кiлькох довiльних неперервно-
диференцiйованих функцiй.

Розв’язання задачi Коши (3.8) знайдено у виглядi:⎧⎨⎩𝑧1 = 𝜉(𝑡,𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝))

𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

Отримали (𝑝 − 𝑗) - параметричне сiмейство розв’язкiв задачi Кошi (3.8),
що залежать вiд (𝑝− 𝑗) неперервно-диференцiйованих функцiй.

Теорему доведено.

Теорема 3.3. Нехай 𝑘 = 𝑝 + 𝑗, 1 ≤ 𝑗 < 𝑙, i вектор-функцiї 𝜓 i 𝜙
задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. I нехай виконується

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧1,𝑧21,...,𝑧2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0 (3.14)

тодi задача (3.7) має розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення: Так як вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i справе-
длива нерiвнiсть (3.14), то за теоремою про неявнi функцiї система (3.10)
однозначно може бути розв’язати на множинi 𝐷1 щодо вектора 𝑧𝑖 компонент
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вектора 𝑧2𝑖, 𝑖 = 1,...,𝑗:

𝑧1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧11

...

𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧21

...

𝑧2𝑗

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

причому 𝑧1𝑘 = 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑘 = 1,...,𝑝, 𝑧2𝑖 = 𝜉2𝑖(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑖 = 1,...,𝑗.

Функцiї 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑘 = 1,...,𝑝, i , 𝜉2𝑖(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑖 = 1,...,𝑗, непе-
рервнi по 𝑡 i неперервно-диференцiйованi по рештi аргументiв на мно-
жинi 𝐷4 = {(𝑡,𝑧4) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡4],||𝑧2|| < 𝛽4,0 < 𝑡4 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛽4 ≤ 𝛽} i
𝜉1𝑘(0,...,0) = 0, 𝜉2𝑖(0,...,0) = 0, 𝑘 = 1,...,𝑝, 𝑖 = 1,...,𝑗, 𝑗 < 𝑙

Пiдставляючи 𝑧1𝑘 = 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑘 = 1,...,𝑝,i 𝑧2𝑖 = 𝜉2𝑖(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝑖 = 1,...,𝑗. в диференцiйну пiдсистему задачi (3.7) отримаємо задачу Кошi
виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑
𝑑𝑡𝜉2𝑖(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) = 𝜙𝑖(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉21(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑗(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉2𝑗+1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑙(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)), 𝑖 = 1,...,𝑗

𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑗+1 = 𝜙𝑗+1(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉21(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑗(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉2𝑗+1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑙(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)), 𝑖 = 1,...,𝑗

· · · · · ·
𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑙 = 𝜙𝑙(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉21(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑗(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉2𝑗+1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑙(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)), 𝑖 = 1,...,𝑗

𝑧2𝑔(0) = 0, 𝑔 = 𝑗 + 1,...,𝑙

(3.15)

де 𝜉 ∈ 𝐶𝑡(𝐷4), 𝜉 ∈ 𝐶1
𝑧2
(𝐷4).

Завдання Кошi (3.15) розпадається на 2 блоки рiвнянь. Спочатку
розглянемо останнi (𝑙− 𝑗) рiвняння. Для останнiх (𝑙− 𝑗) компонент вектор-
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функцiї

𝜙(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉21(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑗(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉2𝑗+1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙))

виконано умови пункту 2 умови 𝑆2, тобто для задачi Кошi (3.15) виконую-
ться умови теореми Пiкара-Кошi, отримаємо розв’язок виду⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜙(𝑡), (3.16)

де 𝜙 ∈ 𝐶1
[0,𝑡1]

, 𝜙 : [0,𝑡1] → ℜ𝑙, 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡4 ≤ 𝑡0.

Тепер, з урахуванням (3.16), знаходимо значення вектора 𝑧1, i компо-
нент вектора 𝑧2: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝜉1(𝑡,𝜙(𝑡))⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧21
...

𝑧2𝑗

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉2𝑖(𝑡,𝜙(𝑡)),𝑖 = 1,...,𝑗

Тепер пiдставимо отриманi 𝑧2𝑙,...,𝑧2𝑗 у першi 𝑗 диференцiальних рiвнянь.
Вся система диференцiальних рiвнянь є умовою спiльностi для задачi Кошi.
Якщо при пiдстановцi 𝑧2𝑙,...,𝑧2𝑗 маємо тотожнi рiвностi, то задачу розв’язано.

Теорему доведено.

Теорема 3.4. Нехай 𝑘 = 𝑙 i вектор-функцiї 𝜓 i 𝜙 задовольняють
умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. I нехай

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
(0,0,0)

̸= 0 (3.17)

Тодi задача (3.7) має розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0 .

Доведення:

Так як вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i справедлива нерiв-



48

нiсть (3.17), то за теоремою про неявнi функцiї система (3.10) однозначно
можна розв’язати на множинi 𝐷1 щодо змiнної 𝑧2 , причому 𝜉𝑘(𝑡,𝑧1), де

𝜉(𝑡,𝑧1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1(𝑡,𝑧1)

...

𝜉𝑙(𝑡,𝑧1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Функцiї 𝑧2 = 𝜉𝑘(𝑡,𝑧1), 𝑘 = 1,...,𝑙 - неперервнi по t i неперервно - дифе-
ренцiйованi по 𝑧1 на множинi

𝐷5 = {(𝑡,𝑧1) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡5],||𝑧1|| < 𝛼5,0 < 𝑡5 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛼5 ≤ 𝛼}

i 𝜉𝑘(0,0) = 0, 𝑘 = 1,...,𝑙. Пiдставляючи 𝑧2 = 𝜉(𝑡,𝑧2) в диференцiальну
пiдсистему задачi (3.7), отримаємо задачу Кошi:⎧⎨⎩ 𝑑

𝑑𝑡𝜉(𝑡,𝑧1) = 𝜙(𝑡,𝑧1,𝜉(𝑡,𝑧1)) = 𝜁(𝑡,𝑧1)

𝜉(𝑡,𝑧1) → 0, 𝑡→ 0
(3.18)

де 𝜉 ∈ 𝐶𝑡(𝐷5), 𝜉 ∈ 𝐶1
𝑧1
(𝐷5), 𝜁(𝑡,𝑧1) - неперервно-диференцiйована на

множинi 𝐷5.

Так як
𝜕𝜉

𝜕𝑡
+
𝜕𝜉

𝜕𝑧1

𝜕𝑧1
𝜕𝑡

= 𝜁(𝑡,𝑧1) (3.19)

то розглянемо три випадки:

а). Якщо
⃒⃒⃒
𝑑𝜉
𝑑𝑧1

⃒⃒⃒
(0,0)

̸= 0 тодi

𝜕𝜉

𝜕𝑧1

𝜕𝑧1
𝜕𝑡

= 𝜁(𝑡,𝑧1)−
𝜕𝜉

𝜕𝑡

𝜕𝑧1
𝜕𝑡

=

(︂
𝜕𝜉

𝜕𝑧1

)︂−1(︂
𝜁(𝑡,𝑧1)−

𝜕𝜉

𝜕𝑡

)︂
Так як 𝜁(𝑡,𝑧1) ∈ 𝐶1(𝐷5) ,то для задачi (3.18) виконанi умови iснування

та єдиностi розв’язання задачi Кошi, маємо розв’язання задачi Кошi (3.18):
причому 𝜙 ∈ 𝐶1

[0,𝑡1]
, 𝜙 : [0,𝑡1] → ℜ𝑝, тодi задача (3.7) при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤

𝑡5 ≤ 𝑡0 має i до того ж єдиний розв’язок виду:
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⎧⎨⎩𝑧1 = 𝜙(𝑡)

𝑧2 = 𝜉(𝑡,𝜙(𝑡))

б). Якщо
⃒⃒⃒
𝑑𝜉
𝑑𝑧1

⃒⃒⃒
(0,0)

= 0, то ми маємо сингулярну диференцiальну систему

подiбну до вихiдної, але з меншою кiлькiстю рiвнянь:

𝐴(𝑡,𝑧1)
𝑑

𝑑𝑡
𝑧1 +𝐵(𝑡,𝑧1) · 𝑧1 = 𝑓(𝑡,𝑧1)

ця система виходить з (3.19) у разi, якщо у 𝜁(𝑡,𝑧1) можна видiлити
лiнiйну частину.

в). Розпишемо рiвняння (3.19) та отримаємо три умови для тих блокiв,
для яких визначник iснує.

1). Якщо 𝑗 = 𝑝, 𝜉 = (𝜉1,...,𝜉𝑗), 𝑧1 = (𝑧11,...,𝑧1𝑝), то 𝑑𝑒𝑡 𝑑𝜉𝑑𝑧1 ̸= 0 i ми
повертаємося до пункту а).

2). Якщо 𝑗 < 𝑝, маємо:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝜉1
𝜕𝑧11

𝜕𝜉2
𝜕𝑧12

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧1𝑗

𝜕𝜉1
𝜕𝑧21

𝜕𝜉2
𝜕𝑧22

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧2𝑗

... ...

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑗1

𝜕𝜉2
𝜕𝑧𝑗2

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑗𝑗

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑗+11

𝜕𝜉2
𝜕𝑧𝑗+12

...
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑧𝑗+1𝑗

... ...

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑝1

𝜕𝜉2
𝜕𝑧𝑝2

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑝𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝜁(𝑡,𝑧1)
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то решта рiвнянь⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜉1

𝜕𝑧𝑗+11
...

𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑗+1𝑗

... ... ...

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑝1

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑝𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜁(𝑡,𝑧1)

є умовами спiльностi задачi Кошi (3.7).

3). Якщо 𝑗 > 𝑝, то рiвняння⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜉𝑝+1

𝜕𝑧𝑗+11
...

𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑗+1𝑗

... ... ...

𝜕𝜉𝑝+1

𝜕𝑧𝑝1
...

𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑝𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜁(𝑡,𝑧1)

є умовами спiльностi для задачi Кошi (3.7).

Теорема доведена.

Теорема 3.5. Нехай 𝑘 = 𝑗, 1 < 𝑗 ≤ 𝑙, та вектор-функцiї 𝜓 та 𝜙

задовольняє умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. I нехай

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧21,...,𝑧2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0 (3.20)

Тодi задача (3.7) має розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення:

Так як вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i справедлива нерiв-
нiсть (3.20), то за теоремою про неявнi функцiї система (3.10) однозначно
можна розв’язати на множинi 𝐷1 щодо компонент вектора 𝑧2𝑖,𝑖 = 1,...,𝑗 :
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𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧21

...

𝑧2𝑗

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

причому⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧21

...

𝑧2𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜉(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

...

𝜉𝑗(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Функцiї 𝜉𝑖(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑖 = 1,...,𝑗 неперервнi по 𝑡 i неперервно-

диференцiйованi по рештi аргументiв на множинi

𝐷6 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡6],||𝑧1|| < 𝛼6,||𝑧2|| < 𝛽6,0 < 𝑡6 ≤ 𝑡0,0 < 𝛼6 ≤
𝛼, 0 < 𝛽6 ≤ 𝛽} i 𝜉𝑖(0,0,...,0) = 0, 𝑖 = 1,...,𝑗.

Пiдставляючи 𝑧2𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) в диференцiальну пiдсистему
задачi (3.7), отримаємо задачу Кошi виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝜉𝑖(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗 ,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)
𝑑𝑡 = 𝜙𝑖(𝑡,𝑧1,𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉𝑙(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)),

𝑖 = 1,...,𝑗⎡⎢⎢⎢⎣
𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑗+1 = 𝜙𝑗+1(𝑡,𝑧1,𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉𝑙(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙))

· · ·
𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑙 = 𝜙𝑙(𝑡,𝑧1,𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉𝑙(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙))

⎤⎥⎥⎥⎦ (*)

𝑧2𝑔(0) = 0, 𝑔 = 𝑗 + 1,...,𝑙

Так як правi частини блоку (*) задовольняють умовi 𝑆2, тодi з блоку
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(*), так як виконанi умови теореми 1.3, знаходимо 𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙 . Кожна з цих
компонентiв буде функцiєю вiд 𝑧1,𝑡.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜙(𝑡,𝑧1)

Функцiя 𝜙 ∈ 𝐶1
[0,𝑡1]

, 𝜙 : [0,𝑡1] → ℜ𝑙. , де 𝑧1(𝑡)- довiльна функцiя, параметр.

Пiдставляючи цi значення в першi 𝑗 рiвнянь системи, отримаємо
диференцiальнi рiвняння щодо 𝑧1 .

При 𝑝 = 𝑗, отримали ситуацiю, iдентичну ситуацiї розглянутої в
теоремi 3.4:

а). Якщо визначник вiдповiдної матрицi
⃒⃒⃒
𝑑𝜉
𝑑𝑧1

⃒⃒⃒
(0,0)

̸= 0 , то при розв’язаннi

задачi Кошi можемо знайти 𝑧1 = 𝜁(𝑡). Знаючи 𝑧1 i 𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙, отримаємо ,
𝑧2𝑙, 𝑖 = 1,...,𝑗.

б). Якщо визначник дорiвнює нулю т.(0,0,...,0), то маємо сингулярну
диференцiальну систему.

Теорему доведено.

Теорема 3.6. Нехай 𝑘 = 𝑖 + 𝑗, 𝑖 ≤ 𝑗 < 𝑝, та вектор-функцiї 𝜓 та 𝜙
задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. I нехай

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11,...,𝑧1𝑖,𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0 (3.21)

Тодi задача (3.7) має розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0 .

Доведення:

Так як вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i справедлива нерiв-
нiсть (3.21), то за теоремою про неявнi функцiї система (3.10) однозначно
можна розв’язати на множинi 𝐷1 щодо компонент вектора 𝑧2 компонент
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вектора 𝑧1𝑖,𝑖 = 1,...,𝑗 : .

𝑧1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧11

...

𝑧1𝑗

𝑧1𝑗+1

...

𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧21

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Тобто ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧11
...

𝑧1𝑗

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜉11(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

...

𝜉1𝑗(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧21
...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉2(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜉21(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

...

𝜉2𝑙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎠
(3.22)

Функцiї 𝜉1𝑖(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝), 𝑖 = 1,...,𝑗 i 𝜉2𝑘(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝), 𝑘 = 1,...,𝑙 неперервнi
по t i неперервно-диференцiйованi за всiма аргументами на множинi 𝐷7 =

{(𝑡,𝑧1) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡7],||𝑧1|| < 𝛼7,0 < 𝑡7 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛼7 ≤ 𝛼} i 𝜉1𝑖(0,...,0) = 0, 𝑖 =

1,...,𝑖, 𝑘 = 1,...,𝑙.

Пiдставляючи диференцiальну пiдсистему задачi (3.7), отримаємо

𝑑

𝑑𝑡
𝜉2(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) = 𝜙(𝑡,𝜉11(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),...,𝜉1𝑝(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

𝜉2(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝))𝜁(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝).
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Маємо задачу Кошi(𝑙 дифференцiйних рiвнянь з (𝑝− 𝑗)невiдомими):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝜉2𝑘
𝜕𝑡 + 𝜕𝜉2𝑘

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑡 + ...+ 𝜕𝜉2𝑘
𝜕𝑧1𝑝

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡 = 𝜁(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

𝑘 = 1,...,𝑙

𝑧1(0) = 0

Або в скалярному виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜉21
𝜕𝑡 + 𝜕𝜉21

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑡 + ...+ 𝜕𝜉21
𝜕𝑧1𝑝

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡 = 𝜁1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

...

𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑡 + 𝜕𝜉2𝑙

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑡 + ...+ 𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑝

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡 = 𝜁1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

𝑧1(0) = 0

тобто⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑔𝑟𝑎𝑑(𝜕𝜉2𝜕𝑡 ) +

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜉21

𝜕𝑧1𝑗+1
· · · 𝜕𝜉21

𝜕𝑧1𝑝
... · · · ...

𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑗+1

· · · 𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝑑𝑧1𝑗+1

𝑑𝑡

...
𝑧1𝑝
𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜁1
...

𝜁𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑧1(0) = 0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜉21

𝜕𝑧1𝑗+1
· · · 𝜕𝜉21

𝜕𝑧1𝑝

... · · · ...

𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑗+1

· · · 𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≡ 𝐴(𝑡,𝑧1𝑗+1,𝑧1𝑝)

а). Нехай |𝐴| ≠ 0 у т.(0,..., 0), тодi

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑑𝑧1𝑗+1

𝑑𝑡

...
𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝐴−1

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎝
𝜁1
...

𝜁𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠− 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝜕𝜉2𝜕𝑡 )

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑧1𝑖(0) = 0, 𝑖 = 𝑗 + 1,...,𝑝

(3.23)

Тут можливi такi ситуацiї:
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1). 𝑙 = 𝑝− 𝑗

Оскiльки 𝜉 ∈ 𝐶𝑡(𝐷7),𝜉 ∈ 𝐶1
𝑧1𝑖
(𝐷7),𝜁(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) ∈ 𝐶1(𝐷7), тобто

виконано умови теореми 1.2 та задача Кошi (3.22) має розв’язок: 𝑧1𝑖 =
(𝜙)𝑖(𝑡), 𝑖 = 𝑗 + 1,...,𝑝, де (̃𝜙)𝑖 ∈ 𝐶1

[0,𝑡1]
,(𝜙)𝑖 : [0,𝑡1] → ℜ𝑝.

Пiдставляючи отриманi значення (3.21), маємо розв’язок вихiдної
задачi Кошi (3.7).

2) 𝑙 > 𝑝− 𝑗

Тодi вся система (3.22) стає умовою спiльностi задачi Кошi (3.7).
Для будь-яких (𝑝 − 𝑗) рiвнянь виконанi умови теореми 1.2, iснування та
єдиностi розв’язання задачi Кошi (3.22), знайдемо всi (𝑝 − 𝑗) невiдомих.
Потiм перевiримо, чи є цей розв’язок розв’язком для системи з усiх рiвнянь.

Якщо отримуємо тотожностi, то, пiдставляючи цей розв’язок у (3.21),
маємо розв’язок вихiдної задачi.

Тодi якiсь (𝑝− 𝑗 − 𝑙) iз (𝑝− 𝑗) невiдомих стануть вiльними змiнними.

Розв’язанням задачi Кошi (3.22) буде 𝑙 компонент, кожен з яких зале-
жатиме вiд iнших (𝑝− 𝑗 − 𝑙) параметрiв.

Пiдставляючи, отриманi значення (3.21), знаходимо розв’язок вихiдної
системи.

Це буде (𝑝− 𝑗 − 𝑙) – параметричне сiмейство розв‘язкiв.

б). |𝐴| = 0. Тодi маємо сингулярну задачу.

Теорему доведено.

Теорема 3.7. Нехай 𝑘 = 𝑖+ 𝑗, 1 < 𝑗 < 𝑝,1 < 𝑖 < 𝑙 та вектор-функцiї
𝜓 та 𝜙 задовольняє умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. I нехай

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11,...,𝑧1𝑗,𝑧21,...,𝑧2𝑖)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0 (3.24)

Тодi задача (3.7) має розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0 .

Доведення:

Так як вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовам 𝑆1 i справедлива нерiв-
нiсть (3.23), то за теоремою про неявнi функцiї система (3.10) однозначно
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можна розв’язати на множинi 𝐷1 щодо компонент вектора 𝑧2𝑟,𝑟 = 2,...,𝑖 i
компонент вектора 𝑧1𝑘,𝑘 = 1,...,𝑗 .

𝑧1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧11

...

𝑧1𝑗

𝑧1𝑗+1

...

𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧21

...

𝑧2𝑖

𝑧2𝑖+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Тобто система (3.10) можна розв’язати щодо 𝑧1𝑘, 𝑘 = 1,...,𝑗, 𝑗 < 𝑝 i 𝑧2𝑟, 𝑟 =
2,...,𝑖, 𝑖 < 𝑙.

Отже, ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧11
...

𝑧1𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧21
...

𝑧2𝑟

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉2𝑟(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

(3.25)

Функцiї 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) i 𝜉2𝑟(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) неперерв-
нi по t i неперервно-диференцiйованi за всiма аргументами на множинi
𝐷8 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡8],||𝑧1|| < 𝛼8,||𝑧2|| < 𝛽8,0 < 𝑡8 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛼8 ≤ 𝛼, 0 <

𝛽8 ≤ 𝛽} i 𝜉1𝑘(0,...,0) = 0, 𝑘 = 1,...,𝑗 i 𝜉2𝑟(0,...,0) = 0, 𝑟 = 1,...,𝑖.

Пiдставляючи (3.26) диференцiальну пiдсистему задачу (3.7), отрима-
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ємо задачу Кошi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑
𝑑𝑡𝜉2𝑟(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) =

𝜙𝑟(𝑡,𝜉11(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),..., 𝜉1𝑝(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉21(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),..., 𝜉2𝑙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)),𝑟 = 1,...,𝑖

𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑖+1 = 𝜁𝑖+1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

...

𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑙 = 𝜁𝑙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0

(3.26)
Розглянемо останнi (𝑙 − 𝑖) рiвняння. Оскiльки 𝜁(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) ∈
𝐶1(𝐷9) то виконанi умови теореми 1.3, i задача Кошi (3.26) має єдиний
розв’язок: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧2𝑖+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

де 𝜙 - неперервно-диференцiйована функцiя,𝜙; [0,𝑡1] → ℜ𝑙, 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡8 ≤ 𝑡0.

Тепер пiдставимо значення 𝑧2𝑖+1,...,𝑧2𝑙 в першi 𝑖 диференцiальних
рiвнянь задачi (3.26).

Отримуємо 𝑖 диференцiальних рiвнянь iз (𝑝−𝑗) невiдомими: 𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,
тобто ситуацiю, повнiстю аналогiчну до ситуацiї попередньої теореми 3.6.

Теорему доведено.

Теорема 3.8. Нехай для вектор-функцiй 𝜓 та 𝜙 виконанi умови 𝑆1 i
𝑆2 вiдповiдно. I нехай

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧1,𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
(0,0,0)

̸= 0 (3.27)

Нехай уздовж розв’язання системи (3.10) диференцiальна пiдсистема
системи (3.7) перетворюється на тотожнiсть на деякому промiжку.

Тодi задача (3.7) має, i до того ж, єдиний розв’язок при 𝑡 ∈ [0,𝑡1], 0 <
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𝑡𝑖 ≤ 𝑡0

Доведення:

Так як вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i справедлива нерiв-
нiсть (3.27), то за теоремою про неявнi функцiї система (3.19) однозначно
можна розв’язати на множинi 𝐷1 щодо компонентiв 𝑧1 i 𝑧2, причому :⎧⎨⎩𝑧1 = 𝜉1(𝑡)

𝑧2 = 𝜉2(𝑡)

Пiдставляючи 𝑧1 = 𝜉1(𝑡) i 𝑧2 = 𝜉2(𝑡) у диференцiальну пiдсистему задачу
(3.7), отримаємо задачу Кошi виду:⎧⎨⎩𝜉1(𝑡) = 𝜙(𝑡,𝜉1(𝑡),𝜉2(𝑡))

𝜉2(0) = 0

де 𝑡 ∈ [0,𝑡9], 0 < 𝑡9 ≤ 𝑡0 i функцiї 𝜉1(𝑡) i 𝜉2(𝑡) неперервнi по 𝑡 i неперервно-
диференцiйована по 𝑡.

Теорему доведено.

3.4 Приклад 1

Знайти розв’язок задачi:

⎧⎨⎩𝐴𝑥+𝐵 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑥)

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0
(3.28)

де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3 1 −1 0

5 1 −1 0

3 3 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑓(𝑡,𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑡

0

𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 𝑥4)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;



59

𝐴+ 𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 −1 0

2𝜆+ 5 1 −1 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 −1 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Зробимо перевiрку на лiнiйну залежнiсть: лiнiйної залежностi зi стали-

ми коефiцiєнтами немає, 𝜌(𝐴+𝜆𝐵) = 3 < 4 = 𝑛, тобто, є лiнiйна залежнiсть
мiж стовпцями. У канонiчнiй формi жмутка будуть присутнi блоки виду
𝐿𝜀.

Знайдемо 𝜀1: 𝑀0 =

⎛⎜⎝𝐴
𝐵

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

5 1 −1 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝜌𝑀0 = 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

5 1 −1 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

2 0 0 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

1 0 0 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

1 0 0 0

3 3 −1 2

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 4 = (0 + 1) · 4 ⇒ 𝜀1 ̸= 0; 𝑀1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴 0

𝐵 𝐴

0 𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;
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𝜌𝑀1 = 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0 0 0 0 0

5 1 −1 0 0 0 0 0

3 3 −1 2 0 0 0 0

1 0 0 0 3 1 −1 0

2 0 0 0 5 1 −1 0

1 1 0 1 3 3 −1 2

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0 0 0 0 0

5 1 −1 0 0 0 0 0

3 3 −1 2 0 0 0 0

1 0 0 0 3 1 −1 0

2 0 0 0 5 1 −1 0

1 1 0 1 3 3 −1 2

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 0 −1 0 0 0 0

5 0 −1 0 0 0 0

3 2 −1 0 0 0 0

1 0 0 3 1 −1 0

2 0 0 5 1 −1 0

1 1 0 3 3 −1 2

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 −1 0 0 0 0 0

5 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 1

1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= 7 < (1 + 1) · 4 ⇒ 𝜀1 = 1.

𝐿𝜀1 = 𝜆.

За допомогою елементарних перетворень наведемо жмуток до вигляду
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{𝐿𝜀1,𝐴1 + 𝜆𝐵1}.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 −1 0

2𝜆+ 5 1 −1 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 −1 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 −1 0

𝜆+ 2 0 0 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 −1 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 𝜆+ 2 0

𝜆+ 2 0 𝜆+ 2 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 𝜆+ 2 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 𝜆+ 2 0

𝜆+ 2 0 𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 0

𝜆+ 2 0 𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 0

0 0 𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 0

0 0 𝜆+ 2 0

0 0 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

𝐴1 + 𝜆𝐵1 =

⎛⎜⎝𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝2 0

0 2

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝𝜆 0

0 𝜆

⎞⎟⎠ .

Знайдемо P i Q за допомогою виконаних нами елементарних перетворень з
рядками та стовпцями вiдповiдно:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 −1

−1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;
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𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 −1

1 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

В системi (3.28) зробимо замiну:

𝑥 = 𝑄𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 −1

1 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 𝑧1 − 𝑧3

𝑥2 = 𝑧2 − 𝑧4

𝑥3 = 𝑧1

𝑥4 = 𝑧4

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝑥3

𝑧2 = 𝑥2 + 𝑥4

𝑧3 = 𝑥3 − 𝑥1

𝑧4 = 𝑥4

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0 ≈ (через невиродженiсть перетворень) ≈

≈ 𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

𝑓 = 𝑃𝑓 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 −1

−1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓1

𝑓2

𝑓3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑓1 − 𝑓2 − 𝑓3

−𝑓1 − 𝑓2

𝑓3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓1

𝑓2

𝑓3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Пiсля того, як у системi (3.28) зробили замiну, помножимо обидвi її

частини злiва на Р:

𝑃 * |𝐴(𝑄𝑧) +𝐵 𝑑(𝑄𝑧)
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑄𝑧)

𝑃 (𝐴+ 𝑑
𝑑𝑡𝐵)𝑄𝑧 = 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧) = 𝑓(𝑡,𝑧)
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Отримаємо:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑑
𝑑𝑡 1 0 0

0 0 𝑑
𝑑𝑡 + 2 0

0 0 0 𝑑
𝑑𝑡 + 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Перейдемо вiд 𝑓(𝑡,𝑥) до 𝑓(𝑡,𝑄𝑧), а потiм до 𝑓(𝑡,𝑧):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1 = 𝑒𝑡

𝑓2 = 0

𝑓3 = 𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 𝑥4) = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1 = 2𝑓1 − 𝑓2 − 𝑓3 = 2𝑒𝑡 − 𝑐𝑜𝑠𝑧2

𝑓2 = −𝑓1 − 𝑓2 = −𝑒𝑡

𝑓3 = 𝑓3 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

Запишемо систему, що вийшла:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑
𝑑𝑡𝑧1 + 𝑧2 = 2𝑒𝑡 − 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2
𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 2𝑧3 = −𝑒𝑡

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 + 2𝑧4 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

𝑧𝑖(𝑡) → 0, 𝑡→ 0, 𝑖 = 1,...,4

Маємо 3 диференцiальнi рiвняння з 4-ма невiдомими. Тому 𝑧2(𝑡) -
вiльна змiнна, нехай вона належить класу 𝐶1(𝑈(0)), причому 𝑧2(0) = 0.
Почнемо з розв’язку другого рiвняння:

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 2𝑧3 = −𝑒𝑡

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 2𝑧3 = 0

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 = −2𝑧3;

𝑑𝑧3
𝑧3

= −2𝑑𝑡; 𝑙𝑛|𝑧3| = −2𝑡+ 𝑙𝑛|𝑐|;

𝑧3зо = 𝑐𝑒−2𝑡;

𝑧3чн = 𝑐(𝑡)𝑒−2𝑡;

𝑧′3чн
= 𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡);

𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) + 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) = −𝑒𝑡

𝑐′(𝑡) = −𝑒3𝑡;
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𝑐(𝑡) =
∫︀
−𝑒3𝑡𝑑𝑡 = −𝑒3𝑡

3 ;

𝑧3чн = −𝑒3𝑡𝑒−2𝑡

3 = −𝑒𝑡

3 ;

𝑧3 = 𝑐𝑒−2𝑡 − 𝑒𝑡

3 ;

𝑧3(0) = 0 ⇒ 𝑐− 1
3 = 0 ⇒ 𝑐 = 1

3 ⇒ 𝑧3 =
1
3(𝑒

−2𝑡 − 𝑒𝑡).

Знайдемо 𝑧4 iз третього рiвняння:
𝑑
𝑑𝑡𝑧4 + 2𝑧4 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 + 2𝑧4 = 0

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 = −2𝑧4;

𝑑𝑧4
𝑧4

= −2𝑑𝑡⇒ 𝑙𝑛|𝑧4| = −2𝑡+ 𝑙𝑛|𝑐|;

𝑧4зо = 𝑐𝑒−2𝑡;

𝑧4чн = 𝑐(𝑡)𝑒−2𝑡;

𝑧′4чн
= 𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡);

𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) + 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2;

𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2;

𝑐(𝑡) =
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡;

𝑧4чн = 𝑒−2𝑡
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡;

𝑧4 = 𝑐𝑒−2𝑡 + 𝑒−2𝑡
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡;

𝑧4(0) = 0 ⇒ 𝑐+ (
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 = 0;

𝑐 = −(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0;

𝑧4 = −𝑒−2𝑡(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 + 𝑒−2𝑡

∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡.

Залишилось знайти 𝑧1 з першого рiвняння отримаємо:
𝑑
𝑑𝑡𝑧1 + 𝑧2 = 2𝑒𝑡 − 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2;

𝑑
𝑑𝑡𝑧1 = 2𝑒𝑡 − 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2 − 𝑧2;

𝑧1 =
∫︀
2𝑒𝑡𝑑𝑡−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡 = 2𝑒𝑡 + 𝑐−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡;

𝑧1(0) = 0 ⇒ 𝑐 = (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2;

𝑧1 = 2𝑒𝑡 + (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡.
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Отримуємо розв’язок вихiдної задачi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 2𝑒𝑡 + (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡− 1

3(𝑒
−2𝑡 − 𝑒𝑡)

𝑥2 = 𝑧2(𝑡) + 𝑒−2𝑡(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 − 𝑒−2𝑡

∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡

𝑥3 = 2𝑒𝑡 + (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡

𝑥4 = −𝑒−2𝑡(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 + 𝑒−2𝑡

∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡.

де 𝑧2(𝑡) - довiльна функцiя з класу 𝐶1 в околi нуля така, що 𝑧2(0) = 0.

3.5 Приклад 2

Знайти розв’язок задачi:

⎧⎨⎩𝐴𝑥+𝐵 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑥)

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0
(3.29)

де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 3 0 1

1 2 3 1 0

0 0 0 0 −1

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 3 1 2

0 1 0 0 −1

1 2 3 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑓(𝑡,𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑡

𝑡𝑥2

2𝑡3

𝑒𝑡

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Розглянемо жмуток матриць:

𝐴+ 𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 3 + 3𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 3 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 3𝜆 𝜆 −1

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Ми бачимо, що нашi стовпцi, а саме перший i третiй, пов’язанi лiнiй-
ною залежнiстю. Позбавимося цiєї залежностi за допомогою елементарних
перетворень. Тодi отримаємо матрицю виду{𝐴1 + 𝜆𝐵1}, де 0 - прямокутна
нульова матриця, а 𝐴1 + 𝜆𝐵1 - матриця без лiнiйної залежностi.

𝐴+𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 3 + 3𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 3 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 3𝜆 𝜆 −1

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 0 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 0 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 0 𝜆 −1

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Таким чином,

𝐴1 + 𝜆𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тепер знайдемо ранг матрицi 𝐴1 + 𝜆𝐵1. Якщо ранг 𝜌 < 4 , то мiж
рядками, або мiж стовпцями, або в обох випадках iснує лiнiйна залежнiсть.

Якщо визначник 𝑑𝑒𝑡(𝐴1 + 𝜆𝐵1) ̸= 0, то 𝜌 = 4.

|𝐴1 + 𝜆𝐵1| = (1+ 𝜆)[(1 + 𝜆)(1 + 2𝜆)𝜆+ 2𝜆2 + 2𝜆2 − 𝜆2(1 + 2𝜆)− (2𝜆2 +

2𝜆)− 2𝜆2] = 𝜆2 + 𝜆3 ̸= 0

Звiдси випливає, що 𝜌 = 4, отже, лiнiйної залежностi немає.

𝐴1 + 𝜆𝐵1 - регулярний жмуток матриць.

Спробуємо знайти нескiнченнi елементарнi дiльники жмутка 𝐴1+𝜆𝐵1.
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Вони будуть iснувати тодi i лише тодi, коли |𝐵1| = 0 .

𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 1

1 2 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1 2

0 1 0 −1

1 2 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

|𝐵1| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 2 1 2

0 1 0 −1

1 2 1 0

0 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
1 2 1

0 1 0

1 2 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 0.

Значить, нескiнченнi елементарнi дiльники iснують. Елементарними
перетвореннями наведемо жмуток 𝐴1 + 𝜆𝐵1 до вигляду

{𝑁 (𝑢1),...,𝑁 (𝑢𝑠), 𝐴2 + 𝜆𝐵2}, |𝐵2| ≠ 0, 𝑁 (𝑢1),...,𝑁 (𝑢𝑠)

вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльникам 𝜇𝑢1,...,𝜇𝑢𝑠. Спочатку
𝐴1 + 𝜆𝐵1 приводимо до вигляду {𝑁 (𝑢1),𝐴1 + 𝜆𝐵1}, де

Якщо |𝐵1| ≠ 0, то 𝐴1 + 𝜆𝐵1 ≡ 𝐴2 + 𝜆𝐵2.

Iнакше приводимо 𝐴1 + 𝜆𝐵1 до вигляду {𝑁 (𝑢2),𝐴1 + 𝜆𝐵1} i т.д.
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Отже,⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 𝜆 𝜆

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝜆+ 1

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝜆+ 1

0 2 + 𝜆 1 −𝜆

0 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 2 + 𝜆 1 −𝜆

0 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2 + 𝜆 1 −𝜆

2𝜆 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝜆(2+𝜆)(1+𝜆)−2𝜆(1+𝜆) = 2𝜆+3𝜆2+𝜆3−2𝜆−2𝜆2 = 𝜆3+𝜆2 ̸= 0,

значить 𝑢1 = 1, 𝑁 (𝑢1) = (1) i 𝐴2 + 𝜆𝐵2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 + 𝜆 1 −𝜆

2𝜆 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Жмуток 𝐴2 + 𝜆𝐵2 немає нескiнченних елементарних дiльникiв, так
як

𝑑𝑒𝑡𝐵2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
1 0 −1

2 1 0

0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 1 ̸= 0

Приведемо 𝐴2 + 𝜆𝐵2 до нормальної жорданової форми за допомогою
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елементарних перетворень:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 + 𝜆 1 −𝜆

2𝜆 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 −𝜆

0 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 −𝜆− 1

0 𝜆 −𝜆− 1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0

0 𝜆 −𝜆− 1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0

0 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Отже,

𝐴+ 𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0

0 0 𝜆 1 0

0 0 0 𝜆 0

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Знайдемо P i Q за допомогою виконаних нами елементарних перетво-

рень з рядками та стовпцями вiдповiдно.

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
*

*

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;
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𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −3 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

−1 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

−2 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
*

*

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 0 −3 0 0

−2 1 −1 0 0

−1 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

У системi (3.29) зробимо замiну:

𝑥 = 𝑄𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 0 −3 0 0

−2 1 −1 0 0

−1 0 1 0 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

𝑧5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 4𝑧1 − 3𝑧3

𝑥2 = −2𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧3

𝑥3 = −𝑧1 + 𝑧3

𝑥4 = 𝑧4

𝑥5 = 𝑧5

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝑥1 + 3𝑥3

𝑧2 = 𝑥2 + 3𝑥1 + 10𝑥3

𝑧3 = 𝑥1 + 4𝑥3

𝑧4 = 𝑥4

𝑧5 = 𝑥5

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0 ≈ (через невиродженiсть перетворень) ≈ 𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

Пiсля того, як в системi (3.29) зробили замiну, помножимо обидвi її
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частини злiва на Р:

𝑃 ·
⃒⃒
𝐴(𝑄𝑧) +𝐵

𝑑(𝑄𝑧)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑄𝑧)

𝑃 (𝐴+
𝑑

𝑑𝑡
𝐵)𝑄𝑧 = 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧) = 𝑓(𝑡,𝑧)

Отримаємо:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0

0 0 𝑑
𝑑𝑡 1 0

0 0 0 𝑑
𝑑𝑡 0

0 0 0 0 1 + 𝑑
𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

𝑧5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Перейдемо вiд 𝑓(𝑡,𝑥) до 𝑓(𝑡,𝑄𝑧), а потiм до 𝑓(𝑡,𝑧):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓1 = 𝑡

𝑓2 = 𝑡𝑥2 = 𝑡(−2𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧3) = 𝑡𝑧2 − 2𝑡𝑧1 − 𝑡𝑥3

𝑓3 = 2𝑡3

𝑓4 =
𝑒𝑡

2⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓1 = 𝑓1 = 𝑡

𝑓2 = 𝑓2 + 𝑓3 = 𝑡𝑧2 − 2𝑡𝑧1 − 𝑡𝑥3

𝑓3 = 𝑓3 = 2𝑡3

𝑓4 = 𝑓4 =
𝑒𝑡

2
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Запишемо початкову задачу:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧2 = 𝑡

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 𝑧4 = 𝑡𝑧2 − 2𝑡𝑧1 − 𝑡𝑥3
𝑑
𝑑𝑡𝑧4 = 2𝑡3

𝑑
𝑑𝑡𝑧5 + 𝑧5 =

𝑒𝑡

2

𝑧𝑖(𝑡) → 0,𝑡→ 0, 𝑖 = 1,...,5

Це функцiонально-диференцiйна система виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓(𝑡,𝑦1,𝑦2) = 0

𝑑
𝑑𝑡𝑦2 = 𝜙(𝑡,𝑦1,𝑦2)

𝑦1(𝑡) → 0,𝑡→ 0

𝑦2(𝑡) → 0,𝑡→ 0

де 𝑦1 =

⎛⎜⎝ 𝑧1

𝑧2

⎞⎟⎠ , 𝑦2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧3

𝑧4

𝑧5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Функцiональне рiвняння розв’язано щодо частини 𝑦1. Почнемо з
розв’язку третього рiвняння:

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 = 2𝑡3,

𝑧4 =
2𝑡4

4 + 𝑐 = 𝑡4

2 + 𝑐

𝑧4(0) = 0 ⇒ 0 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 0 ⇒ 𝑧4 =
𝑡4

2

Тепер знайдемо 𝑧5:
𝑑
𝑑𝑡𝑧5 + 𝑧5 =

𝑒𝑡

2

𝑑
𝑑𝑡𝑧5 + 𝑧5 = 0

𝑑𝑧5
𝑧5

= 𝑑𝑡⇒ 𝑙𝑛|𝑧5| = −𝑡+ 𝑙𝑛|𝑐|

𝑧5зо = 𝑐𝑒−𝑡; 𝑧5+𝑖
= 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡

𝑧′5+𝑖
= 𝑐′(𝑡)𝑒−𝑡 − 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡
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𝑐′(𝑡)𝑒−𝑡 − 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡 + 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡 = 𝑒𝑡

2

𝑐′(𝑡)𝑒−𝑡 = 𝑒𝑡

2

𝑐′(𝑡) = 𝑒2𝑡

2

𝑐(𝑡) =
∫︀

𝑒2𝑡

2 𝑑𝑡 =
1
4𝑒

2𝑡

𝑧5чн =
1
4𝑒

2𝑡 · 𝑒−𝑡 = 1
4𝑒

𝑡

𝑧5 = 𝑧5зо + 𝑧5чн = 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡 + 1
4𝑒

𝑡

𝑧5(0) = 0 ⇒ 𝑐 · 𝑒0 + 1
4𝑒

0 = 0 ⇒ 𝑐 = −1
4

𝑧5 = −1
4𝑒

−𝑡 + 1
4𝑒

𝑡

𝑧2 = 𝑡

Пiдставимо 𝑧2,𝑧4,𝑧5 в друге рiвняння:
𝑑
𝑑𝑡𝑧3 +

𝑡4

2 = −2𝑡𝑧1 + 𝑡2 − 𝑡𝑧3 + 2𝑡3,

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 𝑡𝑧3 = −2𝑡𝑧1 + 𝑡2 + 2𝑡3 − 𝑡4

2

Для того, щоб задача Кошi мала розв’язок, накладемо на 𝑧1(𝑡) умову
неперервностi диференцiйностi в околицi 𝑡 = 0.

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 = −𝑡𝑑𝑡,

𝑙𝑛|𝑧3| = − 𝑡2

2 + 𝑙𝑛|𝑐|,

𝑧3зо = 𝑐 · 𝑒−𝑡2

2 ; 𝑧3чн = 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 ,

𝑧′3+𝑖
= 𝑐′(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 − 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 · 𝑡

𝑐′(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 − 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 · 𝑡+ 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 · 𝑡 = −2𝑡𝑧1 + 𝑡2 + 2𝑡3 − 𝑡4

2

𝑐′(𝑡) = 𝑒
𝑡2

2 (−2𝑡𝑧1 + 𝑡2 + 2𝑡3 − 𝑡4

2 )

𝑐(𝑡) = −2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2
∫︀
𝑡3𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡 не iнтегрується в елементарних фунцiях.

∫︀
𝑡3𝑒

𝑡2

2 =

⎡⎢⎣ 𝑡2

2 = 𝑚 𝑡2 = 2𝑚

𝑑𝑚 = 𝑡𝑑𝑡

⎤⎥⎦ = 2
∫︀
𝑚𝑒𝑚𝑑𝑚 =

⎡⎢⎣ 𝑢 = 𝑚 𝑑𝑢 = 𝑑𝑚

𝑑𝑣 = 𝑒𝑚𝑑𝑚 𝑣 = 𝑒𝑚

⎤⎥⎦ =

= 2(𝑚 · 𝑒𝑚 −
∫︀
𝑒𝑚𝑑𝑚) = 𝑒

𝑡2

2 (𝑡2 − 2)

𝑐(𝑡) = −2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2)
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𝑧3 = 𝑐 ·𝑒−𝑡2

2 +𝑒
−𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2−2))

𝑧3(0) = 0 ⇒ 𝑐+ (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0 − 4 = 0

𝑐 = 4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0

𝑧3 = (4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)𝑒
−𝑡2

2 + 𝑒
−𝑡2

2 *

*(−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

Отримуємо розв’язок вихiдної системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = (4𝑧1(𝑡)− (12− 3(−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)) · 𝑒
−𝑡2

2 +

+3𝑒
𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

𝑥2 = −2𝑧1(𝑡) + 𝑡− (4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)𝑒
−𝑡2

2 +

+𝑒
−𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

𝑥3 = −𝑧1(𝑡) + (4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)𝑒
−𝑡2

2 +

+𝑒
−𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

𝑥4 =
𝑡2

2

𝑥5 = −1
4𝑒

−𝑡 + 1
4𝑒

𝑡

де 𝑧1(𝑡) - довiльна функцiя з класу 𝐶1 в околi нуля, що 𝑧1(0) = 0.
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ВИСНОВОК

В квалiфiкацiйнiй роботi дослiджувалась задача Кошi для системи m
звичайних диференцiальних рiвнянь виду:

⎧⎨⎩𝐴𝑥+𝐵 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

де 𝐴,𝐵 ∈ ℜ𝑚×𝑛, та вектор-функцiя 𝑓 : 𝐷 → ℜ𝑚 неперервна у
𝐷 = {(𝑡,𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ||𝑥|| ≤ 𝑏}, 0 < 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑠.

Методи дослiдження задачi заснованi на теорiї регулярних та сингу-
лярних жмуткiв матриць iз сталими елементами.

У першому роздiлi данi основнi поняття та визначення з теорiї матриць
та теорiї диференцiальних рiвнянь, якi знадобились нам для подальшого
дослiдження диференцiальних систем.

Основним результатом другого роздiлу є теорема про приведення
сингулярного жмутка матриць до найпростiшого квазiдiагонального вигляду
та критерiй еквiвалентностi матриць.

Третiй роздiл роботи присвячений перетворенню системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь з регулярними та сингулярними жмутками
матриць до найпростiшого вигляду. Еквiвалентна система включатиме ди-
ференцiальнi та функцiональнi рiвняння. Дослiджуються достатнi умови
iснування розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь зi сталим син-
гулярним жмутком матриць. Встановлено, що за рiзних додаткових умов
безлiч розв’язкiв задачi Кошi може включати єдиний розв’язок, сiмей-
ство розв’язкiв, що залежать вiд довiльних дiйсних сталих, або сiмейство
розв‘язкiв, що залежать вiд довiльних функцiй певного класу функцiй, що
неперервно диференцiюються.
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