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Вступ 

Дані методичні рекомендації присвячені методу інтегральних перетворень 

у контексті його застосування для розв’язання крайових задач математичної 

фізики, побудови функції Гріна та розв’язання розривних крайових задач теорії 

пружності. Даний матеріал дозволить здобувачам вищої освіти познайомитись з 

методом інтегральних перетворень на прикладі перетворень Фур’є, Лапласа та 

Ганкеля, побудови функції Гріна та використання її розривних властивостей для  

розв’язання антиплоских задач теорії пружності для областей з дефектами типу 

тріщини та жорсткого включення в декартовій системі координат. Дані 

методичні рекомендації є особливо корисними для здобувачів вищої освіти 

кафедри математичної фізики, а методи, що тут розглядаються, можуть бути 

використані при написанні курсових та дипломних робіт. 

У методичних рекомендаціях використано наступні позначення: 

- на рисунках у постановках задач усі стрілки показують 

навантаження за віссю 0z; 

- штрих позначає похідну за першою змінною, а крапка – за 

другою; 

- Г.Р. – це скорочене позначення довідника Градштейна І.С., 

Рижика І.М., джерело №6 у списці рекомендованої літератури. 
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Інтегральне перетворення Фур’є 

Застосування інтегрального перетворення Фур’є розглянемо на прикладі ан-

типлоских задач теорії пружності, де шуканою функцією є функція переміщень 

відносно осі 0z - 𝑤(𝑥, 𝑦) (або 𝑤(𝑟, 𝜃) у полярній системі координат), а напру-

ження 𝜏𝑥𝑧, 𝜏𝑦𝑧 (або 𝜏𝑟𝑧 , 𝜏𝜃𝑧 у полярній системі координат) виражаються через по-

хідні функції переміщень. 

Приклад 1. 

Записати антиплоску задачу у термінах переміщень та розв’язати за допо-

могою півнескінченного перетворення Фур’є 

{
 
 

 
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞

𝜏𝑥𝑧|𝑥=0 = 𝐺𝑝(𝑦),𝑤|𝑥=𝑎 = 0,

𝑤|𝑦=0 = 0,𝑤, 𝜏𝑦𝑧|𝑦→∞ → 0 

 

  

Враховуючи, що 𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝜏𝑦𝑧 = 𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 в антиплоскій задачі, де 𝑤(𝑥, 𝑦) =

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦), перепишемо дану задачу у термінах переміщень 
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{
  
 

  
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞

𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 𝑝(𝑦),𝑤|𝑥=𝑎 = 0,

𝑤|𝑦=0 = 0,𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0 

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши півнескінченне синус перетворення Фур’є за 

змінною 𝑦: 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

(1 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋
∫ 𝑤𝛼(𝑥) sin 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

sin 𝛼𝑦 та проінтегруємо по 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= 0 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 

∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= ∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

 (3 ∗) 

У першому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝑑2

𝑑𝑥2
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑤𝛼(𝑥) (4 ∗) 

Другий інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝑦 (𝑤|𝑦=0 = 0,𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0): 
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∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑦
sin 𝛼𝑦|

𝑦=0

𝑦→∞

− 𝛼∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= −𝛼𝑤 cos𝛼𝑦|𝑦=0
𝑦→∞

− 𝛼2∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑥) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 0 

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑥 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 𝑝(𝑦), 𝑤|𝑥=𝑎 = 0). Для цього помножимо обидві частини 

на sin 𝛼𝑦 та проінтегруємо по змінній 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑥
sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=0

=
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=0

=
𝑑

𝑑𝑥
𝑤𝛼|𝑥=0 = 𝑝𝛼 , 𝑝𝛼

= ∫ 𝑝(𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

, 

∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=𝑎

= 𝑤𝛼|𝑥=𝑎 = 0 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑎

𝑤𝛼
′ (0) = 𝑝𝛼 , 𝑤𝛼(𝑎) = 0

 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (6*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤𝛼(𝑥) = 𝐶0𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) + 𝐶1𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) 

𝑤𝛼
′ (𝑥) = −𝐶0𝛼𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) − 𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) 

𝑤𝛼(𝑎) = 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝛼(𝑥) = 𝐶1𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥),𝑤𝛼
′ (𝑥) = −𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) 

𝑤𝛼
′ (0) = 𝑝𝛼 => −𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼𝑎 = 𝑝𝛼 => 𝐶1 = −

𝑝𝛼
𝛼𝑐ℎ𝛼𝑎

=> 

𝑤𝛼(𝑥) = −𝑝𝛼
𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥)

𝛼𝑐ℎ𝛼𝑎
= −𝑝𝛼

𝑒𝛼(𝑎−𝑥) − 𝑒−𝛼(𝑎−𝑥)

𝛼(𝑒𝛼𝑎 + 𝑒−𝛼𝑎)

= −𝑝𝛼
𝑒−𝛼𝑎(𝑒𝛼(𝑎−𝑥) − 𝑒−𝛼(𝑎−𝑥))

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼𝑎)
= −𝑝𝛼

𝑒−𝛼𝑥 − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼𝑎)
 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 
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Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 

𝑤(𝑥, 𝑦) = −
2

𝜋
∫ 𝑝𝛼

𝑒−𝛼𝑥 − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼𝑎)
sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝑝𝛼 

𝑤(𝑥, 𝑦) = −
2

𝜋
∫ ∫ 𝑝(𝜂) sin 𝛼𝜂 𝑑𝜂

∞

0

𝑒−𝛼𝑥 − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼𝑎)
sin 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

 

Змінимо порядок інтегрування 

𝑤(𝑥, 𝑦) = −
1

𝜋
∫ 𝑝(𝜂)𝑑𝜂∫

𝑒−𝛼𝑥 − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼𝑎)
(cos𝛼(𝑦 − 𝜂) − cos 𝛼(𝑦 + 𝜂))

∞

0

𝑑𝛼

∞

0

 

 

Приклад 2. 

Записати антиплоску задачу у термінах переміщень та розв’язати за допо-

могою півнескінченного перетворення Фур’є 

{
 
 

 
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞

𝜏𝑥𝑧|𝑥=0 = 0, 𝜏𝑥𝑧|𝑥=𝑎 = 𝐺𝑔(𝑦),

𝜏𝑦𝑧|𝑦=0 = 𝐺𝑝
(𝑥), 𝑤, 𝜏𝑦𝑧|𝑦→∞ → 0 
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Враховуючи, що 𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝜏𝑦𝑧 = 𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 в антиплоскій задачі, де 𝑤(𝑥, 𝑦) =

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦), перепишемо дану задачу у термінах переміщень 

{
  
 

  
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞

𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=𝑎

= 𝑔(𝑦),

𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥),𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0 

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши півнескінченне косинус перетворення Фур’є за 

змінною 𝑦: 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

(1 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋
∫ 𝑤𝛼(𝑥) cos 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

cos 𝛼𝑦 та проінтегруємо по 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑥

∞

0

= 0 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 

∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= ∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

 (3 ∗) 

У першому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝑑2

𝑑𝑥2
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑤𝛼(𝑥) (4 ∗) 

Другий інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝑦 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥),𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0): 
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∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑦
cos𝛼𝑦|

𝑦=0

𝑦→∞

+ 𝛼∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
sin𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= −𝑝(𝑥) + 𝛼𝑤 sin𝛼𝑦|𝑦=0
𝑦→∞

− 𝛼2∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑥) − 𝑝(𝑥) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 𝑝(𝑥) 

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑥 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=𝑎

= 𝑔(𝑦)). Для цього помножимо обидві частини 

на sin 𝛼𝑦 та проінтегруємо по змінній 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑥
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=0

=
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=0

=
𝑑

𝑑𝑥
𝑤𝛼|𝑥=0 = 0, 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑥
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=𝑎

=
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=𝑎

=
𝑑

𝑑𝑥
𝑤𝛼|𝑥=𝑎 = 𝑔𝛼 , 𝑔𝛼

= ∫ 𝑔(𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 𝑝(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎

𝑤𝛼
′ (0) = 0,𝑤𝛼

′ (𝑎) = 𝑔𝛼
 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (6*) є неоднорідною крайовою задачею, тому 

для її розв’язання побудуємо функцію Гріна. 

Функцію Гріна будемо будувати за наступною формулою 

𝐺(𝑥, 𝜉) = Φ(𝑥, 𝜉) − 𝜓0(𝑥)𝑈0[Φ(𝑥, 𝜉)] − 𝜓1(𝑥)𝑈1[Φ(𝑥, 𝜉)] 

Побудуємо фундаментальну базисну систему розв’язків (ФБСР). Відпо-

відно визначенню, ФБСР крайової задачі складають функції 𝜓0(𝑥),𝜓1(𝑥) такі, 

що 

{
𝜓0
′′ − 𝛼2𝜓0 = 0,

𝜓0
′ (0) = 1,𝜓0

′ (𝑎) = 0
,     {

𝜓1
′′ − 𝛼2𝜓1 = 0,

𝜓1
′ (0) = 0,𝜓1

′ (𝑎) = 1
 

𝜓0(𝑥) = 𝐶00𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) + 𝐶01𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥), 𝜓1(𝑥) = 𝐶10𝑠ℎ𝛼𝑥 + 𝐶11𝑐ℎ𝛼𝑥 
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𝜓0
′ (𝑥) = −𝐶00𝛼𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) − 𝐶01𝛼𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥),

𝜓1
′ (𝑥) = 𝐶10𝛼𝑐ℎ𝛼𝑥 + 𝐶11𝛼𝑠ℎ𝛼𝑥 

𝜓0
′ (𝑎) = 0 => 𝐶00 = 0, 𝜓1

′ (0) = 0 => 𝐶10 = 0 

𝜓0
′ (0) = 1 => −𝐶01𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎 = 1, 𝜓1

′ (𝑎) = 1 => 𝐶11𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎 = 1 

𝐶01 = −
1

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
, 𝐶11 =

1

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
 

𝜓0(𝑥) = −
𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥)

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
, 𝜓1(𝑥) =

𝑐ℎ𝛼𝑥

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
 

𝜓0(𝑥) = −
𝑒−𝛼𝑥 + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
, 𝜓1(𝑥) =

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
 

Фундаментальна функцію, що відповідає даному рівнянню, має наступний 

вигляд 

Φ(𝑥, 𝜉) = −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|,

𝜕Φ

∂𝑥
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝜉)

2
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| 

Підставимо фундаментальну функцію у крайові функціонали задачі 

𝑈0[Φ(𝑥, 𝜉)] =
𝜕Φ

∂𝑥
(0, 𝜉) = −

1

2
𝑒−𝛼𝜉  

𝑈1[Φ(𝑥, 𝜉)] =
𝜕Φ

∂𝑥
(𝑎, 𝜉) =

1

2
𝑒−𝛼(𝑎−𝜉) 

Тоді функція Гріна має наступний вигляд 

𝐺(𝑥, 𝜉) = −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| −

1

2
𝑒−𝛼𝜉

𝑒−𝛼𝑥 + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)

−
1

2
𝑒−𝛼(𝑎−𝜉)

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)

= −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|

−
1

2𝛼

𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎
 

Розв’язок крайової задачі можна записати наступним чином: 



12 

 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫𝑝(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎

0

+ 𝑔𝛼𝜓1(𝑥)

= −
1

2𝛼
∫𝑝(𝜉) [𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|
𝑎

0

+
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎
] 𝑑𝜉

+ 𝑔𝛼
𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋
∫ {−

1

2𝛼
∫𝑝(𝜉) [𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|
𝑎

0

∞

0

+
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎
] 𝑑𝜉

+ 𝑔𝛼
𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
} cos 𝛼𝑦 𝑑𝛼 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝑔𝛼 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋
∫ {−

1

2𝛼
∫𝑝(𝜉) [𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|
𝑎

0

∞

0

+
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎
] 𝑑𝜉

+ ∫ 𝑔(𝜂) cos 𝛼𝜂 𝑑𝜂

∞

0

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
} cos 𝛼𝑦 𝑑𝛼 

Змінимо порядок інтегрування 
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𝑤(𝑥, 𝑦) = −
1

𝜋
∫𝑝(𝜉)𝑑𝜉∫

1

𝛼
[𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|

∞

0

𝑎

0

+
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎
] cos 𝛼𝑦 𝑑𝛼

+
1

𝜋
∫ 𝑔(𝜂)𝑑𝜂∫

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
(cos 𝛼(𝑦 − 𝜂)

∞

0

∞

0

+ (cos𝛼(𝑦 − 𝜂)) 𝑑𝛼 

 

Приклад 3. 

Записати антиплоску задачу у термінах переміщень та розв’язати за допо-

могою півнескінченного та скінченного перетворення Фур’є 

{
 
 

 
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞

𝜏𝑥𝑧|𝑥=0 = 0,𝑤|𝑥=𝑎 = 0,

𝜏𝑦𝑧|𝑦=0 = 𝐺𝑝
(𝑥), 𝑤, 𝜏𝑦𝑧|𝑦→∞ → 0 

 

  

Враховуючи, що 𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝜏𝑦𝑧 = 𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 в антиплоскій задачі, де 𝑤(𝑥, 𝑦) =

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦), перепишемо дану задачу у термінах переміщень 
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{
  
 

  
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞

𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,𝑤|𝑥=𝑎 = 0,

𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥),𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0 

 

I спосіб 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши півнескінченне косинус перетворення Фур’є за 

змінною 𝑦: 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

(1 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋
∫ 𝑤𝛼(𝑥) cos 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

cos 𝛼𝑦 та проінтегруємо по 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑥

∞

0

= 0 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 

∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) cos𝛼𝑦 𝑑𝑥

∞

0

= ∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑥

∞

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑥

∞

0

 (3 ∗) 

У першому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑥

∞

0

=
𝑑2

𝑑𝑥2
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑤𝛼(𝑥) (4 ∗) 

Другий інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝑦 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥),𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0): 



15 

 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑦
cos𝛼𝑦|

𝑦=0

𝑦→∞

− 𝛼∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
sin𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= −𝑝(𝑥) − 𝛼𝑤 sin𝛼𝑦|𝑦=0
𝑦→∞

− 𝛼2∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑥) − 𝑝(𝑥) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 𝑝(𝑥) 

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑥 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,𝑤|𝑥=𝑎 = 0). Для цього помножимо обидві частини на 

sin 𝛼𝑦 та проінтегруємо по змінній 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑥
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=0

=
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=0

=
𝑑

𝑑𝑥
𝑤𝛼|𝑥=0 = 0, 

∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

|

𝑥=𝑎

= 𝑤𝛼|𝑥=𝑎 = 0 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 𝑝(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎

𝑤𝛼
′ (0) = 0,𝑤𝛼(𝑎) = 0

 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (6*) є півнеоднорідною крайовою задачею, 

тому для її розв’язання побудуємо функцію Гріна. 

Функцію Гріна будемо будувати за наступною формулою 

𝐺(𝑥, 𝜉) = Φ(𝑥, 𝜉) − 𝜓0(𝑥)𝑈0[Φ(𝑥, 𝜉)] − 𝜓1(𝑥)𝑈1[Φ(𝑥, 𝜉)] 

Побудуємо фундаментальну базисну систему розв’язків (ФБСР). Відпо-

відно визначенню, ФБСР крайової задачі складають функції 𝜓0(𝑥),𝜓1(𝑥) такі, 

що 

{
𝜓0
′′ − 𝛼2𝜓0 = 0,

𝜓0
′ (0) = 1,𝜓0(𝑎) = 0

,     {
𝜓1
′′ − 𝛼2𝜓1 = 0,

𝜓1
′ (0) = 0,𝜓1(𝑎) = 1

 

𝜓0(𝑥) = 𝐶00𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) + 𝐶01𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥), 𝜓1(𝑥) = 𝐶10𝑠ℎ𝛼𝑥 + 𝐶11𝑐ℎ𝛼𝑥 

𝜓0
′ (𝑥) = −𝐶00𝛼𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) − 𝐶01𝛼𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥),

𝜓1
′ (𝑥) = 𝐶10𝛼𝑐ℎ𝛼𝑥 + 𝐶11𝛼𝑠ℎ𝛼𝑥 

𝜓0(𝑎) = 0 => 𝐶01 = 0, 𝜓1
′ (0) = 0 => 𝐶10 = 0 
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𝜓0
′ (0) = 1 => −𝐶00𝛼𝑐ℎ𝛼𝑎 = 1, 𝜓1(𝑎) = 1 => 𝐶11𝑐ℎ𝛼𝑎 = 1 

𝐶00 = −
1

𝛼𝑐ℎ𝛼𝑎
, 𝐶11 =

1

𝑐ℎ𝛼𝑎
 

𝜓0(𝑥) = −
𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥)

𝛼𝑐ℎ𝛼𝑎
, 𝜓1(𝑥) =

𝑐ℎ𝛼𝑥

𝑐ℎ𝛼𝑎
 

𝜓0(𝑥) = −
𝑒−𝛼𝑥 − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼𝑎)
, 𝜓1(𝑥) =

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

1 + 𝑒−2𝛼𝑎
 

Фундаментальна функцію, що відповідає даному рівнянню, має наступний 

вигляд 

Φ(𝑥, 𝜉) = −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|,

𝜕Φ

∂𝑥
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝜉)

2
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| 

Підставимо фундаментальну функцію у крайові функціонали задачі 

𝑈0[Φ(𝑥, 𝜉)] =
𝜕Φ

∂𝑥
(0, 𝜉) = −

1

2
𝑒−𝛼𝜉  

𝑈1[Φ(𝑥, 𝜉)] = Φ(𝑎, 𝜉) = −
1

2𝛼
𝑒−𝛼(𝑎−𝜉) 

Тоді функція Гріна має наступний вигляд 

𝐺(𝑥, 𝜉) = −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| −

1

2
𝑒−𝛼𝜉

𝑒−𝛼𝑥 − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼𝑎)

+
1

2𝛼
𝑒−𝛼(𝑎−𝜉)

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

1 + 𝑒−2𝛼𝑎

= −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|

−
1

2𝛼

𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 + 𝑒−2𝛼𝑎
 

Розв’язок крайової задачі можна записати наступним чином: 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫𝑝(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎

0

= −
1

2𝛼
∫𝑝(𝜉) [𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|
𝑎

0

+
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 + 𝑒−2𝛼𝑎
] 𝑑𝜉 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 
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𝑤(𝑥, 𝑦) = −
1

𝜋
∫
1

𝛼
∫𝑝(𝜉) [𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|
𝑎

0

∞

0

+
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 + 𝑒−2𝛼𝑎
] 𝑑𝜉 cos 𝛼𝑦 𝑑𝛼 

Змінимо порядок інтегрування 

𝑤(𝑥, 𝑦) = −
1

𝜋
∫𝑝(𝜉)𝑑𝜉∫

1

𝛼
[𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|

∞

0

𝑎

0

+
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) − 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

1 + 𝑒−2𝛼𝑎
] cos 𝛼𝑦 𝑑𝛼 

II спосіб 

{
  
 

  
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞

𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,𝑤|𝑥=𝑎 = 0,

𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥),𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0 

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши скінченне косинус перетворення Фур’є за змін-

ною 𝑥: 

𝑤𝛼(𝑦) = ∫𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

, 𝛼 =
𝜋(2𝑘 − 1)

2𝑎
, 𝑘 = 1,2,… (1 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝑎
∑𝑤𝛼𝑘(𝑦) cos 𝛼𝑘𝑥 

∞

𝑘=1

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

cos 𝛼𝑥 та проінтегруємо по 𝑥 у межах від 0 до 𝑎: 

∫(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) cos𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

= 0 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 
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∫(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) cos𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

= ∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

 (3 ∗) 

У другому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

=
𝑑2

𝑑𝑦2
∫𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

=
𝑑2

𝑑𝑦2
𝑤𝛼(𝑦) (4 ∗) 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝑥 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,𝑤|𝑥=𝑎 = 0): 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
cos𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
cos𝛼𝑥|

𝑥=0

𝑥=𝑎

+ 𝛼∫
𝜕𝑤

𝜕𝑥
sin 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

= −𝛼𝑤 sin𝛼𝑥|𝑥=0
𝑥=𝑎 − 𝛼2∫𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑦) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑦) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑦) = 0 

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑦 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥),𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0 ). Для цього помножимо обидві час-

тини на cos 𝛼𝑥 та проінтегруємо по змінній 𝑥 у межах від 0 до 𝑎: 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
cos𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

|

𝑦=0

=
𝑑

𝑑𝑦
∫𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

|

𝑦=0

=
𝑑

𝑑𝑦
𝑤𝛼|

𝑦=0

= 𝑝𝛼 , 𝑝𝛼

= ∫𝑝(𝑥) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

, 

∫𝑤(𝑥, 𝑦) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

, ∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
cos𝛼𝑥 𝑑𝑥

𝑎

0

|

𝑦→∞

= 𝑤𝛼 ,
𝑑

𝑑𝑦
𝑤𝛼|

𝑦→∞

→ 0 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑤𝛼
′′(𝑦) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ∞

𝑤𝛼
′ (0) = 𝑝𝛼 , 𝑤𝛼 , 𝑤𝛼

′ |𝑦→∞ → 0
 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (6*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤𝛼(𝑦) = 𝐶0𝑒
𝛼𝑦 + 𝐶1𝑒

−𝛼𝑦 
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𝑤𝛼
′ (𝑦) = 𝐶0𝛼𝑒

𝛼𝑦 − 𝐶1𝛼𝑒
−𝛼𝑦 

𝑤𝛼 , 𝑤𝛼
′ |𝑦→∞ → 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝛼(𝑦) = 𝐶1𝑒

−𝛼𝑦 , 𝑤𝛼
′ (𝑦) = −𝐶1𝛼𝑒

−𝛼𝑦 

𝑤𝛼
′ (0) = 𝑝𝛼 => −𝐶1𝛼 = 𝑝𝛼 => 𝐶1 = −

𝑝𝛼
𝛼
=> 

𝑤𝛼(𝑦) = −𝑝𝛼
𝑒−𝛼𝑦

𝛼
 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 

𝑤(𝑥, 𝑦) = −
2

𝑎
∑𝑝𝛼

𝑒−𝛼𝑦

𝛼
cos𝛼𝑘𝑥 

∞

𝑘=1

 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝑝𝛼 

𝑤(𝑥, 𝑦) = −
2

𝑎
∑∫𝑝(𝜉) cos 𝛼𝜉 𝑑𝜉

𝑎

0

𝑒−𝛼𝑦

𝛼
cos𝛼𝑘𝑥 

∞

𝑘=1

 

Змінимо порядок підсумовування та інтегрування 

𝑤(𝑥, 𝑦) = −
1

𝑎
∫𝑝(𝜉)𝑑𝜉

𝑎

0

∑
𝑒−𝛼𝑦

𝛼
(cos 𝛼(𝜉 − 𝑥) + cos𝛼(𝜉 + 𝑥))

∞

𝑘=1

 

У даному випадку розв’язок було отримано швидше ніж першим способом. 

Тому можна зробити висновок, що доцільно за можливості зводити задачу до 

одновимірної за тою змінною, за якою крайові умови є однорідними. 

 

Приклад 4. 

Записати антиплоску задачу у термінах переміщень та розв’язати за допо-

могою інтегрального перетворення Фур’є 

{
 
 

 
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0,−∞ < 𝑥 < ∞,0 < 𝑦 < 1

𝑤, 𝜏𝑥𝑧|𝑥→±∞ → 0,

𝑤|𝑦=0 = 0, 𝜏𝑦𝑧|𝑦=1 = 𝐺𝑝
(𝑥)  
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Враховуючи, що 𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝜏𝑦𝑧 = 𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 в антиплоскій задачі, де 𝑤(𝑥, 𝑦) =

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦), перепишемо дану задачу у термінах переміщень 

{
  
 

  
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0,−∞ < 𝑥 < ∞,0 < 𝑦 < 1

𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥→±∞

→ 0,

𝑤|𝑦=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=1

= 𝑝(𝑥)  

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши повне перетворення Фур’є за змінною 𝑥: 

𝑤𝛼(𝑦) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

(1 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝑤𝛼(𝑦)𝑒

−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

𝑒𝑖𝛼𝑥 та проінтегруємо по 𝑥 у межах від −∞ до ∞: 

∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= 0 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 
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∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

+ ∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

 (3 ∗) 

У другому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝑑2

𝑑𝑦2
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝑑2

𝑑𝑦2
𝑤𝛼(𝑦) (4 ∗) 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝑥 (𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥→±∞

→ 0): 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑒𝑖𝛼𝑥|

𝑥→−∞

𝑥→∞

− 𝑖𝛼 ∫
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= −𝑖𝛼𝑤𝑒𝑖𝛼𝑥|
𝑥→−∞

𝑥→∞
− 𝛼2 ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑦) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑦) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑦) = 0 

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑦 (𝑤|𝑦=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=1

= 𝑝(𝑥)). Для цього помножимо обидві частини 

на 𝑒𝑖𝛼𝑥 та проінтегруємо по змінній 𝑥 у межах від −∞ до ∞: 

∫ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

|

𝑦=0

= 𝑤𝛼|𝑦=0 = 0, 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

|

𝑦=1

=
𝑑

𝑑𝑦
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

|

𝑦=1

=
𝑑

𝑑𝑦
𝑤𝛼|𝑦=1 = 𝑝𝛼 , 𝑝𝛼

= ∫ 𝑝(𝑥)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑤𝛼
′′(𝑦) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 1

𝑤𝛼(0) = 0,𝑤𝛼
′ (1) = 𝑝𝛼

 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (5*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤𝛼(𝑦) = 𝐶0𝑐ℎ𝛼𝑦 + 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑦 
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𝑤𝛼
′ (𝑦) = 𝐶0𝛼𝑠ℎ𝛼𝑦 + 𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼𝑦 

Сталі 𝐶0, 𝐶1 з крайових умов 

𝑤𝛼(0) = 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝛼(𝑦) = 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑦,𝑤𝛼
′ (𝑦) = 𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼𝑦 

𝑤𝛼
′ (1) = 𝑝𝛼 => 𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼 = 𝑝𝛼 => 𝐶1 =

𝑝𝛼
𝛼𝑐ℎ𝛼

 

𝑤𝛼(𝑦) = 𝑝𝛼
𝑠ℎ𝛼𝑦

𝛼𝑐ℎ𝛼
= 𝑝𝛼

𝑒−𝛼(1−𝑦) − 𝑒−𝛼(1+𝑦)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼)
 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝑝𝛼

𝑒−𝛼(1−𝑦) − 𝑒−𝛼(1+𝑦)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼)
𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝑝𝛼 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∫ ∫ 𝑝(𝜉)𝑒𝑖𝛼𝜉𝑑𝜉

∞

−∞

𝑒−𝛼(1−𝑦) − 𝑒−𝛼(1+𝑦)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼)
𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 

Змінимо порядок інтегрування 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝑝(𝜉)𝑑𝜉 ∫ 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝜉)

∞

−∞

𝑒−𝛼(1−𝑦) − 𝑒−𝛼(1+𝑦)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼)
𝑑𝛼

∞

−∞

 

 

Приклад 5. 

Записати антиплоску задачу у термінах переміщень та розв’язати за допо-

могою інтегральних перетворень Лапласа та Фур’є 

{
 
 
 

 
 
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
=
𝜌

𝐺

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
, −∞ < 𝑥 < ∞,0 < 𝑦 < ∞, 𝑡 > 0

𝑤, 𝜏𝑥𝑧|𝑥→±∞ → 0,

 𝜏𝑦𝑧|𝑦=0 = 𝐺𝑝
(𝑥, 𝑡),𝑤, 𝜏𝑦𝑧|𝑦→+∞ → 0,

𝑤|𝑡=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑡
|
𝑡=0

= 0 
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Враховуючи, що 𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝜏𝑦𝑧 = 𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 в антиплоскій задачі, де 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡), перепишемо дану задачу у термінах переміщень 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
=
𝜌

𝐺

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
, −∞ < 𝑥 < ∞,0 < 𝑦 < ∞, 𝑡 > 0

𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥→±∞

→ 0,

 
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→+∞

→ 0,

𝑤|𝑡=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑡
|
𝑡=0

= 0 

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

1.1. Відповідно до таблиці інтегральних перетворень до даної задачі можна 

застосувати перетворення Лапласа за змінною 𝑡: 

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

(1 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)𝑒

𝑠𝑡𝑑𝑠

𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

ядро інтегрального перетворення 𝑒−𝛼𝑡 та проінтегруємо по 𝑡 у межах від 0 до ∞: 
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∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜌

𝐺
∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜌

𝐺
∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

 (3 ∗) 

У інтегралах у лівій частині (3*) змінюємо порядок інтегрування та дифере-

нціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜕2

𝜕𝑥2
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) (4 ∗) 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜕2

𝜕𝑦2
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜕2

𝜕𝑦2
𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) (5 ∗) 

Інтеграл у правій частині (3*) інтегруємо по частинам, враховуючи почат-

кові умови за змінною 𝑡 (𝑤|𝑡=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑡
|
𝑡=0

= 0): 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑒−𝑠𝑡|

𝑡=0

𝑡→∞

+ 𝑠∫
𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 𝑠𝑤𝑒−𝑠𝑡|𝑡=0
𝑡→∞ + 𝑠2∫ 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑥

∞

0

= 𝑠2𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) (6 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*), (6*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального 

рівняння вихідної задачі у просторі трансформант Лапласа: 

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

=
𝜌𝑠2

𝐺
𝑤𝑠 

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінними 𝑥, 𝑦 (𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥→±∞

→ 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
|
𝑦→+∞

→ 0). Для цього 

помножимо обидві частини на ядро інтегрального перетворення 𝑒−𝛼𝑡 та проінте-

груємо по 𝑡 у межах від 0 до ∞: 

∫ 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

, ∫
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

|

𝑥→±∞

= 𝑤𝑠,
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

|
𝑥→±∞

→ 0 
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∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

|

𝑦=0

=
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

|

𝑦=0

=
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

|
𝑦=0

= 𝑝𝑠(𝑥), 𝑝𝑠(𝑥)

= ∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

, 

∫ 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

, ∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

|

𝑦→∞

= 𝑤𝑠,
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

|
𝑦→∞

→ 0 

В результаті приходимо до наступної крайової задачі у просторі трансфор-

мант Лапласа 

{
  
 

  
 
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

=
𝜌𝑠2

𝐺
𝑤𝑠, −∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑦 < ∞

𝑤𝑠,
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

|
𝑥→±∞

→ 0,

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

|
𝑦=0

= 𝑝𝑠(𝑥),𝑤𝑠,
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

|
𝑦→∞

→ 0 

 (7 ∗) 

1.2. Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна зве-

сти до одновимірної, застосувавши повне перетворення Фур’є за змінною 

𝑥: 

𝑤𝑠𝛼(𝑦) = ∫ 𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)𝑒
𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

(8 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝑤𝑠𝛼(𝑦)𝑒

−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 (9 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

𝑒𝑖𝛼𝑥 та проінтегруємо по 𝑥 у межах від −∞ до ∞: 

∫ (
𝜕2𝑤𝑆
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

) 𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜌𝑠2

𝐺
𝑤𝑠𝛼 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 

∫ (
𝜕2𝑤𝑆
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

) 𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

+ ∫
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

 (10 ∗) 

У другому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 
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∫
𝜕2𝑤𝑆
𝜕𝑦2

𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝑑2

𝑑𝑦2
∫ 𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)𝑒

𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝑑2

𝑑𝑦2
𝑤𝑠𝛼(𝑦) (11 ∗) 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝑥 (𝑤𝑠,
𝜕𝑤𝑆

𝜕𝑥
|
𝑥→±∞

→ 0): 

∫
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

=
𝜕𝑤𝑆
𝜕𝑥

𝑒𝑖𝛼𝑥|
𝑥→−∞

𝑥→∞

− 𝑖𝛼 ∫
𝜕𝑤𝑆
𝜕𝑥

𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= −𝑖𝛼𝑤𝑠𝑒
𝑖𝛼𝑥|

𝑥→−∞

𝑥→∞
− 𝛼2 ∫ 𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)𝑒

𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= −𝛼2𝑤𝑠𝛼(𝑦) (12 ∗) 

Підставляючи (11*), (12*) до (10*), отримаємо вигляд диференціального рі-

вняння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝑠𝛼
′′ (𝑦) − (𝛼2 +

𝜌𝑠2

𝐺
)𝑤𝑠𝛼(𝑦) = 0 

Для зручності позначимо 𝛾2 = 𝛼2 +
𝜌𝑠2

𝐺
. Тоді рівняння набуває вигляду 

𝑤𝑠𝛼
′′ (𝑦) − 𝛾2𝑤𝑠𝛼(𝑦) = 0 

Застосуємо інтегральне перетворення (8*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑦 (
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝑝𝑠(𝑥), 𝑤𝑠,
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
|
𝑦→∞

→ 0 ). Для цього помножимо обидві 

частини на 𝑒𝑖𝛼𝑥 та проінтегруємо по змінній 𝑥 у межах від −∞ до ∞: 

∫
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

|

𝑦=1

=
𝑑

𝑑𝑦
∫ 𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)𝑒

𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

|

𝑦=1

=
𝑑

𝑑𝑦
𝑤𝑠𝛼|𝑦=1 = 𝑝𝑠𝛼 , 𝑝𝑠𝛼

= ∫ 𝑝𝑠(𝑥)𝑒
𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

 

∫ 𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)𝑒
𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

, ∫
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

|

𝑦→∞

= 𝑤𝑠𝛼 ,
𝑑𝑤𝑠𝛼
𝑑𝑦

|
𝑦→∞

→ 0 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{

𝑤𝑠𝛼
′′ (𝑦) − 𝛾2𝑤𝑠𝛼(𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ∞

𝑤𝑠𝛼
′ (0) = 𝑝𝑠𝛼 , 𝑤𝑠𝛼 ,

𝑑𝑤𝑠𝛼
𝑑𝑦

|
𝑦→∞

→ 0
 (13 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (13*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 
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𝑤𝑠𝛼(𝑦) = 𝐶0𝑒
𝛾𝑦 + 𝐶1𝑒

−𝛾𝑦 

𝑤𝑠𝛼
′ (𝑦) = 𝐶0𝛾𝑒

𝛾𝑦 − 𝐶1𝛾𝑒
−𝛾𝑦 

Сталі 𝐶0, 𝐶1 з крайових умов 

𝑤𝑠𝛼 ,
𝑑𝑤𝑠𝛼
𝑑𝑦

|
𝑦→∞

→ 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝑠𝛼(𝑦) = 𝐶1𝑒
−𝛾𝑦 , 𝑤𝑠𝛼

′ (𝑦) = −𝐶1𝛾𝑒
−𝛾𝑦 

𝑤𝑠𝛼
′ (0) = 𝑝𝑠𝛼 => −𝐶1𝛾 = 𝑝𝑠𝛼 => 𝐶1 = −

𝑝𝑠𝛼
𝛾
=> 

𝑤𝑠𝛼(𝑦) = −𝑝𝑠𝛼
𝑒−𝛾𝑦

𝛾
= −𝑝𝑠𝛼

𝑒
−𝑦√𝛼2+

𝜌𝑠2

𝐺

√𝛼2 +
𝜌𝑠2

𝐺

 (14 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

3.1. Застосовуючи формулу обернення інтегрального перетворення Фур’є 

(9*) до отриманого розв’язку у просторі трансформант (14*), отримуємо 

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) = −
1

2𝜋
∫ 𝑝𝑠𝛼

𝑒
−𝑦√𝛼2+

𝜌𝑠2

𝐺

√𝛼2 +
𝜌𝑠2

𝐺

𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝑝𝑠𝛼 

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) = −
1

2𝜋
∫ ∫ 𝑝𝑠(𝜉)𝑒

𝑖𝛼𝜉𝑑𝜉

∞

−∞

𝑒
−𝑦√𝛼2+

𝜌𝑠2

𝐺

√𝛼2 +
𝜌𝑠2

𝐺

𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 (15 ∗) 

3.2. Застосовуючи формулу обернення інтегрального перетворення Лапласа 

(2*) до отриманого розв’язку у просторі трансформант (15*), отримуємо 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −
1

4𝜋2𝑖
∫ ∫ ∫ 𝑝𝑠(𝜉)𝑒

𝑖𝛼𝜉𝑑𝜉

∞

−∞

𝑒
−𝑦√𝛼2+

𝜌𝑠2

𝐺

√𝛼2 +
𝜌𝑠2

𝐺

𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

  

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝑝𝑠(𝜉) 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

= −
1

4𝜋2𝑖
∫ ∫ ∫ ∫ 𝑝(𝜉, 𝜏)𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

∞

0

𝑒𝑖𝛼𝜉𝑑𝜉

∞

−∞

𝑒
−𝑦√𝛼2+

𝜌𝑠2

𝐺

√𝛼2 +
𝜌𝑠2

𝐺

𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞
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Приклад 6. 

Записати антиплоску задачу у термінах переміщень та розв’язати за допо-

могою інтегрального перетворення, вибраного оптимальним чином  

{
 

 𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
= 0,0 <  𝑎 < 𝑟 < 𝑏 < ∞, 0 < 𝜃 < 𝛽,

𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑎 = 𝐺𝑓(𝜃), 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑏 = 𝐺𝑔(𝜃), 0 < 𝜃 < 𝛽,

𝑤|𝜃=0 = 0,𝑤|𝜃=𝛽 = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏  

 

 

Враховуючи, що 𝜏𝑟𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑟
, 𝜏𝜃𝑧 = 𝐺

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃
 в антиплоскій задачі, де 𝑤(𝑟, 𝜃) =

𝑢𝑧(𝑟, 𝜃), перепишемо дану задачу у термінах переміщень 

{
 
 

 
 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
= 0,0 <  𝑎 < 𝑟 < 𝑏 < ∞, 0 < 𝜃 < 𝛽,

𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 𝑓(𝜃),
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑏

= 𝑔(𝜃), 0 < 𝜃 < 𝛽,

𝑤|𝜃=0 = 0,𝑤|𝜃=𝛽 = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏  

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Зауважимо, що крайові умови по 𝜃 є однорідними, тому зручніше буде зве-

сти задачу до одновимірної, застосувавши інтегральне перетворення за змінною 

𝜃. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши скінченне синус перетворення Фур’є за змінною 

𝜃: 

𝑤𝛼(𝑟) = ∫𝑤(𝑟, 𝜃) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

, 𝛼 =
𝜋𝑘

𝛽
, 𝑘 = 1,2,… (1 ∗) 
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Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑟, 𝜃) =
2

𝛽
∑𝑤𝛼𝑘(𝑟) sin 𝛼𝑘𝜃 

∞

𝑘=1

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

sin 𝛼𝜃 та проінтегруємо по 𝜃 у межах від 0 до 𝛽: 

∫ [𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
] sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= 0 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 

∫ [𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
] sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= ∫ 𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

 (3 ∗) 

У першому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫ 𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= 𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑

𝑑𝑟
)∫𝑤(𝑟, 𝜃) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= 𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑤𝛼(𝑟)

𝑑𝑟
) (4 ∗) 

Другий інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝜃 (𝑤|𝜃=0 = 0,𝑤|𝜃=𝛽 = 0): 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝜃
sin𝛼𝜃|

𝜃=0

𝜃=𝛽

− 𝛼∫
𝜕𝑤

𝜕𝜃
cos𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= −𝛼𝑤 cos𝛼𝜃|𝜃=0
𝜃=𝛽

− 𝛼2∫𝑤(𝑟, 𝜃) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑟) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑤𝛼(𝑟)

𝑑𝑟
) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑟) = 0 
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Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑟 (
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 𝑓(𝜃),
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑏

= 𝑔(𝜃) ). Для цього помножимо обидві час-

тини на sin 𝛼𝜃 та проінтегруємо по 𝜃 у межах від 0 до 𝛽: 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑟
sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

|

𝑟=𝑎

=
𝑑

𝑑𝑟
∫𝑤(𝑟, 𝜃) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

|

𝑟=𝑎

= 𝑤𝛼
′ |𝑟=𝑎 = 𝑓𝛼 , 𝑓𝛼

= ∫ 𝑓(𝜃) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

, 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑟
sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

|

𝑟=𝑏

=
𝑑

𝑑𝑟
∫𝑤(𝑟, 𝜃) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

|

𝑟=𝑏

= 𝑤𝛼
′ |𝑟=𝑏 = 𝑔𝛼 , 𝑔𝛼

= ∫𝑔(𝜃) sin 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑟(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟))
′
− 𝛼2𝑤𝛼(𝑟) = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏

𝑤𝛼
′ (𝑎) = 𝑓𝛼 , 𝑤𝛼

′ (𝑏) = 𝑔𝛼
 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Диференціальне рівняння у (6*) є рівнянням Ейлера та, за допомогою підс-

тановки 𝑟 = 𝑎𝑒𝑡, його можна звести до рівняння зі сталими коефіцієнтами 

𝑟 = 𝑎𝑒𝑡 , 𝑡 = ln
𝑟

𝑎
 

𝑣(𝑡) = 𝑤𝛼(𝑎𝑒
𝑡) = 𝑤𝛼(𝑟) 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟 

Тоді 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑𝑤𝛼
𝑑𝑟

⋅
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟), 

𝑑2𝑣

𝑑𝑡2
=
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟)) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟)) ⋅
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟))
′
 

При 𝑟 = 𝑎, 𝑡 = 0, при 𝑟 = 𝑏, 𝑡 = ln
𝑏

𝑎
. 

Позначимо для зручності 𝑙 = ln
𝑏

𝑎
. 

𝑤𝛼
′ (𝑎) = 𝑓𝛼 => 𝑣

′(0) = 𝑎𝑓𝛼 

𝑤𝛼
′ (𝑏) = 𝑔𝛼 => 𝑣

′(𝑙) = 𝑏𝑔𝛼 
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Тобто, після даної заміни крайова задача (6*) приймає наступний вигляд 

{
𝑣′′ − 𝛼2𝑣 = 0, 0 < 𝑡 < 𝑙
𝑣′(0) = 𝑎𝑓𝛼 , 𝑣

′(𝑙) = 𝑏𝑔𝛼
 (7 ∗) 

Одновимірна крайова задача (7*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑣(𝑡) = 𝐶0𝑐ℎ𝛼𝑡 + 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑡 

𝑣′(𝑡) = 𝛼𝐶0𝑠ℎ𝛼𝑡 + 𝛼𝐶1𝑐ℎ𝛼𝑡 

𝑣′(0) = 𝑎𝑓𝛼 => 𝛼𝐶1 = 𝑎𝑓𝛼 => 𝐶1 =
𝑎

𝛼
𝑓𝛼 => 𝑣(𝑡) = 𝐶0𝑐ℎ𝛼𝑡 +

𝑎

𝛼
𝑓𝛼𝑠ℎ𝛼𝑡, 𝑣

′(𝑡)

= 𝛼𝐶0𝑠ℎ𝛼𝑡 + 𝑎𝑓𝛼𝑐ℎ𝛼𝑡 

𝑣′(𝑙) = 𝑏𝑔𝛼 => 𝛼𝐶0𝑠ℎ(𝛼𝑙) + 𝑎𝑓𝛼𝑐ℎ(𝛼𝑙) = 𝑏𝑔𝛼 => 𝐶0 =
𝑏𝑔𝛼 − 𝑎𝑓𝛼𝑐ℎ(𝛼𝑙)

𝛼𝑠ℎ(𝛼𝑙)
=> 

𝑣(𝑡) =
𝑏𝑔𝛼 − 𝑎𝑓𝛼𝑐ℎ(𝛼𝑙)

𝛼𝑠ℎ(𝛼𝑙)
𝑐ℎ𝛼𝑡 +

𝑎

𝛼
𝑓𝛼𝑠ℎ𝛼𝑡

= 𝑔𝛼
𝑏𝑐ℎ𝛼𝑡

𝛼𝑠ℎ(𝛼𝑙)
+
𝑎

𝛼
𝑓𝛼
𝑠ℎ𝛼𝑡𝑠ℎ(𝛼𝑙) − 𝑐ℎ𝛼𝑡𝑐ℎ(𝛼𝑙)

𝑠ℎ(𝛼𝑙)

= 𝑔𝛼
𝑏𝑐ℎ𝛼𝑡

𝛼𝑠ℎ(𝛼𝑙)
−
𝑎

𝛼
𝑓𝛼
𝑐ℎ(𝛼(𝑙 − 𝑡))

𝑠ℎ(𝛼𝑙)

= 𝑔𝛼
𝑏

𝛼

𝑒−𝛼(𝑙−𝑡) + 𝑒−𝛼(𝑙+𝑡)

1 − 𝑒−2𝛼𝑙
− 𝑓𝛼

𝑎

𝛼

𝑒−𝛼𝑡 + 𝑒−𝛼(2𝑙−𝑡)

1 − 𝑒−2𝛼𝑙
 

Повертаючись до 𝑤𝛼(𝑟), отримуємо розв’язок у просторі трансформант 

𝑤𝛼(𝑟) = 𝑔𝛼
𝑏

𝛼

𝑒
−𝛼(ln

𝑏
𝑎
−ln

𝑟
𝑎
)
+ 𝑒

−𝛼(ln
𝑏
𝑎
+ln

𝑟
𝑎
)

1 − 𝑒−2𝛼 ln
𝑏
𝑎

− 𝑓𝛼
𝑎

𝛼

𝑒−𝛼 ln
𝑟
𝑎 + 𝑒

−𝛼(2 ln
𝑏
𝑎
−ln

𝑟
𝑎
)

1 − 𝑒−2𝛼 ln
𝑏
𝑎

= 𝑔𝛼
𝑏

𝛼

𝑒
−𝛼(ln

𝑏
𝑟
)
+ 𝑒

−𝛼(ln
𝑏𝑟
𝑎2
)

1 − 𝑒
ln(

𝑏
𝑎
)
−2𝛼 − 𝑓𝛼

𝑎

𝛼

𝑒−𝛼 ln
𝑟
𝑎 + 𝑒

−𝛼(ln
𝑏2

𝑎𝑟
)

1 − 𝑒
ln(

𝑏
𝑎
)
−2𝛼

= 𝑔𝛼
𝑏

𝛼

(
𝑟
𝑏
)
𝛼
+ (

𝑎2

𝑏𝑟
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼 − 𝑓𝛼

𝑎

𝛼

(
𝑎
𝑟)

𝛼
+ (

𝑎𝑟
𝑏2
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼  (8 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (8*), отримуємо 

𝑤(𝑟, 𝜃) =
2

𝛽
∑

[
 
 
 
𝑔𝛼
𝑏

𝛼

(
𝑟
𝑏
)
𝛼
+ (

𝑎2

𝑏𝑟
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼 − 𝑓𝛼

𝑎

𝛼

(
𝑎
𝑟)

𝛼
+ (

𝑎𝑟
𝑏2
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼

]
 
 
 
sin 𝛼𝑘𝜃 

∞

𝑘=1
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Підставимо сюди вирази для трансформант 𝑓𝛼 , 𝑔𝛼 

𝑤(𝑟, 𝜃) =
2

𝛽
∑

[
 
 
 
∫ 𝑔(𝜑) sin 𝛼𝜑 𝑑𝜑

𝛽

0

𝑏

𝛼

(
𝑟
𝑏
)
𝛼
+ (

𝑎2

𝑏𝑟
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼

∞

𝑘=1

−∫ 𝑓(𝜑) sin 𝛼𝜑 𝑑𝜑

𝛽

0

𝑎

𝛼

(
𝑎
𝑟)

𝛼
+ (

𝑎𝑟
𝑏2
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼

]
 
 
 
sin 𝛼𝑘𝜃  

 

Приклад 7. 

Записати антиплоску задачу у термінах переміщень та розв’язати за допо-

могою інтегрального перетворення, вибраного оптимальним чином  

{
 

 𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
= 0,0 <  𝑎 < 𝑟 < 𝑏 < ∞, 0 < 𝜃 < 𝛽,

𝑤|𝑟=𝑎 = 𝑓(𝜃), 𝑤|𝑟=𝑏 = 𝑔(𝜃), 0 < 𝜃 < 𝛽,

𝜏𝜃𝑧|𝜃=0 = 0, 𝜏𝜃𝑧|𝜃=𝛽 = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏  

 

  

Враховуючи, що 𝜏𝑟𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑟
, 𝜏𝜃𝑧 = 𝐺

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃
 в антиплоскій задачі, де 𝑤(𝑟, 𝜃) =

𝑢𝑧(𝑟, 𝜃), перепишемо дану задачу у термінах переміщень 

{
 
 

 
 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
= 0,0 <  𝑎 < 𝑟 < 𝑏 < ∞, 0 < 𝜃 < 𝛽,

𝑤|𝑟=𝑎 = 𝑓(𝜃), 𝑤|𝑟=𝑏 = 𝑔(𝜃), 0 < 𝜃 < 𝛽,
𝜕𝑤

𝜕𝜃
|
𝜃=0

= 0,
𝜕𝑤

𝜕𝜃
|
𝜃=𝛽

= 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏  

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 
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Зауважимо, що крайові умови по 𝜃 є однорідними, тому зручніше буде зве-

сти задачу до одновимірної, застосувавши інтегральне перетворення за змінною 

𝜃. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши скінченне косинус перетворення Фур’є за змін-

ною 𝜃: 

𝑤𝛼(𝑟) = ∫𝑤(𝑟, 𝜃) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

, 𝛼 =
𝜋𝑘

𝛽
, 𝑘 = 1,2,… (1 ∗) 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑟, 𝜃) =
1

𝛽
[𝑤0(𝑟) + 2∑𝑤𝛼𝑘(𝑟) cos 𝛼𝑘𝜃 

∞

𝑘=1

] (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

cos 𝛼𝜃 та проінтегруємо по 𝜃 у межах від 0 до 𝛽: 

∫ [𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
] cos𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= 0 

Розбиваємо інтеграл, що стоїть у лівій частині даної рівності на 2 доданки 

∫ [𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
] cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= ∫ 𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

 (3 ∗) 

У першому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫ 𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= 𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑

𝑑𝑟
)∫𝑤(𝑟, 𝜃) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= 𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑤𝛼(𝑟)

𝑑𝑟
) (4 ∗) 

Другий інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задані крайові умови 

за змінною 𝜃 (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
|
𝜃=0

= 0,
𝜕𝑤

𝜕𝜃
|
𝜃=𝛽

= 0): 
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∫
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝜃
cos𝛼𝜃|

𝜃=0

𝜃=𝛽

+ 𝛼∫
𝜕𝑤

𝜕𝜃
sin𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= 𝛼𝑤 sin𝛼𝜃|𝜃=0
𝜃=𝛽

− 𝛼2∫𝑤(𝑟, 𝜃) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑟) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑤𝛼(𝑟)

𝑑𝑟
) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑟) = 0 

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑟 (𝑤|𝑟=𝑎 = 𝑓(𝜃), 𝑤|𝑟=𝑏 = 𝑔(𝜃) ). Для цього помножимо обидві час-

тини на cos 𝛼𝜃 та проінтегруємо по 𝜃 у межах від 0 до 𝛽: 

∫𝑤(𝑟, 𝜃) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

|

𝑟=𝑎

= 𝑤𝛼|𝑟=𝑎 = 𝑓𝛼 , 𝑓𝛼 = ∫ 𝑓(𝜃) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

, 

∫𝑤(𝑟, 𝜃) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

|

𝑟=𝑏

= 𝑤𝛼|𝑟=𝑏 = 𝑔𝛼 , 𝑔𝛼 = ∫𝑔(𝜃) cos 𝛼𝜃 𝑑𝜃

𝛽

0

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑟(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟))
′
− 𝛼2𝑤𝛼(𝑟) = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏

𝑤𝛼(𝑎) = 𝑓𝛼 , 𝑤𝛼(𝑏) = 𝑔𝛼
 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Диференціальне рівняння у (6*) є рівнянням Ейлера та, за допомогою підс-

тановки 𝑟 = 𝑎𝑒𝑡, його можна звести до рівняння зі сталими коефіцієнтами 

𝑟 = 𝑎𝑒𝑡 , 𝑡 = ln
𝑟

𝑎
 

𝑣(𝑡) = 𝑤𝛼(𝑎𝑒
𝑡) = 𝑤𝛼(𝑟) 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟 

Тоді 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑𝑤𝛼
𝑑𝑟

⋅
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟), 

𝑑2𝑣

𝑑𝑡2
=
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟)) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟)) ⋅
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟(𝑟𝑤𝛼

′ (𝑟))
′
 

При 𝑟 = 𝑎, 𝑡 = 0, при 𝑟 = 𝑏, 𝑡 = ln
𝑏

𝑎
. 
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Позначимо для зручності 𝑙 = ln
𝑏

𝑎
. 

Тобто, після даної заміни крайова задача (6*) приймає наступний вигляд 

{
𝑣′′ − 𝛼2𝑣 = 0, 0 < 𝑡 < 𝑙
𝑣(0) = 𝑓𝛼 , 𝑣(𝑙) = 𝑔𝛼

 (7 ∗) 

Розглянемо випадок 𝛼 ≠ 0. 

Одновимірна крайова задача (7*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑣(𝑡) = 𝐶0𝑐ℎ𝛼𝑡 + 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑡 

𝑣(0) = 𝑓𝛼 => 𝐶0 = 𝑓𝛼 => 𝑣(𝑡) = 𝑓𝛼𝑐ℎ𝛼𝑡 + 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑡 

𝑣(𝑙) = 𝑔𝛼 => 𝑓𝛼𝑐ℎ(𝛼𝑙) + 𝐶1𝑠ℎ(𝛼𝑙) = 𝑔𝛼 => 𝐶1 =
𝑔𝛼 − 𝑓𝛼𝑐ℎ(𝛼𝑙)

𝑠ℎ(𝛼𝑙)
=> 

𝑣(𝑡) = 𝑓𝛼𝑐ℎ𝛼𝑡 +
𝑔𝛼 − 𝑓𝛼𝑐ℎ(𝛼𝑙)

𝑠ℎ(𝛼𝑙)
𝑠ℎ𝛼𝑡 = 𝑓𝛼

𝑐ℎ𝛼𝑡𝑠ℎ(𝛼𝑙) − 𝑠ℎ𝛼𝑡𝑐ℎ(𝛼𝑙)

𝑠ℎ(𝛼𝑙)
+ 𝑔𝛼

𝑠ℎ𝛼𝑡

𝑠ℎ(𝛼𝑙)

= 𝑓𝛼
𝑠ℎ(𝛼(𝑙 − 𝑡))

𝑠ℎ(𝛼𝑙)
+ 𝑔𝛼

𝑠ℎ𝛼𝑡

𝑠ℎ(𝛼𝑙)

= 𝑓𝛼
𝑒−𝛼𝑡 − 𝑒−𝛼(2𝑙−𝑡)

1 − 𝑒−2𝛼𝑙
+ 𝑔𝛼

𝑒−𝛼(𝑙−𝑡) − 𝑒−𝛼(𝑙+𝑡)

1 − 𝑒−2𝛼𝑙
 

Повертаючись до 𝑤𝛼(𝑟), отримуємо розв’язок у просторі трансформант 

𝑤𝛼(𝑟) = 𝑓𝛼
𝑒−𝛼 ln

𝑟
𝑎 − 𝑒

−𝛼(2 ln
𝑏
𝑎
−ln

𝑟
𝑎
)

1 − 𝑒−2𝛼 ln
𝑏
𝑎

+ 𝑔𝛼
𝑒
−𝛼(ln

𝑏
𝑎
−ln

𝑟
𝑎
)
− 𝑒

−𝛼(ln
𝑏
𝑎
+ln

𝑟
𝑎
)

1 − 𝑒−2𝛼 ln
𝑏
𝑎

= 𝑓𝛼
𝑒−𝛼 ln

𝑟
𝑎 − 𝑒

−𝛼(ln
𝑏2

𝑎𝑟
)

1 − 𝑒
ln(

𝑏
𝑎
)
−2𝛼 + 𝑔𝛼

𝑒
−𝛼(ln

𝑏
𝑟
)
− 𝑒

−𝛼(ln
𝑏𝑟
𝑎2
)

1 − 𝑒
ln(

𝑏
𝑎
)
−2𝛼

= 𝑓𝛼
(
𝑎
𝑟)

𝛼
− (

𝑎𝑟
𝑏2
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼 + 𝑔𝛼

(
𝑟
𝑏
)
𝛼
− (

𝑎2

𝑏𝑟
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼  (8 ∗) 

Розглянемо випадок 𝛼 = 0. 

У даному випадку крайова задача приймає вигляд 

{
𝑣′′ = 0, 0 < 𝑡 < 𝑙
𝑣(0) = 𝑓0, 𝑣(𝑙) = 𝑔0

 (9 ∗)  

Одновимірна крайова задача (9*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑣(𝑡) = 𝐶0 + 𝐶1𝑡 

𝑣(0) = 𝑓0 => 𝐶0 = 𝑓0 => 𝑣(𝑡) = 𝑓0 + 𝐶1𝑡 
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𝑣(𝑙) = 𝑔0 => 𝑓0 + 𝐶1𝑙 = 𝑔0 => 𝐶1 =
𝑔0 − 𝑓0
𝑙

=> 

𝑣(𝑡) = 𝑓0 +
𝑔0 − 𝑓0
𝑙

𝑡 = 𝑓0
𝑙 − 𝑡

𝑙
+ 𝑔0

𝑡

𝑙
 

Повертаючись до 𝑤0(𝑟), отримуємо розв’язок у просторі трансформант 

𝑤0(𝑟) = 𝑓0
ln
𝑏
𝑎
− ln

𝑟
𝑎

ln
𝑏
𝑎

+ 𝑔0
ln
𝑟
𝑎

ln
𝑏
𝑎

= 𝑓0
ln
𝑏
𝑟

ln
𝑏
𝑎

+ 𝑔0
ln
𝑟
𝑎

ln
𝑏
𝑎

 (10 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманих розв’язків у просторі 

трансформант (8*), (10*), отримуємо 

𝑤(𝑟, 𝜃) =
1

𝛽
[
 
 
 
𝑓0
ln
𝑏
𝑟

ln
𝑏
𝑎

+ 𝑔0
ln
𝑟
𝑎

ln
𝑏
𝑎

+ 2∑

[
 
 
 
𝑓𝛼
(
𝑎
𝑟)

𝛼
− (

𝑎𝑟
𝑏2
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼 + 𝑔𝛼

(
𝑟
𝑏
)
𝛼
− (

𝑎2

𝑏𝑟
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼

]
 
 
 
cos 𝛼𝑘𝜃 

∞

𝑘=1
]
 
 
 
 

Підставимо сюди вирази для трансформант 𝑓𝛼 , 𝑔𝛼 

𝑤(𝑟, 𝜃) =
1

𝛽
[
 
 
 
∫ 𝑓(𝜑)𝑑𝜑

𝛽

0

ln
𝑏
𝑟

ln
𝑏
𝑎

+ ∫ 𝑔(𝜑)𝑑𝜑

𝛽

0

ln
𝑟
𝑎

ln
𝑏
𝑎

+ 2∑

[
 
 
 
∫ 𝑓(𝜑) cos 𝛼𝜑 𝑑𝜑

𝛽

0

(
𝑎
𝑟)

𝛼
− (

𝑎𝑟
𝑏2
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼

∞

𝑘=1

+∫𝑔(𝜑) cos 𝛼𝜑 𝑑𝜑

𝛽

0

(
𝑟
𝑏
)
𝛼
− (

𝑎2

𝑏𝑟
)
𝛼

1 − (
𝑎
𝑏
)
2𝛼

]
 
 
 
cos 𝛼𝑘𝜃 

]
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Інтегральне перетворення Ганкеля 

Застосування інтегрального перетворення Ганкеля розглянемо на прикладі 

задач теплопровідності, де шуканою функцією є функція температури - 𝑤(𝑟, 𝑧). 

На границі може бути задана як сама температура, так і тепловий потік (норма-

льна похідна від 𝑤(𝑟, 𝑧)). 

Приклад 1. 

Розв’язати крайову задачу теплопровідності за допомогою перетворення Га-

нкеля 

{
  
 

  
 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
= 0, 0 < 𝑟 < 1, 0 < 𝑧 < ℎ,

(|𝑤|, |
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|)|

𝑟→0
< ∞,𝑤|𝑟=1 = 0,

𝑤|𝑧=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑧
|
𝑧=ℎ

= 𝑓(𝑟)  

 

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши скінченне перетворення Ганкеля за змінною 𝑟: 

𝑤𝛼(𝑧) = ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

(1 ∗) 

де 𝛼𝑘 > 0 – корені рівняння 𝐽0(𝛼) = 0. 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 
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𝑤(𝑟, 𝑧) = 2∑𝑤𝛼(𝑧)
𝐽0(𝛼𝑘𝑟)

𝐽1
2(𝛼𝑘)

∞

𝑘=1

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

ядро інтегрального перетворення 𝑟𝐽0(𝛼𝑟) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 0 до 

1: 

∫[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
] 𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

= ∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) 𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

 (3 ∗) 

У другому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

=
𝑑2

𝑑𝑧2
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

=
𝑑2

𝑑𝑧2
𝑤𝛼(𝑧) (4 ∗) 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи крайові умови за 

змінною 𝑟  ((|𝑤|, |
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|)|

𝑟→0
< ∞,𝑤|𝑟=1 = 0), а також те, що функції Бесселя задо-

вольняють рівняння 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)) + 𝛼

2𝐽0(𝛼𝑟) = 0 

∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) 𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟𝐽0(𝛼𝑟)|

𝑟=0

𝑟=1

−∫
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

= −𝑤𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)|

𝑟=0

𝑟=1

+∫𝑤(𝑟, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟))𝑑𝑟

1

0

= ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟 [
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)) ± 𝛼

2𝐽0(𝛼𝑟)] 𝑑𝑟

1

0

= −𝛼2∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑧) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑧) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑧) = 0  
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Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑧 (𝑤|𝑧=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑧
|
𝑧=ℎ

= 𝑓(𝑟)). Для цього помножимо обидві частини 

на ядро інтегрального перетворення 𝑟𝐽0(𝛼𝑟) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 0 

до 1: 

∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

|

𝑧=0

= 𝑤𝛼|𝑧=0 = 0, 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

|

𝑧=ℎ

=
𝑑

𝑑𝑧
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

|

𝑧=ℎ

=
𝑑

𝑑𝑧
𝑤𝛼|

𝑧=ℎ
= 𝑓𝛼 , 𝑓𝛼

= ∫𝑓(𝑟)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑤𝛼
′′(𝑧) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ

𝑤𝛼(0) = 0,𝑤𝛼
′ (ℎ) = 𝑓𝛼

 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (6*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶0𝑐ℎ𝛼𝑧 + 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑧 

𝑤𝛼
′ (𝑧) = 𝐶0𝛼𝑠ℎ𝛼𝑧 + 𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼𝑧 

Сталі 𝐶0, 𝐶1 знайдемо з крайових умов 

𝑤𝛼(0) = 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑧,𝑤𝛼
′ (𝑧) = 𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼𝑧 

𝑤𝛼
′ (ℎ) = 𝑓𝛼 => 𝐶1𝛼𝑐ℎ𝛼ℎ = 𝑓𝛼 => 𝐶1 =

𝑓𝛼
𝛼𝑐ℎ𝛼ℎ

=> 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝑓𝛼
𝑠ℎ𝛼𝑧

𝛼𝑐ℎ𝛼ℎ
= 𝑓𝛼

𝑒−𝛼(ℎ−𝑧) − 𝑒−𝛼(ℎ+𝑧)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼ℎ)
 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 

𝑤(𝑟, 𝑧) = 2∑𝑓𝛼
𝑒−𝛼(ℎ−𝑧) − 𝑒−𝛼(ℎ+𝑧)

𝛼(1 + 𝑒−2𝛼ℎ)

𝐽0(𝛼𝑘𝑟)

𝐽1
2(𝛼𝑘)

∞

𝑘=1

 

де 𝑓𝛼 = ∫ 𝑓(𝑟)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟
1

0
. 
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Приклад 2. 

Розв’язати крайову задачу теплопровідності за допомогою перетворення Га-

нкеля 

{
 
 

 
 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
= 0, 0 < 𝑟 < 1, 0 < 𝑧 < ℎ,

(|𝑤|, |
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|)|

𝑟→0
< ∞,

𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=1

= 0,

𝑤|𝑧=0 = 0,𝑤|𝑧=ℎ = 𝑓(𝑟)  

 

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши скінченне перетворення Ганкеля за змінною 𝑟: 

𝑤𝛼(𝑧) = ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

(1 ∗) 

де 𝛼𝑘 > 0 – корені рівняння 𝐽1(𝛼) = 0. 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑟, 𝑧) = 2∑𝑤𝛼(𝑧)
𝐽0(𝛼𝑘𝑟)

𝐽0
2(𝛼𝑘)

∞

𝑘=1

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

ядро інтегрального перетворення 𝑟𝐽0(𝛼𝑟) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 0 до 

1: 
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∫[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
] 𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

= ∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) 𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

 (3 ∗) 

У другому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

=
𝑑2

𝑑𝑧2
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

=
𝑑2

𝑑𝑧2
𝑤𝛼(𝑧) (4 ∗) 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи крайові умови за 

змінною 𝑟  ((|𝑤|, |
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|)|

𝑟→0
< ∞,

𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=1

= 0), а також 𝐽0
′(𝑟) = −𝐽1(𝑟) та те, що фу-

нкції Бесселя задовольняють рівняння 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)) + 𝛼

2𝐽0(𝛼𝑟) = 0 

∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) 𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟𝐽0(𝛼𝑟)|

𝑟=0

𝑟=1

−∫
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

= −𝑤𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)|

𝑟=0

𝑟=1

+∫𝑤(𝑟, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟))𝑑𝑟

1

0

= ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟 [
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0(𝛼𝑟)) ± 𝛼

2𝐽0(𝛼𝑟)] 𝑑𝑟

1

0

= −𝛼2∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

= −𝛼2𝑤𝛼(𝑧) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑧) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑧) = 0  

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑧 (𝑤|𝑧=0 = 0,𝑤|𝑧=ℎ = 𝑓(𝑟)). Для цього помножимо обидві частини на 

ядро інтегрального перетворення 𝑟𝐽0(𝛼𝑟) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 0 до 

1: 

∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

|

𝑧=0

= 𝑤𝛼|𝑧=0 = 0, 
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∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

|

𝑧=ℎ

= 𝑤𝛼|𝑧=ℎ = 𝑓𝛼 , 𝑓𝛼 = ∫𝑓(𝑟)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟

1

0

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{
𝑤𝛼
′′(𝑧) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ

𝑤𝛼(0) = 0,𝑤𝛼(ℎ) = 𝑓𝛼
 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (6*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶0𝑐ℎ𝛼𝑧 + 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑧 

Сталі 𝐶0, 𝐶1 знайдемо з крайових умов 

𝑤𝛼(0) = 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶1𝑠ℎ𝛼𝑧 

𝑤𝛼(ℎ) = 𝑓𝛼 => 𝐶1𝑠ℎ𝛼ℎ = 𝑓𝛼 => 𝐶1 =
𝑓𝛼
𝑠ℎ𝛼ℎ

=> 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝑓𝛼
𝑠ℎ𝛼𝑧

𝑠ℎ𝛼ℎ
= 𝑓𝛼

𝑒−𝛼(ℎ−𝑧) − 𝑒−𝛼(ℎ+𝑧)

1 − 𝑒−2𝛼ℎ
 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 

𝑤(𝑟, 𝑧) = 2∑𝑓𝛼
𝑒−𝛼(ℎ−𝑧) − 𝑒−𝛼(ℎ+𝑧)

1 − 𝑒−2𝛼ℎ
𝐽0(𝛼𝑘𝑟)

𝐽0
2(𝛼𝑘)

∞

𝑘=1

 

де 𝑓𝛼 = ∫ 𝑓(𝑟)𝑟𝐽0(𝛼𝑟)𝑑𝑟
1

0
. 

 

Приклад 3. 

Розв’язати крайову задачу теплопровідності за допомогою перетворення Га-

нкеля 

{
 
 

 
 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
= 0,0 <  𝑎 < 𝑟 < 𝑏 < ∞,0 < 𝑧 < ℎ,

𝑤|𝑟=𝑎 = 0,𝑤|𝑟=𝑏 = 0,

𝑤|𝑧=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑧
|
𝑧=ℎ

= 𝑓(𝑟)  
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Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши скінченне перетворення Ганкеля за змінною 𝑟: 

𝑤𝛼(𝑧) = ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

(1 ∗) 

де 𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) = 𝐽0 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑁0(𝛼) − 𝐽0(𝛼)𝑁0 (𝛼

𝑟

𝑎
), 𝐽0(𝑟), 𝑁0(𝑟) – функції Бесселя 

першого та другого роду відповідно, 𝛼𝑘 > 0 – корені рівняння 𝑋 (𝛼
𝑏

𝑎
) =

𝐽0 (𝛼
𝑏

𝑎
)𝑁0(𝛼) − 𝐽0(𝛼)𝑁0 (𝛼

𝑏

𝑎
) = 0. 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑟, 𝑧) = ∑𝑤𝛼(𝑧)
𝑋 (𝛼𝑘

𝑟
𝑎)

‖𝑋𝑘‖
2

∞

𝑘=1

 (2 ∗) 

де 
1

‖𝑋𝑘‖
2
=

𝜋2𝛼𝑘
2𝐽0
2(𝛼𝑘

𝑏

𝑎
)

2𝑎2[𝐽0
2(𝛼𝑘)−𝐽0

2(𝛼𝑘
𝑏

𝑎
)]

. 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

ядро інтегрального перетворення 𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 𝑎 

до 𝑏: 
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∫[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
] 𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= ∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
)𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

 (3 ∗) 

У другому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

=
𝑑2

𝑑𝑧2
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

=
𝑑2

𝑑𝑧2
𝑤𝛼(𝑧) (4 ∗) 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи крайові умови за 

змінною 𝑟  (𝑤|𝑟=𝑎 = 0,𝑤|𝑟=𝑏 = 0), а також те, що функції Бесселя задовольняють 

рівняння 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0 (𝛼

𝑟

𝑎
)) +

𝛼2

𝑎2
𝐽0 (𝛼

𝑟

𝑎
) = 0,

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑁0 (𝛼

𝑟

𝑎
)) +

𝛼2

𝑎2
𝑁0 (𝛼

𝑟

𝑎
) = 0 

а отже 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)) +

𝛼2

𝑎2
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
) = 0 

∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
)𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

=
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)|
𝑟=𝑎

𝑟=𝑏

−∫
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= −𝑤𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)|
𝑟=𝑎

𝑟=𝑏

+∫𝑤(𝑟, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
))𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟 [
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)) ±

𝛼2

𝑎2
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)] 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= −
𝛼2

𝑎2
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= −
𝛼2

𝑎2
𝑤𝛼(𝑧) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑧) −

𝛼2

𝑎2
𝑤𝛼(𝑧) = 0  

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑧 (𝑤|𝑧=0 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑧
|
𝑧=ℎ

= 𝑓(𝑟)). Для цього помножимо обидві частини 
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на ядро інтегрального перетворення 𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 

𝑎 до 𝑏: 

∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

|

𝑧=0

= 𝑤𝛼|𝑧=0 = 0, 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

|

𝑧=ℎ

=
𝑑

𝑑𝑧
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

|

𝑧=ℎ

=
𝑑

𝑑𝑧
𝑤𝛼|

𝑧=ℎ
= 𝑓𝛼 , 𝑓𝛼

= ∫𝑓(𝑟)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{𝑤𝛼
′′(𝑧) −

𝛼2

𝑎2
𝑤𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ

𝑤𝛼(0) = 0,𝑤𝛼
′ (ℎ) = 𝑓𝛼

 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Одновимірна крайова задача (6*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶0𝑐ℎ
𝛼

𝑎
𝑧 + 𝐶1𝑠ℎ

𝛼

𝑎
𝑧 

𝑤𝛼
′ (𝑧) = 𝐶0

𝛼

𝑎
𝑠ℎ
𝛼

𝑎
𝑧 + 𝐶1

𝛼

𝑎
𝑐ℎ
𝛼

𝑎
𝑧 

Сталі 𝐶0, 𝐶1 знайдемо з крайових умов 

𝑤𝛼(0) = 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶1𝑠ℎ
𝛼

𝑎
𝑧,𝑤𝛼

′ (𝑧) = 𝐶1
𝛼

𝑎
𝑐ℎ
𝛼

𝑎
𝑧 

𝑤𝛼
′ (ℎ) = 𝑓𝛼 => 𝐶1

𝛼

𝑎
𝑐ℎ
𝛼

𝑎
ℎ = 𝑓𝛼 => 𝐶1 =

𝑓𝛼
𝛼
𝑎
𝑐ℎ
𝛼
𝑎
ℎ
=> 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝑓𝛼
𝑠ℎ
𝛼
𝑎
𝑧

𝛼
𝑎
𝑐ℎ
𝛼
𝑎
ℎ
= 𝑎𝑓𝛼

𝑒−
𝛼
𝑎
(ℎ−𝑧) − 𝑒−

𝛼
𝑎
(ℎ+𝑧)

𝛼 (1 + 𝑒−
2𝛼ℎ
𝑎 )

 (7 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманого розв’язку у просторі 

трансформант (7*), отримуємо 

𝑤(𝑟, 𝑧) = ∑𝑎𝑓𝛼
𝑒−

𝛼
𝑎
(ℎ−𝑧) − 𝑒−

𝛼
𝑎
(ℎ+𝑧)

𝛼 (1 + 𝑒−
2𝛼ℎ
𝑎 )

𝑋 (𝛼𝑘
𝑟
𝑎)

‖𝑋𝑘‖
2

∞

𝑘=1
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де 𝑓𝛼 = ∫ 𝑓(𝑟)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎
. 

 

Приклад 4. 

Розв’язати крайову задачу теплопровідності за допомогою перетворення Га-

нкеля 

{
 
 

 
 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
= 0,0 <  𝑎 < 𝑟 < 𝑏 < ∞,0 < 𝑧 < ℎ,

𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑏

= 0,

𝑤|𝑧=0 = 0,𝑤|𝑧=ℎ = 𝑓(𝑟)  

 

 

Перший етап. Підбір інтегрального перетворення та зведення задачі до од-

новимірної. 

Відповідно до таблиці інтегральних перетворень, дану задачу можна звести 

до одновимірної, застосувавши скінченне перетворення Ганкеля за змінною 𝑟: 

𝑤𝛼(𝑧) = ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

(1 ∗) 

де 𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) = 𝐽0 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑁1(𝛼) − 𝐽1(𝛼)𝑁0 (𝛼

𝑟

𝑎
), 𝐽0(𝑟), 𝑁0(𝑟) – функції Бесселя 

першого та другого роду відповідно, 𝛼𝑘 > 0 – корені рівняння 𝐽1 (𝛼
𝑏

𝑎
)𝑁1(𝛼) −

𝐽1(𝛼)𝑁1 (𝛼
𝑏

𝑎
) = 0. 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 
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𝑤(𝑟, 𝑧) = ∑𝑤𝛼(𝑧)
𝑋 (𝛼𝑘

𝑟
𝑎)

‖𝑋𝑘‖
2

∞

𝑘=0

 (2 ∗) 

де 
1

‖𝑋𝑘‖
2
= {

𝜋2𝛼𝑘
2𝐽1
2(𝛼𝑘

𝑏

𝑎
)

2𝑎2[𝐽1
2(𝛼𝑘)−𝐽1

2(𝛼𝑘
𝑏

𝑎
)]
, 𝑘 > 0,

2

𝑏2−𝑎2
, 𝑘 = 0

. 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

ядро інтегрального перетворення 𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 𝑎 

до 𝑏: 

∫[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
] 𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= ∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
)𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

+∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

 (3 ∗) 

У другому інтегралі змінюємо порядок інтегрування та диференціювання: 

∫
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

=
𝑑2

𝑑𝑧2
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

=
𝑑2

𝑑𝑧2
𝑤𝛼(𝑧) (4 ∗) 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи крайові умови за 

змінною 𝑟  (
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑏

= 0), а також 𝐽0
′(𝑟) = −𝐽1(𝑟) , 𝑁0

′(𝑟) = −𝑁1(𝑟), 

тобто 𝑋′ (𝛼
𝑏

𝑎
) = 0 та те, що функції Бесселя задовольняють рівняння 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐽0 (𝛼

𝑟

𝑎
)) +

𝛼2

𝑎2
𝐽0 (𝛼

𝑟

𝑎
) = 0,

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑁0 (𝛼

𝑟

𝑎
)) +

𝛼2

𝑎2
𝑁0 (𝛼

𝑟

𝑎
) = 0 

а отже 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)) +

𝛼2

𝑎2
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
) = 0 
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∫
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
)𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

=
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)|
𝑟=𝑎

𝑟=𝑏

−∫
𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= −𝑤𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)|
𝑟=𝑎

𝑟=𝑏

+∫𝑤(𝑟, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
))𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= ∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟 [
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)) ±

𝛼2

𝑎2
𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)] 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= −
𝛼2

𝑎2
∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼

𝑟

𝑎
)𝑑𝑟

𝑏

𝑎

= −
𝛼2

𝑎2
𝑤𝛼(𝑧) (5 ∗) 

Підставляючи (4*), (5*) до (3*), отримаємо вигляд диференціального рів-

няння вихідної задачі у просторі трансформант: 

𝑤𝛼
′′(𝑧) −

𝛼2

𝑎2
𝑤𝛼(𝑧) = 0  

Застосуємо інтегральне перетворення (1*) до крайових умов вихідної задачі 

за змінною 𝑧 (𝑤|𝑧=0 = 0,𝑤|𝑧=ℎ = 𝑓(𝑟)). Для цього помножимо обидві частини на 

ядро інтегрального перетворення 𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) та проінтегруємо по 𝑟 у межах від 𝑎 

до 𝑏: 

∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

|

𝑧=0

= 𝑤𝛼|𝑧=0 = 0, 

∫𝑤(𝑟, 𝑧)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

|

𝑧=ℎ

= 𝑤𝛼|𝑧=ℎ = 𝑓𝛼 , 𝑓𝛼 = ∫𝑓(𝑟)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної крайової задачі 

{𝑤𝛼
′′(𝑧) −

𝛼2

𝑎2
𝑤𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ

𝑤𝛼(0) = 0,𝑤𝛼(ℎ) = 𝑓𝛼

 (6 ∗) 

Другий етап. Розв’язання задачі у просторі трансформант. 

Розглянемо випадок 𝛼 ≠ 0. 

Одновимірна крайова задача (6*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶0𝑐ℎ
𝛼

𝑎
𝑧 + 𝐶1𝑠ℎ

𝛼

𝑎
𝑧 

Сталі 𝐶0, 𝐶1 знайдемо з крайових умов 
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𝑤𝛼(0) = 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤𝛼(𝑧) = 𝐶1𝑠ℎ
𝛼

𝑎
𝑧 

𝑤𝛼(ℎ) = 𝑓𝛼 => 𝐶1𝑠ℎ
𝛼ℎ

𝑎
= 𝑓𝛼 => 𝐶1 =

𝑓𝛼

𝑠ℎ
𝛼ℎ
𝑎

=> 

𝑤𝛼(𝑧) = 𝑓𝛼
𝑠ℎ
𝛼
𝑎
𝑧

𝑠ℎ
𝛼ℎ
𝑎

= 𝑓𝛼
𝑒−

𝛼
𝑎
(ℎ−𝑧) − 𝑒−

𝛼
𝑎
(ℎ+𝑧)

1 − 𝑒−
2𝛼ℎ
𝑎

 (7 ∗) 

Розглянемо випадок 𝛼 = 0. 

У даному випадку крайова задача (6*) приймає наступний вигляд 

{
𝑤0
′′(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ

𝑤0(0) = 0,𝑤0(ℎ) = 𝑓0
 (8 ∗) 

Одновимірна крайова задача (8*) є крайовою задачею з однорідним рівнян-

ням, тому її розв’язок можна записати через ФСР як 

𝑤0(𝑧) = 𝐶0 + 𝐶1𝑧 

Сталі 𝐶0, 𝐶1 знайдемо з крайових умов 

𝑤0(0) = 0 => 𝐶0 = 0 => 𝑤0(𝑧) = 𝐶1𝑧 

𝑤0(ℎ) = 𝑓0 => 𝐶1ℎ = 𝑓0 => 𝐶1 =
𝑓0
ℎ
=> 

𝑤0(𝑧) = 𝑓0
𝑧

ℎ
 (9 ∗) 

Третій етап. Обернення інтегрального перетворення. 

Застосовуючи формулу обернення (2*) до отриманих розв’язків у просторі 

трансформант (7*), (9*), отримуємо 

𝑤(𝑟, 𝑧) = 𝑓0
𝑧

ℎ

𝑋 (𝛼0
𝑟
𝑎)

‖𝑋0‖
2
+∑𝑓𝛼

𝑒−
𝛼
𝑎
(ℎ−𝑧) − 𝑒−

𝛼
𝑎
(ℎ+𝑧)

1 − 𝑒−
2𝛼ℎ
𝑎

𝑋 (𝛼𝑘
𝑟
𝑎)

‖𝑋𝑘‖
2

∞

𝑘=1

 

де 𝑓𝛼 = ∫ 𝑓(𝑟)𝑟𝑋 (𝛼
𝑟

𝑎
) 𝑑𝑟

𝑏

𝑎
. 
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Побудова фундаментальної функції та функції Гріна 

Приклад 1. 

Побудувати функцію Гріна крайової задачі  

{
𝑢′′(𝑥) − 𝛼2𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎

𝑢′(0) = 0, 𝑢′(𝑎) = 0
 

за допомогою фундаментальної функції. 

 

Фундаментальна функцію, що відповідає даному рівнянню, має наступний 

вигляд 

Φ(𝑥, 𝜉) = −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|,

𝜕Φ

∂𝑥
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝜉)

2
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| (1 ∗) 

Підставимо фундаментальну функцію у крайові функціонали задачі 

𝑈0[Φ(𝑥, 𝜉)] =
𝜕Φ

∂𝑥
(0, 𝜉) = −

1

2
𝑒−𝛼𝜉  

𝑈1[Φ(𝑥, 𝜉)] =
𝜕Φ

∂𝑥
(𝑎, 𝜉) =

1

2
𝑒−𝛼(𝑎−𝜉) 

Як бачимо, фундаментальна функція (1*) не задовольняє жодній з крайових 

умов вихідної задачі, тобто потрібно буде 2 рази скористатися теоремою, буду-

ючи функцію Гріна за формулою 

𝐺(𝑥, 𝜉) = Φ(𝑥, 𝜉) −
𝑈̃𝑚[Φ]𝑈𝑚[Φ]

𝑈𝑚 [𝑈̃𝑚[Φ]]
 

де  

𝑈𝑚[Φ] = ∑ [𝛼𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝑥𝑗
|
𝑥=𝑎

+ 𝛽𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝑥𝑗
|
𝑥=𝑏

]

𝑛−1

𝑗=0

,

𝑈̃𝑚[Φ] = ∑[𝛼𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝜉𝑗
|
𝜉=𝑎

+ 𝛽𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝜉𝑗
|
𝜉=𝑏

]

𝑛−1

𝑗=0

  

1. Застосуємо теорему за першою крайовою умовою 

Підставимо фундаментальну функцію Φ(𝑥, 𝜉) (1*) у крайовий функціонал 

𝑈̃0[Φ], тобто застосуємо до неї першу крайову умову вихідної задачі, але за змін-

ною 𝜉, враховуючи, що 

𝜕Φ

∂𝜉
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉 − 𝑥)

2
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| 

𝑈̃0[Φ(𝑥, 𝜉)] =
𝜕Φ

∂𝜉
(𝑥, 0) = −

1

2
𝑒−𝛼𝑥 
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Обчислимо вираз 𝑈0 [𝑈̃0[Φ]]: 

𝑈0 [𝑈̃0[Φ]] =
𝜕𝑈̃0[Φ(𝑥, 𝜉)]

∂𝑥
|
𝑥=0

=
𝛼

2
𝑒−𝛼𝑥|

𝑥=0
=
𝛼

2
 

Тоді 

𝐺0(𝑥, 𝜉) = Φ(𝑥, 𝜉) −
𝑈̃0[Φ]𝑈0[Φ]

𝑈0 [𝑈̃0[Φ]]
= −

1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| −

(−
1
2
𝑒−𝛼𝑥) (−

1
2
𝑒−𝛼𝜉)

𝛼
2

= −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| −

1

2𝛼
𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) = −

1

2𝛼
(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉)) (2 ∗) 

2. Застосуємо теорему за другою крайовою умовою 

Підставимо фундаментальну функцію 𝐺0(𝑥, 𝜉) (2*) у другу крайову умову 

задачі, враховуючи, що 

𝜕𝐺0
∂𝑥

=
1

2
(𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝜉)𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉)) 

𝑈1[𝐺0] =
𝜕𝐺0
∂𝑥

(𝑎, 𝜉) =
1

2
(𝑒−𝛼(𝑎−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝜉)) 

Підставимо фундаментальну функцію 𝐺0(𝑥, 𝜉) (2*) у крайовий функціонал 

𝑈̃1[𝐺0], тобто застосуємо до неї першу крайову умову вихідної задачі, але за змін-

ною 𝜉, враховуючи, що 

𝜕𝐺0
∂𝜉

=
1

2
(𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉)) 

𝑈̃1[𝐺0(𝑥, 𝜉)] =
𝜕𝐺0
∂𝜉

(𝑥, 𝑎) =
1

2
(𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)) 

Обчислимо вираз 𝑈1 [𝑈̃1[𝐺0]]: 

𝑈1 [𝑈̃1[𝐺0]] =
𝜕𝑈̃1[𝐺0(𝑥, 𝜉)]

∂𝑥
|
𝑥=𝑎

=
𝛼

2
(𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) − 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥))|

𝑥=𝑎
=
𝛼

2
(1 − 𝑒−2𝛼𝑎) 

Тоді 
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𝐺(𝑥, 𝜉) = 𝐺0(𝑥, 𝜉) −
𝑈̃1[𝐺0]𝑈1[𝐺0]

𝑈1 [𝑈̃1[𝐺0]]

= −
1

2𝛼
(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉))

−
[
1
2 (
𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥))] [

1
2 (
𝑒−𝛼(𝑎−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝜉))]

𝛼
2
(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)

= −
1

2𝛼
(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉)) −

1

2𝛼

(𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥))(𝑒−𝛼(𝑎−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝜉))

1 − 𝑒−2𝛼𝑎

=
1

2𝛼
(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉))

−
1

2𝛼

𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥+𝜉)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎

= −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉|

−
1

2𝛼

𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉)(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎

= −
1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| −

1

2𝛼

𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉)

1 − 𝑒−2𝛼𝑎
 

Дана функція ідентична тій, що була побудована раніше для крайової задачі 

такої структури, але іншим способом. 

Відмітимо, що даний спосіб краще використовувати, якщо фундаментальна 

функція задовольняє одну з крайових умов. У іншому випадку простіше буду-

вати функцію Гріна за другим способом. 

 

Приклад 2. 

Для крайової задачі  

{
𝑢′′(𝑥) − 𝜆2𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎

𝑢′(0) = 0, 𝑢′(𝑎) = 0
 

за допомогою методу інтегральних перетворень побудувати фундамента-

льну функцію, що задовольняє диференціальне рівняння та першу крайову 

умову. А потім з її допомогою побудувати функцію Гріна. 

1. Побудова фундаментальної функції. 

Для побудови фундаментальної функції, яка б задовольняла першій крайо-

вій умові, скористаємось півнескінченним косинус-перетворенням Фур’є: 
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𝑢𝛼 = ∫ 𝑢(𝑥) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑢(𝑥) =
2

𝜋
∫ 𝑢𝛼 cos𝛼𝑥 𝑑𝛼

∞

0

 (1 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

cos 𝛼𝑥 та проінтегруємо по 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫(𝑢′′(𝑥) − 𝜆2𝑢(𝑥)) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= ∫ 𝑢′′(𝑥) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

∞

0

− 𝜆2𝑢𝛼 = 𝑓𝛼 

де 𝑓𝛼 = ∫ 𝑓(𝑥) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0
. 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи задану крайову 

умову (𝑢′(0) = 0) та додатково вважаючи, що функція 𝑢(𝑥) та її похідна пряму-

ють до нуля на нескінченності (𝑢, 𝑢′|𝑥→∞ → 0): 

∫ 𝑢′′(𝑥) cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= 𝑢′(𝑥) cos 𝛼𝑥|𝑥=0
𝑥→∞ + 𝛼∫ 𝑢′(𝑥) sin 𝛼𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= 𝛼𝑢(𝑥) sin 𝛼𝑥|𝑥=0
𝑥→∞ − 𝛼2∫ 𝑢(𝑥) cos𝛼𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= −𝛼2𝑢𝛼  

Таким чином отримали наступне алгебраїчне рівняння відносно 𝑢𝛼 

−(𝛼2 + 𝜆2)𝑢𝛼 = 𝑓𝛼 

Звідси отримуємо 

𝑢𝛼 = −
𝑓𝛼

𝛼2 + 𝜆2
 (2 ∗) 

Застосуємо формулу обернення (1*) до (2*): 

𝑢(𝑥) = −
2

𝜋
∫ 𝑓𝛼

cos 𝛼𝑥

𝛼2 + 𝜆2
𝑑𝛼

∞

0

 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝑓𝛼: 

𝑢(𝑥) = −
2

𝜋
∫ ∫𝑓(𝜉) cos 𝛼𝜉 𝑑𝜉

𝑎

0

cos 𝛼𝑥

𝛼2 + 𝜆2
𝑑𝛼

∞

0

 

Змінимо порядок інтегрування 

𝑢(𝑥) = −
1

𝜋
∫𝑓(𝜉)𝑑𝜉∫

cos𝛼(𝑥 − 𝜉) + cos𝛼(𝑥 + 𝜉)

𝛼2 + 𝜆2
𝑑𝛼

∞

0

𝑎

0
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Для обчислення інтегралів вигляду ∫
cos𝛼𝑧

𝛼2+𝜆2

∞

0
𝑑𝛼 скористаємось формулою 

Г.Р. 3.723(2) 

 

При цьому будемо враховувати умову додатності аргументів 

𝑢(𝑥) = −
1

2|𝜆|
∫ 𝑓(𝜉)(𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉| + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉))𝑑𝜉

𝑎

0

 

Таким чином фундаментальна функція вихідної крайової задачі, що задово-

льняє першій крайовій умові має наступний вигляд 

Φ(𝑥, 𝜉) = −
1

2|𝜆|
(𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉| + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉)) (3 ∗) 

2. Побудова функції Гріна. 

Побудуємо функцію Гріна за формулою 

𝐺(𝑥, 𝜉) = Φ(𝑥, 𝜉) −
𝑈̃𝑚[Φ]𝑈𝑚[Φ]

𝑈𝑚 [𝑈̃𝑚[Φ]]
 

де  

𝑈𝑚[Φ] = ∑ [𝛼𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝑥𝑗
|
𝑥=𝑎

+ 𝛽𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝑥𝑗
|
𝑥=𝑏

]

𝑛−1

𝑗=0

,

𝑈̃𝑚[Φ] = ∑[𝛼𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝜉𝑗
|
𝜉=𝑎

+ 𝛽𝑚,𝑗
𝜕𝑗Φ

𝜕𝜉𝑗
|
𝜉=𝑏

]

𝑛−1

𝑗=0

  

При цьому будемо враховувати, що фундаментальна функція (3*) не задо-

вольняє лише другій крайовій умові. 

Підставимо фундаментальну функцію Φ(𝑥, 𝜉) (3*) у крайовий функціонал 

𝑈1[Φ], тобто застосуємо до неї другу крайову умову вихідної задачі, враховуючи, 

що 

𝜕Φ

∂𝑥
=
1

2
[𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝜉)𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉| + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉)] 

𝑈1[Φ] =
𝜕Φ

∂𝑥
(𝑎, 𝜉) =

1

2
[𝑒−|𝜆|(𝑎−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(𝑎+𝜉)] 

Підставимо фундаментальну функцію Φ(𝑥, 𝜉) (3*) у крайовий функціонал 

𝑈̃1[Φ], тобто застосуємо до неї другу крайову умову вихідної задачі, але за змін-

ною 𝜉, враховуючи, що 

𝜕Φ

∂𝜉
=
1

2
[𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉 − 𝑥)𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉| + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉)] 
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𝑈̃1[Φ] =
𝜕Φ

∂𝜉
(𝑥, 𝑎) =

1

2
[𝑒−|𝜆|(𝑎−𝑥) + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝑎)] 

Обчислимо вираз 𝑈1 [𝑈̃1[Φ]]: 

𝑈1 [𝑈̃1[Φ]] =
𝜕𝑈̃1[Φ]

∂𝑥
|
𝑥=𝑎

=
|𝜆|

2
[𝑒−|𝜆|(𝑎−𝑥) − 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝑎)]|

𝑥=𝑎

=
|𝜆|

2
(1 − 𝑒−2𝑎|𝜆|) 

Тоді 

𝐺(𝑥, 𝜉) = Φ(𝑥, 𝜉) −
𝑈̃1[Φ]𝑈1[Φ]

𝑈1 [𝑈̃1[Φ]]

= −
1

2|𝜆|
(𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉| + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉))

−

1
2 [
𝑒−|𝜆|(𝑎−𝑥) + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝑎)]

1
2 [
𝑒−|𝜆|(𝑎−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(𝑎+𝜉)]

|𝜆|
2
(1 − 𝑒−2𝑎|𝜆|)

= −
1

2|𝜆|
(𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉| + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉))

−
1

2|𝜆|

𝑒−|𝜆|(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎+𝑥−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎+𝑥+𝜉)

1 − 𝑒−2𝑎|𝜆|

= −
1

2|𝜆|
𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉|

−
1

2|𝜆|

𝑒−|𝜆|(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎+𝑥−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎+𝑥+𝜉) + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉)(1 − 𝑒−2𝑎|𝜆|)

1 − 𝑒−2𝑎|𝜆|

= −
1

2|𝜆|
𝑒−|𝜆||𝑥−𝜉| −

1

2|𝜆|

𝑒−|𝜆|(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎+𝑥−𝜉) + 𝑒−|𝜆|(2𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−|𝜆|(𝑥+𝜉)

1 − 𝑒−2𝑎|𝜆|
 

Дана функція ідентична тій, що була побудована у попередньому прикладі 

з точністю до заміни змінних. 

 

Приклад 3. 

Побудувати функцію Гріна самоспряженої крайової задачі  

{
𝑢′′(𝑥) − 𝛼2𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎

𝑢′(0) = 0, 𝑢′(𝑎) = 0
 

Зауважимо, що дана задача є частковим випадком крайової задачі (при 𝑝 =

−1, 𝑞 = −𝛼2) 

{
𝐿2𝑦(𝑥) = −(𝑝𝑦

′)′ + 𝑞𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑎0 < 𝑥 < 𝑎1,

𝑈𝑖[𝑦] = 𝛼𝑖0𝑦(𝑎𝑖) + 𝛼𝑖1𝑦
′(𝑎𝑖) = 0, 𝑖 = 0,1
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яка, як відомо, є самоспряженою. 

Тому для побудови функції Гріна скористаємось формулою 

𝐺(𝑥, 𝜉) = {
𝐶0𝜓0(𝜉)𝜓1(𝑥), 𝑥 < 𝜉,

𝐶0𝜓0(𝑥)𝜓1(𝜉), 𝜉 < 𝑥
  

Побудуємо фундаментальну базисну систему розв’язків (ФБСР). Відпо-

відно визначенню, ФБСР крайової задачі складають функції 𝜓0(𝑥),𝜓1(𝑥) такі, 

що 

{
𝜓0
′′ − 𝛼2𝜓0 = 0,

𝜓0
′ (0) = 1,𝜓0

′ (𝑎) = 0
,     {

𝜓1
′′ − 𝛼2𝜓1 = 0,

𝜓1
′ (0) = 0,𝜓1

′ (𝑎) = 1
 

𝜓0(𝑥) = 𝐶00𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) + 𝐶01𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥), 𝜓1(𝑥) = 𝐶10𝑠ℎ𝛼𝑥 + 𝐶11𝑐ℎ𝛼𝑥 

𝜓0
′ (𝑥) = −𝐶00𝛼𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥) − 𝐶01𝛼𝑠ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥),

𝜓1
′ (𝑥) = 𝐶10𝛼𝑐ℎ𝛼𝑥 + 𝐶11𝛼𝑠ℎ𝛼𝑥 

𝜓0
′ (𝑎) = 0 => 𝐶00 = 0, 𝜓1

′ (0) = 0 => 𝐶10 = 0 

𝜓0
′ (0) = 1 => −𝐶01𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎 = 1, 𝜓1

′ (𝑎) = 1 => 𝐶11𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎 = 1 

𝐶01 = −
1

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
, 𝐶11 =

1

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
 

𝜓0(𝑥) = −
𝑐ℎ𝛼(𝑎 − 𝑥)

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
, 𝜓1(𝑥) =

𝑐ℎ𝛼𝑥

𝛼𝑠ℎ𝛼𝑎
 

𝜓0(𝑥) = −
𝑒−𝛼𝑥 + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
, 𝜓1(𝑥) =

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
 

Отримуємо 

𝐺(𝑥, 𝜉) =

{
 
 

 
 −𝐶0

𝑒−𝛼𝜉 + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝜉)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
, 𝑥 < 𝜉,

−𝐶0
𝑒−𝛼𝑥 + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)

𝑒−𝛼(𝑎−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝜉)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
, 𝜉 < 𝑥

=

{
 
 

 
 −𝐶0

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(3𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(3𝑎+𝑥−𝜉)

𝛼2(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)2
, 𝑥 < 𝜉,

−𝐶0
𝑒−𝛼(𝑎+𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(3𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(3𝑎−𝑥+𝜉)

𝛼2(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)2
, 𝜉 < 𝑥

 

𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑥
=

{
 
 

 
 𝐶0

−𝑒−𝛼(𝑎−𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(3𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(3𝑎+𝑥−𝜉)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)2
, 𝑥 < 𝜉,

𝐶0
𝑒−𝛼(𝑎+𝑥−𝜉) − 𝑒−𝛼(3𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+𝑥+𝜉) − 𝑒−𝛼(3𝑎−𝑥+𝜉)

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)2
, 𝜉 < 𝑥

 

Для знаходження сталої 𝐶0 скористаємось умовою 

𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑥
|
𝑥=𝜉+0

−
𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑥
|
𝑥=𝜉−0

=
1

𝑝0(𝜉)
= 1 
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Тобто 

𝐶0 (
𝑒−𝛼𝑎 − 𝑒−𝛼(3𝑎−2𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+2𝜉) − 𝑒−3𝛼𝑎

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)2

−
−𝑒−𝛼𝑎 − 𝑒−𝛼(3𝑎−2𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑎+2𝜉) + 𝑒−3𝛼𝑎

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)2
) = 1 => 

𝐶0 (
2𝑒−𝛼𝑎 − 2𝑒−3𝛼𝑎

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)2
) = 1 => 

𝐶0 (
2𝑒−𝛼𝑎

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
) = 1 => 𝐶0 =

𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)

2𝑒−𝛼𝑎
 

Тоді 

𝐺(𝑥, 𝜉) =

{
 
 

 
 −

𝑒−𝛼(−𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎+𝑥−𝜉)

2𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
, 𝑥 < 𝜉,

−
𝑒−𝛼(𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥+𝜉)

2𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
, 𝜉 < 𝑥

= −
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(2𝑎−𝑥−𝜉) + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝛼(2𝑎−|𝑥−𝜉|)

2𝛼(1 − 𝑒−2𝛼𝑎)
 

Вона є еквівалентною функції Гріна, що була побудована іншим способом. 
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Розв’язання розривних крайових задач за допомогою 

розривних властивостей функції Гріна 

Приклад 1. 

Розглядається пружна півплощина −∞ < 𝑥 < +∞,0 < 𝑦 < ∞, що знахо-

диться в умовах антиплоскої деформації. Грань 𝑦 = 0 вільна від навантаження. 

Усередині півплощини на відрізку 𝑦 = 𝑏,−𝑎 < 𝑥 < 𝑎 розташована тріщина, на 

берегах якої задано зсувне навантаження інтенсивності 𝑝(𝑥). 

Записати математичне формулювання крайової задачі. За допомогою розри-

вних властивостей функції Гріна знайти вирази для поля переміщень та напру-

жень, що залежать від невідомої функції стрибка, та записати сингулярне інтег-

ральне рівняння для її відшукання. 

 

1. Запишемо математичне формулювання крайової задачі. 

Крайову задачу можна записати наступним чином: 

{
 
 

 
 

𝑤′′(𝑥, 𝑦) + 𝑤 ..(𝑥, 𝑦) = 0,−∞ < 𝑥 < +∞,0 < 𝑦 < ∞, 𝑦 ≠ 0,

𝜏𝑦𝑧(𝑥, 0) = 0,−∞ < 𝑥 < +∞,

⟨𝑤(𝑥, 𝑏)⟩ = 𝑤(𝑥, 𝑏 − 0) − 𝑤(𝑥, 𝑏 + 0) = 𝜒(𝑦) ≠ 0,−𝑎 < 𝑥 < 𝑎,

⟨𝜏𝑦𝑧(𝑥, 𝑏)⟩ = 𝜏𝑦𝑧(𝑥, 𝑏 − 0) − 𝜏𝑦𝑧(𝑥, 𝑏 + 0) = 0,−𝑎 < 𝑥 < 𝑎,

𝜏𝑦𝑧(𝑥, 𝑏 − 0) = 𝑝(𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 𝑎

 

або у термінах переміщень 
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{
 
 

 
 

𝑤′′(𝑥, 𝑦) + 𝑤 ..(𝑥, 𝑦) = 0,−∞ < 𝑥 < +∞, 0 < 𝑦 < ∞,𝑦 ≠ 0,

𝑤 .(𝑥, 0) = 0,−∞ < 𝑥 < +∞,
⟨𝑤(𝑥, 𝑏)⟩ = 𝑤(𝑥, 𝑏 − 0) − 𝑤(𝑥, 𝑏 + 0) = 𝜒(𝑦) ≠ 0,−𝑎 < 𝑥 < 𝑎,
⟨𝑤 .(𝑥, 𝑏)⟩ = 𝑤 .(𝑥, 𝑏 − 0) − 𝑤 .(𝑥, 𝑏 + 0) = 0,−𝑎 < 𝑥 < 𝑎,

𝑤 .(𝑥, 𝑏 − 0) = 𝑝(𝑥)/𝐺,−𝑎 < 𝑥 < 𝑎

(1 ∗) 

2. Вибір інтегрального перетворення та зведення задачі до одновимі-

рної розривної крайової задачі. 

Для того, щоб звести вихідну задачу до одновимірної розривної крайової 

задачі, його потрібно застосувати по тій змінній, по якій неперервні і перемі-

щення, і напруження, тобто в даному випадку – по 𝑥. За даною змінною можна 

застосувати повне перетворення Фур’є 

𝑤𝛼(𝑦) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝑤𝛼(𝑦)𝑒

−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

𝑒𝑖𝛼𝑥 та проінтегруємо по 𝑥 у межах від −∞ до ∞: 

∫[𝑤′′(𝑥, 𝑦) + 𝑤 ..(𝑥, 𝑦)]𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝑤′′(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

+ ∫ 𝑤 ..(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝑤′′(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

+
𝑑2

𝑑𝑦2
𝑤𝛼(𝑦) = 0 

Перший інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи, що на нескінченно-

сті переміщення та напруження повинні прямувати до нуля (𝑤|𝑥→±∞ =

0,𝑤′|𝑥→±∞ = 0):  

∫ 𝑤′′(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= [𝑤′(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥]|
𝑥→−∞

𝑥→+∞
− 𝑖𝛼 ∫ 𝑤′(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

= −𝑖𝛼 {[𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥]|
𝑥→−∞

𝑥→+∞
− 𝑖𝛼 ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

} = −𝛼2𝑤𝛼(𝑦) 

Таким чином рівняння у просторі трансформант приймає вигляд 

𝑤𝛼
′′(𝑦) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑦) = 0 

Застосовуючи інтегральне перетворення Фур’є до крайової умови вихідної 

задачі за змінною 𝑦 (𝑤 .(𝑥, 0) = 0 ), отримуємо  
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𝑤𝛼
′ (0) = 0 

Застосовуючи інтегральне перетворення Фур’є до умов на дефекті вихідної 

задачі (⟨𝑤(𝑥, 𝑏)⟩ = 𝜒(𝑦) ≠ 0, ⟨𝑤 .(𝑥, 𝑏)⟩ = 0), отримуємо  

⟨𝑤𝛼(𝑏)⟩ = 𝑤𝛼(𝑏 − 0) − 𝑤𝛼(𝑏 + 0) = 𝜒𝛼 , 

⟨𝑤𝛼
′ (𝑏)⟩ = 𝑤𝛼

′ (𝑏 − 0) − 𝑤𝛼
′ (𝑏 + 0) = 0, 

де 𝜒𝛼 = ∫ 𝜒(𝑥)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥
∞

−∞
= ∫ 𝜒(𝑥)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥

𝑎

−𝑎
 

В результаті приходимо до наступної одновимірної розривної крайової за-

дачі у просторі трансформант 

{

𝑤𝛼
′′(𝑦) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ∞,

𝑤𝛼
′ (0) = 0,

⟨𝑤𝛼(𝑏)⟩ = 𝜒𝛼 , ⟨𝑤𝛼
′ (𝑏)⟩ = 0 

 (3 ∗) 

3. Розв’язання крайової задачі у просторі трансформант 

Розв’язок розривної крайової задачі (3*) будемо розшукувати за формулою 

𝑤𝛼(𝑦) = ∫𝑓(𝜂)𝐺(𝑦, 𝜂)𝑑𝜂

𝑏

𝑎

+∑𝐴𝑗𝜓𝑗(𝑦)

𝑛−1

𝑗=0

+∑𝜒𝑗𝑤̃𝑗(𝑦)

𝑛−1

𝑗=0

, 𝑎 < 𝑦 < 𝑏 

яка в даному випадку приймає вигляд 

𝑤𝛼(𝑦) = 𝜒𝛼𝑤̃0(𝑦) + 0 ∙ 𝑤̃1(𝑦) 

Фундаментальну базисну систему розривних розв’язків (ФБСРР) 𝑤̃𝑗(𝑦) 

знайдемо за формулою 

𝑤̃𝑛−1−𝑚(𝑦) = (−1)
𝑚+1 [𝑃0(𝑏)𝐺

0,𝑚(𝑦, 𝑏) +∑𝐶𝑚𝑖𝐺
0,𝑚−1(𝑦, 𝑏)

𝑚

𝑖=1

] , 𝑚

= 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐶𝑚𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

де 

(−1)𝑚−𝑘𝐶𝑚𝑘𝑃0
−1(𝑏) = ∑𝐶𝑚𝑖〈𝐺𝑏

𝑛−1−𝑚+𝑘,𝑚−𝑖〉

𝑘−1

𝑖=1

+ 𝑃0(𝑏)〈𝐺𝑏
𝑛−1−𝑚+𝑘,𝑚〉,

𝑘 = 2,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

(−1)𝑚+1𝐶𝑚1 = 𝑃0
2(𝑏)〈𝐺𝑏

𝑛−𝑚,𝑚〉, 𝑚 = 1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Тут 𝑛 = 2,𝑚 = 0,1, 𝑃0(𝑦) ≡ 1, тобто 

𝑚 = 1: 𝑤̃0(𝑦) = 𝐺0,1(𝑦, 𝑏) + 𝐶11𝐺
0,0(𝑦, 𝑏) =

𝜕𝐺

𝜕𝜂
(𝑦, 𝑏) + 𝐶11𝐺(𝑦, 𝑏), 

𝑚 = 0: 𝑤̃1(𝑦) = −𝐺
0,0(𝑦, 𝑏) = −𝐺(𝑦, 𝑏) 

де  

𝐶11 = 〈𝐺𝑏
1,1〉 

При цьому для самоспряженої крайової задачі 
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〈𝐺𝜉
𝑚,𝑚〉 = 0,𝑚 = 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

тобто 

𝐶11 = 〈𝐺𝜉
1,1〉 = 0 

Тоді 

𝑤̃0(𝑦) =
𝜕𝐺

𝜕𝜂
(𝑦, 𝑏) 

Скористаємось побудованою раніше функцією Гріна крайової задачі (3*) 

𝐺(𝑦, 𝜂) = −
𝑒−|𝛼||𝑦−𝜂| + 𝑒−|𝛼|(𝑦+𝜂)

2|𝛼|
 

Тоді 

𝑤̃0(𝑦) =
sgn(𝑏 − 𝑦)𝑒−|𝛼||𝑦−𝑏| + 𝑒−|𝛼|(𝑦+𝑏)

2
 

Таким чином отримали розв’язок розривної крайової задачі (3*) 

𝑤𝛼(𝑦) = 𝜒𝛼
sgn(𝑏 − 𝑦)𝑒−|𝛼||𝑦−𝑏| + 𝑒−|𝛼|(𝑦+𝑏)

2
 (4 ∗) 

4. Обернення інтегрального перетворення 

Застосуємо формулу обернення (2*) до розв’язку у просторі трансформант 

(4*): 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

4𝜋
∫ 𝜒𝛼(sgn(𝑏 − 𝑦)𝑒

−|𝛼||𝑦−𝑏| + 𝑒−|𝛼|(𝑦+𝑏))𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝜒𝛼: 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

4𝜋
∫ ∫𝜒(𝜉)𝑒𝑖𝛼𝜉𝑑𝜉

𝑎

−𝑎

(sgn(𝑏 − 𝑦)𝑒−|𝛼||𝑦−𝑏| + 𝑒−|𝛼|(𝑦+𝑏))𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼

∞

−∞

 

Змінимо порядок інтегрування 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

4𝜋
∫𝜒(𝜉)𝑑𝜉 ∫ 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝜉)

∞

−∞

(sgn(𝑏 − 𝑦)𝑒−|𝛼||𝑦−𝑏| + 𝑒−|𝛼|(𝑦+𝑏))𝑑𝛼

𝑎

−𝑎

=
1

4𝜋
∫𝜒(𝜉)𝑑𝜉 ∫(sgn(𝑏 − 𝑦)𝑒−|𝛼||𝑦−𝑏| + 𝑒−|𝛼|(𝑦+𝑏))[cos 𝛼(𝑥 − 𝜉)

∞

−∞

𝑎

−𝑎

− 𝑖 sin 𝛼(𝑥 − 𝜉)]𝑑𝛼

=
1

2𝜋
∫𝜒(𝜉)𝑑𝜉∫(sgn(𝑏 − 𝑦)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| + 𝑒−𝛼(𝑦+𝑏)) cos 𝛼(𝑥 − 𝜉) 𝑑𝛼

∞

0

𝑎

−𝑎
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Для обчислення інтегралів вигляду ∫ 𝑒−𝛼𝑧 cos 𝛼𝑥 𝑑𝛼
∞

0
 скористаємось фор-

мулою Г.Р. 3.893(2) 

 

Тоді 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
∫𝜒(𝜉) (

𝑏 − 𝑦

(𝑦 − 𝑏)2 + (𝑥 − 𝜉)2
+

𝑏 + 𝑦

(𝑏 + 𝑦)2 + (𝑥 − 𝜉)2
) 𝑑𝜉

𝑎

−𝑎

 (5 ∗) 

Отримуємо формули для напружень 

𝜏𝑥𝑧 = 𝐺𝑤
′(𝑥, 𝑦) =

𝐺

2𝜋
∫𝜒(𝜉)

𝜕

𝜕𝑥
(

𝑏 − 𝑦

(𝑦 − 𝑏)2 + (𝑥 − 𝜉)2
+

𝑏 + 𝑦

(𝑏 + 𝑦)2 + (𝑥 − 𝜉)2
)𝑑𝜉

𝑎

−𝑎

= −
𝐺

𝜋
∫𝜒(𝜉) (

(𝑏 − 𝑦)(𝑥 − 𝜉)

((𝑦 − 𝑏)2 + (𝑥 − 𝜉)2)2
+

(𝑏 + 𝑦)(𝑥 − 𝜉)

((𝑏 + 𝑦)2 + (𝑥 − 𝜉)2)2
)𝑑𝜉

𝑎

−𝑎

 

𝜏𝑦𝑧 = 𝐺𝑤
.(𝑥, 𝑦) =

𝐺

2𝜋
∫𝜒(𝜉)

𝜕

𝜕𝑦
(

𝑏 − 𝑦

(𝑦 − 𝑏)2 + (𝑥 − 𝜉)2
+

𝑏 + 𝑦

(𝑏 + 𝑦)2 + (𝑥 − 𝜉)2
) 𝑑𝜉

𝑎

−𝑎

=
𝐺

2𝜋
∫𝜒(𝜉) (−

(𝑥 − 𝜉)2 − (𝑦 − 𝑏)2

((𝑦 − 𝑏)2 + (𝑥 − 𝜉)2)2

𝑎

−𝑎

+
(𝑥 − 𝜉)2 − (𝑏 + 𝑦)2

((𝑏 + 𝑦)2 + (𝑥 − 𝜉)2)2
)𝑑𝜉 

5. Сингулярне інтегральне рівняння для відшукання невідомої функ-

ції стрибка 

Відмітимо, що отримані вирази для напружень не є остаточним результа-

том, так як вони містять невідому функцію стрибка 𝜒(𝜉). Для її знаходження по-

трібно реалізувати умову на тріщині 

𝜏𝑦𝑧(𝑥, 𝑏 − 0) = 𝑝(𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 𝑎 

що приведе до сингулярного інтегрального рівняння 

𝐺

2𝜋
∫𝜒(𝜉) (−

1

(𝑥 − 𝜉)2
+

(𝑥 − 𝜉)2 − 4𝑏2

(4𝑏2 + (𝑥 − 𝜉)2)2
)𝑑𝜉

𝑎

−𝑎

= 𝑝(𝑥),−𝑎 < 𝑥 < 𝑎 

Дане рівняння можна розв’язати методом ортогональних поліномів.  

 



63 

 

Приклад 2. 

Розглядається пружна чвертьплощина 0 < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑦 < ∞, що знахо-

диться в умовах антиплоскої деформації. На грані 𝑦 = 0 задано переміщення 

𝑔(𝑥). Грань 𝑥 = 0 вільна від прикладеного навантаження. Усередині чвертьпло-

щини на відрізку 𝑥 = 𝑎, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1 розташовано нерухоме жорстке включення. 

Записати математичне формулювання крайової задачі. За допомогою розри-

вних властивостей функції Гріна знайти вирази для поля переміщень та напру-

жень, що залежать від невідомої функції стрибка, та записати сингулярне інтег-

ральне рівняння для її відшукання. 

 

1. Запишемо математичне формулювання крайової задачі. 

Крайову задачу можна записати наступним чином: 

{
  
 

  
 

𝑤′′(𝑥, 𝑦) + 𝑤 ..(𝑥, 𝑦) = 0, 0 < 𝑥 < ∞, 𝑥 ≠ 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞,

𝑤(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 0 < 𝑥 < ∞,

𝜏𝑥𝑧(0, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ∞,
⟨𝑤(𝑎, 𝑦)⟩ = 𝑤(𝑎 − 0, 𝑦) − 𝑤(𝑎 + 0, 𝑦) = 0, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1,

⟨𝜏𝑥𝑧(𝑎, 𝑦)⟩ = 𝜏𝑥𝑧(𝑎 − 0, 𝑦) − 𝜏𝑥𝑧(𝑎 + 0, 𝑦) = 𝜒(𝑦) ≠ 0, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1,

𝑤(𝑎 − 0, 𝑦) = 0, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1

 

або у термінах переміщень 
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{
  
 

  
 

𝑤′′(𝑥, 𝑦) + 𝑤 ..(𝑥, 𝑦) = 0, 0 < 𝑥 < ∞, 𝑥 ≠ 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞,

𝑤(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 0 < 𝑥 < ∞,

𝑤′(0, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ∞,
⟨𝑤(𝑎, 𝑦)⟩ = 𝑤(𝑎 − 0, 𝑦) − 𝑤(𝑎 + 0, 𝑦) = 0, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1,

⟨𝑤′(𝑎, 𝑦)⟩ = 𝑤′(𝑎 − 0, 𝑦) − 𝑤′(𝑎 + 0, 𝑦) = 𝜒(𝑦)/𝐺 ≠ 0, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1,

𝑤(𝑎 − 0, 𝑦) = 0, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1

(1 ∗) 

2. Вибір інтегрального перетворення та зведення задачі до однови-

мірної розривної крайової задачі. 

Для того, щоб звести вихідну задачу до одновимірної розривної крайової 

задачі, його потрібно застосувати по тій змінній, по якій неперервні і перемі-

щення, і напруження, тобто в даному випадку – по 𝑦. За даною змінною можна 

застосувати внескінченне синус перетворення Фур’є 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

 

Формула оберненого інтегрального перетворення має наступний вигляд 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋
∫ 𝑤𝛼(𝑥) sin 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

 (2 ∗) 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння крайової задачі на 

sin 𝛼𝑦 та проінтегруємо по 𝑦 у межах від 0 до ∞: 

∫[𝑤′′(𝑥, 𝑦) + 𝑤 ..(𝑥, 𝑦)] sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑤𝛼(𝑥) + ∫ 𝑤 ..(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

 

Другий інтеграл інтегруємо по частинам, враховуючи крайову умову за 

змінною 𝑦 (𝑤(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥)) та те, що на нескінченності переміщення та напру-

ження повинні прямувати до нуля (𝑤,𝑤 .|𝑦→∞ = 0):  

∫ 𝑤 ..(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

=
𝜕𝑤

𝜕𝑦
sin𝛼𝑦|

𝑦=0

𝑦→∞

− 𝛼∫
𝜕𝑤

𝜕𝑦
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= −𝛼𝑤 cos𝛼𝑦|𝑦=0
𝑦→∞

− 𝛼2∫ 𝑤(𝑥, 𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

∞

0

= 𝛼𝑔(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) 

Таким чином рівняння у просторі трансформант приймає вигляд 

𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = −𝛼𝑔(𝑥) 

Застосовуючи інтегральне перетворення Фур’є до крайової умови вихідної 

задачі за змінною 𝑥 (𝑤′(0, 𝑦) = 0), отримуємо  

𝑤𝛼
′ (0) = 0 
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Застосовуючи інтегральне перетворення Фур’є до умов на дефекті вихідної 

задачі (⟨𝑤(𝑎, 𝑦)⟩ = 0, ⟨𝑤′(𝑎, 𝑦)⟩ = 𝜒(𝑦)/𝐺), отримуємо  

⟨𝑤𝛼(𝑎)⟩ = 𝑤𝛼(𝑎 − 0) − 𝑤𝛼(𝑎 + 0) = 0, 

⟨𝑤𝛼
′ (𝑎)⟩ = 𝑤𝛼

′ (𝑎 − 0) − 𝑤𝛼
′ (𝑎 + 0) = 𝜒𝛼/𝐺, 

де 𝜒𝛼 = ∫ 𝜒(𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦
∞

0
= ∫ 𝜒(𝑦) sin 𝛼𝑦 𝑑𝑦

𝑏1
𝑏0

 

В результаті приходимо до наступної одновимірної розривної крайової за-

дачі у просторі трансформант 

{

𝑤𝛼
′′(𝑥) − 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = −𝛼𝑔(𝑥), 0 < 𝑥 < ∞,

𝑤𝛼
′ (0) = 0,

⟨𝑤𝛼(𝑎)⟩ = 0, ⟨𝑤𝛼
′ (𝑎)⟩ = 𝜒𝛼/𝐺 

 (3 ∗) 

3. Розв’язання крайової задачі у просторі трансформант 

Розв’язок розривної крайової задачі (3*) будемо розшукувати за формулою 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫𝑓(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉

𝑏

𝑎

+∑𝐴𝑗𝜓𝑗(𝑥)

𝑛−1

𝑗=0

+∑𝜒𝑗𝑤̃𝑗(𝑥)

𝑛−1

𝑗=0

, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 

яка в даному випадку приймає вигляд 

𝑤𝛼(𝑥) = ∫𝑓(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉

𝑏

𝑎

+ 0 ∙ 𝑤̃0(𝑥) +
𝜒𝛼
𝐺
𝑤̃1(𝑥) 

Фундаментальну базисну систему розривних розв’язків (ФБСРР) 𝑤̃𝑗(𝑥) 

знайдемо за формулою 

𝑤̃𝑛−1−𝑚(𝑥) = (−1)
𝑚+1 [𝑃0(𝑎)𝐺

0,𝑚(𝑥, 𝑎) +∑𝐶𝑚𝑖𝐺
0,𝑚−1(𝑥, 𝑎)

𝑚

𝑖=1

] , 𝑚

= 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐶𝑚𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

Тут 𝑛 = 2,𝑚 = 0,1, 𝑃0(𝑦) ≡ 1, тобто 

𝑚 = 1: 𝑤̃0(𝑥) = 𝐺0,1(𝑥, 𝑎) + 𝐶11𝐺
0,0(𝑥, 𝑎) =

𝜕𝐺

𝜕𝜉
(𝑥, 𝑎) + 𝐶11𝐺(𝑥, 𝑎), 

𝑚 = 0: 𝑤̃1(𝑥) = −𝐺
0,0(𝑥, 𝑎) = −𝐺(𝑥, 𝑎) 

Скористаємось побудованою раніше функцією Гріна крайової задачі (3*) 

𝐺(𝑥, 𝜉) = −
𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉)

2𝛼
 

Тоді 

𝑤̃1(𝑥) = −𝐺(𝑥, 𝑎) =
𝑒−𝛼|𝑥−𝑎| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝑎)

2𝛼
 

Таким чином отримали розв’язок розривної крайової задачі (3*) 
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𝑤𝛼(𝑥) =
1

2
∫ 𝑔(𝜉)(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉))𝑑𝜉

∞

0

+
𝜒𝛼
2𝐺

𝑒−𝛼(𝑎−𝑥) + 𝑒−𝛼(𝑥+𝑎)

𝛼
 (4 ∗) 

4. Обернення інтегрального перетворення 

Застосуємо формулу обернення (2*) до розв’язку у просторі траснформант 

(4*): 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋
∫ {

1

2
∫ 𝑔(𝜉)(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉))𝑑𝜉

∞

0

∞

0

+
𝜒𝛼
2𝐺

𝑒−𝛼|𝑥−𝑎| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝑎)

𝛼
} sin 𝛼𝑦 𝑑𝛼

=
1

𝜋
∫ ∫ 𝑔(𝜉)(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉))𝑑𝜉

∞

0

sin 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

+
1

𝜋𝐺
∫ 𝜒𝛼

𝑒−𝛼|𝑥−𝑎| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝑎)

𝛼
sin𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

 

Підставимо сюди вираз для трансформанти 𝜒𝛼: 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫ ∫ 𝑔(𝜉)(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉))𝑑𝜉

∞

0

sin 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

+
1

𝜋𝐺
∫ ∫ 𝜒(𝜂) sin 𝛼𝜂 𝑑𝜂

𝑏1

𝑏0

𝑒−𝛼|𝑥−𝑎| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝑎)

𝛼
sin𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

 

Змінимо порядок інтегрування 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉∫(𝑒−𝛼|𝑥−𝜉| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝜉))

∞

0

sin 𝛼𝑦 𝑑𝛼

∞

0

+
1

2𝜋𝐺
∫ 𝜒(𝜂)𝑑𝜂∫

𝑒−𝛼|𝑥−𝑎| + 𝑒−𝛼(𝑥+𝑎)

𝛼
[cos 𝛼(𝑦 − 𝜂)

∞

0

𝑏1

𝑏0

− cos𝛼(𝑦 + 𝜂)]𝑑𝛼 

Для обчислення інтегралів вигляду ∫ 𝑒−𝛼𝑧 sin 𝛼𝑋 𝑑𝛼
∞

0
 скористаємось фор-

мулою Г.Р. 3.893(1) 
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а для обчислення інтегралів вигляду ∫
𝑒−𝛼𝑧

𝛼
(cos 𝛼𝑦1 − cos𝛼𝑦2)𝑑𝛼

∞

0
 скорис-

таємось формулою Г.Р. 3.948(2) 

 

Тоді 

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
∫ 𝑔(𝜉) (

𝑦

(𝑥 − 𝜉)2 + 𝑦2
+

𝑦

(𝑥 + 𝜉)2 + 𝑦2
) 𝑑𝜉

∞

0

+
1

4𝜋𝐺
∫ 𝜒(𝜂) (ln

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2
+ ln

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2
)𝑑𝜂

𝑏1

𝑏0

 

Отримуємо формули для напружень 

𝜏𝑥𝑧 = 𝐺𝑤
′(𝑥, 𝑦)

=
𝐺

𝜋
∫ 𝑔(𝜉)

𝜕

𝜕𝑥
(

𝑦

(𝑥 − 𝜉)2 + 𝑦2
+

𝑦

(𝑥 + 𝜉)2 + 𝑦2
) 𝑑𝜉

∞

0

+
1

4𝜋
∫ 𝜒(𝜂)

𝜕

𝜕𝑥
(ln

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2

𝑏1

𝑏0

+ ln
(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2
)𝑑𝜂

= −
2𝐺

𝜋
∫ 𝑔(𝜉) (

𝑦(𝑥 − 𝜉)

((𝑥 − 𝜉)2 + 𝑦2)2
+

𝑦(𝑥 + 𝜉)

((𝑥 + 𝜉)2 + 𝑦2)2
)𝑑𝜉

∞

0

+
1

2𝜋
∫ 𝜒(𝜂) (

𝑎 − 𝑥

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2
−

𝑎 − 𝑥

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2

𝑏1

𝑏0

+
𝑎 + 𝑥

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2
−

𝑎 + 𝑥

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2
)𝑑𝜂 
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𝜏𝑦𝑧 = 𝐺𝑤
.(𝑥, 𝑦)

=
𝐺

𝜋
∫ 𝑔(𝜉)

𝜕

𝜕𝑦
(

𝑦

(𝑥 − 𝜉)2 + 𝑦2
+

𝑦

(𝑥 + 𝜉)2 + 𝑦2
) 𝑑𝜉

∞

0

+
1

4𝜋
∫ 𝜒(𝜂)

𝜕

𝜕𝑦
(ln

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2

𝑏1

𝑏0

+ ln
(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2
)𝑑𝜂

=
𝐺

𝜋
∫ 𝑔(𝜉) (

(𝑥 − 𝜉)2 − 𝑦2

((𝑥 − 𝜉)2 + 𝑦2)2
+

(𝑥 + 𝜉)2 − 𝑦2

((𝑥 + 𝜉)2 + 𝑦2)2
)𝑑𝜉

∞

0

+
1

2𝜋
∫ 𝜒(𝜂) (

𝑦 + 𝜂

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2
−

𝑦 − 𝜂

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 − 𝑥)2

𝑏1

𝑏0

+
𝑦 + 𝜂

(𝑦 + 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2
−

𝑦 − 𝜂

(𝑦 − 𝜂)2 + (𝑎 + 𝑥)2
) 𝑑𝜂 

5. Сингулярне інтегральне рівняння для відшукання невідомої фу-

нкції стрибка 

Відмітимо, що отримані вирази для напружень не є остаточним результа-

том, так як вони містять невідому функцію стрибка 𝜒(𝜂). Для її знаходження по-

трібно реалізувати умову на включенні 

𝑤(𝑎 − 0, 𝑦) = 0, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1 

що приведе до сингулярного інтегрального рівняння 

1

4𝜋𝐺
∫ 𝜒(𝜂) (−2 ln|𝑦 − 𝜂| + 2 ln(𝑦 + 𝜂) + ln

(𝑦 + 𝜂)2 + 4𝑎2

(𝑦 − 𝜂)2 + 4𝑎2
)𝑑𝜂

𝑏1

𝑏0

= −
1

𝜋
∫ 𝑔(𝜉) (

𝑦

(𝑎 − 𝜉)2 + 𝑦2
+

𝑦

(𝑎 + 𝜉)2 + 𝑦2
) 𝑑𝜉

∞

0

, 𝑏0 < 𝑦 < 𝑏1 

Дане рівняння можна розв’язати методом ортогональних поліномів.  
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