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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЕЛ, 
ПРЕДСТАВИМЫХ СПЕЦИАЛЬНЫМИ ФОРМАМИ

Рекомендовано до друку науковим семінаром 
“Деякі проблеми аналітичної теорії чисел” ОНУ 12.06.2000

Знайдено асимптотичну формулу до сумматорної функції числа зображення натурально­
го и у вигляді добутку суми двох квадратів та числа, що не містить квадрату простого і 
порівняно з / по модулю q.

Найдена асимптотическая формула для сумматорной функции числа представлений на­
турального п в виде произведения суммы двух квадратов и числа, которое не содержит квад­
рата простого и сравнимо с / по модулю q.

The asymptotic formula for sranmator fraction of representation number of natural number и 
as a product of a sum of two squares and of number, which does not contain square of prime and is 
congruent with / modulo q, is found.

Введение. Пусть d{n-, I, q) означает число делителей натурального п, которые срав­

нимы с / по модулю q, и г^сть 0 { г ,I ,q) = d {n \l,q ) .R .  А. Smith и М. V. Subbarao 

доказали (см. [7]), что при (l,q) = \ w. q < x

D{x; і, q) = xq~  ̂ log x + C x + d { q )  log x), 

где d [q ) -  обычная функция делителей и С -  вычислимая постоянная, которая зави­

сит от / W. к . Эта формула нетривиальна при q < . Р. D. Vaibanec и Р. Zarzycki
(см. [8 ]) решили подобную задачу в случае мнимого квадфатичного поля. Они доказали 
следующее утверждение.

Теорема. Пусть а , у -  гауссовы целые. Тогда для любого є > О имеет место

-н С(а,у)хЛ^(у)“* -н

где a j  -  число вида а-н(3у ((3 = 0, ±1, ± /)  с наименьшей нормой, 9  < 1/3 , С (а ,у ) -  

вычислимая постоянная, зависящая от а ,у  . Л^(у)<х’~^.

Пусть ■^(«;^,?) = Х(нЧу^)т=п ФуНКЦИЯ ЯВЛЯЄТСЯ обобщЄНИЄМ

функции d {n \l,q ).B  этой работе мы будем строить асимптотическую формулу для 

сумматорной функции S{x;l,q )=^ ^^ ^ R {n ',l,q )

Обозначения. Пусть Q{i) -  поле гауссовых чисел, 0(/):={а-нЫ  | а,Ь є  Q,/^ = -!} •  

Для а  = а -нЬ/ є  0 (/)  полагаем |а р = а ^ -н Ь ^  и называем нормой а ,  че­

рез (и,»г) -  ОНД п и т ' ,  ц(и), ф(и) -  соответственно функции Мёбиуса и Эйле­

ра; d(n) -  число делителей п . Символ Виноградова “ «  ” означает то же, что и сим­

вол Ландау “О” . е(х) = , х є  R  .
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О сновная теорема. Пусть R {n J ,q ) означает количество представлений 

натурального п в виде « = (м^+у^)ти, где u ,v ,m e X  и m = l{m o d q \ Тогда при 

X -)• сю для q < х'~’̂ имеет место асимптотическая формула

Y^^^R{nJ,q) = nx\ogxq~^ ( і '( 2 ,Хо)^"^(2 ,Хо) + Уті+ 4 i '( l^ 4 ) ) +

где 0 -  показатель степени х в остаточном члене в проблеме круга, у - постоян­

ная Эйлера, Хо “  главный характер по модулю q, Х4 “  неглавный характер по мо­
дулю 4, знак * над суммой означает, что суммирование ведётся по всем характе­
рам по модулю q, кроме главного.

Для доказательства теоремы нам понадобятся ряд вспомогательных результатов. 
В сп ом огательн ы е р е зу л ьтаты . Асимптотическую формулу для S{x \l,q )  

получим, используя метод производящих рядов Дирихле. Мы имеем

F { s M )  = Y R { n - l ,q ) n - = Y { u ^  Y^m-^
M,V m s l (m o iq )  d

Y^m-^ = Z {s)Y \^ {d )d -^ ^  Y m -^ = Z {s )q -^  Y ^ {d )d -^ % [s,rd ''lq^
ms/(modij)i mso(modd^) (^.?)=' m=ld^{moiq)

где dd = l(mod q ) , Z(s) = ^   ̂ "  ^ " = 0 ’

Re(s) > 1, 0 < Of ^  1. Представим F(s; I, q) как 

F{s-,l,q)=Z{s)Y^^^ ^y  ̂\x{d)d-^^[q-X(s,ld^q~^)
— \ _ c \

+
(1)

+ = F M l,q )  + F ,{s-l,q ) + F ,{s-l)

Тогда, в силу теоремы о связи меяуіу суммой коэффициентов ряда Дирихле и 
функцией, задаваемой этим рядом (см.[1]), получим:

4 ' “ ‘" ( F , ( j ; ( . « ) + F i ( s ; / . « ) + F 3 f c 'K » " '* + o ( * “ J ' ) = ' i + '2 + 's + o ( » '* ‘ ?’)

Л ем м а 1 [4]. Функция ф , а )  регулярна во всей комплексной s-плоскости, за 
исключением точки s = 1, где она имеет простой полюс с вычетом, равным едини­
це. В окрестности точки s = 1 имеет место разложение

C ( s ,a ) = ( s - l ) " ‘ + bo{a)+ b^ {aX s-l) + .- . где Ь^{а) = у + а~̂  + 0 {а ).
Кроме того, при Re(s) < О имеет место соотношение Гурвица

/  / \ оо / \
^ (s ,a )=  2r(l-sX 27t)"" ' sin(7i52"')^cos(277?7rof)n""' +cos(7i52"')^sin(2w 7ia)ff/"''

 ̂ m=\ m=l /

Л ем м а 2 [5]. Функция Z(s) регулярна во всей комплексной s-плоскости, за ис­
ключением точки 5 = 1, где она имеет простой полюс с вычетом, равным п. Кроме 
того, она удовлетворяет функциональному уравнению римановского типа 
7i “T (s )z (s )  = 7r " ^ '- ' '^ r ( l - s )z ( l - s ) .  В окрестности точки s = \ для неё имеет место

разложение Z(s) = 7i ( s - l ) " '+ ^ 0 + b ,( s - l ) + . . . ,  где = T q +  , у -  постоян­

ная Эйлера, L{s, у) -  L-функция Дирихле, Х4 -  неглавный характер по модулю А.
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Л ем м а 3. Функция х ' s~ \F ^ {s \l,q )+ F 2 {sJ ,q )), определённая выше, регулярное  

плоскости Re(s) > 1 /2 , за исключением точки s = 1. где она имеет полюс П-го по­

рядка с вычетом, равным

1 \ 2 , г о )  J

Д оказательство. Функция = ^ X [s ,ld  q

регулярной при 1/2 < Re(s) < 2 , |lm(s)| < Г , так как в этой области она мажорируется 

сходящимся числовым рядом G(s) < d  ( « - s , ld  q ' j  < d  , где

/  — 2 Л
CT = R e ( s ) ,^ =  max ( s - l ) ;  .Тогда

l/2<Re(j)<2, |lm (j)(< r V /

x" (f ; (s; /, q)+  P2 {s j ,  q)) = ( х й ) “‘ У Z(sX* -  О"' G (s ) -  (x(s/)“‘ )" Z(s) 
регулярна в плоскости Re(s) > 1/2 , за исключением точки s = 1, как произведение и

разность регулярных функций.
Для вычисления вычета используем другое представление F{s J ,q ) :

«=1 („4 v ^ )m = « ,m ^ ;(m o d 9 ) «.v n, ^VKЧ^x(modq)

x(m odq) m x(™ °d9)

Следовательно,
Tes{F,{s-l,q) + F2{s-l,q))x^s-^ = TcsF{sJ,q)x^s~^ -  TQsF^{s;l,q)x^s-^ = nxq~  ̂logx +

+ xq-'(L'{2,Xo)L^4^^1o) + y^ + 4 ^ '(lX 4))+  ^ “4 ? )
x(mod q)

Здесь мы использовали разложение функции Z(s) (лемма 2) и функций 

L(s, Xо ) = С(^)Г[р|, (і -  ■' N  окрестности точки s = l .  □

Л ем м а 4 [3, теорема 6 .1]. Пусть функция S{s) за д а н а  рядом Дирихле
«, N

5 (5) = и S {s ,N )= Y ,a „ n ~ ' ■ Тогда для любых вещественных значений
П:з1 П = 1

Тг, и Т имеет место f S{it, d t = T  + 047г(\/з) N  ^ а „  , где -1  ^  0 < 1.
•'?Ь V J„<N

Л ем м а 5 [3]. Пусть I, q, п, N  e 'S , а„ е С  S {sU ,q ,N )=  Y .
n<N, n s/(m odq)

любых вещественных значений Tq и Т имеет место

является

Г + 0471 , где - 1  < 0  < 1 .
n<N, «s/(m od q)

Л ем м а 6 . Пусть Z(s) -  функция, определённая выше. Тогда для Т > \  при

Г ->сю имеет место оценка 2 (і/ 2  + є+гї)| dt Т^*^.

Д оказательство. В самом деле, из хорошо известного факта Z(s) = ^(s)l(s,X 4 ) > 

где ^(s) -  дзета-функция Римана, следует, что
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J. I z (l/2  + є +  /ї)| ̂  Л  = |4 (]/2  +  є +  /y)| ̂  |l(1 / 2 +  є +  /Y, X 4 )| ̂  Л  «

+ | , ^ К і / 2 + є  + '^ ,Х 4Г^^ •

Здесь мы воспользовались неравенством Коши-Ш варца для интефалов. Для 
оценки интефалов, стоящих в подкоренном вьфажение, воспользуемся оценками 
четвёртых моментов для дзета-функции и L-функции Дирихле;

0 ( l / 2 + B + / Y f ^ « r ' - ,  j y { l / 2 + e + i t , x , X d t « T ^ ^ \

Эти оценки можно получить, используя результаты из [3], глава X. Поэтому 

^  z( l /2+e+ /Y )| Л  « е  Г . Это завершает доказательство леммы. □

Л ем м а 7. Пусть s = а  + i t , -2  < а  ^ 2 ,  т -  любое комплексное число с услови­
ем argT = ( л / 2 - r ’]sign(lm s). Тогда существует постоянная ^д>1, такая, что 

равномерно по t > Iq, т имеет место приближённое функциональное уравнение

+ ,-С -) '= Г ((1  -  S)! 2Х 2Г(./2))-' -  ^ . Щ Ф Г \ ( -  ” « К "  +

+ >-0 -»')/»Г((2 - » ) / 2 Х2 Г((і + ї ) / 2 ) ) - 'Х , . | . , , „ , П . 4 » . Н ( " А Г І І « і " '+ о И

Здесь Jsign(«), е с л и п ^ О ■ ■ ( \  \  л/Й л/к
„ = j l  = - 'S ig n (« )e (« a ) , х = - ^ ,  у  = ~

иначе " ' V I ’
М  > 0  любая постоянная. Причём, равномерно по всем указанным параметрам

если

F{ a , X)  = l + 0  

< х  и

e x p ( - |x f  I f \t\ '̂̂ 2~̂  - |X ' - 1 / 2
, где I = 1 ,

n+OL n < у , и I = 0 в остальных случаях.

Д оказательство. Рассмотрим функции

(p(s;a ,p )=  ^ е (и (3 ) |и + а | '' , R e (s )> l  и ® (s ,a )  = 4 ( s , a ) - 4 ( s , l - a ) .
WGZ, n̂ ~QL

Следуя методу доказательства, изложенному в [1], глава III, можно получить 
функциональное уравнение для ф(5 ;а ,(3)

/  2>p(s; а ,  (З) = л “(’“")'^г((1 -  s ) /  2>p(l -  s; (3 ,-а > (-а (3 ) . (7.1)
Далее, в силу соотношения Гурвица (лемма 1) имеем:

ф (5 ,а )= = /“’ 2Г (і-5Х 2л)''“' С 05(т15 /2 )^(е(ш а)-е(-ш а))от ''“’ .
т=\

Поскольку r ( l - z ) r ( z ) = n s i n “'( 7iz) и r (2 z )= 2 ^ " “’n - ’''^ r(z )r(z  + ]/2 ), то, полагая 
здесь Z = ( і  -  s )  /  2 , получим

ф (5 , а )  = - /л '' ''^^Г((2 -  s ) / 2 )Г“' ((і + s ) / 2 ) ^ е (т а )  sign(w?) т '' ' .
m=-co, т̂О

Откуда следует функциональное уравнение для ф(^, а )

+ s ) /2 ) o ( s ,a )  = - / л “(’“^)^^г((2 -  s ) / 2 )'J'(l -  s ,a )  (7 .2 )

где т ( 5 , а ) =  /e(w a)sign [mjm *]. Отсюда, т. к. функции ф(5 ;а ,(3) и ® (s ,a )
т=-<х>, т^О
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обладают функциональными уравнениями римановского типа, то в силу теоремы 
А. Ф. Лаврика (см. [2]) для них существуют приближенные функциональные уравнения

ф(5 ; а , 0 )=  + ^ '' '- " ^ ’'" r (( l-5 ) /2 X 2 r(V 2 ))- ' х
|n+ a |< j;logx

X ^ F  l - s ,  и (7і/хУ'^^)г(-иа)|и  ̂ ’ + о {х^ ^  + у
|n |< y logy

и ф (5 , а ) =  + + +
« + а < х 1оЕХ

+ , - ( . - 2.У2г ((2 _ , ) / 2 Х2 Г ((1 + 5 ) /2 ))-' 2 ; ч . 4 » . Н ( » а )''=1”Г '  + 4 " "  * у ~ " )
\n\<y\ogy

Теперь заметим, что из определения функций и следует, что

9 ( s ;a ,0 )= C (s ,a ) -C ( '^ . l - “ ) следовательно, С(«,а) = (ф(5 ;а ,0 ) + ф (5 , а ) ) / 2  . Утвер-

звдение леммы следует из (7.1) и (7.2). □
Л ем м а 8 . Пусть l , q e N ,  О <1 < q  , Т >1.  Тогда при Г ->• ю справедлива оценка

■1+Г (  -гЛ -(уі+г+и)
- Id

V J
dt «  .

Доказательство. Мы воспользуемся результатом, полученным в лемме 7. При 
5 = ] /2 + е+ г7  имеем

X г((1/2 -  є -  i t)l2)  (2Г((і/2 + є + i t ) l2 )Y  « 1Ы)\«

+ (2Г((3/2 + є + it)/2))-^ Y.\„\<y‘ V ?)

чЗ/г+є/' / ч , -Л

+

+ 0

+ 0

^  „-ІУ^-^)е(-пУ(2Х^Ш п(2Х^  І l + ? '/V 2  1 - и '( х 'Н ) г '
п<Х log X, V

^пЫ(то6 q)

V IntT V

-1

\п<у log у

+ 0 (x -^ q-y^  +y^^q-^>^)
Здесь X  = xq . в  первом остатке разобьем интервал суммирования на три части

\ < п <  X \z \l2 ) '^ , Х {т |/2у /' < и < х(2|т|У^' , х(2 |х |у/' < « < X lo g х .

Таким же способом разобьем сумму во втором остатке

1 < и < 3 (̂2 |х|)"‘' ' \  з̂ (2 |х|)"'''^ < « < ^ 2 |x p '| '' , ^ 2 |xp’ |'^ < n < y \ o g y .  

Следовательно, для четвертого и пятого члена в (8 .1) имеем

X i “ S i i + X i 2 + S i 3 ’
Далее

(8.1)

rs;(modq).И
-(1/2+е)U [ 2 X ^  I x f  «  (хН'^^f  (і + )

2х,<п<Х ІОЕл:  ̂ ^
ns;(mod^



50 Синявский О. В.

3/2-Є
f-V2 ■1/2

Здесь = Х ^ т 2  ' , '̂i = v ^ ^ 2 )  . В сумме ^ 1 2  интервал суммирования разо- 

бьем на (9(logX) участков вида: Хд/|х|(і -  2 ^ г ’/^) < п <  Х-^|х|(і -  J > 0 ;

X^|x|(l -  Г '/^ ) < п <  X^|x|(l + Г '/^ ) ; X^|x|(l + < и ^  X^|x|(l + у > 0 .

Заметим, что суммирование по каждому из этих участков даёт вклад не более чем

logy.Поэтому ^ , 2  « X ’̂ '̂"̂ |Tj''̂ "̂ /̂(g'/̂ /'‘)logX, и аналогично

Собирая теперь оценки , ^ j 2 , , ^ 2 1  > Х 22 , Х гз  « полагая |х |« 1 , получим

n=/(m odg) ^

'|n|<y

+ 0

где постоянные в символах о  не зависят от t, х, q, у,  М.
Теперь, учитьюая, что х «  , у  «  , из (8.2) получим

| | ? “ '̂/2'‘"^'')C(V2 + e + /? ,/ /? ) - / ‘ ('/2^"^ '')p^<< ||^-(V 2+"+'0^(l/2 +E + /Y ,//^)-/-('/2+^+'0

-т

«

d t «

2 г
^ „ - ( і / 2 + є + > 0 d t + {

п<Х, « s/(m odg)
J
1

- ( і /2 - є - , і )

і

-і dt + T/q — + 12 + 13 '^Tjq

Оценивая /і с помощью леммы 5, а интеф алы  h , /3  с помоїцью леммы 4, имеем 
/] + /2  + /3 «  . Что завершает доказательство леммы. □

Л ем м а 9. Пусть Fi[s;l,q), F2{s;l ,q) определены в (1), тогда в области 

І / 2 + є < с т < 1  + є,  | ? >? о > 1 ,  s = (3 + it справедлива оценка

(5 ; / ,^) + 7^2(5 ; / ,^ ) « ,

где постоянная в символе «  зависит от е и не зависит от o u t .

Д оказательство. На прямой Re(5) = 1 + є имеем

F, +F^ « ,  + « s
ki]

На прямой Re(5 ) = I / 2  + e из (8.2) получаем q~̂ ^̂ ^̂ ^̂ “'>Q{\/2+s + i t , l lq )« t^ > '^ \
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Далее, если мы используем Q( a + i t ) « lo g f , 1/2 < ст ^  1 (см. [4]), то

из этого следует, что Z(l/2 + є + it) = ^(l/2  + є + it)L{lj2 + є + i t ,X4 ) « .

Тогда f ’l (1/2  + є + it-,I, q) + (l/2 + є + if,I,q) «  .

Теперь, применяя принцип Фрагмена-Линделёфа, получим утверждение лем м ы ! 
Д оказательство основной теоремы . М ы имеем

= + где г{п) -  количество пред­

ставлений натурального п в виде суммы двух квадратов целых чисел.

Но сумма слева равна тсс//+ о((х//)®), где 0 -  показатель степени остаточного 

члена в проблеме круга(см., например, [6 ], где 0 = 7/22 + є ).

Тогда /3 = 7o-// + o ( ( x / / f  Далее,

/, + /2  = res(f’i + 7 2̂ ) + (271/)“' ( +
'  2 ^ 1 2 /  V /  \^Ji/2+e-,T  ‘ J l/2 +є-іТ

■^Г/Г+1+ ,т ^ ^  +  + P ' 2 y s - ^ d s ' j  =  K s F { s ; l , q )  +  I^^ + / 2 ,  + / , 2  + J 2 2

И нтеф алы  /,2  и І 22 оцениваются одинаково. С помощью леммы 9 имеем

Оценим / , , .  Используя результаты, полученные в леммах 6  и 8 , получим

Z { s f
-1 ds

\Re{s)=\/2+e

1/2

R e(i)= l/2+e

q %  s,ld^ q  ’ Id^ -1 ds « Є

Д а л ее./„ « (.//У '» -
i/>l, {d,q)=\

ds
1/2 /

ЧКе(і>=1/2+є
l^r'N

1/2

«
\Re(j)=l/2+e

Следовательно, / , ,  + / 2 1  {xjqJ^^^^T^. Теперь, если положим Т = х w. учтём

оценки интефалов / , , ,  / 2 1 , / ^  , / 2 2» > то получим утверждение теоремы. □
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