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ВСТУП

Конiчнi об’єкти часто використовуються в iнженернiй практицi та
будiвництвi, що робить дослiдження їхнього напруженого стану важли-
вою задачею як з практичної точки зору, так i з точки зору розвитку
математичних методiв для вирiшення таких проблем. Особливий iнтерес
представляють тiла, якi мiстять дефекти у виглядi сферичних або конiчних
трiщин, оскiльки цi дефекти суттєво впливають на мiцнiсть вiдповiдних
конструкцiй. У данiй роботi розглядається вiсесиметрична задача кручення
зрiзаного конуса (зрiзаного по сферичнiй поверхнi), що мiстить сферичну
трiщину. Конiчна поверхня закрiплена, а вiсесиметричне дотичне напруже-
ння, яке прикладене до сферичної поверхнi, викликає кручення.

Iснує вiдносно небагато дослiджень, присвячених напруженому стану
еластичних конусiв (суцiльних, порожнистих, зрiзаних по сферичних поверх-
нях) [1–4], що здебiльшого пов’язано з вiдсутнiстю вiдповiдних iнтегральних
перетворень. Г.Я. Попов запропонував новi iнтегральнi перетворення [5, 6]
з ядрами у виглядi асоцiйованих функцiй Лежандра, що дозволили вирiши-
ти низку нових задач для еластичних конусiв, включаючи тi, що мiстять
дефекти, такi як трiщини. Використовуючи цi iнтегральнi перетворення,
було вирiшено кiлька вiсесиметричних задач теорiї пружностi для конусiв у
[7–9]. Присутнiсть конiчних та сферичних дефектiв у конусi розглядалася у
[10–12]. Нестанцiонарнi задачi для еластичних конусiв, включаючи тi, що
мiстять трiщини, розглядалися в [13–16].
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРЕТИЧНА ЧАСТИНА

1.1 Постановка задачi

Рис. 1.1. Зрiзанний конус зi сферичною трiщиною, до якого прикладене
вiсесиметричне дотичне навантаження

У сферичнiй системi координат (𝑟, 𝜃, 𝜙) розглядається конус, зрiзан-
ний по сферичнiй поверхнi, що займає область 0 < 𝑟 < 𝑎, 0 ≤ 𝜃 < 𝜔,
0 ≤ 𝜙 < 2𝜋. До сферичної поверхнi 𝑟 = 𝑎 прикладене вiсесиметричне до-
тичне навантаження з iнтенсивнiстю 𝑝(𝜃), що викликає кручення. Конiчна
поверхня 𝜃 = 𝜔 є нерухомо закрiпленою. У цьому випадку ненульовими є
тiльки кутове перемiщення 𝑊 (𝑟, 𝜃) i два дотичних напруження

𝜏𝑟𝜙(𝑟, 𝜃) = 𝐺𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
1

𝑟
𝑊

)︂
, 𝜏𝜃𝜙(𝑟, 𝜃) = 𝐺𝑟

(︂
𝜕𝑊

𝜕𝜃
− cot(𝜃)𝑊

)︂
,

де 𝐺 — модуль зсуву матерiалу конуса.

Перемiщення𝑊 (𝑟, 𝜃) має задовольняти наступному диференцiальному
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рiвнянню

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑊

𝜕𝑟

)︂
+

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝑊

𝜕𝜃

)︂
− 𝑊

sin2 𝜃
= 0, (1)

iз крайовими умовами

𝑊 |𝜃=𝜔 = 0, 𝜏𝑟𝜙|𝑟=𝑎 = 𝜌(𝜃), (2)

та умовою 𝑊 (0, 𝜃) = 0 у вершинi конуса.

Всерединi конуса є сферична трiщина на дiлянцi 𝑟 = 𝑐, 0 ≤ 𝜃 < 𝛼,
края якої вiльнi вiд напружень. При переходi через трiщину перемiщення
𝑊 (𝑟, 𝜃) зазнає невiдомого скачка 𝑓(𝜃), а напруження 𝜏𝑟𝜙 на краях трiщини
дорiвнює нулю. Це призводить до наступних умов

⟨𝑊 ⟩ = 𝑊 (𝑐− 0, 𝜃)−𝑊 (𝑐+ 0, 𝜃) = 𝑓(𝜃), 0 < 𝜃 < 𝛼, (3)

де
𝑓(𝜃) = 0, 𝛼 < 𝜃 < 𝜔 i 𝜏𝑟𝜙|𝑟=𝑐±0 = 0, 0 < 𝜃 < 𝛼, (4)

звiдки випливає

⟨𝜏𝑟𝜙⟩ = 𝜏𝑟𝜙(𝑐− 0, 𝜃)− 𝜏𝑟𝜙(𝑐+ 0, 𝜃) = 0. (5)

Крiм того, має виконуватися умова замкнутостi трiщини

𝑓(𝛼) = 0. (6)

1.2 Приведення поставленої задачi до одномiр-
ної розривної крайової задачi

Для зведення сформульованої задачi (1)-(5) до одномiрної задачi, за-
стосуємо iнтегральне перетворення Лежандра, запропоноване Г.Я. Поповим
[5]

𝑊𝑘(𝑟) =

∫︁ 𝜔

0

𝑊 (𝑟, 𝜃)𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃) sin 𝜃 𝑑𝜃
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з формулою оберненого перетворення

𝑊 (𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑊𝑘(𝑟)
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

,

де 𝜈𝑘 — це невiд’ємнi коренi рiвняння 𝑃 1
𝜈 (cos𝜔) = 0.

Застосування цього iнтегрального перетворення описане в Додатку
1. Таким чином, у областi трансформант отримуємо одномiрну розривну
крайову задачу

𝑟2𝑊 ′′
𝑘 (𝑟) + 2𝑟𝑊 ′

𝑘(𝑟)− 𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)𝑊𝑘(𝑟) = 0, 0 < 𝑟 < 𝑎, 𝑟 ̸= 𝑐,

𝑊 ′
𝑘(𝑎)−

1

𝑎
𝑊𝑘(𝑎) =

𝑃𝑘

𝐺
, 𝑊𝑘(0) = 0,

⟨𝑊𝑘⟩ = 𝑊𝑘(𝑐− 0)−𝑊𝑘(𝑐+ 0) = 𝑓𝑘,

⟨𝜏𝑟𝜙,𝑘⟩ = 𝜏𝑟𝜙,𝑘(𝑐− 0)− 𝜏𝑟𝜙,𝑘(𝑐+ 0) = 0,

де

𝑓𝑘 =

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜃)𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃) sin 𝜃 𝑑𝜃,

та

𝜏𝑟𝜙,𝑘(𝑟) = 𝐺𝑟

(︂
1

𝑟
𝑊𝑘(𝑟)

)︂′
= 𝐺

(︂
𝑊 ′

𝑘(𝑟)−
1

𝑟
𝑊𝑘(𝑟)

)︂
.

1.3 Розв’язання одномiрної розривної крайо-
вої задачi

Рiшення одновимiрної розривної крайової задачi будуватимемо у ви-
глядi суми безперервного розв’язку 𝑈𝑘(𝑟) i розривного розв’язку 𝑉𝑘(𝑟)

𝑊𝑘(𝑟) = 𝑈𝑘(𝑟) + 𝑉𝑘(𝑟)

Неперервний розв’язок 𝑈𝑘(𝑟) є розв’язком крайової задачi

𝑟2𝑈 ′′
𝑘 (𝑟) + 2𝑟𝑈 ′

𝑘(𝑟)− 𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)𝑈𝑘(𝑟) = 0, 0 < 𝑟 < 𝑎,
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𝑈 ′
𝑘(𝑎)−

1

𝑎
𝑈𝑘(𝑎) =

𝑃𝑘

𝐺
; 𝑈𝑘(0) = 0,

i воно має вигляд

𝑈𝑘(𝑟) =
𝑎𝑃𝑘

𝐺(𝜈𝑘 − 1)

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘
, 0 < 𝑟 < 𝑎. (7)

Розривний розв’язок 𝑉𝑘(𝑟) є розв’язком розривної крайової задачi

𝑟2𝑉 ′′
𝑘 (𝑟) + 2𝑟𝑉 ′

𝑘(𝑟)− 𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)𝑉𝑘(𝑟) = 0, 0 < 𝑟 < 𝑎, 𝑟 ̸= 𝑐,

𝑉 ′
𝑘(𝑎)−

1

𝑎
𝑉𝑘(𝑎) = 0; 𝑉𝑘(0) = 0,

⟨𝑉𝑘⟩ = 𝑉𝑘(𝑐− 0)− 𝑉𝑘(𝑐+ 0) = 𝑓𝑘,

⟨𝜏𝑟𝜙,𝑘⟩ = 𝜏𝑟𝜙,𝑘(𝑐− 0)− 𝜏𝑟𝜙,𝑘(𝑐+ 0) = 0.

Щоб побудувати розривний розв’язок, необхiдно знайти функцiю Грiна
𝐺𝑘(𝑟, 𝜌) для крайової задачi

𝑟2𝑉 ′′
𝑘 (𝑟) + 2𝑟𝑉 ′

𝑘(𝑟)− 𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)𝑉𝑘(𝑟) = 0, 0 < 𝑟 < 𝑎, 𝑟 ̸= 𝑐,

𝑎𝑉 ′
𝑘(𝑎)− 𝑉𝑘(𝑎) = 0; 𝑉𝑘(0) = 0.

Виведення функцiї Грiна наведено в Додатку 2 i має вигляд

𝐺𝑘(𝑟, 𝜌) = − 𝜈𝑘 + 2

𝑎(𝜈𝑘 − 1)(2𝜈𝑘 + 1)

(︁𝑟𝜌
𝑎2

)︁𝜈𝑘
− 1

2𝜈𝑘 + 1

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂
𝑟

𝜌

)︂𝜈𝑘

, 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑎,(︁𝜌
𝑟

)︁𝜈𝑘
, 0 < 𝜌 < 𝑟 < 𝑎.

Доведено, що побудована функцiя 𝐺𝑘(𝑟, 𝜌) має такi властивостi

𝐺𝑘(𝑟, 𝑐) 𝑖
𝜕2𝐺𝑘(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟𝜕𝜌

⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

неперервнi при переходi вiд точки 𝑟 = 𝑐 − 0 до точки 𝑟 = 𝑐 + 0, тодi як
похiднi

𝜕𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

𝜕𝑟
𝑖

𝜕𝐺𝑘(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒
𝜌=𝑐
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терплять стрибки вiдповiдно − 1
𝑐2 та 1

𝑐2 при такому переходi. Тодi розривний
розв’язок має вигляд

𝑉𝑘(𝑟) = 𝑐2

⎡⎣⟨𝑉𝑘(𝑐)⟩ 𝜕𝐺𝑘(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜌=𝑐

− ⟨𝑉𝑘(𝑐)⟩𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

⎤⎦
З умов на дефектi отримуємо

⟨𝑉𝑘(𝑐)⟩ = 𝑉𝑘(𝑐− 0)− 𝑉𝑘(𝑐+ 0) = 𝑓𝑘

⟨𝜏𝑟𝜙,𝑘⟩ = 𝜏𝑟𝜙,𝑘(𝑐− 0)− 𝜏𝑟𝜙,𝑘(𝑐+ 0) =

= 𝐺

[︂
𝑉 ′
𝑘(𝑐− 0)− 1

𝑐
𝑉𝑘(𝑐− 0)

]︂
−𝐺

[︂
𝑉 ′
𝑘(𝑐+ 0)− 1

𝑐
𝑉𝑘(𝑐+ 0)

]︂
=

= 𝐺

[︂
⟨𝑉 ′

𝑘(𝑐)⟩ −
1

𝑐
⟨𝑉𝑘(𝑐)⟩

]︂
= 0

З цього випливає, що

⟨𝑉 ′
𝑘(𝑐)⟩ =

1

𝑐
i ⟨𝑉𝑘(𝑐)⟩ =

1

𝑐
𝑓𝑘.

Тодi розривним розв’язоком буде

𝑉𝑘(𝑟) = 𝑐2

⎡⎣𝑓𝑘𝜕𝐺𝑘(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜌=𝑐

− 1

𝑐
𝑓𝑘𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

⎤⎦ = 𝑐2

⎡⎣𝜕𝐺𝑘(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜌=𝑐

− 1

𝑐
𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

⎤⎦ 𝑓𝑘
Розв’язок неперервної крайової задачi є сума неперервного i розрив-

ного розв’язкiв

𝑊𝑘(𝑟) =
𝑎𝑃𝑘

𝐺(𝜈𝑘 − 1)

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘
+ 𝑐2

[︂
𝑓𝑘
𝜕𝐺𝑘(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

− 1

𝑐
𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

]︂
.

Далi, використовуючи формулу оберненого перетворення, отримуємо

𝑊 (𝑟, 𝜃) =
𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜈𝑘 − 1

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘 𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

+ 𝑐2
∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝜕𝐺𝑘(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

− 1

𝑐
𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

]︂
𝑓𝑘

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

(8)
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Отриманий вираз для перемiщення мiстить невiдому величину 𝑓𝑘 - транс-
форманту стрибка змiщення на трiщинi. Виходячи з умови (4) на трiщинi,
отримаємо iнтегральне рiвняння для визначення цього стрибка.

1.4 Отримання iнтегрального рiвняння

Розглянемо iнтеграл

𝑓𝑘 =

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜂)𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜂) sin 𝜂 𝑑𝜂

i проiнтегруємо по частинах

𝑓𝑘 =
[︀
𝑓(𝜂) sin 𝜂 · 𝑃 1

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

]︀𝛼
0
−
∫︁ 𝛼

0

𝑑

𝑑𝜂
(𝑓(𝜂) sin 𝜂)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂) 𝑑𝜂

Через умову замкнутостi трiщини (6) позаiнтегральний доданок обернеться
в нуль. Позначимо нову невiдому функцiю

𝑔(𝜂) =
𝑑

𝑑𝜂
(𝑓(𝜂) sin 𝜂)

В результатi отримали

𝑓𝑘 =

∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜂) 𝑑𝜂

Пiдставимо це представлення для 𝑓𝑘 у вираз (8) для 𝑊 (𝑟,𝜃) i змiнимо
порядок сумування та iнтегрування (за 𝑟 ̸= 𝑐 ряд буде сходитися рiвномiрно)

𝑊 (𝑟, 𝜃) =
𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜈𝑘 − 1

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘−1 𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

−
∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝑐2

(︃
𝜕𝐺𝑘(𝑟,𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

− 1

𝑐
𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

)︃
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2
]︃
𝑑𝜂

Щоб знайти невiдому функцiю 𝑔(𝜂), скористаємося умовою вiдсутностi
напруження на краях трiщини 𝜏𝑟𝜙

⃒⃒
𝑟=𝑐±0

= 0, 0 < 𝜃 < 𝛼. Для цього знайдемо
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вираз для напруження

𝜏𝑟𝜙(𝑟,𝜃) = 𝐺𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
1

𝑟
𝑊 (𝑟, 𝜃)

)︂
Застосуємо цей оператор до виразiв

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

[︂
1

𝑟

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘]︂
=
𝜈𝑘 − 1

𝑎

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘−1

𝑐2𝑟
𝜕

𝜕𝑟

[︃
1

𝑟

(︃
𝜕𝐺𝑘(𝑟,𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

− 1

𝑐
𝐺𝑘(𝑟, 𝑐)

)︃]︃
= 𝐺*

𝑘(𝑟, 𝑐)

де

𝐺*
𝑘(𝑟, 𝑐) = 2𝑐2

𝜈𝑘 + 2

2𝜈𝑘 + 1

(︁𝑟
𝑐

)︁𝜈𝑘−1

·𝑎−2𝜈𝑘−1+
(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑟

(︁𝑟
𝑐

)︁𝜈𝑘
, 𝑟 < 𝑐,

1

𝑟2

(︁𝑐
𝑟

)︁𝜈𝑘
, 𝑟 > 𝑐.

Вiдповiдно, отримуємо

𝜏𝑟𝜙(𝑟,𝜃) =
𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘−1 𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

−𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝐺*
𝑘(𝑟, 𝑐)

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

]︃
𝑑𝜂

Якщо 𝑟 ̸= 𝑐, то з отриманого виразу для 𝐺*
𝑘(𝑟,𝑐) видно, що вiдповiднi

ряди рiвномiрно сходяться. Отже, ми можемо iнтегрувати цей вираз по 𝜃,
враховуючи, що ∫︁

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑑𝜃 = 𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜃)

отримуємо

∫︁
𝜏𝑟𝜙(𝑟, 𝜃)𝑑𝜃 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

(︁𝑟
𝑎

)︁𝜈𝑘−1 𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

−𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝐺*
𝑘(𝑟, 𝑐)

𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

]︃
𝑑𝜂 + 𝐴(𝑟)
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де 𝐴(𝑟) — це деяка функцiя.

Для того, щоб отримати iнтегральне рiвняння для 𝑔(𝜂), слiд взяти гра-
ницю при 𝑟 → 𝑐±0 i прирiвняти отриманий вираз до нуля. Використовуючи
формулу для 𝐺*

𝑘(𝑟, 𝑐), отримуємо

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜈𝑘−1 𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

−𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)

[︃
2𝑐2

∞∑︁
𝑘=1

𝜈𝑘 + 2

2𝜈𝑘 + 1
𝑎−2𝜈𝑘−1𝑃

0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

+
1

𝑐

∞∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1

𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

]︃
𝑑𝜂 + 𝐴0 = 0, 0 ≤ 𝜃 < 𝛼

де 𝐴0 = 𝐴(𝑐) є невiдомою константою.

Дослiдимо на збiжнiсть отриманi ряди, використовуючи вiдому асим-
птотику функцiй Лежандра [17]

𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃) ∼

√︂
2

𝜋 sin 𝜃
· 𝜈−

1
2

𝑘 cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜃 − 𝜋

4

]︂
, 𝑘 → ∞

𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜂) ∼

√︂
2

𝜋 sin 𝜂
· 𝜈−

1
2

𝑘 cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜂 − 𝜋

4

]︂
, 𝑘 → ∞

а також отриману в Додатку 3 асимптотику для

𝜈𝑘 ∼
𝜋

𝜔
𝑘; ‖𝑃 1

𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2 ∼ 𝜔

𝜋
𝜈𝑘, 𝑘 → ∞ (9)

Ряд
∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜈𝑘−1 𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

буде рiвномiрно збiгатися, оскiльки умова 𝑐 < 𝑎 виконана, а також врахову-
ючи (9)

𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

∼ 𝜋

𝜔

√︂
2

𝜋 sin 𝜃
· 𝜈−

3
2

𝑘 cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜃 − 𝜋

4

]︂
, 𝑘 → ∞
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Позначимо його суму як

𝑀(𝜃) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜈𝑘−1 𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

Наступний ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝜈𝑘 + 2

2𝜈𝑘 + 1
𝑎−2𝜈𝑘−1𝑃

0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

також рiвномiрно збiгається, оскiльки асимптотика його загального члена
така

𝑎−2𝜈𝑘−1

𝜔
√
sin 𝜃 · sin 𝜂

· 𝜈−2
𝑘 cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜃 − 𝜋

4

]︂
cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜂 − 𝜋

4

]︂
, 𝑘 → ∞

Позначимо його суму як

𝑅(𝜃, 𝜂) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜈𝑘 + 2

2𝜈𝑘 + 1
· 𝑎−2𝜈𝑘−1 ·

𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

Стосовно останнього ряду

∞∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

,

з асимптотики його загального члена

2

𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

· 1

𝜈𝑘
cos

(︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜃 − 𝜋

4

)︂
cos

(︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜂 − 𝜋

4

)︂
, 𝑘 → ∞,

випливає, що ряд умовно збiгається. У Додатку 4 було виконано виокремле-
ння та сумування його повiльно збiжної частини, яка набуває наступного
вигляду

1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

⎡⎢⎣− ln
1

|𝜃 − 𝜂|
+ ln

2 sin
(︁ 𝜋
2𝜔

|𝜃 − 𝜂|
)︁

|𝜃 − 𝜂|
+
𝜔 − (𝜃 + 𝜂)

2

⎤⎥⎦+𝑁(𝜃, 𝜂),
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де

𝑁(𝜃, 𝜂) =
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂
(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)

‖𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)‖2

− 1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

(cos 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂) + sin 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂))

]︂
,

а також

lim
|𝜃−𝜂|→0

ln
2 sin

(︁ 𝜋
2𝜔

|𝜃 − 𝜂|
)︁

|𝜃 − 𝜂|
= ln

𝜋

2𝜔
.

Отже, iнтегральне рiвняння для функцiї 𝑔(𝜂) приймає вигляд

𝐺

2𝜔𝑐
√
sin 𝜃

∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)√
sin 𝜂

ln
1

|𝜃 − 𝜂|
𝑑𝜂 −𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)

[︃
2𝑐2𝑅(𝜃, 𝜂) +

1

𝑐
𝑁(𝜃, 𝜂)+

1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

(︂
ln

2 sin 𝜋
2𝜔 |𝜃 − 𝜂|

|𝜃 − 𝜂|
+
𝜔 − (𝜃 + 𝜂)

2

)︂]︃
𝑑𝜂

= −𝑀(𝜃)− 𝐴0, 0 ≤ 𝜃 < 𝛼

Помножимо отримане рiвняння на 2𝜔𝑐
√
sin 𝜃 та вводимо нову невiдому

функцiю

𝜙(𝜂) =
𝑔(𝜂)√
sin 𝜂

Тодi iнтегральне рiвняння набуває вигляду∫︁ 𝛼

0

𝜙(𝜂) ln
1

|𝜃 − 𝜂|
𝑑𝜂 −

∫︁ 𝛼

0

𝜙(𝜂)𝐾(𝜃, 𝜂) 𝑑𝜂

= −2𝜔𝐺−1
√
sin 𝜃 (𝑀(𝜃) + 𝐴0) , 0 ≤ 𝜃 < 𝛼 (10)

де 𝐾(𝜃, 𝜂) можна записати як

𝐾(𝜃, 𝜂) = 2𝜔𝑐
√︀
sin 𝜃 sin 𝜂

[︂
2𝑐2𝑅(𝜃, 𝜂) +

1

𝑐
𝑁(𝜃, 𝜂)

]︂

+ ln
2 sin

𝜋

2𝜔
|𝜃 − 𝜂|

|𝜃 − 𝜂|
+
𝜔 − (𝜃 + 𝜂)

2
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1.5 Розв’язання iнтегрального рiвняння мето-
дом ортогональних полiномiв

У отриманому iнтегральному рiвняннi (10) спочатку виконаємо замiну
змiнних, щоб перетворити iнтервал iнтегрування з (0;𝛼) на iнтервал (−1; 1)

𝜃 =
𝛼

2
(𝑡+ 1); 𝜂 =

𝛼

2
(𝜉 + 1)

У результатi приходимо до рiвняння∫︁ 1

−1

𝜙*(𝜉) ln
1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉 −

∫︁ 1

−1

𝜙*(𝜉)

[︂
𝐾*(𝑡, 𝜉)− ln

2

𝛼

]︂
𝑑𝜉 =

= −4𝜔𝑐

𝛼𝐺

√︂
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)(𝑀 *(𝑡) + 𝐴0)

де

𝜙*(𝜉) = 𝜙
(︁𝛼
2
(𝜉 + 1)

)︁
,

𝑀 *(𝑡) =𝑀
(︁𝛼
2
(𝑡+ 1)

)︁
,

𝐾*(𝑡, 𝜉) = 𝐾
(︁𝛼
2
(𝑡+ 1),

𝛼

2
(𝜉 + 1)

)︁
Наявнiсть спектрального спiввiдношення [18]

1

𝜋

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑥− 𝑦|
· 𝑇𝑛(𝑦)√︀

1− 𝑦2
𝑑𝑦 =

⎧⎨⎩ln 2, 𝑛 = 0,

1
𝑛𝑇𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . .

дозволяє використати метод ортогональних полiномiв [18] для розв’язання
отриманого iнтегрального рiвняння. Шукатимемо розв’язок у виглядi роз-
кладу бажаної функцiї в ряд за полiномами Чебишева першого роду 𝑇𝑛(𝜉)

𝜙*(𝜉) =
1√︀

1− 𝜉2

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘𝑇𝑘(𝜉)
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Пiдставимо розклад для 𝜙*(𝜉) в iнтегральне рiвняння i використаємо спе-
ктральне спiввiдношення

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑡− 𝜉|
· 𝑇𝑘(𝜉)√︀

1− 𝜉2
𝑑𝜉 −

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

[︂
𝐾*(𝑡, 𝜉)− ln

2

𝛼

]︂
𝑑𝜉

= −4𝜔𝑐

𝛼𝐺

√︂
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)(𝑀 *(𝑡) + 𝐴0)

∞∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝜙
*
𝑘𝑇𝑘(𝑡)−

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

𝐾*(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 + ln
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

𝑑𝜉

= −4𝜔𝑐

𝛼𝐺

√︂
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)(𝑀 *(𝑡) + 𝐴0)

де

𝛾𝑘 =

⎧⎨⎩𝜋 ln 2, 𝑘 = 0,

𝜋
𝑘 , 𝑘 ≥ 1

Враховуючи умови ортогональностi полiномiв Чебишева∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)𝑇𝑗(𝜉)√︀
1− 𝜉2

𝑑𝜉 = 𝛿𝑘𝑗|𝑇𝑘(𝜉)|2,

|𝑇𝑘(𝜉)|2 =

⎧⎨⎩𝜋, 𝑘 = 0,

𝜋
2 , 𝑘 ≥ 1

,

𝛿𝑘𝑗 =

⎧⎨⎩1, 𝑘 = 𝑗,

0, 𝑘 ̸= 𝑗

та враховуючи, що 𝑇0(𝜉) = 1, маємо∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

𝑑𝜉 = 𝜋𝛿𝑘0

тобто

ln
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

𝑑𝜉 = 𝜋 ln
2

𝛼
𝜙*
0
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Помножимо отримане рiвняння на 𝑇𝑗(𝑡)√
1−𝑡2

та проiнтегруємо по 𝑡 вiд −1 до 1

∞∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝜙
*
𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝑡)𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

𝑑𝑡−
∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

𝐾*(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉+

+ ln
2

𝛼
𝜙*
0

∫︁ 1

−1

𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

𝑑𝑡 = −4𝜔𝑐

𝛼𝐺

∫︁ 1

−1

𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

√︂
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)(𝑀 *(𝑡) + 𝐴0)𝑑𝑡

Застосуємо умову ортогональностi

𝜋2𝐵𝑗𝜙
*
𝑗 −

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘𝐵𝑗𝑘 + 𝜋2 ln

2

𝛼
𝜙*
0𝛿𝑗0 = 𝐶𝑗 + 𝐴0𝐷𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . .

де

𝐵𝑗 =

⎧⎨⎩ln 2, 𝑗 = 0,

1
𝑗 , 𝑗 ≥ 1

𝐵𝑗𝑘 =

∫︁ 1

−1

𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

𝐾*(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

𝐶𝑗 = −4𝜔𝑐

𝛼𝐺

∫︁ 1

−1

𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

𝑀 *(𝑡)

√︂
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)𝑑𝑡;

𝐷𝑗 = −4𝜔𝑐

𝛼𝐺

∫︁ 1

−1

𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

√︂
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)𝑑𝑡;

Нормалiзуємо отриману нескiнченну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.
Подiлимо на 𝜋2 i

√︀
𝐵𝑗, i введемо 𝜓𝑗 =

√︀
𝐵𝑗𝜙

*
𝑗 , 𝜙*

𝑗 =
1√
𝐵𝑗

𝜓𝑗. Тодi

𝜓𝑗 −
∞∑︁
𝑘=0

𝐵*
𝑗𝑘𝜓𝑘 +

ln 2
𝛼

ln 2
𝜓0𝛿𝑗0 = 𝐶*

𝑗 + 𝐴0𝐷
*
𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . .

де

𝐵*
𝑗𝑘 =

𝐵𝑗𝑘√︀
𝐵𝑗𝐵𝑘

; 𝐶*
𝑗 =

𝐶𝑗√︀
𝐵𝑗

; 𝐷*
𝑗 =

𝐷𝑗√︀
𝐵𝑗

Для обчислення iнтегралiв виду

𝐼(𝑗) =

∫︁ 1

−1

𝐹 (𝑡)
𝑇𝑗(𝑡)√
1− 𝑡2

𝑑𝑡
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використаємо квадратурну формулу Чебишева [22]∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥√
1− 𝑥2

≈ 𝜋

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖); 𝑥𝑖 = cos
(2𝑖− 1)𝜋

2𝑛
;

𝑇𝑗(𝑥𝑖) = cos 𝑗 cos−1 𝑥𝑖 = cos
𝑗(2𝑖− 1)𝜋

2𝑛

Таким чином,

𝐼(𝑗) =
𝜋

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹 (𝑥𝑖) cos
𝑗(2𝑖− 1)𝜋

2𝑛

Оскiльки права частина системи мiстить невiдому константу 𝐴0, цю
систему необхiдно розв’язувати для двох правих частин 𝐶*

𝑗 i 𝐷*
𝑗 . Позначимо

цi розв’язки як 𝜓𝑗 i ˜̃𝜓𝑗. Тодi 𝜓𝑗 = 𝜓𝑗+𝐴0
˜̃𝜓𝑗. Для знаходження 𝐴0 розглянемо

функцiю 𝑔(𝜂) =
√
sin 𝜂 · 𝜙(𝜂) i обчислимо∫︁ 𝛼

0

𝜙(𝜂)
√︀
sin 𝜂𝑑𝜂 =

∫︁ 𝛼

0

𝑔(𝜂)𝑑𝜂 =

∫︁ 𝛼

0

𝑑

𝑑𝜂
(𝑓(𝜂) sin 𝜂)𝑑𝜂 = 𝑓(𝛼) sin𝛼 = 0

з урахуванням умови замикання трiщини (6). З iншого боку,∫︁ 𝛼

0

𝜙(𝜂)
√︀
sin 𝜂𝑑𝜂 =

∫︁ 1

−1

𝜙
(︁𝛼
2
(𝜉 + 1)

)︁√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1) · 𝛼

2
𝑑𝜉 =

=
𝛼

2

∫︁ 1

−1

𝜙*(𝜉)

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉 =

𝛼

2

∫︁ 1

−1

1√︀
1− 𝜉2

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘𝑇𝑘(𝜉)

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉 =

=
𝛼

2

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉 =

=
𝛼

2

∞∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘√
𝐵𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉 =

=
𝛼

2

∞∑︁
𝑘=0

1√
𝐵𝑘

(︁
𝜓𝑘 + 𝐴0

˜̃𝜓𝑘

)︁∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉 = 0,

Отже ∞∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘√
𝐵𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉+
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+𝐴0

∞∑︁
𝑘=0

˜̃𝜓𝑘√
𝐵𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉 = 0

Звiдси знаходимо 𝐴0

𝐴0 = −

[︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘√
𝐵𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉

]︃

·

[︃ ∞∑︁
𝑘=0

˜̃𝜓𝑘√
𝐵𝑘

∫︁ 1

−1

𝑇𝑘(𝜉)√︀
1− 𝜉2

√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)𝑑𝜉

]︃−1

1.6 Визначення коефiцiєнта iнтенсивностi на-
пружень

У задачах теорiї пружностi для тiл, що мiстять дефекти у виглядi
трiщин або включень, ключовим моментом є визначення коефiцiєнта iнтен-
сивностi напружень (КIН). Його значення використовується у критерiях
руйнування, особливо при дослiдженнi росту трiщин. Коли ми наближає-
мося до вершини трiщини ззовнi, напруження безмежно зростають, i КIН
служить мiрою концентрацiї напружень бiля вершини трiщини. У випадку
задач кручення для тiл КIН визначається як

𝐾𝐼𝐼𝐼 = lim
𝜃→𝛼+0

√︀
2𝜋(𝜃 − 𝛼) · 𝜏𝑟𝜙(𝑟, 𝜃)

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑐

Запишемо ранiше виведену формулу для дотичного напруження у
такiй формi

𝜏𝑟𝜙(𝑟, 𝜃)

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑐

= − 𝐺

2𝜔𝑐

𝑑

𝑑𝜃

[︂
1√
sin 𝜃

∫︁ 𝛼

0

𝜙(𝑟) ln
1

|𝜃 − 𝑟|
𝑑𝑟

]︂
+ . . .

де три крапки позначають доданки, що мають скiнченну границю при
𝜃 → 𝛼+0, оскiльки при цiй границi вони прямують до нуля через множник√︀

2𝜋(𝜃 − 𝛼). Беручи до уваги ранiше застосовану замiну змiнних, отримаємо

𝜏𝑟𝜙(𝑟, 𝜃)

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑐

= − 𝐺

2𝜔𝑐

𝑑

𝑑𝑡

[︃
1√︀

sin 𝛼
2 (𝑡+ 1)

∫︁ 1

−1

𝜙*(𝑡) ln
1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉

]︃
+ · · · =
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= − 𝐺

2𝜔𝑐

[︂
−𝛼
4
cos

𝛼

2
(𝑡+ 1)

(︁
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)

)︁− 3
2

∫︁ 1

−1

𝜙*(𝜉) ln
1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉

+
(︁
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)

)︁− 1
2 · 𝑑
𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

𝜙*(𝜉) ln
1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉

]︂
+ . . .

Формула для коефiцiєнта iнтенсивностi напружень (КIН) прийме
вигляд

𝐾𝐼𝐼𝐼 = lim
𝑡→1+0

√︀
𝛼𝜋(𝑡+ 1) · 𝐺

2𝜔𝑐

[︂
𝛼

4
cos

𝛼

2
(𝑡+ 1)

(︁
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)

)︁− 3
2

·
∫︁ 1

−1

𝜙*(𝜉) ln
1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉 −

√︂
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1) · 𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

𝜙*(𝜉) ln
1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉

]︂
Пiдставляючи в цей вираз

𝜙*(𝜉) =
1√︀

1− 𝜉2

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘𝑇𝑘(𝜉)

отримуємо

𝐾𝐼𝐼𝐼 =
𝐺
√
𝛼𝜋

2𝜔𝑐
lim

𝑡→𝑡+0

√
𝑡− 1

[︂
𝛼

4
cos

𝛼

2
(𝑡+ 1)

(︁
sin

𝛼

2
(𝑡+ 1)

)︁− 3
2

·
∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑡− 𝜉|
· 𝑇𝑘(𝜉)√︀

1− 𝜉2
𝑑𝜉

−
√︂
sin

𝛼

2
(𝜉 + 1)

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑡− 𝜉|
· 𝑇𝑘(𝜉)√︀

1− 𝜉2
𝑑𝜉 ]

Використаємо наступний результат [20]∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑡− 𝜉|
· 𝑇𝑘(𝜉)√︀

1− 𝜉2
𝑑𝜉 → 𝜋

𝑘
, коли 𝑡→ 1 + 0

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑡− 𝜉|
· 𝑇𝑘(𝜉)√︀

1− 𝜉2
𝑑𝜉 → − 𝜋

√
2

2
√
𝑡− 1

+ 2𝜋𝑘, коли 𝑡→ 1 + 0

Тепер ми можемо обчислити границi з використанням наведених формул

𝐾𝐼𝐼𝐼 =
𝐺
√
𝛼𝜋

2𝜔𝑐

[︃
𝛼

4
cos𝛼(sin𝛼)−

3
2

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘 lim
𝑡→1+0

√
𝑡− 1

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑡− 𝜉|
· 𝑇𝑘(𝜉)√︀

1− 𝜉2
𝑑𝜉
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−
√
sin𝛼

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘 lim
𝑡→1+0

√
𝑡− 1 · 𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑡− 𝜉|
· 𝑇𝑘(𝜉)√︀

1− 𝜉2
𝑑𝜉] =

= −𝐺
√
𝛼𝜋√

sin𝛼

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘 lim
𝑡→1+0

√
𝑡− 1 ·

[︃
− 𝜋

√
2

2
√
𝑡− 1

]︃
=
𝜋𝐺

4𝜔𝑐

√︂
2𝛼𝜋

sin𝛼

∞∑︁
𝑘=0

𝜙*
𝑘

=
𝜋𝐺

4𝜔𝑐

√︂
2𝛼𝜋

sin𝛼

∞∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘√
𝐵𝑘
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РОЗДIЛ 2

ЧИСЕЛЬНI РОЗРАХУНКИ

2.1 Власнi значення та квадрати норм фун-
кцiй Лежандра

Цей роздiл представляє числовi результати задачi з крайовими умова-
ми для зрiзаного конуса з трiщиною. Аналiз використовує власнi значення
та квадрати норм функцiй Лежандра, обчисленi для декiлькох значень ку-
тiв 𝜔. Отриманi значення наведенi в таблицях, якi показують першi коренi
рiвняння 𝑃 1

𝜈 (cos𝜔) = 0 (Таблиця 2.1) i вiдповiднi значення квадратiв норм⃦⃦
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2, формулу для пiдрахунку яких було отримано в Додатку 5.
(Таблиця 2.2).

Табл. 2.1. Коренi рiвняння 𝑃 1
𝜈 (cos𝜔) = 0

𝜈𝑘/𝜔
𝜋

3

𝜋

4

𝜋

6

𝜈0 0 0 0

𝜈1 3.19569115 4.40532918 6.83539807

𝜈2 6.21952915 8.44711261 12.9082841

𝜈3 9.22884936 12.4633288 18.9364457

𝜈4 12.2338091 16.4719396 24.9513811

𝜈5 15.2368863 20.4772774 30.9606342

𝜈6 18.2389812 24.4809096 36.9669291

𝜈7 21.2404993 28.4835409 42.9714887

𝜈8 24.2416499 32.4855349 48.9749434

𝜈9 27.2425521 36.4870981 54.9776515
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Табл. 2.2. Значення квадратiв норм
⃦⃦
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2
𝜈𝑘/𝜃

𝜋

3

𝜋

4

𝜋

6

𝜈0 0 0 0

𝜈1 9.58707345 17.62131673 41.012388456

𝜈2 18.65858745 33.78845048 77.449704667

𝜈3 27.68654808 49.85331504 113.61867474

𝜈4 36.71528739 65.72775868 149.94807468

𝜈5 45.74402673 81.56580796 180.27747462

𝜈6 54.77576601 97.40385684 216.60687456

𝜈7 63.80750532 113.2419053 252.93627454

𝜈8 72.83924463 129.0799534 289.26567444

𝜈9 81.87098394 144.9180011 325.59507438

Як можна легко побачити, отриманi значення добре узгоджуються з
асимптотичними результатами, представленими в Додатку 3.

2.2 Коефiцiєнт iнтенсивностi напружень

Для аналiзу стану напруження поблизу трiщини було розраховано ко-
ефiцiєнт iнтенсивностi напружень 𝐾𝐼𝐼𝐼 для рiзних геометричних параметрiв
задачi. Навантаження на конус задавалося у виглядi:

𝑃 (𝜃) = (𝜔 − 𝜃)2

Система нескiнченних рiвнянь була розв’язана чисельно за допомо-
гою методу редукцiї, що дозволило отримати значення 𝐾𝐼𝐼𝐼 для рiзних
геометричних параметрiв.
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У таблицi 2.3 наведено значення 𝐾𝐼𝐼𝐼 при рiзних значеннях кутiв 𝜔, 𝛼
та висоти трiщини 𝑐. У всiх випадках висота конуса 𝑎 фiксована та дорiвнює
1.

Табл. 2.3. Значення 𝐾𝐼𝐼𝐼 при рiзних значеннях 𝜔, 𝛼 та 𝑐

𝜔 𝛼 𝑐 = 0,2 𝑐 = 0,4 𝑐 = 0,6 𝑐 = 0,8

𝜋

3

𝜋

6
0,155663 0,762626 1,764077 3,143673

𝜋

3

𝜋

9
0,059977 0,077123 0,100427 0,125754

𝜋

3

𝜋

12
0,001843 0,067436 0,548509 2,357553

𝜋

4

𝜋

8
0,083249 0,459596 1,950370 4,870687

𝜋

4

𝜋

12
0,020634 0,097296 0,629133 2,658813

𝜋

4

𝜋

16
0,143740 0,154569 0,238772 0,779116

𝜋

6

𝜋

12
0,105999 0,195196 0,810218 3,178098

𝜋

6

𝜋

18
0,317546 0,325962 0,356810 0,573336

𝜋

6

𝜋

24
0,336984 0,344467 0,353022 0,363259

Аналiзуючи данi таблицi, можна зробити наступнi висновки:

• Вплив висоти трiщини 𝑐: При фiксованих кутах 𝜔 та 𝛼, зi збiльшенням
висоти трiщини 𝑐 значення𝐾𝐼𝐼𝐼 зростає. Це очiкувано, оскiльки бiльша
трiщина призводить до бiльшого концентрування напружень.

• Вплив кута 𝛼: При фiксованому кутi 𝜔, змiна кута 𝛼 впливає на
значення 𝐾𝐼𝐼𝐼 . З даних видно, що зi збiльшенням 𝛼 значення 𝐾𝐼𝐼𝐼

зазвичай зменшується, що вказує на те, що глибина трiщини вiдiграє
важливу роль у розподiлi напружень.

• Вплив кута 𝜔: При фiксованих 𝛼 та 𝑐, зi збiльшенням кута 𝜔 значення
𝐾𝐼𝐼𝐼 зменшується. Це пов’язано з тим, що при бiльшому кутi 𝜔 конус
стає ширшим, i напруження розподiляються бiльш рiвномiрно.

На основi отриманих чисельних даних були побудованi графiки залежностi
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коефiцiєнта iнтенсивностi напружень 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд рiзних геометричних параме-
трiв.

Рис. 2.1. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

3
та 𝛼 =

𝜋

6

Рис. 2.2. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

3
та 𝛼 =

𝜋

9
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Рис. 2.3. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

4
та 𝛼 =

𝜋

8

Рис. 2.4. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

4
та 𝛼 =

𝜋

16
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Рис. 2.5. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

6
та 𝛼 =

𝜋

18

Рис. 2.6. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

6
та 𝛼 =

𝜋

24
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Рис. 2.7. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝛼 =
𝜋

12
та рiзних значеннях 𝜔

Рис. 2.8. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

3
та рiзних значеннях 𝛼
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Рис. 2.9. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

4
та рiзних значеннях 𝛼

Рис. 2.10. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝑐 при 𝜔 =
𝜋

6
та рiзних значеннях 𝛼
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Рис. 2.11. Залежнiсть 𝐾𝐼𝐼𝐼 вiд 𝜔 при 𝑐 = 0.4 та 𝛼 =
𝜋

12



30

ВИСНОВКИ

У цiй роботi була розв’язана вiсесиметрична задача кручення зрiза-
ного конуса з сферичною трiщиною за допомогою методу iнтегральних
перетворень Лежандра. Задачу було зведено до одновимiрної розривної
крайової задачi, для якої отримано аналiтичнi розв’язки у виглядi суми
безперервних та розривних компонент. У процесi розв’язання були визна-
ченi власнi значення та коренi рiвняння 𝑃 1

𝜈 (cos𝜔) = 0, а також обчисленi
вiдповiднi норми

⃦⃦
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2.
На основi отриманих виразiв для перемiщень i напружень було виведе-

но iнтегральне рiвняння для знаходження невiдомого стрибка перемiщення
на трiщинi. Це рiвняння було розв’язане методом ортогональних полiномiв
iз застосуванням многочленiв Чебишева. У результатi були отриманi фор-
мули для розрахунку коефiцiєнтiв iнтенсивностi напружень (КIН) 𝐾𝐼𝐼𝐼 в
околi трiщини, що дозволило провести детальний числовий аналiз впливу
геометричних параметрiв конуса та трiщини на значення КIН.

Варто вiдзначити, що результати, отриманi в цiй роботi, були опублiко-
ванi у науковому перiодичному журналi «Modern Engineering and Innovative
Technologies» (Випуск №35, Нiмеччина, iндексований у базах Copernicus та
Google Scholar). Це пiдкреслює наукову новизну та практичну значущiсть
проведеного дослiдження.
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РОЗДIЛ 3

ДОДАТКИ

3.1 Додаток 1

Помножимо обидвi частини рiвняння (1) на 𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) sin 𝜃 i iнтегруємо

по змiннiй 𝜃 вiд 0 до 𝜔:∫︁ 𝜔

0

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑊

𝜕𝑟

)︂
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) sin 𝜃 𝑑𝜃+

+

∫︁ 𝜔

0

[︂
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝑊

𝜕𝜃

)︂
− 1

sin2 𝜃
𝑊

]︂
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) sin 𝜃 𝑑𝜃 = 0

У першому iнтегралi змiнимо порядок iнтегрування та диференцiювання

𝐼1 =
𝜕

𝜕𝑟
×
[︂
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

∫︁ 𝜔

0

𝑊𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) sin 𝜃 𝑑𝜃

]︂
=

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑊

𝜕𝑟

)︂
У другому iнтегралi перший доданок iнтегруємо частинами двiчi∫︁ 𝜔

0

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝑊

𝜕𝜃

)︂
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) sin 𝜃 𝑑𝜃 =

=
𝜕𝑊

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜔

sin𝜔𝑃 1
𝜈 (cos𝜔)−𝑊

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜔

sin𝜔
𝜕𝑃 1

𝜈 (cos𝜔)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜔

+

∫︁ 𝜔

0

𝑊
𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin𝜔

𝜕𝑃 1
𝜈 (cos𝜔)

𝜕𝜃

)︂
𝑑𝜃

За рахунок першої з крайових умов (2) другий доданок обернеться в
нуль, а для обернення в нуль першого позаiнтегрального доданка вимагати-
мемо, щоб 𝜈𝑘 були ненульовими коренями рiвняння 𝑃 1

𝜈 (cos𝜔) = 0. Другий
iнтеграл приймає вигляд∫︁ 𝜔

0

𝑊

[︂
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

𝜕𝜃

)︂
− 1

sin2 𝜃
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

]︂
sin 𝜃 𝑑𝜃
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1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

𝜕𝜃

)︂
− 1

sin2 𝜃
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃) = 𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)𝑃 1

𝜈𝑘
(cos 𝜃)

цей iнтеграл записується як

𝐼2 = −𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)

∫︁ 𝜔

0

𝑊𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃) sin 𝜃 𝑑𝜃 = −𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)𝑊𝑘

Звiдси рiвняння в трансформантах буде таким

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑊𝑘

𝜕𝑟

)︂
− 𝜈𝑘(𝜈𝑘 + 1)𝑊𝑘 = 0, 0 < 𝑟 < 𝑎, 𝑟 ̸= 𝑐

Застосовуючи це iнтегральне перетворення до другої граничної умови (2) i
до умови при 𝑟 = 0, отримаємо

𝑊 ′
𝑘(𝑎)−

1

𝑎
𝑊𝑘(𝑎) =

𝑃𝑘

𝐺
, 𝑊𝑘(0) = 0

3.2 Додаток 2

Щоб знайти розривний розв’язок, ми будуємо функцiю Грiна у виглядi

𝐺𝑘(𝑟, 𝜌) =

⎧⎨⎩𝑎0𝑟𝜈𝑘 + 𝑎1𝑟
−𝜈𝑘−1, 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑎

𝑏0𝑟
𝜈𝑘 + 𝑏1𝑟

−𝜈𝑘−1, 0 < 𝜌 < 𝑟 < 𝑎

Використовуючи умови безперервностi функцiї Грiна i стрибка першої
похiдної, отримуємо⎧⎨⎩𝑎0𝜌𝜈𝑘 + 𝑏1𝜌

−𝜈𝑘−1 − 𝑎0𝜌
𝜈𝑘 − 𝑎1𝜌

−𝜈𝑘−1 = 0

𝑏0𝜌
𝜈𝑘−1 − 𝑏1(𝜈𝑘 + 1)𝜌−𝜈𝑘−2 − 𝑎0𝜈𝑘𝜌

𝜈𝑘−1 + 𝑎1(𝜈𝑘 + 1)𝜌−𝜈𝑘−2 = 1
𝜌2

З крайової умови 𝜈𝑘(0) = 0 випливає, що 𝑎1 = 0. А з крайової умови

𝑎𝜈 ′𝑘(𝑎)− 𝜈𝑘(𝑎) = 0,
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отримаємо

𝑎[𝑏0𝜈𝑘𝑎
𝜈𝑘−1 − 𝑏1(𝜈𝑘 + 1)𝑎−𝜈𝑘−2]− [𝑏0𝑎

𝜈𝑘 + 𝑏1𝑎
−𝜈𝑘−1] = 0

Розв’язуючи цю систему, знаходимо

𝑎0 = − 𝜈𝑘 + 2

(𝜈𝑘 − 1)(2𝜈𝑘 + 1)

(︁ 𝜌
𝑎2

)︁𝜈𝑘
· 1
𝑎
− 1

2𝜈𝑘 + 1
𝜌−𝜈𝑘−1

𝑏0 = − 𝜈𝑘 + 2

(𝜈𝑘 − 1)(2𝜈𝑘 + 1)

(︁ 𝜌
𝑎2

)︁𝜈𝑘
· 1
𝑎

𝑏1 = − 1

2𝜈𝑘 + 1
𝜌𝜈𝑘

Тодi функцiя Грiна 𝐺𝑘(𝑟, 𝜌) має вигляд

𝐺𝑘(𝑟, 𝜌) = − 𝜈𝑘 + 2

𝑎(𝜈𝑘 − 1)(2𝜈𝑘 + 1)

(︁𝑟𝜌
𝑎2

)︁𝜈𝑘
− 1

2𝜈𝑘 + 1

⎧⎨⎩
(︁
𝑟
𝜌

)︁𝜈𝑘
1
𝜌 , 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑎(︀

𝜌
𝑟

)︀𝜈𝑘 1
𝑟 , 0 < 𝜌 < 𝑟 < 𝑎

3.3 Додаток 3

Розглянемо асимптотичний вираз для функцiй Лежандра [19]

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃) ∼

√︂
2

𝜋 sin 𝜃
· 𝜈−

1
2

𝑘 cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜃 − 𝜋

4

]︂
, 𝑘 → ∞

Щоб отримати асимптотичний вираз для 𝜈𝑘, потрiбно прирiвняти головний
член аргументу косинуса до нуля. Ця умова дає(︂

𝜈𝑘 +
1

2

)︂
𝜃 − 𝜋

4
= 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z

Розглядаючи великi значення 𝑘, можна спростити вираз

𝜈𝑘 ∼
𝜋

𝜔
𝑘, 𝑘 → ∞
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Пiдставляючи цi самi формули у вирази для квадратiв норм, отримаємо

⃦⃦
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

⃦⃦2
=

∫︁ 𝜔

0

[︀
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

]︀2
sin 𝜃 𝑑𝜃

Пiсля iнтегрування отримуємо⃦⃦
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2 ∼ 𝜔

𝜋
𝜈𝑘, 𝑘 → ∞

3.4 Додаток 4

Розглянемо ряд

∞∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2
Асимптотика загального члена ряду виглядає так

2

𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

· 𝜈−1
𝑘 cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜃 − 𝜋

4

]︂
cos

[︂(︂
𝜈𝑘 +

1

2

)︂
𝜂 − 𝜋

4

]︂
, 𝑘 → ∞

i це означає, що ряд сходиться умовно. Видiлимо його слабосхiдну частину.
Для цього запишемо отриману асимптотику таким чином

2

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

· 𝜈−1
𝑘

[︁
cos 𝜈𝑘(𝜃 − 𝜂) + cos

(︁
𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂)− 𝜋

2

)︁]︁

=
𝜈−1
𝑘

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

[cos 𝜈𝑘(𝜃 − 𝜂) + sin 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂)]

Перетворюємо ряд

∞∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2
=

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2 +
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+
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2
Припустимо, що 𝑁 досить велике, так що другий ряд можна замiнити його
асимптотичним виразом, отримаємо

=
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2 +

+
1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

cos 𝜈𝑘(𝜃 − 𝜂) + sin 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂)

𝜈𝑘
=

=
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2 −

−
𝑁∑︁
𝑘=1

1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

· cos 𝜈𝑘(𝜃 − 𝜂) + sin 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂)

𝜈𝑘
+

+
1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2 +

+
1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

𝑁∑︁
𝑘=𝑁+1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2 =

=
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑘 − 1)(𝜈𝑘 + 2)

2𝜈𝑘 + 1
·
𝑃 0
𝜈𝑘
(cos 𝜃)𝑃 0

𝜈𝑘
(cos 𝜂)⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2 −

− 1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝜈𝑘(𝜃 − 𝜂) + sin 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂)

𝜈𝑘
+

+
1

2𝜔
√
sin 𝜃 sin 𝜂

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝜈𝑘(𝜃 − 𝜂) + sin 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂)

𝜈𝑘

Перший ряд — це кiнцева сума, а другий ряд — це ряд, який можна пiдсу-
мувати за допомогою формули

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

⎧⎨⎩sin(𝑘𝑥+ 𝑎)

cos(𝑘𝑥+ 𝑎)
= ±𝜋 − 𝑥

2

{︁cos 𝑎
sin 𝑎

}︁
−ln

(︁
2 sin

𝑥

2

)︁{︂ sin 𝑎

cos 𝑎

}︂
, 0 < 𝑥 < 2𝜋,
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при 𝑎 = 0. Таким чином

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂) + sin 𝜈𝑘(𝜃 + 𝜂)

𝜈𝑘
=
𝜔

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝜋
𝜔(𝜃 − 𝜂)𝑘 + sin 𝜋

𝜔(𝜃 − 𝜂)𝑘

𝑘
=

=
𝜔

𝜋
ln
(︁
2 sin

𝜋

2𝜔
|𝜃 − 𝜂|

)︁
+

(︂
𝜋 − 𝜋

𝜔(𝜃 + 𝜂)

2

)︂
𝜔

𝜋

Видiляємо особливiсть з першого члена

ln
(︁
2 sin

𝜋

2𝜔
|𝜃 − 𝜂|

)︁
= − ln

1

|𝜃 − 𝜂|
+ ln

1

|𝜃 − 𝜂|
+ ln

(︁
2 sin

𝜋

2𝜔
|𝜃 − 𝜂|

)︁
Тодi

= − ln
1

|𝜃 − 𝜂|
+ ln

2 sin
(︁ 𝜋
2𝜔

|𝜃 − 𝜂|
)︁

|𝜃 − 𝜂|
Зауважимо, що другий член не має особливостi, оскiльки

lim
|𝜃−𝜂|→0

ln
2 sin

(︁ 𝜋
2𝜔

|𝜃 − 𝜂|
)︁

|𝜃 − 𝜂|
= ln

𝜋

2𝜔

3.5 Додаток 5

Щоб обчислити квадрат норми, скористаємося наступною рiвнiстю

⃦⃦
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2
=

∫︁ 𝜔

0

[︀
𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

]︀2
sin 𝜃 𝑑𝜃.

Розглянемо рiвняння Лежандра вiдносно 𝑦(𝜃) = 𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝐿[𝑦(𝜃)] = − 𝑑

𝑑𝜃

(︂
sin 𝜃

𝑑𝑦(𝜃)

𝑑𝜃

)︂
+

1

(sin 𝜃)2
𝑦(𝜃) = 𝜈(𝜈 + 1) sin 𝜃𝑦(𝜃),

та два його розв’язки 𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) та 𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃) при 𝜈 ̸= 𝛾

𝐿[𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)] = 𝜈(𝜈 + 1) sin 𝜃𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃),

𝐿[𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃)] = 𝛾(𝛾 + 1) sin 𝜃𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃).
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Помножимо перше рiвняння на 𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃), а друге на 𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃), пiсля чого
вiднiмемо отриманi рiвностi

− 𝑑

𝑑𝜃
sin 𝜃

𝑑𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝑑𝜃
𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃) +

𝑑

𝑑𝜃
sin 𝜃

𝑑𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃)

𝑑𝜃
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) =

= [𝜈(𝜈 + 1)− 𝛾(𝛾 + 1)] sin 𝜃𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)𝑃

1
𝛾 (cos 𝜃)

Проiнтегруємо цю тотожнiсть по промiжку (0, 𝜔)

[𝜈(𝜈 + 1)− 𝛾(𝛾 + 1)]

∫︁ 𝜔

0

𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)𝑃

1
𝛾 (cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃 =

= −
∫︁ 𝜔

0

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃)𝑑𝜃 +

∫︁ 𝜔

0

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)𝑑𝜃

Перший iнтеграл обчислюємо за допомогою iнтегрування по частинах

− sin 𝜃 · 𝜕𝑃
1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
· 𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔

0

+

∫︁ 𝜔

0

sin 𝜃 · 𝜕𝑃
1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
·
𝜕𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
𝑑𝜃

+sin 𝜃 ·
𝜕𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
· 𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔

0

+

∫︁ 𝜔

0

sin 𝜃 ·
𝜕𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
· 𝜕𝑃

1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
𝑑𝜃

= sin𝜔 ·

[︃
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
− 𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃)
𝜕𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃

]︃
𝜃=𝜔

Таким чином, отримуємо рiвнiсть∫︁ 𝜔

0

𝑃𝜈(cos 𝜃)𝑃
1
𝛾 (cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃 =

=
sin𝜔

𝜈(𝜈 + 1)− 𝛾(𝛾 + 1)

[︃
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝑃 1
𝛾 (cos 𝜃)

𝜕𝜃
− 𝑃 1

𝛾 (cos 𝜃)
𝜕𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃

]︃
𝜃=𝜔

, 𝛾 ̸= 𝜈

Для обчислення квадрата норми при (𝛾 = 𝜈) цю формулу безпосередньо
застосувати не можна, оскiльки в правiй частинi виникає невизначенiсть.
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Тому покладемо в цiй формулi 𝛾 = 𝜈 + 𝜀 i розглянемо iнтеграл∫︁ 𝜔

0

𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)𝑃

1
𝜈+𝜀(cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃 =

=
sin𝜔

𝜈(𝜈 + 1)− (𝜈 + 𝜀)(𝜈 + 𝜀)

[︂
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝑃 1
𝜈+𝜀(cos 𝜃)

𝜕𝜃
− 𝑃 1

𝜈+𝜀(cos 𝜃)
𝜕𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃

]︂
𝜃=𝜔

Враховуючи, що 𝜈(𝜈 + 1)− (𝜈 + 𝜀)(𝜈 + 𝜀+ 1) = −𝜀(2𝜈 + 1 + 𝜀), переходимо
до границi при 𝜀→ 0. У результатi отримуємо∫︁ 𝜔

0

𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃 =

=
sin𝜔

2𝜈 + 1

[︂
𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) ·

𝜕

𝜕𝜈

𝜕𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃

]︂
𝜃=𝜔

−
[︂
𝜕𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜈
· 𝜕𝑃

1
𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃

]︂
𝜃=𝜔

При 𝜈 = 𝜈𝑘, враховуючи, що 𝑃 1
𝜈𝑘
(cos𝜔) = 0, отримуємо⃦⃦

𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

⃦⃦2
=

sin𝜔

2𝜈𝑘 + 1

[︂
𝜕𝑃 1

𝜈 (cos 𝜃)

𝜕𝜃

]︂
𝜃=𝜔

·
[︂
𝜕𝑃 1

𝜈 (cos𝜔)

𝜕𝜈

]︂
𝜈=𝜈𝑘

Похiдну по 𝜃 можна обчислити за формулою

𝑑𝑃 1
𝜈𝑘
(cos 𝜃)

𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜃=𝜔

= 𝜈𝑘 cot𝜔 · 𝑃 1
𝜈𝑘
(cos𝜔)− 𝜈𝑘 + 1

sin𝜔
· 𝑃 1

𝜈𝑘−1
(cos𝜔)

А для похiдної по 𝜈 слiд скористатися представленням функцiї Лежандра
через гiпергеометричну функцiю:

𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃) = cot

𝜃

2

∞∑︁
𝑗=0

(−𝜈)𝑗(𝜈 + 1)𝑗
Γ(𝑗) · 𝑗!

(︂
sin

𝜃

2

)︂2𝑗

де (𝑎)𝑗 = 𝑎(𝑎 + 1) . . . (𝑎 + 𝑗 − 1), (𝑎)0 = 1 - символ Похгаммера. А також
(𝑎)𝑗 =

Γ(𝑎+𝑗)
Γ(𝑗) .

Розглянемо функцiю вигляду

𝐹 (𝑣) = (−𝜈)𝑗 · (𝜈 + 1)𝑗 =
Γ(𝑗 − 𝜈) · Γ(𝑗 + 𝜈 + 2)

Γ(−𝜈) · Γ(𝜈 + 1)
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Прологарифмуємо її i знайдемо похiдну по 𝜈, враховуючи, що

𝜑(𝑧) =
Γ′(𝑧)

Γ(𝑧)
, 𝑧 = 0,− 1,− 2, . . .

Тодi отримаємо

𝐹 ′(𝜈) = 𝐹 (𝜈) [𝜑(𝑗 + 𝜈 + 1)− 𝜑(𝜈 + 1− 𝑗)]

У пiдсумку отримуємо точну формулу для обчислення похiдної по iндексу

𝑑𝑃 1
𝜈 (cos 𝜃)

𝑑𝜈
= cot

𝜃

2

∞∑︁
𝑗=0

−𝜈𝑗(𝜈 + 1)𝑗
Γ(𝑗) · 𝑗!

· [𝜑(𝑗 + 𝜈 + 1)− 𝜑(𝜈 + 1− 𝑗)] ·
(︂
sin

𝜃

2

)︂2𝑗
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