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Ïåðåäìîâà

Ó öüîìó êîíñïåêòi çiáðàíî âî¹äèíî òåêñòè îêðåìèõ ëåêöié ç
ôóíäàìåíòàëüíèõ îñíîâ i ìåòîäiâ êâàíòîâî¨ ñòàòè÷íî¨ ìåõàíiêè,
ùî ðàíiøå âèêëàäàëèñÿ â çàãàëüíèõ i ñïåöiàëüíèõ êóðñàõ àâ-
òîðiâ ç êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, òåðìîäèíàìiêè i ñòàòèñòè÷íî¨ ôi-
çèêè, êâàíòîâî¨ òåîði¨ òâåðäîãî òiëà, à òåïåð âêëþ÷åíi â íîâi
êóðñè ç íàíîåëåêòðîíiêè òà òåîði¨ iíôîðìàöi¨ äëÿ áàêàëàâðiâ,
ìàãiñòðiâ òà àñïiðàíòiâ Îäåñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
iìåíi I.I. Ìå÷íèêîâà. Ó íüîìó ç ïîçèöié êâàíòîâî¨ òåîði¨ îáãî-
âîðþ¹òüñÿ ãåíåçèñ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîíÿòü i ïîëîæåíü ñòàòè-
ñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, ðîçãëÿäàþòüñÿ ¨¨ âiäíîñíî ïðîñòi ìàòåìàòè÷íi
iíñòðóìåíòè é ìåòîäèêè ¨õ çàñòîñóâàííÿ, òà � ÿê âèõiäíi òî÷-
êè äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó é çàñòîñóâàíü âiäïîâiäíèõ òåîðié �
âèâ÷àþòüñÿ îñîáëèâîñòi áîçå- i ôåðìi-ãàçiâ é îêðåñëþ¹òüñÿ ïiäõiä
äî êâàíòîâî¨ òåîði¨ ìàãíåòèçìó. Òàì, äå öå íåîáõiäíî i äîðå÷íî,
íàâîäÿòüñÿ ïîñèëàííÿ íà ïåðøîäæåðåëà îáãîâîðþâàíèõ ïèòàíü
i ðåçóëüòàòiâ.

Çðîçóìiëî, ùî ìàéæå âñi âêàçàíi òåìè òàê ÷è iíàêøå ïðèñóòíi
àáî çà÷iïàþòüñÿ â óíiâåðñèòåòñüêèõ ïðîïåäåâòè÷íèõ íàâ÷àëüíèõ
êóðñàõ, ïðèñâÿ÷åíèõ îñíîâàì òà çàñòîñóâàííÿì òåðìîäèíàìiêè
i ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè. Àëå íà ïî÷àòêîâîìó åòàïi âõîäæåííÿ â
ñòàòèñòè÷íó ôiçèêó çàöiêàâëåíèé ñòóäåíò ùå, ÿê ïðàâèëî, íå ìà¹
äîñòàòíiõ óìiíü i íàâè÷îê, ùîá ïîâíiñòþ îñÿãíóòè öþ ãàëóçü òåî-
ðåòè÷íî¨ ôiçèêè, à òîìó âèìóøåíî ¨¨ âèêëàäàííÿ â òàêèõ êóð-
ñàõ ¹ äî ïåâíî¨ ìiðè äåêëàðàòèâíèì. Ç îãëÿäó íà öå ëàêîíi÷íà,
àëå äîñèòü àðãóìåíòîâàíà ïðåçåíòàöiÿ ¨¨ êëþ÷îâèõ ïîëîæåíü ¹
íàãàëüíîþ äëÿ ïîäàëüøîãî ïîãëèáëåíîãî i äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ
öi¹¨ íàóêè ó âñüîìó ðiçíîìàíiòòi ¨¨ çàñòîñóâàíü.

Çàçíà÷èìî, ùî ïîçà ðàìêàìè òåêñòó ïîêè ùî çàëèøàþòüñÿ
òàêi ïîíÿòòÿ òåîði¨ ñèñòåì áàãàòüîõ ÷àñòèíîê ÿê âòîðèííå êâàí-
òóâàííÿ, ìåòîä ôóíêöié Ãðiíà, ôóíêöiîíàë ãóñòèíè òîùî. Àâ-
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òîðè ñïîäiâàþòüñÿ ç ÷àñîì äîïîâíèòè é çáàãàòèòè íèìè çàïðî-
ïîíîâàíå âèäàííÿ. Îäíàê, ÿê íàì çäà¹òüñÿ, óæå â íèíiøíüîìó
âèãëÿäi âîíî áóäå êîðèñíèì ñòóäåíòàì, àñïiðàíòàì i âèêëàäà÷àì
óíiâåðñèòåòiâ, ùî ïðèñòóïàþòü äî ïîãëèáëåíîãî âèâ÷åííÿ àáî
âèêëàäàííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè i òåðìîäèíàìiêè.

Àâòîðè ùèðî âäÿ÷íi áëàãîäiéíîìó ôîíäó �Ôîíä ÊÒÔ�ÎÍÓ�
çà ôiíàíñîâó ïiäòðèìêó ïóáëiêàöi¨ öüîãî êîíñïåêòó.

Â. Ì. Àäàìÿí,
Ì. ß. Ñóøêî

5



1. Âèõiäíi iäå¨ òà ñïiââiäíîøåííÿ

Ðîçãëÿíåìî ôiçè÷íó ñèñòåìó S (÷àñòèíó êðèñòàëà, êðàïëþ
ðiäèíè òîùî), ÿêà ïåðåáóâà¹ â êîíòàêòi ç òåðìîñòàòîì T ïðè òåì-
ïåðàòóði T , òà ïîçíà÷èìî ãàìiëüòîíiàíè S i T ÷åðåç âiäïîâiäíî
Ĥ i Ĝ. Íåõàé {ν} � ïîâíèé íàáið êâàíòîâèõ ÷èñåë, ùî íóìåðó-
þòü åëåìåíòè ïîâíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè âëàñíèõ âåêòîðiâ
|ν⟩ òà âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü εν îïåðàòîðà Ĥ:

Ĥ|ν⟩ = εν|ν⟩.

Ãîëîâíå ïîëîæåííÿ êâàíòîâî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ôîðìó-
ëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî S ïåðåáóâà¹ â ñòàíi òåïëîâî¨

ðiâíîâàãè ç T, òî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà ïðè âèìiðþâàííi

âèÿâèòüñÿ ó êâàíòîâîìó ñòàíi, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ âåêòîð ñòà-

íó |ν⟩, (äàëi äëÿ ñòèñëîñòi � ïðîñòî ó êâàíòîâîìó ñòàíi |ν⟩),
äîðiâíþ¹

1

Z
exp

(
− εν
kBT

)
, (1)

äå

Z =
∑
ν

exp

(
− εν
kBT

)
, (2)

kB � ñòàëà Áîëüöìàíà; ïðè âèìiðþâàííi â S ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè,

ÿêié âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð Â, ¨¨ ñïîñòåðåæóâàíå çíà÷åííÿ (ìàòå-
ìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ)

⟨Â⟩ = 1

Z

∑
ν

⟨ν|Â|ν⟩ exp
(
− εν
kBT

)
. (3)

Ïîäàëüøèé âèêëàä ïðèñâÿ÷åíî îá ðóíòóâàííþ öüîãî ïîëî-
æåííÿ òà éîãî çàñòîñóâàííÿì äî êîíêðåòíèõ çàäà÷ òåîði¨ ãàçiâ i
êîíäåíñîâàíèõ ñåðåäîâèù. Ñïåðøó ñïðîáó¹ìî íàâåñòè àðãóìåí-
òè, ùî âêàçóþòü íà éîãî ïðàâèëüíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, óòâîðåíóS òà T, ÿêi ââàæàòèìåìî òàêè-
ìè, ùî ñëàáêî âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ. Ãàìiëüòîíiàí îá'¹äíàíî¨

6



ñèñòåìè äi¹ â ïðîñòîði, ùî ¹ òåíçîðíèì äîáóòêîì ãiëüáåðòîâèõ
ïðîñòîðiâ âåêòîðiâ ñòàíó S i T. Öåé ãàìiëüòîíiàí ìà¹ âèãëÿä
Ĥ + Ĝ + Ĥint, äå Ĥint � îïåðàòîð çáóðåííÿ, âiäïîâiäàëüíèé çà
ñëàáêó âçà¹ìîäiþ ìiæS òà T. ßêùî îñòàííþ óâiìêíåíî â äåÿêèé
ìîìåíò, òî ÷åðåç ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó, ðàíî ÷è ïiçíî, îá'¹äíàíà
ñèñòåìà äîñÿãíå ñòàíó òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè.

Íåõàé |ν⟩ i |µ⟩ � äâà âëàñíi ñòàíè S ç îäíàêîâèìè åíåðãiÿìè
εν = εµ. Òîäi éìîâiðíîñòi çíàéòè S, ùî ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi òåïëî-
âî¨ ðiâíîâàãè ç T, ó öèõ ñòàíàõ ¹, î÷åâèäíî, ðiâíèìè. Ñïðàâäi,
óíàñëiäîê ðiâíîñòi ¨õ åíåðãié iíôiíiòåçèìàëüíå çáóðåííÿ ìîæå
ñïðè÷èíÿòè ïåðåõîäè ìiæ ñòàíàìè |ν⟩ i |µ⟩ çà ïîñåðåäíèöòâîì
ïåðåõîäiâ ó ñêëàäåíié ñèñòåìi S + T. ßêùî S ïåðåáóâà¹ â êîí-
òàêòi ç T íà ïðîòÿçi äîâãîãî ÷àñó, òî ñëiä î÷iêóâàòè, ùî òàêi
ïåðåõîäè ¹ ðiâíîéìîâiðíèìè, à òîìó ðiâíîéìîâiðíèìè ¹ i ñàìi öi
ñòàíè. Ó òîé ñàìèé ÷àñ íåìà¹ æîäíèõ ïðè÷èí óâàæàòè ðiâíèìè
éìîâiðíîñòi çíàéòè S ó âëàñíèõ ñòàíàõ ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè
åíåðãi¨.

Îñêiëüêè äâà ñòàíè ç îäíàêîâèìè åíåðãiÿìè ¹ ðiâíîéìîâið-
íèìè, òî éìîâiðíiñòü p çíàéòè S ó ñòàíi ç ïåâíîþ åíåðãi¹þ ε

çàëåæèòü ëèøå âiä çíà÷åííÿ ε: p = p(ε).
Ç öüîãî ìîìåíòó ïðèïóñêàòèìåìî, ùî:
1) òåðìîñòàò T, êiëüêiñòü ÷àñòèíîê N ó íüîìó òà éî-

ãî åíåðãiÿ E ¹ íàñòiëüêè âåëèêèìè, ùî â ñòàíi òåïëîâî¨ ðiâ-

íîâàãè âiäíîøåííÿ ïîâíî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê i ïîâíî¨ åíåðãi¨

îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè T + S äî âiäïîâiäíî N i E ¹ iíôiíiòåçè-

ìàëüíî áëèçüêèìè äî 1;
2) äîçâîëåíi ðiâíi åíåðãi¨ T ¹ �êâàçiíåïåðåðâíèìè�, òîáòî

ñïåêòð ãàìiëüòîíiàíà Ĝ õî÷ i ¹ äèñêðåòíèì â îêîëi E, àëå âiä-

ñòàíi ìiæ éîãî ïîñëiäîâíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ¹ iíôiíi-

òåçèìàëüíèìè â ïîðiâíÿííi ç E òà, áiëüøå òîãî, ç òèïîâèìè

çíà÷åííÿìè ε.
Äîñëiäè ïîêàçóþòü, ùî çà öèõ óìîâ éìîâiðíiñòü p(ε) íå çàëå-
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æèòü âiä ïðèðîäè òåðìîñòàòà.
Íåõàé NG(E) � êiëüêiñòü, ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi, âëàñ-

íèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Ĝ, íå áiëüøèõ íiæ E, ρG(E) � ãóñòèíà
ñòàíiâ òåðìîñòàòà â îêîëi E:

dNG(E) = NG(E + dE)−NG(E) ≃ ρG(E)dE.

Óÿâiìî, ùî â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó â ìèíóëîìó ñèñòåìó S, ùî ïå-
ðåáóâàëà â îñíîâíîìó ñòàíi, òîáòî ñòàíi ç íàéìåíøîþ åíåðãi¹þ
ε0, áóëî ïðèâåäåíî â êîíòàêò ç òåðìîñòàòîì T, ùî çíàõîäèâñÿ â
ñòàíi ç åíåðãi¹þ E−ε0. Ç ìîìåíòó ïðèâåäåííÿ S i T ó êîíòàêò ó
ñêëàäåíié ñèñòåìi S+T ç åíåðãi¹þ E ïî÷íóòüñÿ, óíàñëiäîê ñëàá-
êî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ S i T, êâàíòîâi ïåðåõîäè ç ïåðåäà÷åþ åíåðãi¨
âiä T äî S. Çãiäíî ç îñíîâíèì ïîëîæåííÿì êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè
êiëüêiñòü òàêèõ ïåðåõîäiâ çà îäèíèöþ ÷àñó, ùî ñóïðîâîäæóþòüñÿ
çáóäæåííÿì S ó ïåâíèé âëàñíèé ñòàí ç åíåðãi¹þ ε, ïðîïîðöié-
íà ãóñòèíi ñòàíiâ òåðìîñòàòà â îêîëi E − ε, ç ÿêèõ öåé ïåðå-
õiä ìîæëèâèé, òîáòî ρG(E− ε). Îñòàííÿ ïðîïîðöiéíà i êiëüêîñòi
âiäïîâiäíèõ çâîðîòíèõ ïåðåõîäiâ çà îäèíèöþ ÷àñó. Òîìó ìîæíà
ïðèïóñòèòè, ùî ç ÷àñîì, êîëè ñêëàäåíà ñèñòåìà ïðèéäå â ðiâíî-
âàãó, iìîâiðíiñòü p(ε) çíàéòè S ó ñòàíi ç åíåðãi¹þ ε òàêîæ áóäå
ïðîïîðöiéíà ρG(E − ε).

Ïðèéìàþ÷è öå òâåðäæåííÿ çà àêñiîìó, äëÿ âëàñíèõ ñòàíiâ
εν, εν′(≪ E) îïåðàòîðà åíåðãi¨ Ĥ ñèñòåìè S çíàõîäèìî:

p(εν)

p(εν′)
=
ρG(E − εν)

ρG(E − εν′)
= exp

[
ln
ρG(E − εν)

ρG(E − εν′)

]
=

= exp

[
ln
ρG (E − εν)

ρG(E)
− ln

ρG (E − εν′)

ρG(E)

]
≃ exp [−β(εν − εν′)] ,

äå

β =
ρ ′
G(E)

ρG(E)
≡ 1

kBT
. (4)

8



Áà÷èìî, ùî ìà¹ìî äîñòàòíi ïiäñòàâè ïðèéíÿòè ñïiââiäíîøåííÿ
(1)�(3) ÿê áàçîâèé ïîñòóëàò.

Çãiäíî ç (4) ïàðàìåòð β ¹ ãëîáàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñòà-
íó òåðìîñòàòà. Ùîá ç'ÿñóâàòè ¨¨ ôiçè÷íèé çìiñò, ðîçãëÿíåìî äâà
ñóòò¹âî ðiçíi çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ òåðìîñòàòè.

2. Ìîäåëi òåðìîñòàòiâ

2.1. Ñèñòåìà ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ

Íåõàé òåðìîñòàò T ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñèñòåìó N íåçàëåæíèõ ëiíié-
íèõ ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ç ÷àñòîòàìè ω1, ω2, .... Îñêiëüêè
ñïåêòð îäíîâèìiðíîãî îñöèëÿòîðà ÷àñòîòîþ ω ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâè-
ðîäæåíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü

~ω
(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, ...,

~ � ñòàëà Ïëàíêà, òî ñïåêòð T îïèñó¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî íåñóò-
ò¹âî¨ ñòàëî¨) ôîðìóëîþ

E (n1, ..., nj, ..., nN) = ~ω1n1 + ... + ~ωNnN , nj ∈ Z+. (5)

Êiëüêiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü NG(E) ãàìiëüòîíiàíà Ĝ öüîãî òåð-
ìîñòàòà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü E (n1, ..., nj, ..., nN) < E,
äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi òî÷îê N -âèìiðíîãî ñèìïëåêñó

~ω1x1 + ... + ~ωNxN < E, x1 ≤ 0, ..., xN ≤ 0,

ùî ìàþòü öiëî÷èñëîâi êîîðäèíàòè.
Ïîìiòèìî, ùî îá'¹ì V äîâiëüíîãî îáìåæåíîãî îïóêëîãî òiëà Ω

â N -âèìiðíîìó ïðîñòîði íå ïåðåâèùó¹ ìiíiìàëüíî¨ êiëüêîñòi VΩ
îäíàêîâèõ N -âèìiðíèõ êóáiâ ç ðåáðàìè îäèíè÷íî¨ äîâæèíè (i,
îòæå, ç îäèíè÷íèìè îá'¹ìàìè), ÿêèìè ìîæíà ïîâíiñòþ ïîêðèòè
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Ω (çà óìîâè, ùî êîæíå çN2N−1 ðåáåð öèõ êóáiâ ¹ ïàðàëåëüíèì äî
îäíi¹¨ ç êîîðäèíàòíèõ îñåé), òà íå ¹ ìåíøèì âiä VΩ−SΩ, äå SΩ �
êiëüêiñòü îäèíè÷íèõ êóáiâ iç âêàçàíîãî ìiíiìàëüíîãî ïîêðèòòÿ,
ÿêi ìàþòü ñïiëüíi òî÷êè ç ïîâåðõíåþ Σ òiëà Ω. Ïðè ñàìîïîäiá-
íîìó çáiëüøåííi òiëà Ω çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ âñiõ äîâæèí ó Λ

ðàçiâ éîãî îá'¹ì i, âiäïîâiäíî, ÷èñëî VΩ çðîñòàþòü ïðîïîðöiéíî
ΛN , òîäi ÿê ïëîùà S ïîâåðõíi òiëà i ÷èñëî SΩ çðîñòàþòü ïðîïîð-
öiéíî ΛN−1. Òîìó ïðè âåëèêèõ ëiíiéíèõ ðîçìiðàõ òiëà ÷èñëî VΩ ç
òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêó ïëîùi S çáiãà¹òüñÿ ç îá'¹ìîì V . Íå
âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî õî÷à á îäíà ç âåð-
øèí îäèíè÷íèõ êóáiâ, ÿêi óòâîðþþòü ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ îá-
ëàñòi Ω, ¹ òî÷êîþ ç öiëî÷èñëîâèìè êîîðäèíàòàìè. Òîäi âñi òî÷êè
ç öiëî÷èñëîâèìè êîîðäèíàòàìè âñåðåäèíi Ω ¹ âåðøèíàìè êóáiâ
ç ìiíiìàëüíîãî ïîêðèòòÿ. Îñêiëüêè êîæíèé êóá ìà¹ 2N âåðøèí,
à êîæíà âåðøèíà, òîáòî êîæíà òî÷êà ç öiëî÷èñëîâèìè êîîðäè-
íàòàìè âñåðåäèíi Ω ¹ îäíî÷àñíî âåðøèíîþ 2N êóáiâ, áà÷èìî, ùî
êiëüêiñòü òî÷îêNΩ ç öiëî÷èñëîâèìè êîîðäèíàòàìè, ùî íàëåæàòü
îáëàñòi Ω ïðè ¨¨ âåëèêèõ ëiíiéíèõ ðîçìiðàõ, ç òî÷íiñòþ äî âåëè-
÷èí ïîðÿäêó S çáiãà¹òüñÿ ç VΩ, à òîìó

NΩ = V +O(S).

Áåðó÷è äàëi äî óâàãè, ùî îá'¹ì N -âèìiðíîãî îäèíè÷íîãî ñèì-
ïëåêñó

x1 + · · · + xN ≤ 1, xj ≥ 0,

äîðiâíþ¹ 1/N !, iç ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ çíàõîäèìî, ùî äëÿ
ñèñòåìè íåçàëåæíèõ êâàíòîâèõ îñöèëÿòîðiâ êiëüêiñòü ñòàíiâ ç
åíåðãiÿìè, ùî íå ïåðåâèùóþòü E, ïðè E → ∞ âèçíà÷à¹òüñÿ
âèðàçîì

NG(E) =
EN

N !
∏N

j ~ωj
+O

(
EN−1

)
. (6)
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Çâiäñè ïðè E → ∞ âèïëèâà¹, ùî

ρG(E) =
EN−1

(N − 1)!
∏N

j ~ωj
+O

(
EN−2

)
, (7)

i ó öüîìó âèïàäêó

β =
N

E
. (8)

Áà÷èìî, ùî âåëè÷èíà β−1 çáiãà¹òüñÿ ç åíåðãi¹þ, ÿêà â ñåðåä-
íüîìó ïðèïàäà¹ íà îäèí îñöèëÿòîð.

2.2. Iäåàëüíèé ãàç

ßê ïðèêëàä iíøî¨ ìîäåëi òåðìîñòàòà T, ðîçãëÿíåìî iäåàëüíèé
ãàç N áåçñòðóêòóðíèõ ÷àñòèíîê ç îäíàêîâèìè ìàñàìè, ïîìiùå-
íèõ ó êóá

Ω = {0 ≤ x, y, z ≤ L} .
ßêùî áóäü-ÿêi çîâíiøíi ïîëÿ âiäñóòíi, ãàìiëüòîíiàí ĥ îêðåìî¨
÷àñòèíêè (ìàñîþ m) ó êîîðäèíàòíîìó çîáðàæåííi çàäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà

− ~2

2m
∆

íà ìíîæèíi ôóíêöié iç ïðîñòîðó L2(Ω), ùî çàäîâîëüíÿþòü êðà-
éîâi óìîâè Áîðíà � Êàðìàíà1

1Born, M., von K�arm�an, Th. �Uber Schwingungen in Raumgittern. Physik.
Zeits. 13, 297�309 (1912); Zur Theorie der spezi�schen W�arme. Ibid. 14, 15�19
(1913); �Uber die Verteilung der Eigenschwingungen von Punktgittern. Ibid. 14,
65�71 (1913).
Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ìîäåëü, ó ÿêié ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà çàïîâíþþòü îá-

ëàñòü ó âèãëÿäi êóáà ç ðåáðîì L, à çíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ
õâèëüîâèõ ôóíêöié ó òî÷êàõ ðîçòàøóâàííÿ ÷àñòèíîê çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
Áîðíà � Êàðìàíà, ¹ äóæå çðó÷íèì íàáëèæåííÿì äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiâíî-
âàæíèõ îá'¹ìíèõ âëàñòèâîñòåé íå ëèøå iäåàëüíèõ ãàçiâ, àëå é ðåàëüíèõ êîí-
äåíñîâàíèõ ñåðåäîâèù, ÿêå çàñòîñîâíå äîòè, äîêè ëiíiéíi ðîçìiðè ñèñòåìè ¹
íàñòiëüêè âåëèêèìè, ùî ïîâåðõíåâèìè åôåêòàìè ìîæíà çíåõòóâàòè.
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ψ|x=0 = ψ|x=L,
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
x=L

,

òà àíàëîãi÷íi óìîâè äëÿ çìiííèõ y i z. Ïîâíó îðòîíîðìîâàíó
ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié ĥ ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿäi

ψk(r) =
1

L3/2
exp (ik · r) = 1

L3/2
exp (ikxx + iky y + ikzz) ,

k =

(
2π

L
nx,

2π

L
ny,

2π

L
nz

)
,

äå nx, ny, nz ïðîáiãàþòü ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë Z. Î÷åâèäíî, ùî
öi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà

− ~2

2m
∆ψk(r) =

~2k2

2m
ψk(r), k = |k| ,

i êðàéîâi óìîâè Áîðíà � Êàðìàíà. Òîìó íåçàëåæíi âëàñíi ñòàíè
îêðåìî¨ ÷àñòèíêè ìîæíà ïàðàìåòðèçóâàòè çà äîïîìîãîþ òðiéêè
n = (nx, ny, nz) êâàíòîâèõ ÷èñåë nx, ny, nz = 0,±1, ... . Åíåðãiÿ
ñòàíó ÷àñòèíêè ç êâàíòîâèìè ÷èñëàìè nx, ny, nz äîðiâíþ¹

2π2~2

mL2

(
n2x + n2y + n2z

)
.

ßêùî T � iäåàëüíèé ãàç òàêèõ ÷àñòèíîê, òî éîãî ãàìiëüòîíiàí
Ĝ äîðiâíþ¹ ñóìi ¨õ îïåðàòîðiâ ĥj, j = 1, 2, ..., N , à ñïåêòð Ĝ

îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

E (n1, ...,nN) =
2π2~2

mL2

(
n21x + n21y + n21z + ... + n2Nx + n2Ny + n2Nz

)
.

Âiäïîâiäíî, êiëüêiñòü NG(E) âëàñíèõ ñòàíiâ Ĝ ç åíåðãiÿìè, ùî
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü E (n1, ...,nN) < E, äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
òî÷îê ç öiëî÷èñëîâèìè êîîðäèíàòàìè âñåðåäèíi êóëi

r21 + ... + r23N <
mL2

2π2~2
E
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ó ïðîñòîði R3N . Ñêîðèñòàâøèñü íàâåäåíèìè âèùå àðãóìåíòàìè
ùîäî êiëüêîñòi òî÷îê ç öiëî÷èñëîâèìè êîîðäèíàòàìè â îáëàñòi
áàãàòîâèìiðíîãî ïðîñòîðó i âçÿâøè äî óâàãè, ùî îá'¹ì n-âèìiðíî¨
êóëi ðàäióñîì R äîðiâíþ¹

2πn/2

nΓ(n/2)
Rn,

äå Γ(x) � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà, äëÿ NG(E) ïðè E → ∞ îòðè-
ìó¹ìî

NG(E) ≃
2π3N/2

3NΓ(3N/2)

(
mL2

2π2~2

)3N/2

E3N/2.

Çâiäñè

β =
3N

2E
.

Áà÷èìî, ùî äëÿ ìîäåëi òåðìîñòàòà ÿê iäåàëüíîãî ãàçó áåç-
ñòðóêòóðíèõ ÷àñòèíîê âåëè÷èíà β−1 çáiãà¹òüñÿ ç ïîäâî¹íîþ åíåð-
ãi¹þ, ÿêà ïðèïàäà¹ íà îäèí ñòóïiíü âiëüíîñòi ÷àñòèíêè. Âàðòî
âiäçíà÷èòè, ùî ïðè îäíàêîâèõ çíà÷åííÿõ β â òåðìîñòàòi ç îñöè-
ëÿòîðiâ íà îäèí ñòóïiíü âiëüíîñòi ïðèïàäà¹ â ñåðåäíüîìó âäâi÷i
áiëüøà åíåðãiÿ, íiæ â òåðìîñòàòi iç âêàçàíîãî ãàçó. Êîëè â ÿêîñòi
òåðìîñòàòà âèñòóïà¹ áóäü-ÿêà ðåàëüíà ôiçè÷íà ñèñòåìà, ñòàíàì
ÿêî¨ ìîæíà ïîñòàâèòè â îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ñòàíè ñóêóïíî-
ñòi ëiíiéíèõ ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, òîäi âåëè÷èíè, ÿêi âèñòó-
ïàþòü ó ðîëi çìiùåíü äëÿ âiäïîâiäíèõ îñöèëÿòîðiâ, ¹ íàñïðàâäi
àáî êîëåêòèâíèìè çìiííèìè, ùî ëiíiéíî çàëåæàòü âiä êîîðäè-
íàò óñiõ (óìîâíî òî÷êîâèõ) ñêëàäîâèõ ÷àñòèíîê òåðìîñòàòà (ÿê,
íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ñèñòåìè êîëèâàëüíèõ çáóäæåíü � ôîíîí-
íèõ ìîä � êîíäåíñîâàíîãî ñåðåäîâèùà, óòâîðåíîãî àòîìàìè ÷è
ìîëåêóëàìè), àáî ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ïîëüîâèõ ôóíêöié
� êîìïîíåíò ÷è ïîòåíöiàëiâ ïîëÿ (êîëè ïiä òåðìîñòàòîì ìîæíà
ðîçóìiòè ôîíîâå åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå), àáî ëiíiéíèìè êîìáiíà-
öiÿìè êîëåêòèâíèõ çìiííèõ i ïîëüîâèõ ôóíêöié (äëÿ ãiáðèäíèõ
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çáóäæåíü). Óçãîäæåíèé ðóõ ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ìàòåðiàëüíèõ
òî÷îê ïðè ¨õ âëàñíîìó êîëåêòèâíîìó êîëèâàëüíîìó çáóäæåííi
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íåçàëåæíîãî ðóõó îêðåìèõ òî÷îê. Òîìó ïðè
îäíàêîâèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà β äëÿ äâîõ òåðìîñòàòiâ, îäèí
ç ÿêèõ ¹ iäåàëüíèì ãàçîì, à äðóãèé � ñóêóïíiñòþ ëiíiéíèõ ãàð-
ìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, ñåðåäíi åíåðãi¨, ùî ïðèïàäàþòü íà ÷àñòèí-
êó (àáî ñòóïiíü âiëüíîñòi) â ïåðøîìó âèïàäêó i íà îñöèëÿòîð
(ñòóïiíü âiëüíîñòi) � ó äðóãîìó, íå çáiãàþòüñÿ.

3. Ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð

Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi âåêòîð ñòàíó |ψ⟩ ñèñòåìè ïîâíiñòþ âèçíà-
÷à¹ ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñïîñòåðåæóâàëüíî¨ a. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ÿêùî âåëè÷èíi a âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð Â â ãiëüáåðòîâî-
ìó ïðîñòîði ñòàíiâ ñèñòåìè, òî äëÿ äîâiëüíî¨ äiéñíî¨ ôóíêöi¨ F ,
âèçíà÷åíî¨ íà äiéñíèõ ÷èñëàõ, î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ F (a) âåëè÷èíè
F (a) äîðiâíþ¹ ⟨ψ|F (Â) |ψ⟩, à ¨¨ äèñïåðñiÿ � ⟨ψ| (F (Â)− F (a))2 |ψ⟩.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä �çìiøàíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè�, óòâî-
ðåíî¨ øëÿõîì ñòàòèñòè÷íîãî êîìáiíóâàííÿ äâîõ ðiçíèõ ÷èñòèõ
ñòàíiâ |φ⟩ i |ψ⟩ ç iìîâiðíîñòÿìè 1/2. Ñïîñîáè ïðèãîòóâàííÿ òà-
êî¨ ñèñòåìè åêâiâàëåíòíi ïðàâèëó ðåàëiçàöi¨ â íié ñòàíó |φ⟩ àáî
|ψ⟩ ó âiäïîâiäíîñòi äî òîãî, âèïàäà¹ ãåðá ÷è ðåøêà ñèìåòðè÷íî¨
ìîíåòè, ÿêó ïiäêèäà¹ äåìîí Ìàêñâåëëà.

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ ñèñòåìè â òàêîìó çìiøàíîìó ñòàíi
ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi ñïîñòåðåæóâàëüíî¨ a ¹ ïîâíiñòþ âèçíà-
÷åíèìè. Îäíàê íå iñíó¹ æîäíîãî âåêòîðà |θ⟩, ÿêèé áè âèçíà÷àâ
öþ ñòàòèñòè÷íó ïîâåäiíêó â òîìó ðîçóìiííi, ùî ìàòåìàòè÷íå
ñïîäiâàííÿ âåëè÷èíè F (a) äîðiâíþâàëî á ⟨θ|F (Â) |θ⟩. Òèì íå
ìåíøå, iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîð ρ̂, òàêèé, ùî öå ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-

âàííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi Tr
(
F (Â)ρ̂

)
.
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Îïåðàòîð ρ̂ íàçèâà¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íèì îïåðàòîðîì çìiøàíî¨
ñèñòåìè. Ïðîñòi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî äëÿ ùîéíî íàâåäåíî-
ãî ïðèêëàäó

ρ̂ =
1

2
|ψ⟩ ⟨ψ| + 1

2
|φ⟩ ⟨φ| ,

F (a) =
1

2
⟨ψ|F (Â) |ψ⟩ + 1

2
⟨φ|F (Â) |φ⟩ =

=
1

2
Tr

(
F (Â) |ψ⟩ ⟨ψ|

)
+

1

2
Tr

(
F (Â) |φ⟩ ⟨φ|

)
= Tr

(
F (Â)ρ̂

)
.

Íàéáiëüø çàãàëüíèé âèðàç äëÿ ρ̂ ìà¹ âèãëÿä

ρ̂ =
∑
ν

wν |ν⟩ ⟨ν| , (9)

äå {|ν⟩} � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ñòàíó, wν � íåâiä'¹ìíi
êîåôiöi¹íòè, ÿêi â ñóìi äàþòü îäèíèöþ. Âií îïèñó¹ ñòàòèñòè÷íó
ñóìiø ÷èñòèõ ñòàíiâ. ßêùî çàäàíà ñèñòåìà ¹ çàìêíåíîþ, òî ¨¨
çìiøàíèé ñòàí ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ñòàí îêðåìî¨ ñèñòåìè, ÿêà
ìà¹ ÿêóñü ïåðåäiñòîðiþ ïðèãîòóâàííÿ, ÿê ó íàâåäåíîìó ïðèêëàäi.
Ç äðóãîãî áîêó, çìiøàíèé ñòàí ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òàêèé, ùî
îïèñó¹ àíñàìáëü ñèñòåì � âåëè÷åçíó êiëüêiñòü îäíàêîâèõ êîïié
ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè, ùî ïåðåáóâàþòü ó ðiçíèõ ÷èñòèõ ñòàíàõ
|ν⟩; ÷àñòêà îñòàííiõ â àíñàìáëi äà¹òüñÿ ÷èñëîì wν. Àíñàìáëü
îïèñó¹òüñÿ ÷èñòèì ñòàíîì, ÿêùî âñi êîïi¨ ñèñòåìè â àíñàìáëi
çíàõîäÿòüñÿ â îäíîìó é òîìó ñàìîìó ñòàíi.

Íåõàé Â � îïåðàòîð ñïîñòåðåæóâàëüíî¨ âåëè÷èíè ñèñòåìè.
Ïðèïóñòèìî, ùî â àíñàìáëi (ÿê ìíîæèíi áàãàòüîõ êîïié ðîçãëÿ-
äóâàíî¨ ñèñòåìè) ñòâîðåíî çìiøàíèé ñòàí, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ñòà-
òèñòè÷íèé îïåðàòîð âèäó (9). Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ
âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè, ÿêié âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð F (Â), ìîæíà
îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ, ùî óçàãàëüíþ¹ âiäïîâiäíó ôîðìóëó äëÿ
âèïàäêó ÷èñòèõ ñòàíiâ:

⟨F (Â)⟩ =
∑
ν

wν ⟨ν|F (Â) |ν⟩ .
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ðiâíîâàçi ç òåð-
ìîñòàòîì. Ïðèïóñòèìî, ùî ¨¨ ãàìiëüòîíiàí Ĥ ìà¹ ëèøå äèñêðåò-
íèé ñïåêòð i ùî éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ εν ïðÿìóþòü äî +∞ íà-
ñòiëüêè øâèäêî, ùî äëÿ âñiõ α > 0 îïåðàòîð exp(−αĤ) íàëåæèòü
äî êëàñó îïåðàòîðiâ çi ñëiäîì. Ìè áà÷èëè âèùå, ùî ñèñòåìà â
ñòàíi òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè óòâîðþ¹ çìiøàíèé àíñàìáëü óñiõ âëàñ-
íèõ ñòàíiâ |ν⟩ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ ç âiäïîâiäíèìè éìîâiðíîñòÿìè

wν =
e−βεν∑

ν′
e−βεν′

.

Òîìó ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð äëÿ öüîãî àíñàìáëþ

ρ̂ =
1

Z(β)

∑
ν

e−βεν |ν⟩ ⟨ν| = 1

Z(β)
e−βĤ , (10)

äå Z(β) = Tr
(
e−βĤ

)
� òàê çâàíà ñòàòèñòè÷íà ñóìà (óêàçàíî ÿâíî

ëèøå ¨¨ çàëåæíiñòü âiä β).
Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñïîñòåðåæóâàëüíî¨, ÿêié âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð

Â, i öüîãî àíñàìáëþ ìà¹ìî:

⟨F (Â)⟩ = Tr
(
F (Â)e−βĤ

)
. (11)

Ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð (10) òàêîæ íàçèâàþòü ìàòðèöåþ ãó-
ñòèíè (Ë. Ëàíäàó2, Äæ. ôîí Íåéìàí3). Âií ¹ êâàíòîâîìåõàíi÷-
íèì àíàëîãîì êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà.

2Landau, L. Das D�ampfungsproblem in der Wellenmechanik. Z. Physik 45,
430�441 (1927).

3von Neumann, J. Wahrscheinlichkeitstheoretischer Aufbau der Quanten-
mechanik. Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu G�ottingen,
Mathematisch-Physikalische Klasse 1927, 245�272 (1927).
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4. Îñíîâíi òåðìîäèíàìi÷íi çìiííi òà
ôóíêöi¨

4.1. Çîâíiøíi ïàðàìåòðè

Íåõàé S1 òà S2 � äâi íåçàëåæíi ñèñòåìè ç åíåðãåòè÷íèìè ðiâ-
íÿìè âiäïîâiäíî εν òà ϵµ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
öèõ ñèñòåì òà òåðìîñòàòà T. Ïðèïóñòèìî, ùî S1 òà S2 ïåðå-
áóâàþòü â iíôiíiòåçèìàëüíîìó êîíòàêòi ìiæ ñîáîþ òà ç T. Òîäi
åíåðãåòè÷íi ðiâíi îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìèS1 +S2 äîðiâíþþòü εν+ϵµ,
à éìîâiðíiñòü çíàéòè ¨¨ â ñòàíi ç òàêîþ åíåðãi¹þ âèçíà÷à¹òüñÿ,
çãiäíî ç íàâåäåíèìè âèùå ìiðêóâàííÿìè, ôîðìóëîþ

pS1+S2(εν + ϵµ) =
e−β(εν+ϵµ)∑

ν,µ
e−β(εν+ϵµ)

=
e−βεν∑
ν
e−βεν

· e−βϵµ∑
µ
e−βϵµ

=

= pS1(εν)pS2(ϵµ). (12)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äâîì ñèñòåìàì, ÿêi ïåðåáóâàþòü â iíôiíi-
òåçèìàëüíîìó êîíòàêòi ìiæ ñîáîþ, ó ñòàíi òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè
ìàþòü âiäïîâiäàòè îäíàêîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà β. Àíàëîãi÷íó
âëàñòèâiñòü ìà¹ òåìïåðàòóðà T . Òîìó íàäàëi, çà îçíà÷åííÿì, çî-
âíiøíié ïàðàìåòð

T =
1

kBβ

íàçèâàòèìåìî òåìïåðàòóðîþ. Êàæåìî, ùî öåé ïàðàìåòð çîâíiø-
íié, îñêiëüêè âií çàëåæèòü ëèøå âiä ñòàíó òåðìîñòàòà.

Âëàñòèâîñòi ñèñòåìè â ñòàíi ðiâíîâàãè òàêîæ çàëåæàòü âiä
îáëàñòi ïðîñòîðó, ó ÿêó ¨¨ ïîìiùåíî. Íàéïðîñòiøîþ õàðàêòåðè-
ñòèêîþ îáëàñòi, çàéíÿòî¨ ñèñòåìîþ, ¹ ¨¨ îá'¹ì (ìiðà) V .

ßêùî ñèñòåìó ïîìiùåíî â çîâíiøíi ïîëÿ, ¨õ iíòåíñèâíîñòi òåæ
âèñòóïàþòü ÿê (áiëüø ñïåöiàëüíi) çîâíiøíi ïàðàìåòðè.
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4.2. Âiëüíà åíåðãiÿ

Óâåäåíèõ iìîâiðíîñòåé p(ε) äîñòàòíüî äëÿ äîêëàäíîãî îïèñó
âëàñòèâîñòåé ðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè. Îäíàê âîíè ìiñòÿòü íàäëèø-
êîâó iíôîðìàöiþ òà íå ¹ çðó÷íèìè äëÿ äîñëiäæåíü ïàðàìåòðiâ
ðåàëüíèõ ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì. Íà ïðàêòèöi ÷àñòî äîñèòü çíà-
òè ñòàòèñòè÷íó ñóìó

Z(β, V, ...) =
∑
ν

e−βεν(V,...), (13)

àáî äåÿêi iíøi ôóíêöi¨, ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç Z.
Çàóâàæèìî, ùî ñòàòèñòè÷íà ñóìà ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

êiëüêîõ (ìàéæå) íåçàëåæíèõ ïiäñèñòåìS1,S2, ...,Ss, ç îá'¹ìàìè
Vj i çàãàëüíèì îá'¹ìîì V =

∑s
j=1 Vj, ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ, òîáòî

ZS1+S2+...+Ss(β, V, ...) =

s∏
j=1

ZSj
(β, Vj, ...).

Ïðîòå ïðè àíàëiçi ñêëàäåíèõ ñèñòåì áiëüø çâè÷íèìè òà çðó÷íè-
ìè äëÿ âèêîðèñòàííÿ ¹ àäèòèâíi ôóíêöi¨. Íàéïðîñòiøîþ ôóíê-
öi¹þ òàêîãî òèïó âèäà¹òüñÿ lnZS1+S2+...+Ss(β, V, ...), àëå äëÿ áåç-
ïîñåðåäíüîãî çàñòîñóâàííÿ äî òåðìîäèíàìiêè çàìiñòü lnZ(β, V, ...)
óâîäèòüñÿ ôóíêöiÿ

F (T, V, ...) = −kBT lnZ(β, V, ...), (14)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ åíåðãi¹þ Ãåëüìãîëüöà àáî ïðîñòî âiëü-
íîþ åíåðãi¹þ. Ïåðøi ÷àñòèííi ïîõiäíi öi¹¨ ôóíêöi¨, óçÿòi ç âiä'¹ì-
íèì çíàêîì,

S(T, V, ...) = −
(
∂F

∂T

)
V

, P (T, V, ...) = −
(
∂F

∂V

)
T

, (15)

íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî åíòðîïi¹þ i òèñêîì.
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4.3. Åíòðîïiÿ

Îñêiëüêè

∂

∂T
lnZ(β, V, ...) =

1

kBT 2Z(β, V, ...)

∑
ν

εν(V, ...)e
−βεν(V,...) =

=
1

kBT 2

∑
ν

εν(V, ...)p (εν(V, ...))

òà ∑
ν

p (εν(V, ...)) = 1,

òî çà äîïîìîãîþ (14) òà (15) ìîæåìî çàïèñàòè:

S(T, V, ...) = −
(
∂F

∂T

)
V

=

= kB lnZ(β, V, ...) + kBT
∂

∂T
lnZ(β, V, ...) =

= kB
∑
ν

[ lnZ(β, V, ...) + βεν(V, ...) ] p (εν(V, ...)) , (16)

àáî
S(T, V, ...) = −kB

∑
ν

ln p (εν(V, ...)) p (εν(V, ...)) . (17)

Îñòàííié âèðàç ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ÿê íåçàëåæíå îçíà÷åííÿ åíòðîïi¨, ÿêå ìà¹ çìiñò i äëÿ íåðiâíî-
âàæíèõ ñèñòåì, êîëè éìîâiðíîñòi ðîçïîäiëó ñèñòåìè p (εν(V, ...))
çà ¨¨ êâàíòîâèìè ñòàíàìè çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó â ìèíóëîìó áóëî �ââi-
ìêíåíî� çáóðåííÿ, çàäàíå îïåðàòîðîì Ê , ÿêå âèâåëî ñèñòåìó iç
ñòàíó ðiâíîâàãè, i ùî çáóðåíà ñèñòåìà ùå íå äîñÿãëà ñòàíó ðiâíî-
âàãè. Äëÿ ïîäàëüøîãî íåîáîðîòíîãî ïðîöåñó ïåðåõîäó ñèñòåìè â
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íîâèé ñòàí ðiâíîâàãè öi çìiíè âèçíà÷àþòüñÿ îñíîâíèì êiíåòè÷-
íèì ðiâíÿííÿì (Â. Ïàóëi4)

dpν
dt

=
∑
µ

(wνµpµ − wµνpν) , (18)

äå wνµ � iìîâiðíiñòü ïåðåõîäó çà îäèíèöþ ÷àñó iç ñòàíó |µ⟩ â
ñòàí |ν⟩, ñïðè÷èíåíîãî çáóðåííÿì Ê . Ïîêàæåìî, ùî ó âêàçàíî-
ìó ïðîöåñi ïåðåõîäó åíòðîïiÿ, îçíà÷åíà ôîðìóëîþ (17), òàêîæ
çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì.

Ñïðàâäi, iç (17) ìà¹ìî:

dS

dt
= −kB

∑
ν

dpν
dt

(1 + ln pν) = −kB
∑
ν

dpν
dt

ln pν,

äå ìè âðàõóâàëè, ùî∑
ν

dpν
dt

=
d

dt

∑
ν

pν = 0.

Áåðó÷è äî óâàãè (18), çà óìîâè, ùî wνµ = wµν, äàëi äiñòà¹ìî:

dS

dt
= −kB

∑
ν,µ

wνµ (pµ − pν) ln pν =

= −kB
2

∑
ν,µ

wνµ (pµ − pν) (ln pν − ln pµ) .

Îñêiëüêè äëÿ x, y > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (x−y) (ln y − lnx) ≤
≤ 0, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

dS

dt
≥ 0

� çàêîí çðîñòàííÿ åíòðîïi¨.

4Pauli, W. �Uber das H-Theorem vom Anwachsen der Entropie vom
Standpunkt der neuen Quantenmechanik, in Probleme der modernen Physik:
Arnold Sommerfeld zum 60. Geburtstage gewidmet von seinen Sch�ulern, Hirzel,
Leipzig (1928), S. 30�45.
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Ðiâíiñòü wνµ = wµν, ÿêîþ ìè ùîéíî ñêîðèñòàëèñÿ, ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ïðèíàéìíi äëÿ âiäíîñíî ìàëèõ çáóðåíü. Ñïðàâäi, çãiäíî iç
�çîëîòèì ïðàâèëîì� Ôåðìi5

wνµ =
2π

~

∣∣∣⟨ν|Ê |µ⟩∣∣∣2 δ (εν − εµ) = wµν. (19)

4.4. Åíòðîïiÿ òà iíôîðìàöiÿ

Êâàíòîâèé ñòàí ñèñòåìè, ùî ïåðåáóâà¹ â êîíòàêòi ç òåðìîñòà-
òîì, ¹ íåâèçíà÷åíèì � ìîæíà ëèøå ãîâîðèòè ïðî éìîâiðíiñòü pν
çíàéòè ïðè âèìiðþâàííi ñèñòåìó ó ñòàíi |ν⟩, ùî áóâ áè ¨¨ âëàñ-
íèì ñòàíîì, ÿêáè âçà¹ìîäi¨ ç òåðìîñòàòîì íå áóëî. Äåÿêîþ ìiðîþ
íåâèçíà÷åíîñòi ñòàíó ñèñòåìè ïðè ¨¨ ðiâíîâàçi ç òåðìîñòàòîì, ÷è
ïîñòóïîâîìó ïåðåõîäi äî ðiâíîâàãè ç òåðìîñòàòîì, ¹ åíòðîïiÿ
(äèâ. (17))

S = −kB
∑
ν

pν ln pν.

Íàïðèêëàä, êîëè ç ÿêèõîñü ïðè÷èí ñèñòåìà óòðèìó¹òüñÿ â ïåâ-
íîìó ñòàíi |µ⟩, òîäi pν = δνµ i

S = −kB pµ ln pµ = −kB · 1 · ln 1 = 0.

ßêùî æ ñèñòåìà â ðiâíîâàçi ç òåðìîñòàòîì íåîäìiííî ïåðåáó-
âà¹ â îäíîìó ç N < ∞ âëàñíèõ ñòàíiâ ç åíåðãiÿìè, ùî (ìàéæå)
çáiãàþòüñÿ, òî çáiãàþòüñÿ i éìîâiðíîñòi pν, ïðè öüîìó pν = 1/N i

S = −kB
N∑
ν=1

1

N
ln

1

N
= kB lnN.

5Ôàêòè÷íî öå ïðàâèëî âñòàíîâèâ Ï. À. Ì. Äiðàê, àëå çîëîòèì éîãî íàçâàâ
ñàìå Å. Ôåðìi (�Golden Rule No. 2�), ÷èì ïiäêðåñëèâ éîãî óíiâåðñàëüíiñòü,
çîêðåìà, â òåîði¨ âèïðîìiíþâàííÿ òà òåîði¨ β-ðîçïàäó. Äèâ.: Dirac, P. A. M.
The quantum theory of the emission and absorption of radiation. Proc. R. Soc.
Lond. A 114, 243�265 (1927); Fermi, E. Nuclear Physics, University of Chicago
Press, Chicago (1950), p. 142.
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Çàóâàæèìî, ùî kB lnN ¹ ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì åíòðîïi¨
äëÿ ñèñòåìè, ùî ìîæå çíàõîäèòèñÿ â N < ∞ ñòàíàõ, i âîíî
äîñÿãà¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âñi N ñòàíiâ ðiâíîéìîâiðíi.
Ñïðàâäi, åêñòðåìóì ôóíêöi¨ (17) çà äîäàòêîâî¨ óìîâè

∑
ν pν = 1

ðåàëiçó¹òüñÿ ïðè çíà÷åííÿõ éìîâiðíîñòåé pν, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ñèñòåìó ðiâíÿíü

∂

∂pν

[
S − λ

∑
σ

pσ

]
= −kB (ln pν + 1)− λ = 0, (20)

äå λ � íåâèçíà÷åíèé ìíîæíèê Ëàãðàíæà. Iç ðiâíÿíü (20) âèïëè-
âà¹, ùî öi pν ¹ ðiâíèìè, à ç óêàçàíî¨ óìîâè � ùî pν = 1/N . Öåé
åêñòðåìóì ¹ ìàêñèìóìîì åíòðîïi¨, îñêiëüêè äëÿ çíàéäåíèõ pν
ìàòðèöÿ

∂2

∂pµpν

[
S − λ

∑
σ

pσ

]
= −kB

pν
δµν = −NkBδµν

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî ¹ ñóêóïíiñòþ åëåìåíòiâ α, êîæíèé ç

ÿêèõ ìîæå ïåðåáóâàòè ó äâîõ ðiçíèõ ñòàíàõ sα = 0, 1 ç iìîâið-
íîñòÿìè pαsα, pα0 + pα1 = 1. Áóäåìî ââàæàòè, ùî åëåìåíòè α

áåçïîñåðåäíüî íå âçà¹ìîäiþòü. Òîäi â ðiâíîâàçi âíåñîê êîæíîãî
α â åíòðîïiþ ñèñòåìè S ñòàíîâèòü

−kB
1∑

sα=0

pαsα ln pαsα,

à òîìó
S = −kB

∑
α,sα

pαsα ln pαsα. (21)

Óêàçàíó ñèñòåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìîäåëü íîñiÿ iíôîð-
ìàöi¨ êîìï'þòåðíîãî ïðèñòðîþ, à ¨¨ ñêëàäîâi åëåìåíòè � ÿê áiòè,
òîáòî áàçîâi åëåìåíòè ïðèñòðîþ. Ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü áiòiâ H,
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ÿêà ïîòðiáíà, ùîá îïèñàòè N ìîæëèâèõ ñòàíiâ íîñiÿ, äà¹òüñÿ
âèðàçîì

2H = N,

äå H, çà îçíà÷åííÿì, íàçèâà¹òüñÿ åíòðîïi¹þ Øåííîíà6 àáî ií-
ôîðìàöiéíîþ åíòðîïi¹þ. Êîëè ñòàíè âñiõ H åëåìåíòiâ íîñiÿ, ÿêi
¹ ôiçè÷íèìè ðåàëiçàöiÿìè áiòiâ, ðiâíîéìîâiðíi, òîäi é N ñòàíiâ
íîñiÿ iíôîðìàöi¨ ìàþòü îäíàêîâi éìîâiðíîñòi p = 1/N , à òîìó

H = log2N = − log2 p.

Íåõàé çàçäàëåãiäü âiäîìî, ùî íîñié çíàõîäèòüñÿ â ñòàíàõ, ó
ÿêèõ m áóäü-ÿêèõ áiòiâ îáîâ'ÿçêîâî ïåðåáóâàþòü ó ñòàíi �1�, à
ðåøòà H −m áiòiâ � ó ñòàíi �0�. Öÿ ïîïåðåäíÿ iíôîðìàöiÿ âåäå,
çâè÷àéíî, äî çìåíøåííÿ åíòðîïi¨ Øåííîíà. Ñïðàâäi, ìîæëèâà
êiëüêiñòü N ′ ñòàíiâ íîñiÿ ïðè âêàçàíîìó îáìåæåííi äîðiâíþ¹ ái-
íîìíîìó êîåôiöi¹íòó

N ′ = C m
H =

H !

m!(H −m)!
.

Çà óìîâ m≫ 1, (H −m) ≫ 1 âiäïîâiäíà åíòðîïiÿ Øåííîíà

H ′ = log2N
′ ≃ −H [ p log2 p + (1− p) log2(1− p)] ,

äå p = m/H � iìîâiðíiñòü çíàéòè áiò ó ñòàíi �1�, (1− p) � ó ñòàíi
�0�.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè áiò α ìîæå ç iìîâiðíiñòþ pαsα
çíàõîäèòèñÿ â ñòàíi sα, åíòðîïiÿ Øåííîíà

H = −
∑
α,sα

pαsα log2 pαsα. (22)

Ïîðiâíþþ÷è (21) i (22), áà÷èìî, ùî

S = kBH ln 2. (23)

6Shannon, C. E. A mathematical theory of communication. The Bell System
Technical Journal 27, 379�423 (1948).
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Óÿâiìî òåïåð, ùî âíàñëiäîê îá÷èñëåíü åíòðîïiÿØåííîíà íîñiÿ
iíôîðìàöi¨ çìåíøó¹òüñÿ íà îäèí áiò: ∆H = −1. Çãiäíî ç (23) öå
âåäå äî çìåíøåííÿ åíòðîïi¨ íîñiÿ íà âåëè÷èíó ∆S = −kB ln 2.
Ðîçãëÿíåìî äàëi ñêëàäåíó ñèñòåìó, ùî âêëþ÷à¹ íîñié iíôîðìàöi¨,
óñi iíøi ÷àñòèíè êîìï'þòåðíîãî ïðèñòðîþ òà ÷àñòèíó íàâêîëèø-
íüîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà ¨õ îòî÷ó¹. Âiäïîâiäíî, ðîçiá'¹ìî åíòðîïiþ
ñêëàäåíî¨ ñèñòåìè Ssys íà åíòðîïiþ íîñiÿ iíôîðìàöi¨ S òà åíòðî-
ïiþ ðåøòè ¨¨ ÷àñòèí S ′. Çãiäíî ç äðóãèì çàêîíîì òåðìîäèíàìiêè
áóäü-ÿêi ôiçè÷íi ïðîöåñè â çàìêíåíié ñèñòåìi íå çìåíøóþòü ¨¨
åíòðîïiþ (äèâ. ïîïåðåäíié ïàðàãðàô), òîáòî

∆Ssys = ∆S +∆S ′ ≥ 0.

Òîìó çìåíøåííÿ åíòðîïi¨ íîñiÿ iíôîðìàöi¨ S íà âåëè÷èíó kB ln 2
ïîâèííî áóòè çáàëàíñîâàíå çðîñòàííÿì åíòðîïi¨ S ′ íà âåëè÷èíó
≥ kB ln 2. Öå çðîñòàííÿ, çãiäíî ç òåðìîäèíàìiêîþ, âèíèêà¹ âíà-
ñëiäîê âèäiëåííÿ ç íîñiÿ iíôîðìàöi¨ êiëüêîñòi òåïëà

∆Q = T∆S ′ ≥ kBT ln 2.

Çâè÷àéíî,∆Q íàäõîäèòü iç äæåðåëà åíåðãîïîñòà÷àííÿ êîìï'þòåðà.
Òàêèì ÷èíîì, ìiíiìàëüíà åíåðãiÿ, ïîòðiáíà äëÿ ãåíåðàöi¨ îä-

íîãî áiòà iíôîðìàöi¨, ñòàíîâèòü

Emin = kBT ln 2 = 0.018 åÂ (ïðè T = 300K). (24)

Öåé ðåçóëüòàò âiäîìèé ÿê îáìåæåííÿ Øåííîíà � ôîí Íåéìàíà
� Ëàíäàóåðà (SNL limit7).

Ïðèïóñòèìî, ùî íà ïëîñêîìó ÷èïi ðîçìiðîì 1 ñì×1 ñì ìiñòÿòü-
ñÿ 1012 ôiçè÷íèõ áiòiâ (ðåàëüíî äîñÿæíå íà ñüîãîäíi ìàêñèìàëüíå
÷èñëî íàíîòðàíçèñòîðiâ íà îäèíèöþ ïëîùi ÷èïà), êîæíèé ç ÿêèõ
ïåðåçàïèñó¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó îäèí ðàç çà îäíó ñåêóíäó. Òîäi äëÿ

7Landauer, R. Irreversibility and heat generation in the computing process.
IBM Journal of Research and Development 44, 183�191 (1961).
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îá÷èñëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ ç òàêòîâîþ ÷àñòîòîþ 3 ÃÃö 8 íèæíÿ
ãðàíèöÿ ïîòóæíîñòi òåïëîâèäiëåííÿ òàêîãî ÷èïà âíàñëiäîê ëèøå
SNL-îáìåæåííÿ ñòàíîâèòèìå 8.6 Âò. Îñêiëüêè ÷èï ðîçiãðiâà¹òü-
ñÿ íåðiâíîìiðíî, òî âæå ïðè ãðàíè÷íî íèçüêîìó òåïëîâèäiëåííi
âèíèêàþòü ñåðéîçíi ïðîáëåìè ç âiäâåäåííÿì òåïëà âiä éîãî öåí-
òðà, ÿêi îáìåæóþòü ìîæëèâiñòü ïîäàëüøîãî çáiëüøåííÿ ñòóïåíÿ
iíòåãðàöi¨ ôiçè÷íèõ áiòiâ íà ïîâåðõíi ÷èïà íà îñíîâi òðàäèöiéíèõ
êðåìíi¹âèõ òåõíîëîãié.

4.5. Ñåðåäíÿ åíåðãiÿ i òèñê

Çà äîïîìîãîþ (16) åíòðîïiþ ìîæíà òàêîæ ïîäàòè ó âèãëÿäi

S =
1

T
(U − F ),

äå
U =

∑
ν

ενp (εν(V, ...)) =
∑
ν

⟨ν|Ĥ|ν⟩p (εν(V, ...)) (25)

¹, çãiäíî iç çàãàëüíèì îçíà÷åííÿì (3), ñåðåäíüîþ åíåðãi¹þ ñèñòå-
ìè â ñòàíi ðiâíîâàãè. Çàóâàæèìî, ç îãëÿäó íà (1) òà (13)�(15),
ùî

U = − ∂

∂β
lnZ(β, V, ...) =

kBT
2

Z(β, V, ...)

∂Z(T, V, ...)

∂T
,

òîáòî

U = F − T

(
∂F

∂T

)
V

.

8Öÿ âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ îáåðíåíîìó ÷àñó, çà ÿêèé ñâiòëî äîëà¹ ó âàêóóìi
âiäñòàíü â 10 ñì. Ïðè îöiíêàõ òðåáà âðàõîâóâàòè, ùî çà îäèí îá÷èñëþâàëü-
íèé òàêò, ïðîòÿãîì ÿêîãî çìiíþ¹òüñÿ ñòàí áiòiâ i çàâåðøóþòüñÿ ïåðåõiäíi
ïðîöåñè, åëåêòðè÷íèé ñèãíàë äîëà¹ âiäñòàíü, ùî â êiëüêà ðàçiâ ïåðåâèùó¹
âiäñòàíü âiä ãåíåðàòîðà ñèãíàëó â öåíòði ÷èïà äî íàéâiääàëåíiøîãî òðàíçè-
ñòîðà.
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Ïîõiäíà (
∂U

∂T

)
V

= −T
(
∂2F

∂T 2

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

íàçèâà¹òüñÿ òåïëî¹ìíiñòþ ñèñòåìè ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi.
Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì òèñêó, ìîæåìî çàïèñàòè:

P (T, V, ...) = −
∑
ν

∂εν(V, ...)

∂V
p (εν(V, ...)) .

Ðîçãëÿíåìî iíôiíiòåçèìàëüíå ìàñøòàáíå ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi
îá'¹ìîì V , ó ÿêó ïî÷àòêîâî áóëî ïîìiùåíî ñèñòåìó, ó ïîäiáíó
îáëàñòü îá'¹ìîì V ′ = (1 + δ)V . Íåõàé Ĥδ, ενδ òà |νδ⟩ � ãàìiëü-
òîíiàí, éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè íîâî¨
ñèñòåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðèíàéìíi äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ âñi
öi âåëè÷èíè çàëåæàòü âiä δ àíàëiòè÷íî. Îñêiëüêè

ενδ(V
′, ...) = ⟨νδ|Ĥδ|νδ⟩,

òî
∂εν(V, ...)

∂V
=

1

V

(
∂

∂δ
⟨νδ|Ĥδ|νδ⟩

)
δ=0

=

=
1

V

(
∂

∂δ
⟨νδ|

)
δ=0

Ĥ |ν⟩ + 1

V
⟨ν| Ĥ

(
∂

∂δ
|νδ⟩

)
δ=0

+

+
1

V
⟨ν|

(
∂

∂δ
Ĥδ

)
δ=0

|ν⟩ = εν(V, ...)
1

V

(
∂

∂δ
⟨νδ|νδ⟩

)
δ=0

+

+
1

V
⟨ν|

(
∂

∂δ
Ĥδ

)
δ=0

|ν⟩ =
⟨
ν

∣∣∣∣ ∂∂V Ĥ

∣∣∣∣ ν⟩ .
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

P (T, V, ...) = −
∑
ν

⟨
ν

∣∣∣∣ ∂∂V Ĥ(V )

∣∣∣∣ ν⟩ p (εν(V, ...)) .
Îòæå, ìîæåìî ðîçãëÿäàòè âåëè÷èíó −

∂

∂V
Ĥ(V ) ÿê îïåðàòîð

òèñêó.
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5. Iäåàëüíèé áîçå-ãàç

Ðîçãëÿíåìî ãàç N òîòîæíèõ íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê. Éîãî
ãàìiëüòîíiàí ìà¹ âèãëÿä

Ĥ =

N∑
j=1

ĥ(j), (26)

äå ĥ(j) � îäíî÷àñòèíêîâi ãàìiëüòîíiàíè, ÿêi îäíàêîâi äëÿ âñiõ ÷à-
ñòèíîê. Íàïðèêëàä, äëÿ ÷àñòèíîê óñåðåäèíi ïðîñòîðîâîãî êóáà ç
ðåáðîì L ó ÿêîñòi îäíî÷àñòèíêîâîãî ãàìiëüòîíiàíà ìîæíà âçÿòè
äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

ĥ = − ~2

2m
∆, (27)

âèçíà÷åíèé íà ìíîæèíi ôóíêöié, ùî íà ïîâåðõíi êóáà çàäîâîëü-
íÿþòü êðàéîâi óìîâè Áîðíà � Êàðìàíà. Ó áóäü-ÿêîìó ðàçi ââà-
æàòèìåìî, ùî ïîâíi ñèñòåìè íîðìîâàíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ |f⟩ i
âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü εf îäíî÷àñòèíêîâîãî ãàìiëüòîíiàíà
ĥ, ĥ |f⟩ = εf |f⟩, âiäîìi.

Âëàñíi ñòàíè N -÷àñòèíêîâîãî ãàìiëüòîíiàíà (26) âèçíà÷àþòü-
ñÿ îäíîçíà÷íî, ÿêùî çàäàòè ÷èñëà çàïîâíåííÿ {nf}, ÿêi ïîêàçó-
þòü, ñêiëüêè ÷àñòèíîê çíàõîäèòüñÿ â êîæíîìó îäíî÷àñòèíêîâî-
ìó ñòàíi f . Òîäi åíåðãiÿ N -÷àñòèíêîâîãî ñòàíó

E ({nf}) =
∑
f

nfεf ,

à ÷èñëà nf ìàþòü çàäîâîëüíÿòè óìîâó

N =
∑
f

nf . (28)

Äëÿ iäåàëüíèõ êâàíòîâèõ ãàçiâ äîçâîëåíi çíà÷åííÿ ÷èñåë çà-
ïîâíåííÿ ìîæóòü äîðiâíþâàòè àáî nf = 0, 1, 2, ..., n, ... (áîçå-
ãàçè), àáî nf = 0, 1 (ôåðìi-ãàçè).
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Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó áîçå-ãàçè. ßêùî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ãà-
çó íå ôiêñîâàíà, òî ÷èñëà nf ¹ ôàêòè÷íî íåçàëåæíèìè i óìîâà
(28) îïóñêà¹òüñÿ. Òîäi ñòàòèñòè÷íó ñóìó ãàçó ìîæíà îá÷èñëèòè
âiäðàçó:

Z(β) =
∑
{nf}

exp

−β
∑
f

nfεf

 =
∑
{nf}

∏
f

e−βnfεf =

=
∏
f

∞∑
nf=0

(
e−βεf

)nf = ∏
f

1

1− e−βεf
. (29)9

Äëÿ ñåðåäíiõ çíà÷åíü ÷èñåë çàïîâíåííÿ ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî:

⟨nf⟩ =
1

Z(β)

∑
{nf}

nf exp

−β
∑
f ′

nf ′εf ′

 =

=
1

Z(β)

(
− ∂

β ∂εf

)
Z(β) =

e−βεf

1− e−βεf
=

1

eβεf − 1
. (30)

Ïîäàëüøå îá÷èñëåííÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié áîçå-ãàçó ç íå-
ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê çâîäèòüñÿ äî åëåìåíòàðíèõ îïå-
ðàöié.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ìiíiìàëüíà îäíî÷àñòèíêîâà åíåðãiÿ ε0 =
= 0, òî íà ðiâåíü ε0 ìîæå îñiñòè äîâiëüíà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê, íiÿê
ïðè öüîìó íå çìiíþþ÷è ðîçïîäië (30) äëÿ ÷àñòèíîê ç εf ̸= 0.

Îáìåæåííÿ (28) ðîáèòü îá÷èñëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äîñèòü
ñêëàäíèì. Îäíàê äëÿ âèïàäêó íèçüêèõ òåìïåðàòóð âåñü àíàëiç
ôàêòè÷íî çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüîãî. Ñïðàâäi, ç îãëÿäó íà (30)
ñïðîáó¹ìî ñèëüíó óìîâó (28) çàìiíèòè ñëàáêîþ óìîâîþ

9Íàãàäà¹ìî, ùî íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi
íåñêií÷åííîãî äîáóòêó

∏
f

(1 + cf) (àáî
∏
f

(1 + cf)
−1) ¹ àáñîëþòíà çáiæíiñòü

íåñêií÷åííîãî ðÿäó
∑
f

cf (äèâ., íàïðèêëàä, [12], c. 434).
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∑
f

⟨nf⟩ =
∑
f

1

eβεf − 1
= N. (31)

Îñêiëüêè ñóìà â (31) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ïàðà-
ìåòðà β, òî ðiâíiñòü (31) ìîæå ñïðàâäæóâàòèñÿ ëèøå â îäíié
òî÷öi βc. Âiäïîâiäíó òåìïåðàòóðó Tc íàçèâàòèìåìî êðèòè÷íîþ,
βc = (kBTc)

−1. Íèæ÷å êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè, òîáòî ïðè β > βc,
çàìiñòü (31) ìà¹ìî íåðiâíiñòü∑

f

1

eβεf − 1
< N.

Öþ íåóçãîäæåíiñòü ìîæíà óñóíóòè, ÿêùî (ìàêðîñêîïi÷íó) ÷àñò-
êó âñiõ ÷àñòèíîê, ùî âêëþ÷à¹

N0 = N −
∑
f

1

eβεf − 1

÷àñòèíîê, ïîìiñòèòè íà ðiâåíü ε0.
Ó âèïàäêó T > Tc çàìiñòü áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ñóìè ZN(β) ç óðàõóâàííÿì óìîâè (28) ñïåðøó îá÷èñëè-
ìî, äîòðèìóþ÷èñü ìåòîäó Äàðâiíà � Ôàóëåðà10, òâiðíó ôóíêöiþ

Z(β,w) =

∞∑
N=0

ZN(β)w
N , (32)

ùî çðîáèòè çíà÷íî ëåãøå. Ñïðàâäi,

Z(β,w) =

∞∑
N=0

wN
∑
{nf}∑

f
nf=N

exp

−β
∑
f

nfεf

 =

10Darwin, C. G., and Fowler, R. H. XLIV. On the partition of energy. The
London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science
44, 450�479 (1922); LXXI. On the partition of energy. � Part II. Statistical
principles and thermodynamics. Ibid. 44, 823�842 (1922).
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=

∞∑
N=0

∑
{nf}∑

f
nf=N

∏
f

wnfe−βnfεf =
∑
{nf}

∏
f

wnfe−βnfεf =

=
∏
f

∑
{nf}

(
w e−βεf

)nf = ∏
f

1

1− we−βεf
. (33)

ßêùî ε0 = 0 i ðåøòà εf > 0, òî âíàñëiäîê ïåðåäáà÷óâàíî¨
çáiæíîñòi ðÿäó ∑

f

e−βεf

íåñêií÷åííèé äîáóòîê ó (33) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì ó äèñêó |w| <
< 1 (äèâ. âèíîñêó äî ôîðìóëè (29)). Òîìó Z(β, w) ¹ ãîëîìîðô-
íîþ (òîáòî îäíîçíà÷íîþ àíàëiòè÷íîþ) ôóíêöi¹þ â öüîìó äèñêó.
Ç îãëÿäó íà öåé ôàêò iç (32) i (33) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
r < 1

ZN(β) =
1

2πi

∮
|w|=r

Z(β,w)

wN

dw

w
=

1

2πi

∮
|w|=r

eNΦ(β,w)dw

w
, (34)

äå Φ(β, w) � íåïåðåðâíà âiòêà ëîãàðèôìà ôóíêöi¨ Z(β, w)/wN ,

Φ(β, w) =
1

N

∑
f

ln

(
1

1− we−βεf

)
− lnw, −π < argw ≤ π,

(35)
óÿâíà ÷àñòèíà ÿêî¨ íà iíòåðâàëi (0, 1) äiéñíî¨ îñi äîðiâíþ¹ íóëþ.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè 0 < r < 1 ôóíêöiÿ Z(β, r)/rN íàáóâà¹,
ÿê ñóìà ðÿäó ç äîäàòíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äîäàòíèõ çíà÷åíü, ïðè
öüîìó

lim
r→0

Z(β, r)

rN
= lim

r→1

Z(β, r)

rN
= +∞.

Òîìó â iíòåðâàëi (0, 1) äiéñíî¨ îñi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà
r0 ìiíiìóìó ôóíêöi¨ Z(β, r)/rN . Öÿ òî÷êà áóäå òàêîæ òî÷êîþ
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ìiíiìóìó ôóíêöi¨ Φ(β, r). Âiäïîâiäíî,[
∂

∂r
Φ(β, r)

]
r=r0

=

[
∂

∂r
ReΦ(β, w)

]
w=r0

= 0, r = |w|. (36)

Ç äðóãîãî áîêó, îñêiëüêè Z(β, w)/wN âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóìà ðÿäó
ç äîäàòíèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî íà êîëi w = reiθ, −π < θ ≤
≤ π, 0 < r < 1, óíàñëiäîê (32) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà∣∣∣∣∣ 1

wN
Z(β, w)

∣∣∣∣∣ = 1

rN

∣∣∣∣ ∞∑
N ′=0

ZN ′(β)
(
reiθ

)N ′
∣∣∣∣ ≤

≤
1

rN

∞∑
N ′=0

ZN ′(β)rN
′
=

1

rN
Z(β, r),

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî

max
−π<θ≤π

∣∣∣(r0eiθ)−N Z (
β, r0e

iθ
)∣∣∣ = r−N0 Z(β, r0),

max
−π<θ≤π

ReΦ
(
β, r0e

iθ
)
= Φ (β, r0) .

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

lim
θ→0

∂

∂θ
ReΦ

(
β, r0e

iθ
)
= 0. (37)

Àëå îñêiëüêè Φ(β, w) � ãîëîìîðôíà â îêîëi òî÷êè r0, òî ç óìîâè
Êîøi � Ðiìàíà

∂

∂θ
ReΦ

(
β, reiθ

)
= −r ∂

∂r
ImΦ

(
β, reiθ

)
äiñòà¹ìî

lim
θ→0

[
∂

∂r
ImΦ

(
β, reiθ

)]
r=r0

= 0. (38)

Ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åíi β ç (37) i (38) âèïëèâà¹, ùî òî÷êà
r0 ¹ äiéñíèì íóëåì ïîõiäíî¨ Φ′ (β,w). Òîìó, ç îãëÿäó íà (35), r0
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¹ äîäàòíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ

Φ′ (β, r0) =
1

N

∑
f

e−βεf

1− r0e
−βεf

− 1

r0
= 0. (39)

Òàêîæ ìà¹ìî

Φ′′ (β, r0) =
1

N

∑
f

e−2βεf(
1− r0e

−βεf
)2 + 1

r20
> 0. (40)

Öå, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî íóëü ïîõiäíî¨ Φ′ (β, w) ó òî÷öi r0 ïðî-
ñòèé.

Ç îãëÿäó íà âñòàíîâëåíi ôàêòè, ïðèïóñêàþ÷è, ùî N → ∞
i ïðè öüîìó Φ(β, w) ñòà¹ íåçàëåæíîþ âiä N , äëÿ îá÷èñëåííÿ
àñèìïòîòè÷íîãî çíà÷åííÿ iíòåãðàëà (34) ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ìå-
òîäîì ïåðåâàëó. Çãiäíî ç öèì ìåòîäîì àñèìïòîòè÷íå çíà÷åííÿ
ïðè λ→ +∞ (λ � äîäàòíèé ïàðàìåòð) iíòåãðàëà

I(λ) =

∫
C

g(z)eλf(z)dz,

äå C � êðèâà ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ïðè âèêîíàííi óìîâ

• ôóíêöi¨ f (z) i g(z) � ãîëîìîðôíi â îêîëi C;

• íà C iñíó¹ ïðîñòà òî÷êà ïåðåâàëó z0, òîáòî òî÷êà, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè f ′(z0) = 0, f ′′(0) ̸= 0;

• Re f (z0) = sup
z∈C

Re f (z);

• g(z0) ̸= 0;

äà¹òüñÿ âèðàçîì

I(λ) = ±ieiϑ
√

2π

λ|f ′′(z0)|
eλf(z0)g(z0) [1 + o(1)] ,

ϑ = −
arg f ′′(z0)

2
.

(41)
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Çàñòîñóâàâøè (41) äî iíòåãðàëà (34), áåðó÷è äî óâàãè, ùî âå-
ëè÷èíà ZN(β), ÿêà äà¹òüñÿ öèì iíòåãðàëîì, äîäàòíà, çíàõîäèìî

ZN(β) =
N→∞

√
1

2πNΦ′′ (β, r0)
eNΦ(β,r0)

1

r0
[1 + o(1)] , (42)

äå r0 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (39) â iíòåðâàëi (0, 1).
Iç (42) äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó äiñòà¹ìî:

F = kBT
∑
f

ln
(
1− r0e

−βεf
)
+NkBT ln r0 +O(lnN). (43)

Ùîá çíàéòè ñåðåäíi ÷èñëà çàïîâíåííÿ ⟨nf⟩ âN -÷àñòèíêîâîìó
áîçå-ãàçi, òðåáà ïðè äîòðèìàííi óìîâè (28) îá÷èñëèòè ñóìó

νN(f ) =
∑
{nf}

nf exp

−β
∑
f ′

nf ′εf ′

 .

Äëÿ öüîãî, ÿê ó âèïàäêó iç ZN(β), ìîæåìî ââåñòè òâiðíó ôóíêöiþ

ν(f, w) =

∞∑
N=0

νN(f )w
N

i ïðè N → ∞ ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëó. Óðàõîâóþ÷è (30)
i (33), äiñòà¹ìî

ν(f, w) =
w e−βεf

1− w e−βεf
Z(β, w). (44)

Òîìó iç ñòðóêòóðè àñèìïòîòè÷íîãî âèðàçó (41) âiäðàçó ìîæíà
ïîìiòèòè, ùî

⟨nf⟩ =
νN(f )

ZN(β)
=

r0 e
−βεf

1− r0 e
−βεf

, (45)

äå r0 � òå ñàìå, ùî i â (42). Ïîêëàâøè r0 = eβµ, µ < 0, áóäåìî
äàëi çàïèñóâàòè ⟨nf⟩ ó âèãëÿäi
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⟨nf⟩ =
1

eβ(εf−µ) − 1
, (46)

à ðiâíÿííÿ (39) � â åêâiâàëåíòíié ôîðìi

1

N

∑
f

1

eβ(εf−µ) − 1
= 1. (47)

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (47) äëÿ âiäøóêàííÿ ïàðàìåòðà µ
çâîäèòüñÿ ïðè T ≥ Tc äî ñëàáêî¨ óìîâè∑

f

⟨nf⟩ = N.

Óâåäåíèé ôîðìàëüíî ïàðàìåòð µ íàçèâà¹òüñÿ õiìi÷íèì ïî-
òåíöiàëîì. Çãiäíî iç (43) âiëüíà åíåðãiÿ i õiìi÷íèé ïîòåíöiàë iäå-
àëüíîãî áîçå-ãàçó ïðè T > Tc ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

F = kBT
∑
f

ln
(
1− e−β(εf−µ)

)
+Nµ +O(lnN). (48)

Çâiäñè, óâàæàþ÷è ôîðìàëüíî, ùî ïðèN ≫ 1 êiëüêiñòü ÷àñòèíîê
ãàçó N ¹ íåïåðåðâíèì ïàðàìåòðîì, òà âðàõîâóþ÷è (47), çíàõî-
äèìî:(

∂F

∂N

)
T,V

=

−∑
f

1

eβ(εf−µ) − 1
+N

(
∂µ

∂N

)
T,V

+ µ = µ. (49)

Îòæå, õiìi÷íèé ïîòåíöiàë iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, ùî ìà¹ ôiêñîâàíi
T i V , çáiãà¹òüñÿ ç ïðèðîñòîì éîãî âiëüíî¨ åíåðãi¨ ïðè çáiëüøåííi
êiëüêîñòi ÷àñòèíîê íà îäèíèöþ.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè T < Tc, ÿê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå, êiëü-
êiñòü ÷àñòèíîê iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, ùî çíàõîäÿòüñÿ â îäíî÷à-
ñòèíêîâèõ ñòàíàõ ç åíåðãiÿìè εf > ε0, óæå íå çàëåæèòü âiä N .
Òîìó òåïåð çáiëüøåííÿN íà îäèíèöþ âåäå äî çáiëüøåííÿ íà îäè-
íèöþ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê â îñíîâíîìó îäíî÷àñòèíêîâîìó ñòàíi ç
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åíåðãi¹þ ε0. Áà÷èìî, ùî ïðè T < Tc õiìi÷íèé ïîòåíöiàë iäåàëü-
íîãî áîçå-ãàçó µ = ε0 = 0.

Íåõàé ÷àñòèíêè ãàçó ìàþòü íóëüîâèé ñïií. Áåðó÷è â ÿêîñòi
îäíî÷àñòèíêîâîãî ãàìiëüòîíiàí (27) i ïàì'ÿòàþ÷è, ùî â öüîìó
âèïàäêó

f → k =
2π

L
(nx, ny, nz) , εf →

~2k2

2m
,

óìîâó (47) ïiñëÿ ïåðåõîäó äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi

N → ∞, L→ ∞, àëå
N

L3
→ n = const,

ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

1

(2π)3

∫
E3

dkxdkydkz

exp
[
β
(
~2k2
2m − µ

)]
− 1

=

=
1

2π2

(
2mkBT

~2

)3/2
∞∫
0

x2dx

e−βµex2 − 1
= n. (50)

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ e−βµ > 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü ∞∫

0

x2dx

e−βµex2 − 1
<

∞∫
0

x2dx

ex2 − 1
=
π1/2

4
· 2.612... ,

òî ðiâíÿííÿ (50) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â iíòåðâàëi e−βµ ∈ [1,+∞) ëèøå
ïðè

T ≥ Tc =
2π~2

mkB

( n

2.612

)3/2

,

äå Tc � êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà áîçå-åéíøòåéíiâñüêî¨ êîíäåíñàöi¨.
Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè

1

2π2

(
2mkBTc

~2

)3/2
∞∫
0

x2dx

ex2 − 1
= n.
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Íèæ÷å öi¹¨ òåìïåðàòóðè ìàêðîñêîïi÷íà ÷àñòèíà 1− (T/Tc)
3/2 âiä

óñiõ ÷àñòèíîê ãàçó çíàõîäèòüñÿ â îäíî÷àñòèíêîâîìó ñòàíi ç íàé-
ìåíøîþ (ó íàâåäåíîìó ïðèêëàäi � íóëüîâîþ) åíåðãi¹þ, òîáòî, ÿê
êàæóòü, ó áîçå-åéíøòåéíiâñüêîìó êîíäåíñàòi.

ßâèùå óòâîðåííÿ ìàêðîñêîïi÷íîãî áîçå-åéíøòåéíiâñüêîãî êîí-
äåíñàòó íèæ÷å ïåâíî¨ êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè ïðèòàìàííå iäå-
àëüíèì áîçå-ãàçàì ç ðiçíîþ ïðèðîäîþ ÷àñòèíîê àáî êâàçi÷àñòè-
íîê � ðîçðiäæåíèì ãàçàì ç àòîìiâ, ÿäðà ÿêèõ ìiñòÿòü ïàðíå ÷èñëî
íåéòðîíiâ, ãàçàì åêñèòîííèõ çáóäæåíü ó òâåðäèõ òiëàõ, ôîòîíàì
ó ïîðîæíèíàõ òîùî. Õî÷à éîãî iñíóâàííÿ ïåðåäáà÷àëîñÿ äóæå
äàâíî (Ñ. Áîçå11, À. Åéíøòåéí12), óíàñëiäîê äóæå íèçüêèõ êðè-
òè÷íèõ òåìïåðàòóð ïåðøèé àòîìàðíèé áîçå-åéíøòåéíiâñüêèé êîí-
äåíñàò áóëî îòðèìàíî ëèøå â 1995 ð., êîëè âäàëîñÿ îõîëîäèòè
ãàç ç ïðèáëèçíî 2000 àòîìiâ ðóáiäiþ-87 (Å. Êîðíåëë, Ê. Âiìàí
òà iíøi13) äî òåìïåðàòóðè ∼ 1.7 · 10−7K. Íåçàëåæíèé ðåçóëü-
òàò äëÿ ãàçó ç ïðèáëèçíî â 100 ðàçiâ áiëüøîþ êiëüêiñòþ àòî-
ìiâ íàòðiþ-23 áóëî îòðèìàíî íà ÷îòèðè ìiñÿöi ïiçíiøå (Â. Êåò-
òåðëå òà iíøi14). Íà ñüîãîäíi âæå âïåâíåíî âäà¹òüñÿ ñïîñòåðiãà-
òè àíàëîãè áîçå-åéíøòåéíiâñüêèõ êîíäåíñàòiâ ó íàéðiçíîìàíiò-
íiøèõ áîçå-ñèñòåìàõ, âêëþ÷àþ÷è ãàç ôîòîíiâ â îïòè÷íèõ ðåçî-
íàòîðàõ15.

11Bose. Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese. Z. Physik 26, 178�181
(1924).

12Einstein, A. Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. Zweite
Abhandlung. Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften,
I, 3�14 (1925).

13Anderson, M. H., Ensher, J. R., Matthews, M. R., Wieman, C. E., and
Cornell, E. A. Observation of Bose-Einstein condensation in a dilute atomic
vapor. Science, 269, 198�201 (1995).

14Davis, K. B., Mewes, M.-O., Andrews, M. R., van Druten, N. J., Durfee,
D. S., Kurn, D. M., and Ketterle, W. Bose-Einstein condensation in a gas of
sodium atoms. Phys. Rev. Lett. 75, 3969�3973 (1995).

15Klaers, J., Schmitt, J., Vewinger, F., and Weitz, M. Bose�Einstein
condensation of photons in an optical microcavity. Nature 468, 545�548 (2010).
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6. Iäåàëüíèé ôåðìi-ãàç

Âèïàäîê ôåðìi-ãàçó àíàëiçó¹ìî â òîé ñàìèé ñïîñiá, ùî é âè-
ïàäîê áîçå-ãàçó. Êëþ÷îâà âiäìiííiñòü ìiæ äâîìà ãàçàìè ïîëÿãà¹
â çíà÷åííÿõ ÷èñåë çàïîâíåííÿ {nf}, ÿêi òåïåð äîðiâíþþòü ëèøå
0, 1. Òâiðíà ôóíêöiÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó

Z(β, w) =
∏
f

(
1 + we−βεf

)
,

à áàæàíó ñòàòèñòè÷íó ñóìó çíàõîäèìî ç âèðàçiâ

ZN(β) =
1

2πi

∮
|w|=r<1

eNΦ(β,w)dw

w
,

Φ(β, w) =
1

N

∑
f

ln
(
1 + we−βεf

)
− lnw,

çàñòîñóâàâøè ìåòîä ïåðåâàëó. Äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ôåðìi-ãàçó òà-
êèì øëÿõîì äiñòà¹ìî

F = −kBT
∑
f

ln
(
1 + re−βεf

)
+NkBT ln r + o(N), (51)

äå ïàðàìåòð r ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

1

N

∑
f

re−βεf

1 + re−βεf
= 1. (52)

Òàêîæ çíàõîäèìî, ùî

⟨nf⟩ =
1

eβ(εf−µ) + 1
,

äå ìè ïîêëàëè r = eβµ. Çàóâàæèìî, ùî ⟨nf⟩ ≤ 1 i äëÿ äîâiëüíèõ
β i N ðiâíÿííÿ (52) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi∑

f

⟨nf⟩ =
∑
f

1

eβ(εf−µ) + 1
= N. (53)
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Ïàðàìåòð µ, ÿêèé ç îãëÿäó íà (51) i (53) äîðiâíþ¹ ïîõiäíié
(∂F/∂N)T,V , íàçèâà¹òüñÿ, ÿê i ó âèïàäêó áîçå-ãàçó, õiìi÷íèì ïî-
òåíöiàëîì òà ìà¹ çìiñò ïðèðîñòó âiëüíî¨ åíåðãi¨ ôåðìi-ãàçó ïðè
çáiëüøåíi N íà îäèíèöþ ïðè íåçìiííèõ òåìïåðàòóði é îá'¹ìi.

Ïðè β → ∞ (T → 0) ñèñòåìà ïîâèííà ïåðåõîäèòè â îñíîâíèé
ñòàí, òîáòî ñòàí ç ìiíiìàëüíîþ åíåðãi¹þ. Îñíîâíèé ñòàí iäåàëü-
íîãî ôåðìi-ãàçó îòðèìó¹ìî, çàïîâíþþ÷è íàÿâíèìè N ÷àñòèíêà-
ìè ïîñëiäîâíi îäíî÷àñòèíêîâi ñòàíè, ïî÷èíàþ÷è çi ñòàíó ç ìiíi-
ìàëüíîþ åíåðãi¹þ. Îñòàííié çàïîâíåíèé (àáî ïåðøèé íåçàïîâíå-
íèé) ðiâåíü íàçèâà¹òüñÿ ðiâíåì Ôåðìi, à âiäïîâiäíà åíåðãiÿ εF �
åíåðãi¹þ Ôåðìi. Òàêèì ÷èíîì, ïðè T = 0 ìà¹ìî:

nf = ⟨nf⟩ =
{

1, εf < εF,

0, εf > εF.

ßêùî ñïåêòð îäíî÷àñòèíêîâèõ åíåðãié (çáóäæåíü) ôåðìi-ãàçó
¹ êâàçiíåïåðåðâíèì â îêîëi εF, òî çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ïðè
T = 0 õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ôåðìi-ãàçó çáiãà¹òüñÿ ç éîãî åíåðãi¹þ
Ôåðìi.

Ðîçãëÿäàþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (53) ÿê ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó ôåðìi-ãàçó, çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

∞∫
0

ρ(ε)

eβ(ε−µ) + 1
dε = n, (54)

äå ρ(ε) � ãóñòèíà îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ ðîçãëÿäóâàíîãî ãàçó,
âiäíåñåíà äî îäèíèöi îá'¹ìó, n � ñåðåäíÿ ãóñòèíà (êiëüêîñòi) ÷à-
ñòèíîê ãàçó. Àíàëîãi÷íî, âíóòðiøíþ åíåðãiþ ãàçó u, ùî â ñå-
ðåäíüîìó ïðèïàäà¹ íà îäèíèöþ îá'¹ìó, òàêîæ ìîæåìî âèðàçèòè
÷åðåç ρ(ε):

u =
1

V

∑
f

εf

eβ(εf−µ) + 1
=

∞∫
0

ερ(ε)

eβ(ε−µ) + 1
dε. (55)
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Â îáîõ âèïàäêàõ ìà¹ìî ñïðàâó ç iíòåãðàëîì âèäó

I =

∞∫
0

g(ε)

eβ(ε−µ) + 1
dε.

Ïðè βµ≫ 1 i äëÿ ôóíêöié g(ε), ùî ¹ äîñòàòíüî ãëàäêèìè â îêîëi
µ, éîãî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ

I ≈
µ∫

0

g(ε)dε +
π2

6
(kBT )

2 g ′(µ).

Óçÿâøè äî óâàãè, ùî

µ∫
0

ρ(ε)dε =

εF∫
0

ρ(ε)dε +

µ∫
εF

ρ(ε)dε,

εF∫
0

ρ(ε)dε = n

i ïðè T → 0 õiìi÷íèé ïîòåíöiàë µ→ εF, iç (54) çíàõîäèìî

(µ− εF)ρ(εF) +
π2

6
(kBT )

2 ρ ′(εF) = 0, (56)

çâiäêè

µ = εF

[
1− π2

6
(kBT )

2 ρ ′(εF)

εFρ(εF)

]
. (57)

Àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì iç (55), ç îãëÿäó íà (56), äiñòà¹ìî

u = u0 +
π2

6
(kBT )

2 ρ(εF),

äå u0 � ãóñòèíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ôåðìi-ãàçó ïðè T = 0. Çâiäñè
áà÷èìî, ùî ïðè íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ ïèòîìà òåïëî¹ìíiñòü cV
ôåðìi-ãàçó ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ T :

cV =

(
∂u

∂T

)
V

=
π2

3
kB (kBT ) ρ(εF). (58)
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ßê êîðèñíèé ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî iäåàëüíèé ôåðìi-ãàç âiëü-
íèõ ÷àñòèíîê ó êóái ç ðåáðîì L, ïðèïóñêàþ÷è, ùî éîãî îäíî÷à-
ñòèíêîâi âëàñíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü íà ïðîòèëåæíèõ ãðàíÿõ
êóáà êðàéîâi óìîâè Áîðíà � Êàðìàíà. Ó öüîìó âèïàäêó

f → k, σ, εf →
~2k2

2m
,

äå k = (2π/L) · (nx, ny, nz) � êâàçiiìïóëüñ, σ � ñïiíîâà çìiííà,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ âiäïîâiäàþòü äîïóñòèìèì çíà÷åííÿì ïðîåêöi¨ ñïi-
íó ÷àñòèíêè íà çàäàíó âiñü; êiëüêiñòü çíà÷åíü σ ïîçíà÷èìî ÷åðåç
g (äëÿ åëåêòðîíiâ g = 2).

Íåõàé ñïåðøó òåìïåðàòóðà ãàçó T = 0. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì,
êâàçiiìïóëüñ kF, ùî âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ Ôåðìi εF = ~2k2F/(2m),
ìîæåìî çíàéòè, îá÷èñëèâøè êiëüêiñòü îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ ç
åíåðãiÿìè 0 ≤ ε ≤ εF òà ïðèðiâíÿâøè ¨¨ äî N :∑

σ

∑
|k|≤kF

1 = N.

Ïåðåéøîâøè, ÿê çâè÷àéíî, âiä ïiäñóìîâóâàííÿ äî iíòåãðóâàííÿ,
äiñòà¹ìî

gL3

6π2
k3F = N, kF =

(
6π2

g

)1/3

n1/3,

çâiäêè

εF =

(
6π2

g

)2/3 ~2

2m
n2/3.

Ïðè öüîìó âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ãàçó íà îäèíèöþ îá'¹ìó ïðè T = 0

u0 =
1

V

∑
σ

∑
|k|≤kF

~2k2

2m
=

3

5
nεF.

Äàëi, áåðó÷è äî óâàãè, ùî â iäåàëüíîìó ãàçi âiëüíèõ ÷àñòè-
íîê åíåðãi¨ îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ çàëåæàòü ëèøå âiä ìîäóëÿ k
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êâàçiiìïóëüñó k òà íå çàëåæàòü âiä ñïiíîâî¨ çìiííî¨ σ, à òàêîæ,
ùî

k2dk =
1

2

(
2m

~2

)3/2

ε1/2dε,

äëÿ òàêîãî ãàçó äiñòà¹ìî

ρ(ε) =
g

4π2

(
2m

~2

)3/2

ε1/2. (59)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (59) ó (57), çíàõîäèìî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë iäå-
àëüíîãî ôåðìi-ãàçó âiëüíèõ ÷àñòèíîê i äëÿ T ̸= 0:

µ = εF

[
1− π2

12

(
kBT

εF

)2
]
. (60)

Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ïðè çàñòîñóâàííi ìîäåëi iäåàëüíîãî ãà-
çó âiëüíèõ ÷àñòèíîê äëÿ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè ìåòàëiâ âíåñîê
π2/12 · (kBT/εF)2 ïðè ïîìiðíèõ çíà÷åííÿõ òèñêó ¹ äóæå ìàëèì.
Ñïðàâà â òîìó, ùî äëÿ ìåòàëiâ εF ≫ kBTb, äå Tb � òåìïåðàòóðà
êèïiííÿ ìåòàëó. Íàéâèùà òåìïåðàòóðà êèïiííÿ ïðè íîðìàëüíî-
ìó òèñêó äëÿ ÷èñòèõ ðå÷îâèí ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â ðåíiþ � 5869K

(çà îñòàííiìè îöiíêàìè16 � íàâiòü 5903K). Äëÿ öèõ òåìïåðàòóð
kBTb ≈ 0.51 åÂ, òîäi ÿê çíà÷åííÿ εF äëÿ ìåòàëiâ ó ðiäêié ÷è êðè-
ñòàëi÷íié ôàçàõ ëåæàòü, ÿê ïðàâèëî, ó ìåæàõ 1.6÷14.3 åÂ. Íàâiòü
ó íàéáiëüø åêñòðåìàëüíèõ âèïàäêàõ âêàçàíèé âíåñîê ≈ 0.084;
ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ âií . 2.2 · 10−4.

Òàêîæ, ïiäñòàâëÿþ÷è (59) ó (58), äiñòà¹ìî òåïëî¹ìíiñòü iäå-
àëüíîãî ãàçó âiëüíèõ ôåðìi-÷àñòèíîê:

cV =
3

2
nkB · π

2

3

kBT

εF
. (61)

16Zhang, Y., Evans, J. R. G., and Yang, S. Corrected values for boiling points
and enthalpies of vaporization of elements in handbooks. J. Chem. Eng. Data
56, 328�337 (2011).
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Çìiñò ôîðìóë (58) i (61) ïðîñòî çðîçóìiòè, ïîðiâíÿâøè ¨õ iç
âèðàçîì

cV =
3

2
nkB

äëÿ êëàñè÷íîãî ãàçó âiëüíèõ îäíîàòîìíèõ ÷àñòèíîê. Ëèøå ôåðìi-
÷àñòèíêè ç åíåðãiÿìè â kBT -îêîëi ðiâíÿ Ôåðìi âiäïîâiäàþòü çà
òåïëîâi çáóäæåííÿ ôåðìi-ãàçó. Êiëüêiñòü öèõ ÷àñòèíîê íà îäèíè-
öþ îá'¹ìó â iäåàëüíîìó ôåðìi-ãàçi ∼ 2kBTρ(εF) ∼ 3(kBT/εF)n,
ïðè öüîìó âíåñîê êîæíî¨ ç íèõ ó òåïëî¹ìíiñòü ∼ 3kB/2.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî iäåàëüíîãî ôåðìi-ãàçó ïðè T → 0 õà-
ðàêòåðíîþ ¹ ëiíiéíà çàëåæíiñòü

cV = γ T + o (T ) (62)

òåïëî¹ìíîñòi âiä òåìïåðàòóðè. Çîêðåìà, ïîäiáíèì ÷èíîì ìà¹ âå-
ñòè ñåáå íèçüêîòåìïåðàòóðíèé âíåñîê åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè â
òåïëî¹ìíiñòü ìåòàëiâ. Ìíîæíèê γ â (62) íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòîì
Çîììåðôåëüäà.

Íà åêñïåðèìåíòi, çâè÷àéíî, âèìiðþ¹òüñÿ íå åëåêòðîííà, à ïîâ-
íà òåïëî¹ìíiñòü ìåòàëiâ. Îäíàê âiäîìî, ùî ïðè T → 0 âíåñîê
ó òåïëî¹ìíiñòü, çóìîâëåíèé êîëèâàííÿìè êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè,
ñïàäà¹ ÿê T 3. Òîìó êîåôiöi¹íò γ â (62), à çãiäíî ç (58) � i âåëè-
÷èíó ρ(εF), ìîæíà çíàéòè, âèìiðþþ÷è òåïëî¹ìíiñòü ìåòàëiâ ïðè
òåìïåðàòóðàõ . 1Ê.

Äëÿ íîðìàëüíèõ i ïåðåõiäíèõ ìåòàëiâ γ . 1÷10ìÄæ/(ìîëü×
×K2). Çîêðåìà, äëÿ ìiäi γ = 0.695ìÄæ/(ìîëü ·K2). Àëå äëÿ äå-
ÿêèõ iíòåðìåòàëi÷íèõ ñïîëóê, ùî ìiñòÿòü åëåìåíòè ç ÷àñòêîâî
çàïîâíåíèìè 4f - i 5f -îáîëîíêàìè (Ce, Eu, U, Np òîùî), çíà÷åí-
íÿ γ âèÿâëÿþòüñÿ íà äâà-òðè ïîðÿäêè áiëüøèìè. Íàïðèêëàä,
äëÿ CeAl3 òà CeCu2Si2 âiäïîâiäíî γ ≃ 1620ìÄæ/(ìîëü ·K2)17 òà

17Andres, K., Graebner, J. E., and Ott, H. R. 4f -virtual-bound-state formation
in CeAl3 at low temperatures. Phys. Rev. Lett. 35, 1779�1782 (1975).
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≈ 1000ìÄæ/(ìîëü ·K2)18. ßêùî äëÿ îäíîåëåêòðîííèõ ñòàíiâ òà-
êèõ ñïîëóê ç åíåðãiÿìè â îêîëi åíåðãi¨ Ôåðìi çàñòîñóâàòè ìîäåëü
ôåðìi-ãàçó âiëüíèõ ÷àñòèíîê, òî âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ¨õ êîåôiöi¹í-
òàì γ ìàþòü âiäïîâiäàòè ôåðìi-÷àñòèíêè ç åôåêòèâíèìè ìàñàìè
m∗, ùî íà äâà-òðè ïîðÿäêè ïåðåâèùóþòü ìàñó âiëüíîãî åëåêòðî-
íà me. Çîêðåìà, m∗/me ≈ 690 äëÿ CeAl3 òà ≈ 220 äëÿ CeCu2Si2.
Òîìó âêàçàíi ñïîëóêè òà ¨ì ïîäiáíi íàçèâàþòü ñèñòåìàìè ç âàæ-
êèìè ôåðìiîíàìè. Âîíè óòâîðþþòü êëàñ ìåòàëi÷íèõ ñèñòåì ç
äîñèòü íåçâè÷àéíèìè âëàñòèâîñòÿìè19.

7. Ôåðîìàãíåòèêè

7.1. Ìîäåëü Ãeéçåíáåðãà

Íàâiòü êîëè ìàãíiòíå ïîëå âiäñóòí¹, äåÿêi ðå÷îâèíè, ÿêi íà-
çèâàþòü ôåðîìàãíåòèêàìè, ìàþòü âåëèêèé ìàãíiòíèé ìîìåíò,
ÿêèé ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ ìîæå çàëèøàòèñÿ íåçìiííèì
ïðàêòè÷íî áåçìåæíî äîâãî. Öå îçíà÷à¹, ùî ìiæ÷àñòèíêîâi âçà¹-
ìîäi¨ â öèõ ðå÷îâèíàõ íàìàãàþòüñÿ çîði¹íòóâàòè òà óòðèìóâàòè
ìàãíiòíi ìîìåíòè åëåêòðîíiâ ó ïåâíîìó íàïðÿìi, âåäó÷è òèì ñà-
ìèì äî ïîÿâè â ñèñòåìè ñïîíòàííî¨ íàìàãíi÷åíîñòi. Ïðè ïiäâè-
ùåííi òåìïåðàòóðè ôåðîìàãíåòèêó äî ïåâíîãî õàðàêòåðíîãî é
äîñèòü âåëèêîãî çíà÷åííÿ � òåìïåðàòóðè Êþði � éîãî ñïîíòàí-
íèé ìàãíiòíèé ìîìåíò çíèêà¹.

Äîêëàäíèé àíàëiç âçà¹ìîäié, ùî âåäóòü äî ìàãíiòíîãî âïîðÿä-
êóâàííÿ, âiäíîñèòüñÿ äî ñêëàäíèõ ïðîáëåì òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè.
Îäíàê âêàçàòè íà ïåðøîïðè÷èíó öüîãî ÿâèùà ìîæíà ïîðiâíÿíî
ïðîñòî, ñêîðèñòàâøèñü, ïðàâäà, íåêëàñè÷íèìè ìiðêóâàííÿìè.

18Steglich, F., Aarts, J., Bredl, C. D, Lieke, W., Meschede, D., Franz, W., and
Sch�afer, H. Superconductivity in the presence of strong Pauli paramagnetism:
CeCu2Si2. Phys. Rev. Lett. 43, 1892�1896 (1979).

19Stewart, G. R. Heavy-fermion systems. Rev. Mod. Phys. 56, 755�787 (1984).
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Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî çàçíà÷åíå âïîðÿäêóâàííÿ íå ìî-
æå ñïðè÷èíÿòèñÿ ïðÿìîþ âçà¹ìîäi¹þ åëåêòðîíiâ ÷åðåç ïîëÿ, ñòâî-
ðþâàíi ¨õ ìàãíiòíèìè ìîìåíòàìè. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó,
çãàäà¹ìî âèðàç äëÿ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ äâîõ ìàãíiòíèõ äèïîëiâ µµµ1
òà µµµ2, ðîçòàøîâàíèõ íà âiäñòàíi r îäèí âiä îäíîãî:

U =
(µµµ1 · µµµ2)− 3 (µµµ1 · n) (µµµ2 · n)

r3
,

äå n � îäèíè÷íèé âåêòîð óçäîâæ ëiíi¨, ùî ç'¹äíó¹ äèïîëi. Äëÿ
åëåêòðîíiâ µ1 = µ2 ≈ e~/2mc, òîìó äëÿ åíåðãi¨ ìàãíiòíî¨ äè-
ïîëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ äâîõ åëåêòðîíiâ, ëîêàëiçîâàíèõ íà îðáiòàëÿõ
ðiçíèõ àòîìiâ àáî iîíiâ ó ìàãíåòèêó, ìà¹ìî îöiíêó

|U | . 2

a3

(
e~
2mc

)2

=

(
e2

~c

)2 (aB
a

)3 e2

2aB
≈

(
1

137

)2 (aB
a

)3

Ry,

äå a � âiäñòàíü ìiæ íàéáëèæ÷èìè àòîìàìè (iîíàìè), aB � ðàäióñ
Áîðà, Ry = 13.6 åÂ � ñòàëà Ðiäáåð à. Äëÿ òâåðäèõ ìàãíåòèêiâ
a/aB ≈ 2 ÷ 8, òîìó äëÿ íèõ |U | . 10−4 åÂ. ßêáè ôåðîìàãíiòíå
âïîðÿäêóâàííÿ âèçíà÷àëîñÿ ìàãíiòíîþ äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ,
òî âîíî á ðóéíóâàëîñÿ âæå ïðè òåìïåðàòóðàõ T ∼ U/kB ∼ 1K.
Òèì ÷àñîì òåìïåðàòóðè Êþði äëÿ íiêåëþ, çàëiçà òà êîáàëüòó
ñòàíîâëÿòü âiäïîâiäíî 627, 1043 òà 1388 K.

Íàñïðàâäi îñíîâíîþ ïðè÷èíîþ ìàãíiòíîãî âïîðÿäêóâàííÿ â
áàãàòüîõ âèïàäêàõ ¹ òàê çâàíà îáìiííà âçà¹ìîäiÿ � ÷èñòî êâàí-
òîâèé åôåêò. Äî éîãî ðîçóìiííÿ ìîæíà ïðèéòè, ðîçãëÿíóâøè
ïðîñòó êóëîíiâñüêó âçà¹ìîäiþ ìiæ åëåêòðîíàìè ñóñiäíiõ àòîìiâ
ç óðàõóâàííÿì çàãàëüíî¨ âèìîãè äî õâèëüîâèõ ôóíêöié ñèñòåì
ôåðìiîíiâ çìiíþâàòè çíàê ïðè ïåðåñòàíîâöi çìiííèõ, ùî âiäíî-
ñÿòüñÿ äî áóäü-ÿêèõ äâîõ iç íèõ. Óíàñëiäîê öüîãî îáìåæåííÿ âíå-
ñîê åëåêòðîíiâ â åíåðãiþ ìiæ÷àñòèíêîâî¨ âçà¹ìîäi¨ âèÿâëÿ¹òüñÿ
ÿâíî çàëåæíèì âiä îði¹íòàöi¨ ¨õ ìàãíiòíèõ ìîìåíòiâ (ñïiíiâ).

Ùîá ïîêàçàòè, ùî âêàçàíà ïåðåñòàâíà àíòèñèìåòðè÷íiñòü ìî-
æå ïðèâîäèòè äî ìàãíiòíèõ åôåêòiâ íàâiòü òîäi, êîëè â ãàìiëü-
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òîíiàíi åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè ÿâíî íå âðàõîâàíî ñïií-çàëåæíi
ñêëàäîâi, ðîçãëÿíåìî äâîåëåêòðîííó ñèñòåìó ç íåçàëåæíèì âiä
ñïiíîâèõ çìiííèõ ãàìiëüòîíiàíîì

Ĥ = − ~2

2m
∆1 −

~2

2m
∆2 + V (r1) + V (r1 −R) + V (r2)+

+V (r2 −R) +W (r1, r2),

äå V (ri) òà V (ri − R) � îïåðàòîðè åëåêòðîñòàòè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨
åëåêòðîíà ç ðàäióñ-âåêòîðîì ri (i = 1, 2) ç iîíàìè ó âiäïîâiäíî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò i òî÷öi R, W (r1, r2) � îïåðàòîð åëåêòðîñòà-
òè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíiâ ìiæ ñîáîþ. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàöiî-
íàðíèõ ñòàíiâ öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ψ(r1, r2;σ1, σ2) = ϕ(r1, r2)χ(σ1, σ2),

äå χ(σ1, σ2) � âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà êâàäðàòà ïîâíîãî ñïi-
íó σσσ = σσσ1 + σσσ2 äâîåëåêòðîííî¨ ñèñòåìè òà îïåðàòîðà ïðîåê-
öi¨ ¨¨ ïîâíîãî ñïiíó íà âèäiëåíó âiñü, σ1 i σ2 � çíà÷åííÿ ïðî-
åêöié ñïiíiâ åëåêòðîíiâ σσσ1 òà σσσ2 íà âèäiëåíó âiñü. Ó ñèíãëåòíî-
ìó ñòàíi, äå êâàíòîâå ÷èñëî ïîâíîãî ñïiíó äîðiâíþ¹ íóëþ, öÿ
ôóíêöiÿ ¹ àíòèñèìåòðè÷íîþ ùîäî ïåðåñòàíîâêè çìiííèõ σ1 òà
σ2: χ(σ1, σ2) = −χ(σ2, σ1). Îñêiëüêè ïðè öüîìó ïîâíà õâèëüî-
âà ôóíêöiÿ ψ(r1, r2;σ1, σ2) ïîâèííà áóòè àíòèñèìåòðè÷íîþ ùîäî
îäíî÷àñíî¨ ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàòíèõ i ñïiíîâèõ çìiííèõ åëåê-
òðîíiâ, òî â ñèíãëåòíîìó ñòàíi êîîðäèíàòíà ÷àñòèíà ϕ(r1, r2) ïîâ-
íî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïîâèííà áóòè ñèìåòðè÷íîþ ùîäî ïåðåñòà-
íîâêè êîîðäèíàò åëåêòðîíiâ. Íàâïàêè, ó òðèïëåòíîìó ñòàíi, äå
êâàíòîâå ÷èñëî ïîâíîãî ñïiíó äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ñïiíîâà ôóíê-
öiÿ χ(σ1, σ2) ó âèðàçi äëÿ ψ(r1, r2;σ1, σ2) ¹ ñèìåòðè÷íîþ ùîäî
ïåðåñòàíîâêè çìiííèõ σ1, σ2, à òîìó â öüîìó ñòàíi êîîðäèíàòíà
÷àñòèíà ϕ(r1, r2) ïîâíî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ¹ àíòèñèìåòðè÷íîþ
âiäíîñíî ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò åëåêòðîíiâ.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñòàí, ó ÿêîìó îäèí ç åëåêòðîíiâ ¹ ëîêàëiçî-
âàíèì íà ïåâíié îðáiòàëi éîíà, ðîçòàøîâàíîãî â ïî÷àòêó ñèñòåìè
êîîðäèíàò, à äðóãèé åëåêòðîí � íà òàêié ñàìié îðáiòàëi òàêîãî æ
ñàìîãî éîíà, àëå çìiùåíîãî â òî÷êó R. ßêùî âiäñòàíü R ìiæ
iîíàìè äîñòàòíüî âåëèêà, òîäi âíåñêè â ãàìiëüòîíiàí âiä îïåðà-
òîðiâ êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ ëîêàëiçîâàíèõ åëåêòðîíiâ ç âiääà-
ëåíèìè éîíàìè òà îïåðàòîðà ìiæåëåêòðîííî¨ âçà¹ìîäi¨ ìîæíà
ââàæàòè ìàëèì çáóðåííÿì. Íåõàé φ(r) òà −E0 � âiäïîâiäíî êî-
îðäèíàòíà ÷àñòèíà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ òà åíåðãiÿ åëåêòðîíà íà
ñòàöiîíàðíié îðáiòàëi éîíà, ðîçòàøîâàíîãî â ïî÷àòêó êîîðäèíàò,
ó âèïàäêó, êîëè äðóãîãî åëåêòðîíà i äðóãîãî éîíà âçàãàëi íåìà¹.
Òîäi, çãiäíî çi ñêàçàíèì âèùå, ó íóëüîâîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáó-
ðåíü íîðìîâàíà êîîðäèíàòíà ÷àñòèíà ϕ(r1, r2) õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨
ðîçãëÿäóâàíîãî äâîåëåêòðîííîãî ñòàíó äîðiâíþâàòèìå

ϕs(r1, r2) =
1√

2(1 + δ2)
[φ(r1)φ(r2 −R) + φ(r1 −R)φ(r2)] ,

ÿêùî âií ñèíãëåòíèé, òà

ϕt(r1, r2) =
1√

2(1− δ2)
[φ(r1)φ(r2 −R)− φ(r1 −R)φ(r2)] ,

ÿêùî òðèïëåòíèé. Òóò

δ =

∫
E3

φ(r)φ(r−R) dr

� òàê çâàíèé iíòåãðàë ïåðåêðèòòÿ (ÿêùî ìàãíiòíå ïîëå âiäñóòí¹,
òî ôóíêöiþ φ(r) ìîæíà ââàæàòè, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, äiéñ-
íîþ).

Ñêîðèñòàâøèñü ôóíêöiÿìè ϕs(r1, r2) i ϕt(r1, r2) òà çðîáèâøè
äîñèòü ïðîñòi âèêëàäêè, çíàõîäèìî, ùî â ïåðøîìó ïîðÿäêó òåî-
ði¨ çáóðåíü åíåðãiÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ äâîåëåêòðîííî¨ ñèñòåìè â ïîëi
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äâîõ iîíiâ äà¹òüñÿ âèðàçîì∫
E3

∫
E3

ϕs,t(r1, r2) Ĥ ϕs,t(r1, r2) dr1dr2 = 2E0 +
A(R)±B(R)

1± δ2(R)
≈

≈ 2E0 + A(R)±
[
B(R)− A(R)δ2(R)

]
, (63)

äå

A(R) =

∫
E3

∫
E3

ϕ2(r1) [V (r1 −R) + V (r2) +W (r1, r2)]×

×ϕ2(r2 −R) dr1dr2,

B(R) =

∫
E3

∫
E3

ϕ(r1)ϕ(r2 −R) [V (r1 −R) + V (r2) +W (r1, r2)]×

×ϕ(r1 −R)ϕ(r2) dr1dr2.

Âåðõíié çíàê ïëþc ó ôîðìóëi (63) áåðåòüñÿ äëÿ ñèíãëåòíîãî ñòà-
íó, íèæíié ìiíóñ � äëÿ òðèïëåòíîãî.

Íàãàäà¹ìî, ùî âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà êâàäðàòà ñóìàðíî-
ãî ñïiíó ïàðè åëåêòðîíiâ

σσσ2 = (σσσ1 + σσσ2)
2 = σσσ21 + σσσ

2
2 + 2 (σσσ1 · σσσ2) =

3

2
+ 2 (σσσ1 · σσσ2)

äîðiâíþ¹ íóëþ â ñèíãëåòíîìó ñòàíi òà äâîì ó òðèïëåòíîìó. Òîìó
âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà

−2 (σσσ1 · σσσ2)−
1

2

äîðiâíþþòü +1 ó ñèíãëåòíîìó ñòàíi òà −1 ó òðèïëåòíîìó. Âiäïî-
âiäíî, çàëåæíà âiä âçà¹ìíî¨ îði¹íòàöi¨ åëåêòðîííèõ ñïiíiâ åíåð-
ãiÿ åëåêòðîñòàòè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ ïàðè åëåêòðîíiâ, ëîêàëiçîâàíèõ
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íà îäíàêîâèõ îðáiòàëÿõ äâîõ iîíiâ, ðîçòàøîâàíèõ íà âiäñòàíi R
îäèí âiä îäíîãî, ìà¹ âèãëÿä

−J(R) (σσσ1 · σσσ2) , J(R) = 2
[
B(R)− A(R) δ2(R)

]
. (64)

Ñïií-çàëåæíó ÷àñòèíó åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíiâ, ÿêà ¹ íà-
ñëiäêîì ¨õ òîòîæíîñòi, íàçèâàþòü îáìiííîþ åíåðãi¹þ. Ó íàâåäå-
íîìó âèãëÿäi ¨¨ çàïèñàâ Ï. Äiðàê20. Çíà÷åííÿ îáìiííî¨ åíåðãi¨ â
ïîáóäîâi ìîëåêóë ïåðøèìè ç'ÿñóâàëè Â. Ãàéòëåð i Ô. Ëîíäîí21

íà ïðèêëàäi ìîëåêóëè âîäíþ; ¨õ ðîáîòà çàïî÷àòêóâàëà êâàíòî-
âó õiìiþ. Ñïèðàþ÷èñü, çîêðåìà, íà ìåòîä Ãàéòëåðà � Ëîíäîíà,
Â. Ãåéçåíáåðã22 âèñëîâèâ iäåþ ïðî âèçíà÷àëüíó ðîëü îáìiííî¨
âçà¹ìîäi¨ ó ôîðìóâàííi ìàãíiòíîãî âïîðÿäêóâàííÿ; öÿ iäåÿ â ïî-
äàëüøîìó ëÿãëà â îñíîâó êâàíòîâî¨ òåîði¨ ñèëüíîãî ìàãíåòèçìó.

Çàçíà÷èìî, ùî çíàê ïàðàìåòðà îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨ J(R), ïî-
ðîäæóâàíî¨ åëåêòðîñòàòè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ åëåêòðîíiâ ìiæ ñîáîþ
òà ç iîíàìè, ìîæå çìiíþâàòèñÿ â çàëåæíîñòi âiä âiäñòàíi R, à éî-
ãî àáñîëþòíå çíà÷åííÿ äëÿ åëåêòðîíiâ íàéáëèæ÷èõ iîíiâ ó ìî-
ëåêóëàõ ìîæå äîñÿãàòè êiëüêîõ åëåêòðîí-âîëüòiâ, ùî íà ÷îòèðè
ïîðÿäêè ïåðåâåðøó¹ åíåðãiþ ïðÿìî¨ âçà¹ìîäi¨ U(R) ìàãíiòíèõ
ìîìåíòiâ åëåêòðîíiâ. Iç çðîñòàííÿì R ïàðàìåòð îáìiííî¨ âçà¹-
ìîäi¨ J(R) øâèäêî ñïàäà¹ çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ.

Óçàãàëüíþþ÷è âèðàç (64), ñïií-çàëåæíó ÷àñòèíó ãàìiëüòîíià-
íà éîí-åëåêòðîííî¨ ñèñòåìè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Hexch = −
∑
f,f ′

J
(
Rf,f ′

) (
σσσf · σσσf ′

)
,

20Dirac, P.A.M. Quantum mechanics of many-electron systems. Proc. R. Soc.
Lond. A123, 714�733 (1929).

21Heitler, W., London, F. Wechselwirkung neutraler Atome und hom�oopolare
Bindung nach der Quantenmechanik. Z. Physik 44, 455�472 (1927).

22Heisenberg, W. Zur Theorie des Ferromagnetismus. Z. Physik 49, 619�636
(1928).
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äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âóçëàìè êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè. Öåé
âèðàç ¹ äîñòàòíüî çàãàëüíèì, îñêiëüêè äëÿ ñïiíiâ 1/2 áóäü-ÿêà
ôóíêöiÿ âiä îïåðàòîðiâ σσσf ìîæå áóòè, ó ñèëó ðiâíîñòi σσσ2f = 3/4,
ëèøå ëiíiéíîþ çà σσσf . Ùî ñòîñó¹òüñÿ êîåôiöi¹íòiâ J

(
Rf,f ′

)
, òî íà-

ìi÷åíèé âèùå øëÿõ ¨õ îá÷èñëåííÿ ïîòðåáó¹ äëÿ êîíêðåòíèõ òâåð-
äèõ òië óòî÷íåíü, îñêiëüêè, ïî-ïåðøå, äëÿ âèçíà÷åííÿ J

(
Rf,f ′

)
íå çàâæäè ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ òåîði¹þ çáóðåíü òà, ïî-äðóãå,
iñíóþòü é iíøi, ïîðiâíÿííi çà âåëè÷èíîþ, áåçïîñåðåäíi òà îïî-
ñåðåäêîâàíi âíåñêè â åíåðãiþ îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíiâ íà
ñóñiäíiõ âóçëàõ êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè. Íå çàãëèáëþþ÷èñü òóò ó
öi ïèòàííÿ, ìîæåìî ëèøå êîíñòàòóâàòè, ùî â òåîði¨ ìàãíåòèçìó
øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàê çâàíà ñèìåòðè÷íà ìîäåëü Ãåéçåí-
áåðãà ç ãàìiëüòîíiàíîì îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨

HHeis = −J
∑ ′∑
f,f ′

(
σσσf · σσσf ′

)
, (65)

äå J � ñòàëà, σσσf , σσσf ′ � îïåðàòîðè ñïiíiâ ó âóçëàõ  ðàòêè f, f ′, i
ñóìà ïîøèðþ¹òüñÿ ëèøå íà ïàðè ñïiíiâ  ðàòêè, ÿêi ¹ â íié íàé-
áëèæ÷èìè ñóñiäàìè (íà öå âêàçó¹ìî øòðèõîì áiëÿ çíàêà ñóìè),
òà ¨¨ àñèìåòðè÷íå óçàãàëüíåííÿ � òàê çâàíà XYZ -ìîäåëü, ãàìiëü-
òîíiàí ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

HXY Z = −
∑ ′∑
f,f ′

(
Jxxσfxσf ′x + Jyyσfyσf ′y + Jzzσfzσf ′z

)
. (66)

ßêùî öi ñèñòåìè ïåðåáóâàþòü ùå é ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó
ïîëi íàïðóæåíiñòþ h, òî ¨õ ãàìiëüòîíiàíè òðåáà äîïîâíèòè ÷ëå-
íîì

−µ
∑
f

(h · σσσf) , µ = e~/mc.

Õî÷ ñòðîãå îá ðóíòóâàííÿ âèðàçiâ (65), (66) ó êîíêðåòíèõ âè-
ïàäêàõ ¹ ñêëàäíîþ ïðîáëåìîþ, çàñòîñóâàííÿ ìîäåëåé ç òàêèìè
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ãàìiëüòîíiàíàìè âèÿâèëîñÿ óñïiøíèì i ïëiäíèì, ïðè÷îìó íå ëè-
øå â òåîði¨ ìàãíåòèçìó. Íàâiòü äóæå ñïðîùåíèé âàðiàíò öèõ ìî-
äåëåé, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó âèïàäêó |Jzz| ≫ |Jxx|, |Jyy| �
òàê çâàíà ìîäåëü Içiíãà23, âèÿâèâñÿ íàäçâè÷àéíî âàæëèâèì äëÿ
ðîçóìiííÿ ñóòi íå ëèøå ôiçè÷íèõ, àëå é áiîëîãi÷íèõ òà íàâiòü
ñóñïiëüíèõ ÿâèù i ïðîöåñiâ. Êðiì òîãî, âií ñòàâ çðó÷íèì iíñòðó-
ìåíòîì äëÿ òåñòóâàííÿ ìåòîäiâ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ðiçíèõ
ôiçè÷íèõ ÿâèù.

Ïiäêðåñëèìî, ùî â ìîäåëi Içiíãà ñïiíè ó âóçëàõ êðèñòàëi÷-
íî¨  ðàòêè ïåðåáóâàþòü ó âëàñíèõ ñòàíàõ ç ïåâíèìè çíà÷åííÿìè
ïðîåêöié σf íà âèäiëåíèé íàïðÿì � íàïðèêëàä, σf = ±1/2 äëÿ
ñïiíiâ 1/2 (çàçâè÷àé óâàæàþòü, ùî σf = ±1). Ó âiäïîâiäíîñòi
ç öèì òà ïîïåðåäíiìè ïðèïóùåííÿìè ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi Içiíãà
ìà¹ âèãëÿä

HIs = −J
∑
f

σf

∑ ′∑
f ′

σf ′

− µh
∑
f

σf , (67)

äå J � ñòàëà îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨.
Òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ìàãíåòèêà ïðè ñêií÷åííèõ òåìïåðà-

òóðàõ äëÿ êîæíî¨ ç ïåðåëi÷åíèõ ìîäåëåé ìîæíà çíàéòè, îá÷èñ-
ëèâøè ñòàòèñòè÷íó ñóìó

Z(β) = Tr
(
e−βH{σf}

)
. (68)

Íàâiòü äëÿ ìîäåëi Içiíãà, íåçâàæàþ÷è íà ¨¨ çîâíiøíþ ïðîñòî-
òó, öå îá÷èñëåííÿ ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Äëÿ äâîâèìiðíî-
ãî âèïàäêó ïëîñêî¨ êâàäðàòíî¨  ðàòêè òà ïðè h = 0 âîíà áóëà
àíàëiòè÷íî ðîçâ'ÿçàíà Ë. Îíñàãåðîì24. Ñïðîáè çíàéòè òî÷íèé

23Ising, E. Beitrag zur Theorie des Ferromagnetismus. Z. Physik 31, 253�258
(1925).

24Onsager, L. Crystal statistics. I. A two-dimensional model with an order-
disorder transition. Phys. Rev. 65, 117�149 (1944).
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ðîçâ'ÿçîê äëÿ òðèâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà çäiéñíþâàëèñÿ íà ïðî-
òÿçi áàãàòüîõ äåñÿòèëiòü, àëå âèÿâèëèñÿ áåçóñïiøíèìè. Ñèòóàöiÿ
çíà÷íî ïðîÿñíèëàñÿ, êîëè Ñ. Iñòðåéë25 äîâiâ, ùî ¨¨ òî÷íèé ÷èñ-
ëîâèé ðîçâ'ÿçîê íå ìîæå áóòè çíàéäåíèé çà ïîëiíîìiàëüíèé ÷àñ.
Çðîçóìiëî, ùî ïåðåõiä äî ìîäåëåé Ãåéçåíáåðãà ñèòóàöiþ íå ñïðî-
ùó¹. Ìè ñïðîáó¹ìî çíàéòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i îá÷èñ-
ëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (68), ñêîðèñòàâøèñü âàðiàöiéíèì ìåòî-
äîì, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà (Ð. Ïàé¹ðëñ26, Ì. Áîãîëþáîâ27). Íåõàé H �

ãàìiëüòîíiàí çàäàíî¨ ñèñòåìè, H0 � ìîäåëüíèé ãàìiëüòîíiàí,

ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê íàáëèæåííÿ äî H, ùî ìà¹ òàêó ñàìó

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, ùî é îïåðàòîð H, àáî øèðøó çà íå¨ 28.

Òîäi

Tr
(
e−βH

)
≥ Tr

(
e−βH0

)
· e−β⟨H−H0⟩0, (69)

25Istrail, S. Statistical mechanics, three-dimensionality and NP-completeness:
I. Universality of intractability of the partition functions of the Ising model
across non-planar lattices, in 32nd ACM Symposium on the Theory of Computing
(STOC00), ACM Press, Portland OR (2000), pp. 87�96.

26Peierls, R. On a minimum property of the free energy. Phys. Rev. 54, 918�919
(1938).

27Áîãîëþáîâ Ì. Ì. (1956). Äèâ: Êâàñíèêîâ È. À. Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ
ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Í. Í. Áîãîëþ-
áîâà. Äèññ. êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, ÌÃÓ (1958). Òàêîæ: Êâàñíèêîâ È. À. [9].
ãë. 3; Òÿáëèêîâ Ñ.Â. [14], ãë. VI.

28Çà îçíà÷åííÿì, ëiíiéíèé îïåðàòîð Â â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði � öå ïðàâè-
ëî, çà ÿêèì êîæíîìó âåêòîðó |ν⟩ ç âèçíà÷åíî¨ ëiíiéíî¨ ïiäìíîæèíè âåêòîðiâ
öüîãî ïðîñòîðó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíèé âåêòîð Â |ν⟩ öüîãî æ ïðî-

ñòîðó. Ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ, íà ÿêié çàäàíî îïåðàòîð Â, íàçèâà¹òüñÿ éîãî îá-
ëàñòþ âèçíà÷åííÿ. Ó íàâåäåíîìó îçíà÷åííi äîïóñêà¹òüñÿ, ùî îáëàñòü âèçíà-
÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìîæå íå çáiãàòèñÿ ç óñiì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.
Öå â ïîâíié ìiði âiäíîñèòüñÿ i äî ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, ùî âiäïîâiäà-
þòü ñïîñòåðåæóâàëüíèì âåëè÷èíàì êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè: ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
äåÿêi âåêòîðè ñòàíó ìîæóòü íå âõîäèòè â îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà, ùî
âiäïîâiäà¹ ÿêiéñü ñïîñòåðåæóâàëüíié âåëè÷èíi.
Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî îêðåìèé ñòàí ν äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêîìó âiäïî-
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äå

⟨H −H0⟩0 =
Tr

[
(H−H0) e

−βH0
]

Tr (e−βH0)
.

Âiäïîâiäíî, äëÿ âiëüíèõ åíåðãié F i F0 çàäàíî¨ i ìîäåëüíî¨ ñè-

ñòåì ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

F ≤ F0 + ⟨H −H0⟩0 . (70)

7.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïàé¹ðëñà �
Áîãîëþáîâà29

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàïiâîáìåæåíîãî çíèçó ñàìî-
ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà H (òîáòî òàêîãî, ùî ⟨ψ|H|ψ⟩ ≥ α > −∞

âiäà¹ âåêòîð ñòàíó |ν⟩, i ñïîñòåðåæóâàëüíó âåëè÷èíó a, ÿêié âiäïîâiäà¹ ñà-

ìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð Â. ßêùî çà ðåçóëüòàòàìè âèìiðþâàíü a äëÿ ÷èñòîãî
àíñàìáëþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç N ñèñòåì ó ñòàíi ν, ñåðåäí¹ aν,N òà âiäïîâiäíà

äèñïåðñiÿ a2ν,N−(aν,N)
2 ïðÿìóþòü ïðèN → ∞ äî ïåâíèõ ñêií÷åííèõ ãðàíèöü,

òî òîäi é ëèøå òîäi ìîæíà êàçàòè ïðî çíà÷åííÿ ñïîñòåðåæóâàëüíî¨ âåëè÷è-
íè a â ñòàíi ν. Ó âiäïîâiäíîñòi ç ïðèíöèïàìè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ó öüîìó
é ëèøå ó öüîìó âèïàäêó âåêòîð ñòàíó |ν⟩ íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ
îïåðàòîðà Â òà ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
N→∞

aν,N = ⟨ν|Â |ν⟩, lim
N→∞

[
a2ν,N − (aν,N)

2
]
= ⟨ν|Â · Â |ν⟩ −

(
⟨ν|Â |ν⟩

)2

.

Â iíøèõ âèïàäêàõ ãîâîðèòè ïðî çíà÷åííÿ àáî âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè a â
ñòàíi ν íå ìà¹ ñåíñó.
Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî áåç çàñòåðåæåíü i óòî÷íåíü äî îáëàñòåé âèçíà-

÷åííÿ ñóìè Â + B̂ àáî ðiçíèöi Â − B̂ îïåðàòîðiâ Â i B̂ ñïîñòåðåæóâàëüíèõ
âåëè÷èí a i b íàëåæàòü òi é ëèøå òi âåêòîðè ñòàíó, ùî íàëåæàòü îäíî÷àñíî
äî êîæíî¨ ç îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ Â i B̂.

29Çàïðîïîíîâàíå íàìè äîâåäåííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íàâåäåíèõ ó ðîáî-
òàõ26,27. Îáìåæóþ÷èñü òóò ïîÿñíåííÿì éîãî iäå¨, ìè îïóñêà¹ìî äåÿêi òåõ-
íi÷íi äåòàëi i çàñòåðåæåííÿ, ÿêi êîæíèé, õòî çíàéîìèé ç òåîði¹þ ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, ñïðîìîæíèé âiäíîâèòè.
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äëÿ áóäü-ÿêîãî íîðìîâàíîãî âåêòîðà |ψ⟩, ⟨ψ|ψ⟩ = 1, ç îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ H) çíà÷åííÿìè îïåðàòîðíî¨ ôóíêöi¨

Gτ = exp(−τH), τ ≥ 0,

¹ îáìåæåíi íåâiä'¹ìíi ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè. Iíøèìè ñëîâàìè,
äëÿ áóäü-ÿêîãî íîðìîâàíîãî âåêòîðà |ψ⟩ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü

0 ≤ ⟨ψ |Gτ |ψ⟩ ≤M <∞,

äå M íå çàëåæèòü âiä |ψ⟩. Óêàæåìî òàêîæ, ùî

GτGτ ′ = Gτ ′Gτ = Gτ+τ ′, 0 ≤ τ, τ ′, (71)

i äëÿ êîæíîãî âåêòîðà |ψ⟩ âåêòîð-ôóíêöiÿ |ψ(τ )⟩ = Gτ |ψ⟩, 0 ≤
≤ τ < ∞, ¹ íåïåðåðâíîþ òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà
iíòåðâàëi (0,∞), à çà óìîâè, ùî |ψ⟩ íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà-
÷åííÿ îïåðàòîðà H, � òî i â òî÷öi τ = 0.

Îïåðàòîðíà ôóíêöiÿ Gτ çàäîâîëüíÿ¹ �äèôåðåíöiàëüíó� ñè-
ñòåìó

∂Gτ

∂τ
= −HGτ , Gτ |τ→0 = I, (72)

ó òîìó ðîçóìiííi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà |ψ⟩ öþ ñèñòåìó çà-
äîâîëüíÿ¹ âåêòîð-ôóíêöiÿ |ψ(τ )⟩ = Gτ |ψ⟩. Ïîäàìî H ó âèãëÿäi
H = H0+V , äå H0 � äîâiëüíèé íàïiâîáìåæåíèé çíèçó ñàìîñïðÿ-
æåíèé îïåðàòîð, i ðàçîì iç Gτ ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðíó ôóíêöiþ

G0
τ = exp(−τH0), τ ≥ 0,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ �äèôåðåíöiàëüíó� ñèñòåìó âèäó (72), àëå ç H,
çàìiíåíèì íà H0.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî �äèôåðåíöiàëüíà� ñèñòåìà (72) äëÿ Gτ

åêâiâàëåíòíà �iíòåãðàëüíîìó� ðiâíÿííþ

Gτ = G0
τ −

τ∫
0

G0
τ−sV Gsds. (73)
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Ñïðàâäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ G0
τ , áà÷èìî, ùî íåïå-

ðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê �iíòåãðàëüíîãî� ðiâíÿííÿ (73) ¹, ç îãëÿäó íà
ñòðóêòóðó éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè, äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ �äèôåðåíöiàëüíó� ñèñòåìó (72). Ç äðóãîãî áîêó, óÿâi-
ìî, ùî ðîçâ'ÿçêè �äèôåðåíöiàëüíèõ� ñèñòåì (72) äëÿ Gτ i G0

τ âi-
äîìi. Ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (73), áåðó÷è
äî óâàãè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî ¨õ çàäîâîëüíÿþòü öi Gτ i
G0
τ , à òàêîæ ðiâíiñòü V = H − H0, ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà

áà÷èìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (73) çáiãà¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêîì Gτ �äè-
ôåðåíöiàëüíî¨� ñèñòåìè (72), ÿêèé òóäè é ïiäñòàâèëè.

Ïåðåñòàâëÿþ÷è H òà H0 ìiñöÿìè (H0 → H, H → H0 òà
V → −V ), ïåðåïèøåìî (73) ÿê

Gτ = G0
τ −

τ∫
0

Gτ−sV G
0
sds. (74)

Ïiäñòàâëÿþ÷è Gs ó âèãëÿäi (74) ó ïðàâó ÷àñòèíó (73), äiñòà¹ìî:

Gτ = G0
τ −

τ∫
0

G0
τ−sV G

0
sds +

τ∫
0

G0
τ−sV

 s∫
0

Gs−s′V G
0
s′ds

′

 ds.
Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Gτ òà G0

τ íàëåæàòü äî êëàñó îïå-
ðàòîðiâ çi ñëiäîì30. Îñêiëüêè îïåðàòîðíà ôóíêöiÿ G0

τ çàäîâîëü-
íÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (71), òî ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ îá-
÷èñëåííÿ ñëiäó, çîêðåìà, ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü

Tr (AB) = Tr (BA) ,

30Ñåðåä íåâiä'¹ìíèõ îïåðàòîðiâ îïåðàòîðàìè çi ñëiäîì àáî, ùî òå ñàìå,
ÿäåðíèìè îïåðàòîðàìè ¹ òi é ëèøå òi, äëÿ ÿêèõ ðÿä ¨õ ïîñëiäîâíèõ âëàñíèõ
çíà÷åíü ç óðàõóâàííÿì âiäïîâiäíèõ êðàòíîñòåé ¹ çáiæíèì. Äëÿ îïåðàòîðiâ
çi ñëiäîì ïîäàëüøi ôîðìàëüíi àëãåáðà¨÷íi ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñòðîãî âèïðàâäà-
íèìè.
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ÿêà ìà¹ çìiñò i ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèíàéìíi ó âèïàäêàõ, êîëè A �
äîâiëüíèé ÿäåðíèé îïåðàòîð, à B � áóäü-ÿêèé îáìåæåíèé îïåðà-
òîð, çíàõîäèìî:

Tr
(
G0
τ−sV G

0
s

)
= Tr

(
G0
sG

0
τ−sV

)
= Tr

(
G0
τV

)
,

Tr
(
G0
τ−sV Gs−s′V G

0
s′
)
= Tr

(
G0
τ−s+s′V Gs−s′V

)
=

= Tr
(
G0

(τ−s+s′)/2V Gs−s′V G
0
(τ−s+s′)/2

)
, τ ≥ s ≥ s′ ≥ 0. (75)

Àëå äëÿ áóäü-ÿêèõ γ, γ′ > 0 ìà¹ìî:⟨
ψ
∣∣G0

γV Gγ′V G
0
γ

∣∣ψ⟩ =
⟨
V G0

γψ
∣∣Gγ′

∣∣V G0
γψ

⟩
≥ 0.

Òîìó

Tr
(
G0

(τ−s+s′)/2V Gs−s′V G
0
(τ−s+s′)/2

)
≥ 0. (76)

Iç (75) òà (76) âèâîäèìî:

Tr (Gτ ) = Tr
(
G0
τ

)
−

τ∫
0

Tr
(
G0
τ−sV G

0
s

)
ds +

+

τ∫
0

 s∫
0

Tr
(
G0
τ−sV Gs−s′V G

0
s′
)
ds′

 ds ≥ Tr
(
G0
τ

)
− Tr

(
G0
τV

)
τ.

(77)
Òåïåð ó íåðiâíîñòi (77) çàìiíèìî H0 íà H0 + ⟨V ⟩β , äå

⟨V ⟩β =
Tr

(
G0
βV

)
Tr

(
G0
β

) ,

òà, âiäïîâiäíî, V íà V − ⟨V ⟩β. Òîäi ïðè τ = β äiñòà¹ìî:

Tr (Gβ) ≥ Tr
(
G0
β

)
· e−β⟨V ⟩β − Tr

[
G0
β

(
V − ⟨V ⟩β

)]
· βe−β⟨V ⟩β =

= Tr
(
G0
β

)
· e−β⟨V ⟩β .
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7.3. Íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ

Âiäâîëiêàþ÷èñü âiä ìiæàòîìíèõ âçà¹ìîäié, ùî ñïðè÷èíÿþòü
åëåêòðîííi çáóäæåííÿ àòîìiâ àáî éîíiâ êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè ôå-
ðîìàãíiòíîãî ìàòåðiàëó, áóäåìî ââàæàòè, ùî êîæíèé ç àòîìiâ
(iîíiâ) ó âóçëàõ öi¹¨  ðàòêè âiä÷óâà¹ âïëèâ ðåøòè àòîìiâ (iîíiâ)
÷åðåç îäíàêîâå äëÿ âñiõ âóçëiâ ñåðåäí¹ ïîëå h, ÿêå âèíèêà¹ âíà-
ñëiäîê îïèñàíî¨ âèùå îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨ êîæíîãî àòîìà (iîíà) ç
éîãî íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè. Òèì ñàìèì ìè ôàêòè÷íî ïðèïóñ-
êà¹ìî, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ âíåñêó ñïiíîâî¨ ïiäñèñòåìè â òåðìî-
äèíàìi÷íi ôóíêöi¨ êðèñòàëà ìîæíà, íàïðèêëàä, ñïiíîâèé ãàìiëü-
òîíiàí äëÿ XY Z-ìîäåëi (66) çàìiíèòè íà ñïðîùåíèé âèðàç

H0 = −µ
∑
f

(
h · σσσf

)
. (78)

Çðîçóìiëî, ùî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ äî øóêàíèõ òåðìîäè-
íàìi÷íèõ ôóíêöié ìàãíiòíîãî êðèñòàëà äà¹ òîé iç ñïðîùåíèõ
ãàìiëüòîíiàíiâ âèäó (78), äëÿ ÿêîãî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi
(70) íàáóâà¹ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ. Öÿ óìîâà ìiíiìóìó äîçâî-
ëÿ¹ çíàéòè ãàìiëüòîíiàí �íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ�, òîáòî ñåðåä-
í¹ ïîëå h. Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó äëÿ âèïàäêó, êîëè çîâíiøí¹
ìàãíiòíå ïîëå âiäñóòí¹.

ÏiäñòàâèâøèH0 ó ïðàâó ÷àñòèíó (70), çãàäà¹ìî, ùî äëÿ ñïiíiâ
�1/2� îïåðàòîðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîìïîíåíòàì ñïiíîâèõ ìîìåí-
òiâ σfx, σfy òà σfz, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ìàòðèöü

σfx =
1

2

(
0 1

1 0

)
, σfy =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, σfz =

1

2

(
1 0

0 −1

)
.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü(
h · σσσf

)2
=

1

4
h
2 · I, h

2
= h

2

x + h
2

y + h
2

z,
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äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ 2 × 2. Ñêîðèñòàâøèñü öi¹þ ðiâíiñòþ i
çîáðàæåííÿì åêñïîíåíòè ó âèãëÿäi ðÿäó, äiñòà¹ìî

e βµ(h·σσσf) = ch

(
1

2
βµh

)
I +

2

h
sh

(
1

2
βµh

)(
h · σσσf

)
.

Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî

Tr
[
e βµ(h·σσσf)

]
= 2 ch

(
1

2
βµh

)
,

Tr
[
σfi e

βµ(h·σσσf)
]
=
hi

h
sh

(
1

2
βµh

)
,

i, âiäïîâiäíî,

Z0(β) = Tr

[
e
βµ

∑
f
(h·σσσf)

]
= 2N chN

(
1

2
βµh

)
,

F0 = −kBT lnZ0(β) = −NkBT ln

[
2 ch

(
1

2
βµh

)]
, (79)

äå N � êiëüêiñòü àòîìiâ ó çðàçêó ìàãíiòíîãî êðèñòàëà, òà (i =
= x, y, z)

⟨σfi⟩ = Tr
[
σfi e

βµ(h·σσσf)
]/

Tr
[
e βµ(h·σσσf)

]
=

1

2

hi

h
th

(
1

2
βµh

)
.

Ìà¹ìî

⟨H⟩0 = −1

2
Nµh th

(
1

2
βµh

)
, (80)

⟨HXY Z⟩0 =

= −
∑
f

∑
f ′

[
Jx⟨σfx⟩0⟨σf ′x⟩0 + Jy⟨σfy⟩0⟨σf ′y⟩0 + Jz⟨σfz⟩0⟨σf ′z⟩0

]
=

= −1

8
Nz

1

h
2

(
Jxh

2

x + Jyh
2

y + Jzh
2

z

)
th2

(
1

2
βµh

)
, (81)
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äå z � ÷èñëî íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ äëÿ êîæíîãî ç àòîìiâ, i âðàõî-
âàíî, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü ïàð ñóñiäíiõ àòîìiâ äîðiâíþ¹ Nz/2.
Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (79)�(81) ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (70)
ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

NkBT

[
− ln 2− ln(ch ξ)− 1

2
η th2 ξ + ξ th ξ

]
, (82)

äå

ξ =
1

2
βµh, η =

1

4
zβ

1

h
2

(
Jxh

2

x + Jyh
2

y + Jzh
2

z

)
.

Ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ T i h ̸= 0 ìiíiìóìó âèðàçó (82)
âiäïîâiäà¹ òàêà îði¹íòàöiÿ ïîëÿ h, äëÿ ÿêî¨ ïàðàìåòð η ìà¹ íàé-
áiëüøå çíà÷åííÿ. Ïðèïóñêàþ÷è äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî J ≡ Jz ≥
≥ Jx, Jy > 0, áà÷èìî, ùî öå äîñÿãà¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè ïîëå h
íàïðÿìëåíå ïàðàëåëüíî îñi z. Òîäi

η = η∗ ≡ 1

4
zβJ,

i ç óìîâè ìiíiìóìó âèðàçó (82) çà ξ äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ñàìî¨ âåëè÷èíè ïîëÿ h:

ξ = η∗ th ξ. (83)

Âîíî ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ξ = ξm (äëÿ ÿêîãî h = 2ξm/βµ ̸=
̸= 0) ëèøå ïðè η∗ > 1.

Îòæå, ïðè òåìïåðàòóðàõ

T < Tc =
zJ

4kB
(84)

êðèñòàë ¹ ñïîíòàííî íàìàãíi÷åíèì, i ïðè öüîìó ñïiíè àòîìiâ ó
ñåðåäíüîìó çîði¹íòîâàíi ïàðàëåëüíî îñi z, òàê ùî äëÿ âñiõ f

⟨σfx⟩ = 0, ⟨σfy⟩ = 0
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òà

⟨σfz⟩ =
1

2
th ξm àáî ⟨σfz⟩ = −1

2
th ξm. (85)

Ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçüêèõ äî Tc, ðiâíÿííÿ (83) íàáóâà¹
âèãëÿäó

ξm ≈ η∗
(
ξm − 1

3
ξ3m

)
,

çâiäêè
ξm ≈

√
3 (1− 1/η∗) =

√
3 (1− T/Tc).

Âiäïîâiäíî, äëÿ âñiõ f ïðè T ↑ Tc ìà¹ìî

⟨σfz⟩ ≈
1

2

√
3 (1− T/Tc) àáî ⟨σfz⟩ ≈ −1

2

√
3 (1− T/Tc). (86)

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî äëÿ
ìîäåëi Içiíãà (67) ç âiäñóòíiì çîâíiøíiì ïîëåì ñïðîùåíèé ãà-
ìiëüòîíiàí ìà¹ âèãëÿä

H0 = −µh
∑
f

σf .

Ïðîñòi îá÷èñëåííÿ äàþòü

Tr
(
e−βH0

)
= 2N chN ξ, ⟨σf⟩ =

1

2
th ξ,

⟨HIs −H0⟩0 = −1

8
NzJ th2 ξ +

1

2
Nµh th ξ.

Ó ðåçóëüòàòi çíîâó ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ (83) òà ñïiââiäíîøåíü
(84)�(86).
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Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i ëiòåðàòóðà äî
ðîçäiëiâ

1. Âèõiäíi iäå¨ òà ñïiââiäíîøåííÿ

1.1. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ îñíîâíå ïîëîæåííÿ êâàíòîâî¨ ñòàòèñòè÷-
íî¨ ìåõàíiêè?

1.2. Äâi ôiçè÷íi ñèñòåìè ñëàáêî âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ. ßêi
âèìîãè ùîäî êiëüêîñòi ÷àñòèíîê (ñòóïåíiâ âiëüíîñòi) i
åíåðãåòè÷íèõ ñïåêòðiâ âîíè ìàþòü çàäîâîëüíÿòè, ùîá
îäíà ç íèõ ïî âiäíîøåííþ äî äðóãî¨ ìîãëà á óâàæàòè-
ñÿ òåðìîñòàòîì?

1.3. Ôiçè÷íà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ðiâíîâàçi ç òåðìîñòàòîì. ßê
iìîâiðíîñòi çíàéòè ñèñòåìó ó âëàñíèõ ñòàíàõ ç ïåâíèìè
åíåðãiÿìè çàëåæàòü âiä åíåðãi¨ òà ãóñòèíè ñòàíiâ òåðìî-
ñòàòà?

Ëiòåðàòóðà*: [1] IV, 133�142 (ñèñòåìà â òåðìîñòàòi, êàíîíi÷-
íèé àíñàìáëü); [2] I, 297�298 (êàíîíi÷íèé ðîçïîäië); [6] I, 19�26
(êiëüêiñòü i ãóñòèíà ñòàíiâ, ñòàòèñòè÷íà âàãà); [9] I, 88 (òåðìî-
ñòàò), [10] IV, 39�46 (ñèñòåìè â òåïëîâîìó êîíòàêòi); [15] I, 7�10
(ñèñòåìà â òåðìîñòàòi, iìîâiðíîñòi ñòàíiâ).

2. Ìîäåëi òåðìîñòàòiâ

2.1. Òåðìîñòàò ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñèñòåìó N íåçàëåæíèõ ëiíiéíèõ
ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ i ìà¹ åíåðãiþ E. ßê ãóñòèíà
ñòàíiâ òåðìîñòàòà çàëåæèòü âiä E i N ïðè E → ∞?

*×èñëà â êâàäðàòíèõ äóæêàõ âêàçóþòü íîìåðè äæåðåë ó ñïèñêó ðåêî-
ìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè, ñêëàäåíîìó â àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó çà ïðiçâèùàìè
àâòîðiâ, ðèìñüêi ÷èñëà � íîìåðè ðîçäiëiâ ó êíèãàõ ÷è ëåêöiÿõ, àðàáñüêi ÷èñëà
� íîìåðè ñòîðiíîê. Ó êðóãëèõ äóæêàõ äàþòüñÿ ñòèñëi âêàçiâêè ùîäî çìiñòó
îáãîâîðþâàíèõ ó âiäïîâiäíèõ ìiñöÿõ ïèòàíü.
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2.2. Òåðìîñòàò ñêëàäà¹òüñÿ ç N íåçàëåæíèõ ëiíiéíèõ ãàð-
ìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ i ìà¹ åíåðãi¹þ E. ×îìó äîðiâíþ¹
ñåðåäíÿ åíåðãiÿ, ùî ïðèïàäà¹ íà îäèí éîãî îñöèëÿòîð?

2.3. Ïîîäèíîêà âiëüíà áåçñòðóêòóðíà ÷àñòèíêà çíàõîäèòüñÿ â
îáëàñòi ó âèãëÿäi êóáà, íà ïîâåðõíi ÿêîãî ñïðàâäæóþòü-
ñÿ êðàéîâi óìîâè Áîðíà � Êàðìàíà. ×îìó äîðiâíþþòü
âëàñíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ i âëàñíi ôóíêöi¨ ÷àñòèíêè?

2.4. ×îìó äîðiâíþ¹ ãóñòèíà ñòàíiâ iäåàëüíîãî ãàçó N îäíà-
êîâèõ áåçñòðóêòóðíèõ ÷àñòèíîê ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ
éîãî åíåðãi¨?

2.5. ßê òåìïåðàòóðà òåðìîñòàòà, ùî ¹ iäåàëüíèì ãàçîì îäíà-
êîâèõ áåçñòðóêòóðíèõ ÷àñòèíîê, ïîâ'ÿçàíà ç éîãî åíåð-
ãi¹þ i êiëüêiñòþ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi?

2.6. ×îìó ñåðåäíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨, ùî ïðèïàäàþòü íà îäèí
ñòóïiíü âiëüíîñòi â iäåàëüíîìó ãàçi i â ñèñòåìi ãàðìîíi÷-
íèõ îñöèëÿòîðiâ, íå çáiãàþòüñÿ?

Ëiòåðàòóðà: [15] I, 10�12 (ìîäåëi òåðìîñòàòà).

3. Ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð

3.1. Ïîÿñíiòü ïîíÿòòÿ �çìiøàíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè�. ×è iñ-
íó¹ òàêèé ¨¨ âåêòîð ñòàíó θ, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
äîâiëüíî¨ ñïîñòåðåæóâàëüíî¨ âåëè÷èíè, ÿêié âiäïîâiäà¹
îïåðàòîð Â, çáiãà¹òüñÿ äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ç êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ ⟨θ |Â |θ⟩?

3.2. ßê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îçíà÷à¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íèé îïå-
ðàòîð çìiøàíî¨ ñèñòåìè?

3.3. ×îìó äîðiâíþ¹ ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð, ùî ¹ êâàíòîâèì
àíàëîãîì ñòàòèñòè÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà? ßê çà éîãî äî-
ïîìîãîþ çíàõîäÿòüñÿ ñåðåäíi çíà÷åííÿ ñïîñòåðåæóâàëü-
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íèõ âåëè÷èí äëÿ ñèñòåìè, ùî ïåðåáóâà¹ â ðiâíîâàçi ç òåð-
ìîñòàòîì ïðè ïåâíié òåìïåðàòóði?

Ëiòåðàòóðà: [1] I, 31�33 (÷èñòi ñòàíè), II, 60�66 (çìiøàíi ñòà-
íè, ìàòðèöÿ ãóñòèíè); [2] I, 288�293 (÷èñòi òà çìiøàíi ñòàíè),
293�298 (ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð); [6] I, ñ. 34�37 (ìàòðèöÿ ãóñòè-
íè); [8] X, 279�287 (ìàòðèöÿ ãóñòèíè); [9] I, 22�24 (÷èñòi ñòà-
íè), 25�28 (çìiøàíi ñòàíè, ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð); [11] I, 30�38
(÷èñòi òà çìiøàíi ñòàíè, ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ñòàòèñòè÷íà ìàòðè-
öÿ); [14] III, 84�86 (ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð); [15] II, 50�60 (÷èñòi
òà çìiøàíi ñòàíè, ìàòðèöÿ ãóñòèíè); [16] IX, 204�208 (ïîñòóëà-
òè êâàíòîâî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, àíñàìáëü ñèñòåì), 208�209
(ìàòðèöÿ ãóñòèíè), 210�212 (ìiêðîêàíîíi÷íèé, êàíîíi÷íèé i âå-
ëèêèé êàíîíi÷íèé àíñàìáëi).

4. Îñíîâíi òåðìîäèíàìi÷íi çìiííi òà ôóíêöi¨

4.1. ßêi ïàðàìåòðè òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ââàæàþòüñÿ çî-
âíiøíiìè?

4.2. ×îìó äîðiâíþ¹ ñòàòèñòè÷íà ñóìà ñèñòåìè, ùî ïåðåáó-
âà¹ â êîíòàêòi ç òåðìîñòàòîì ïðè ïåâíié òåìïåðàòóði?
ßê âèçíà÷àþòüñÿ òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ñèñòåìè ÷åðåç
ñòàòèñòè÷íó ñóìó òà ¨¨ ïåðøi ïîõiäíi çà çîâíiøíiìè ïà-
ðàìåòðàìè?

4.3. ßê åíòðîïiÿ ñèñòåìè ïðè ïåâíié òåìïåðàòóði ïîâ'ÿçàíà
ç iìîâiðíîñòÿìè çíàéòè ñèñòåìó ïðè öié òåìïåðàòóði ó
âëàñíèõ ñòàíàõ ¨¨ îïåðàòîðà åíåðãi¨?

4.4. ßê çìiíþ¹òüñÿ åíòðîïiÿ ñèñòåìè, ùî çäiéñíþ¹ ïîâiëüíèé
ïåðåõiä ìiæ ñâî¨ìè ñòàíàìè âíàñëiäîê ñëàáêîãî çîâíiø-
íüîãî çáóðåííÿ? Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹ ïîñòó-
ïîâó çìiíó åíòðîïi¨ òàêî¨ ñèñòåìè.
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4.5. Íàñëiäêîì ÿêèõ ïîëîæåíü êâàíòîâî¨ òåîði¨ ¹ çàêîí çðîñ-
òàííÿ åíòðîïi¨?

4.6. Ñèñòåìà ìîæå çíàõîäèòèñÿ â N <∞ ðiçíèõ ñòàíàõ. Äëÿ
ÿêîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé öèõ ñòàíiâ ¨¨ åíòðîïiÿ ìàê-
ñèìàëüíà (ìiíiìàëüíà)?

4.7. ßê îçíà÷à¹òüñÿ iíôîðìàöiéíà åíòðîïiÿ? Íà ïðèêëàäi ñè-
ñòåìè, ùî ìîäåëþ¹ ôiçè÷íó ðåàëiçàöiþ áiòiâ êîìï'þòåðíî¨
ñèñòåìè, ïîÿñíiòü, ÿê ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ �ôiçè÷íà� òà
iíôîðìàöiéíà åíòðîïi¨?

4.8. Íà îñíîâi ïðèíöèïó çðîñòàííÿ åíòðîïi¨ âèçíà÷òå ìiíi-
ìàëüíó åíåðãiþ, ÿêà âèâiëüíÿ¹òüñÿ ïðè ãåíåðàöi¨ îäíîãî
áiòà â êîìï'þòåðíié ñèñòåìi (îáìåæåííÿ Øåííîíà � ôîí
Íåéìàíà � Ëàíäàóåðà).

4.9. ßêà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçó¹ ðåàêöiþ ðiâíîâàæíî¨ ñèñòå-
ìè íà çìiíó ¨¨ îá'¹ìó? ßê âîíà ïîâ'ÿçàíà çi çìiíîþ ñåðåä-
íüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè? ßêèé êâàíòîâèé îïåðàòîð ìîæíà
ôîðìàëüíî ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü òèñêó?

Ëiòåðàòóðà: [1] IV, 142�149 (çîâíiøíi ïàðàìåòðè, ñòàòèñòè÷-
íà ñóìà, òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨), 149�154 (âåëèêèé êàíîíi÷íèé
àíñàìáëü); [2] I, 299�301 (çîâíiøíi ïàðàìåòðè, ñòàòèñòè÷íà ñó-
ìà, òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨); [6] I, 50�53 (åíòðîïiÿ), 57�62 (çàêîí
çðîñòàííÿ åíòðîïi¨); [8] II, 51�54 òà XIII, 378�381 (îñíîâíå êiíå-
òè÷íå ðiâíÿííÿ, H-òåîðåìà); [9] I, 40�44 (îñíîâíå êiíåòè÷íå ðiâ-
íÿííÿ), 101�103 (åíòðîïiÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìó åíòðîïi¨); [11] I,
38�49 (åíòðîïiÿ, çàêîí çðîñòàííÿ åíòðîïi¨), III, 109 (ñòàòèñòè÷íà
ñóìà, òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨); [14] III, 84�93 (ñòàòèñòè÷íà ñóìà,
òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨); [15] I, 12�16 (òåìïåðàòóðà, ñòàòèñòè÷-
íà ñóìà, òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨, òèñê, îïåðàòîð òèñêó); [16] IX,
224�227 (îñíîâíå êiíåòè÷íå ðiâíÿííÿ).
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5. Iäåàëüíèé áîçå-ãàç

5.1. Çàãàëüíà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê äåÿêîãî iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó
âiëüíèõ ÷àñòèíîê ¹ íåâèçíà÷åíîþ. ×îìó äîðiâíþþòü éî-
ãî ñòàòèñòè÷íà ñóìà òà ñåðåäíi ÷èñëà çàïîâíåííÿ îäíî-
÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ ç ïåâíèìè åíåðãiÿìè?

5.2. Iäåàëüíèé áîçå-ãàç ìiñòèòü N < ∞ âiëüíèõ ÷àñòèíîê ç
íåíóëüîâîþ ìàñîþ ñïîêîþ. ×îìó äîðiâíþþòü éîãî ñåðåä-
íi ÷èñëà çàïîâíåííÿ ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði? Íèçüêèõ
òåìïåðàòóðàõ?

5.3. ×îìó äîðiâíþ¹ (ó êîíòåêñòi ïîïåðåäíüîãî ïèòàííÿ) êðè-
òè÷íà òåìïåðàòóðà, ÿêà ðîçìåæîâó¹ íèçüêi òà âèñîêi òåì-
ïåðàòóðè?

5.4. ßê îçíà÷à¹òüñÿ òâiðíà ôóíêöiÿ äëÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñóì
iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì êiëüêîñòÿì
éîãî ÷àñòèíîê ó çàäàíié îáëàñòi? ßê çà äîïîìîãîþ íå¨
çíàéòè ñòàòèñòè÷íó ñóìó òàêîãî ãàçó ç áóäü-ÿêîþ çàäà-
íîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê N ó öié îáëàñòi?

5.5. Íåõàé Z(β, w) � òâiðíà ôóíêöiÿ äëÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñóì
iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó. Îïèøiòü àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi íå-
ïåðåðâíî¨ âiòêè ëîãàðèôìà äîáóòêó Z(β, w)w−N , ùî ¹
äiéñíîþ íà iíòåðâàëi 0 < w < 1.

5.6. ßê, ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâîñòÿìè òâiðíî¨ ôóíêöi¨ Z(β, w)
òà ìåòîäîì ïåðåâàëó, çíàéòè ñòàòèñòè÷íó ñóìó iäåàëüíî-
ãî áîçå-ãàçó N ÷àñòèíîê?

5.7. ×îìó äîðiâíþþòü ñåðåäíi ÷èñëà çàïîâíåííÿ îäíî÷àñòèí-
êîâèõ ñòàíiâ iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó iç çàäàíîþ êiëüêiñòþ
÷àñòèíîê âèùå i íèæ÷å êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè?

5.8. ßê âèçíà÷à¹òüñÿ õiìi÷íèé ïîòåíöiàë iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó
iç çàäàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê? ßêèé ôiçè÷íèé çìiñò âií
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ìà¹ i ÷îìó äîðiâíþ¹ ïðè òåìïåðàòóðàõ, íèæ÷èõ çà êðè-
òè÷íó?

5.9. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ ÿâèùå áîçå-åéíøòåéíiâñüêî¨ êîíäåíñàöi¨?
ßêà ÷àñòêà ÷àñòèíîê áîçå-ãàçó âèïàäà¹ â öåé êîíäåíñàò
ïðè òåìïåðàòóðàõ, íèæ÷èõ çà êðèòè÷íó?

Ëiòåðàòóðà: [1] I, 34�36 (ñèñòåìè òîòîæíèõ ÷àñòèíîê, ñèìåò-
ðiÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié, ÷èñëà çàïîâíåííÿ), V, 199�207 (âèðîäæå-
íèé iäåàëüíèé áîçå-ãàç); [2] III, 351�359 (iäåàëüíèé áîçå-ãàç), 359�
368 (áîçå-åéíøòåéíiâñüêà êîíäåíñàöiÿ); [4] III, 64�104 (ìåòîä êî-
ëåêòèâíèõ çìiííèõ äëÿ íåiäåàëüíîãî áîçå-ãàçó, áîçå-ðiäèíè), 128�
133 (áîçå-ãàç òâåðäèõ ñôåð), 91�98 òà 143�146 (áîçå-ðiäèíà); [6]
V, 190�192 (ðîçïîäië Áîçå � Åéíøòåéíà), 192�196 (áîçå-åéíøòåé-
íiâñüêà êîíäåíñàöiÿ), 196�198 (òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ âèðîäæå-
íîãî áîçå-ãàçó); [7] VII, 189�192 (ðîçïîäië Áîçå � Åéíøòåéíà),
192�200 (ãàç ôîòîíiâ) , 200�203 (iäåàëüíèé êâàíòîâèé ãàç åëåìåí-
òàðíèõ ÷àñòèíîê), 219�222 (âèðîäæåíèé áîçå-ãàç), VIII, 235�239
(êâàçi÷àñòèíêè â 4He); [8] IV, 89�93 (iäåàëüíèé áîçå-ãàç), 93�98
(áîçå-åéíøòåéíiâñüêà êîíäåíñàöiÿ); [9] I, 80�84 (ìåòîä ïåðåâàëó,
ôîðìóëà Ñòiðëiíãà), 92�101 òà 105�106 (ìåòîä Äàðâiíà � Ôàó-
ëåðà), II, 137�139 (iäåàëüíi ñèñòåìè), 139�146 (iäåàëüíi êâàíòîâi
ãàçè), 165�170 òà 249�254 (iäåàëüíèé áîçå-ãàç, éîãî òåðìîäèíà-
ìi÷íi ôóíêöi¨, áîçå-åéíøòåéíiâñüêà êîíäåíñàöiÿ), 256�258 (íåiäå-
àëüíèé áîçå-ãàç); [10] IX, 124�127 (áîçîíè, ðîçïîäië Áîçå � Åéí-
øòåéíà), XVII, 229�242 (iäåàëüíèé áîçå-ãàç, áîçå-åéíøòåéíiâñüêà
êîíäåíñàöiÿ, ðiäêèé He4, íàäïëèííiñòü); [11] V, 180�187 (ðîçïîäië
Áîçå, iäåàëüíèé áîçå-ãàç), 201�204 (âèðîäæåíèé áîçå-ãàç); [12]
V, 477�485 (ìåòîä ïåðåâàëó, ôîðìóëà Ñòiðëiíãà), 486�488 (ìå-
òîä òâiðíèõ ôóíêöié); [13] Ïðèë. 1, 249�250 òà 258�259 (ôîðìó-
ëà Ñòiðëiíãà), 259�263 (ìåòîä ïåðåâàëó); [15] I, 40�44 (iäåàëüíèé
áîçå-ãàç, êîíäåíñàöiÿ Áîçå � Åéíøòåéíà); [16] IX, 213�220 (âèâå-
äåííÿ ðîçïîäiëó Áîçå ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó åíòðîïi¨), 220�224
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(âèâåäåííÿ ðîçïîäiëó Áîçå ç âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ),
X, 229�236 (ìåòîä Äàðâiíà � Ôàóëåðà), XII, 288�298 (êîíäåíñà-
öiÿ Áîçå � Åéíøòåéíà, òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ áîçå-ãàçó).

6. Iäåàëüíèé ôåðìi-ãàç

6.1. ×îìó äîðiâíþþòü ñåðåäíi ÷èñëà çàïîâíåííÿ iäåàëüíîãî
ôåðìi-ãàçó ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê ó çàäàíîìó
îá'¹ìi ïðè íóëüîâié i íåíóëüîâèõ òåìïåðàòóðàõ?

6.2. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó
é ãóñòèíè âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ iäåàëüíîãî ôåðìi-ãàçó.

6.3. ßê õiìi÷íèé ïîòåíöiàë i ãóñòèíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ iäå-
àëüíîãî ôåðìi-ãàçó ïðè äîñòàòíüî íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ
ïîâ'ÿçàíi ç ãóñòèíîþ éîãî îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ?

6.4. ßê åíåðãiÿ Ôåðìi ôåðìi-ãàçó âiëüíèõ ÷àñòèíîê òà éîãî
ñåðåäíÿ åíåðãiÿ ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði âèðàæàþòüñÿ
÷åðåç éîãî ãóñòèíó?

6.5. ßê çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè åëåêòðîííèé âíåñîê ó òåï-
ëî¹ìíiñòü íîðìàëüíèõ ìåòàëiâ?

6.6. Ùî îçíà÷à¹ ïîíÿòòÿ �ñèñòåìà ç âàæêèìè ôåðìiîíàìè�?
ßêi ñïîëóêè âiäíîñÿòüñÿ äî êëàñó òàêèõ ñèñòåì?

Ëiòåðàòóðà: [1] V, 192�198 (âèðîäæåíèé iäåàëüíèé ôåðìi-
ãàç); [4] III, 133�142 (ìåòîä êîëåêòèâíèõ çìiííèõ äëÿ åëåêòðîí-
íîãî ãàçó); [6] V, 144�146 (ðîçïîäië Ôåðìi � Äiðàêà), 146�150
(âèðîäæåíèé åëåêòðîííèé ãàç), 150�159 (åëåìåíòàðíi çáóäæåííÿ
â åëåêòðîííîìó ãàçi, éîãî òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨); [7] VII, 187�
189 òà 191�192 (ðîçïîäië Ôåðìi � Äiðàêà), 200�203 (iäåàëüíèé
êâàíòîâèé ãàç åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê), 203�211 (âèðîäæåíèé åëåê-
òðîííèé ãàç), 214�219 (åëåêòðîíè â íàïiâïðîâiäíèêàõ); [8] IV,
89�93 (iäåàëüíèé ôåðìi-ãàç), 100�107 (òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨
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ôåðìi-ãàçó, ôåðìi-ðiäèíà); [9] II, 145�146 òà 151�159 (iäåàëüíèé
ôåðìi-ãàç, éîãî òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨), 159�165 (åëåêòðîííèé
ãàç ó ìåòàëàõ), 213�214 (õiìi÷íèé ïîòåíöiàë iäåàëüíîãî ôåðìi-
ãàçó); [10] IX, 117�123 (ôåðìiîíè, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Ôåðìi �
Äiðàêà), XIV, 187�206 (iäåàëüíèé ôåðìi-ãàç, ãóñòèíà ñòàíiâ, òåð-
ìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨, åëåêòðîíè ïðîâiäíîñòi â ìåòàëàõ, áiëi êàð-
ëèêè, ÿäåðíà ìàòåðiÿ), Ïðèë. III, 312�316 (÷èñëîâi ðåçóëüòàòè
äëÿ õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó òà iíøèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié
ôåðìi-ãàçó); [11] V, 179�180 (ðîçïîäië Ôåðìi), 183�193 (iäåàëüíèé
ôåðìi-ãàç, âèðîäæåíèé åëåêòðîííèé ãàç), 199�201 (ðåëÿòèâiñòñü-
êèé âèðîäæåíèé åëåêòðîííèé ãàç); [15] I, 44�49 (iäåàëüíèé ôåðìi-
ãàç); [16] IX, 213�220 (âèâåäåííÿ ðîçïîäiëó Ôåðìi ç ïðèíöèïó
ìàêñèìóìó åíòðîïi¨), 220�224 (âèâåäåííÿ ðîçïîäiëó Ôåðìi ç âå-
ëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ), XI, 248�255 (iäåàëüíèé ôåðìi-
ãàç, òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨), 255�262 (áiëi êàðëèêè).

7. Ôåðîìàãíåòèêè

7.1. Ïîêàæiòü, ùî ïîëÿ ìàãíiòíèõ ìîìåíòiâ åëåêòðîíiâ ó ðå-
àëüíèõ ìàãíåòèêàõ íå ñïðîìîæíi çîði¹íòóâàòè é óòðèìó-
âàòè öi ìîìåíòè â ïåâíîìó íàïðÿìi àæ äî òåìïåðàòóð,
ùî ñÿãàþòü ñîòåíü êåëüâiíiâ.

7.2. Óíàñëiäîê ÿêîãî îáìåæåííÿ åíåðãiÿ ìiæ÷àñòèíêîâî¨ âçà-
¹ìîäi¨ â õiìi÷íèõ ñïîëóêàõ i êîíäåíñîâàíèõ ñåðåäîâèùàõ
ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä âçà¹ìíî¨ îði¹íòàöi¨ ñïiíiâ íàÿâíèõ
åëåêòðîíiâ?

7.3. Äàéòå îçíà÷åííÿ îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨. Íàâåäiòü ïðèêëàäè
ÿâèù i ïðîöåñiâ, ó ÿêèõ âîíà âiäiãðà¹ âèðiøàëüíó ðîëü.

7.4. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ñïií-çàëåæíà ÷àñòèíà ãàìiëüòîíiàíà ìàã-
íåòèêà â ñèìåòðè÷íié ìîäåëi Ãåéçåíáåðãà? XY Z-ìîäåëi?
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7.5. Ó ÿêèõ âèïàäêàõ XY Z-ìîäåëü ìîæíà ñïðîñòèòè äî ìî-
äåëi Içiíãà?

7.6. Íàâåäiòü íåðiâíiñòü Ïàé¹ðëñà � Áîãîëþáîâà äëÿ ñòàòè-
ñòè÷íî¨ ñóìè òà âiëüíî¨ åíåðãi¨. ßêèé âàðiàöiéíèé ïðèí-
öèï äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ âèïëèâà¹ ç íå¨?

7.7. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ â òåîði¨
ìàãíåòèçìó? ßêèìè âèðàçàìè çàìiíþþòü ãàìiëüòîíiàíè
Ãåéçåíáåðãà, Içiíãà òà XY Z-ìîäåëi â öüîìó íàáëèæåííi?

7.8. ßêà ìîäåëü ñåðåäíüîãî ïîëÿ äà¹ íàéêðàùå íàáëèæåí-
íÿ äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ôåðîìàãíåòèêó, ÿêèé îïèñó¹òü-
ñÿ ãàìiëüòîíiàíîì Ãåéçåíáåðãà? Içiíãà? XY Z-ìîäåëi? ßê
çíàéòè âiäïîâiäíå ñåðåäí¹ ïîëå?

7.9. ×îìó äîðiâíþþòü çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè äëÿ
ìîäåëåé Ãåéçåíáåðãà òà Içiíãà, íèæ÷å ÿêî¨ ôåðîìàãíåòèê
¹ ñïîíòàííî íàìàãíi÷åíèì?

Ëiòåðàòóðà: [1] X, 358�362 (ìîäåëi Ãåéçåíáåðãà òà Içiíãà); [3]
I, 28�37 (ìîäåëi Içiíãà òà  ðàòêîâîãî ãàçó), II, 40�46 (îäíîâè-
ìiðíà ìîäåëü Içiíãà), III, 47�54 (ìîäåëü ñåðåäíüîãî ïîëÿ), IV,
55�66 (ìîäåëü Içiíãà íà  ðàòöi Áåòå), VII, 93-130 (ìåòîä êîìóòó-
þ÷èõ òðàíñôåð-ìàòðèöü äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà êâàäðàòíié  ðàò-
öi); [5] XI, 651�660 (ïðèíöèï òîòîæíîñòi ÷àñòèíîê), 663�667 òà
671�673 (ñèíãëåòíèé i òðèïëåòíèé ñòàíè äâîåëåêòðîííî¨ ñèñòå-
ìè), 701�707 (ìåòîä Ãàéòëåðà � Ëîíäîíà); [6] VIII, 329�333 (îä-
íîâèìiðíà òà äâîâèìiðíà ìîäåëi Içiíãà); [7] V, 141�144 (ìîäåëü
Içiíãà â íàáëèæåííi Áðåããà � Âiëüÿìñà), VII, 211�214 (ïàðàìàã-
íåòèçì òà äiàìàãíåòèçì ãàçó âiëüíèõ åëåêòðîíiâ); [8] V, 151�152
(íåðiâíiñòü Ïàé¹ðëñà), VIII, 219�222 (îäíîâèìiðíà ìîäåëü Içií-
ãà), 224�238 (äâîâèìiðíà ìîäåëü Içiíãà), 238�241 (ìîäåëü  ðàò-
êîâîãî ãàçó); [9] III, 333�335 (ìîäåëi Ãåéçåíáåðãà òà Içiíãà), 349�
352 (âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Áîãîëþáîâà), 352 òà 353 (íàáëèæåí-
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