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ВСТУП

Теорiя пружностi вивчає взаємодiю зовнiшнiх навантажень з деформа-
цiєю та рухом пружних тiл. Форма тiл адаптується вiдповiдно до конкретних
завдань, i у технологiчних конструкцiях та будiвництвi часто застосовуються
полоснi структури. Цi елементи виступають важливою роллю, забезпечуючи
оптимальнi умови для вирiшення рiзноманiтних технiчних викликiв.

Дипломна робота присвячена розв’язанню антиплоскої задачi теорiї
пружностi для складеної смуги, на верхню грань якої дiє механiчне наван-
таження, а мiж матерiалами розташована трiщина. Дана задача є типовою
модельною задачею, оскiльки смуга може використовуватися в багатьох
конструкцiях. Вихiдна задача зводиться до одновимiрної разривної кра-
йової задачi за допомогою iнтегрального перетворення. Для знаходження
розв’язку побудовано функцiю Грiна. Отримано вирази для функцiй пере-
мiщення та напружень, що мiстять невiдому функцiю стрибка перемiщень
на трiщинi. Сформульовано сингулярне iнтегральне рiвняння вiдносно цiєї
функцiї та видiлена сингулярна частина рiвняння.

Розв’язок iнтегрального рiвняння знаходимо методом ортогональ-
них полiномiв. Та знаходимо коефiцiенти iнтенсивностi напружень в околi
вершин трiщини для рiзних параметрiв, за допомогою яких можна проана-
лiзувати подальший розвиток трiщини
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Рис. 1.1

Розглянемо антиплоську задачу для складеного тiла з мiжфа-

зною трiщиною. Воно складається з двох материалiв с модулями

пружностi 𝐺1 та 𝐺2.

∆𝑤(𝑥,𝑦) =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ℎ, 𝑦 ̸= 𝑏

Нижня частина закрiплена, а до верхньої прикладено дотичне напруження.

𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0; 𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

= 𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

= 𝑝(𝑥)

Боковi частини 𝑥 = ±𝑎 закрiпленi

𝑤(−𝑎) = 𝑤(𝑎) = 0



5

Умови сполучення шарiв:

< 𝑤 >= 𝑤(𝑥,𝑏− 0)− 𝑤(𝑥,𝑏+ 0) = 𝑋(𝑥)

< 𝜏𝑦𝑧 >= 𝐺1
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏−0

−𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

= 0



6

РОЗДIЛ 2

ОСНОВНА ЧАСТИНА

2.1 Знаходження рiшення дифференцiального

рiвняння

2.1.1 Iнтегральне перетворення

Скористаємось скiнченим sin - перетворенням за змiнною 𝑥 на (−𝑎,𝑎).

𝑤𝑛(𝑦) =

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑤(𝑥,𝑦) sin𝛼𝑥𝑑𝑥, 𝛼 =

𝜋𝑛

𝑎

З формулою обернення:

𝑤(𝑥,𝑦) =
1

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤𝑛(𝑦) sin𝛼𝑥

2.1.2 Розривна крайова задача

Отримаємо розривну крайову задачу

𝑤′′
𝑛(𝑦)− 𝛼2𝑤𝑛(𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ℎ, 𝑦 ̸= 𝑏

З крайовими умовами:

𝑤𝑛(0) = 0, 𝑤′
𝑛(ℎ) =

𝑝𝑛
𝐺2

Та умовами сполучення:

< 𝑤𝑛 >= 𝑋𝑛 =

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝑋(𝑥) sin𝛼𝑥
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< 𝜏𝑦𝑧,𝛼 >= 𝐺1𝑤
′
𝑛(𝑏− 0)−𝐺2𝑤

′
𝑛(𝑏+ 0) = 0

2.1.3 Побудова функцiї Грiна

Функцiю Грiна будемо шукати в виглядi

𝐺(𝑦,𝜉) = Φ𝑛(𝑦)−
1∑︁

𝑘=0

𝜓𝑘(𝑦)𝑈𝑘[Φ]

Фундаментальна функцiя має вигляд:

Φ𝑛(𝑦,𝜉) = − 1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

𝜕Φ

𝜕𝑦
=

1

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝜉)𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

𝑈0[Φ] = Φ

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= − 1

2𝛼
𝑒−𝛼𝜉

𝑈1[Φ] =
𝜕Φ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

=
𝛼

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(ℎ− 𝜉)𝑒−𝛼|ℎ−𝜉|

Знайдемо базисну систему рiшень

𝜓0(𝑦) =
ch(𝛼(ℎ− 𝑦))

ch𝛼ℎ

𝜓1(𝑦) =
sh(𝛼𝑦)

𝛼 ch(𝛼ℎ)

Тож функцiя Грiна задачi має вигляд

𝐺𝑛(𝑦,𝜉) =
1

2𝛼
(−𝑒−𝛼|𝑦−𝜉| + 𝑒−𝛼𝜉

𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝑒−𝛼(ℎ−𝜉)

sh𝛼𝑦

𝛼 ch𝛼ℎ
)
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А її похiднi:

𝜕𝐺(𝑦,𝜉)

𝜕𝑦
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝜉)𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

2
− 𝑒𝛼𝜉

2

sh𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝑒−𝛼(ℎ−𝜉)

2

ch𝛼𝑦

ch𝛼ℎ

𝜕𝐺(𝑦,𝜉)

𝜕𝜉
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉 − 𝑦)𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

2
− 𝑒−𝛼𝜉

2

𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝑒−𝛼(ℎ−𝜉)

2

sh𝛼𝑦

ch𝛼ℎ

𝜕2𝐺(𝑦,𝜉)

𝜕𝑦𝜕𝜉
=
𝛼𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

2
+
𝛼𝑒−𝛼𝜉

2

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝛼𝑒−𝛼(ℎ−𝜉)

2

ch𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ

2.1.4 Розв’язок задачi у трансформантах

Розв’язок розривної крайової задачi запишемо як:

𝑤𝑛(𝑦) =
𝑝𝑛
𝐺2
𝜓1(𝑦)− 𝐴1𝐺𝑛(𝑦,𝑏) +𝑋𝑛

𝜕𝐺

𝜕𝜉
(𝑦,𝜉)

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝑏

=

=
𝑝𝑛
𝐺2

sh𝛼𝑛𝑦

𝛼𝑐ℎ𝛼ℎ
− 1

2
𝑋𝑛

(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ(𝛼ℎ)
𝑒−𝛼𝑏

+
𝑠ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

1

2
𝐴1

(︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| − 𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 +

𝑠ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼𝑦
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
Тодi 𝑤′

𝑛(𝑦):

𝑤′
𝑛(𝑦) =

𝑝𝑛
𝐺2

𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
+
𝛼𝑋𝑛

2

(︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
−

−1

2
𝐴1

(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
𝐴1 знайдемо з умови

< 𝜏𝑦𝑧,𝑛 >= (
𝐺1

𝐺2
−1)𝑝𝑛

𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
+
𝛼𝑋𝑛

2
(𝐺2−𝐺1)

(︂
1+

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏− 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

+
𝐴1

2

(︂
(𝐺1 +𝐺2) + (𝐺2 −𝐺1)(

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 +

𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
= 0
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Позначимо ∆ = 𝐺2 + 𝐺1 + (𝐺2 − 𝐺1)

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 +

𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
,

тодi

𝐴1 = 2

(︂
1− 𝐺1

𝐺2

)︂
𝑝𝑛

𝑐ℎ𝛼𝑏

∆𝑛𝑐ℎ𝛼𝑛ℎ
−

−(𝐺2 −𝐺1)
𝛼𝑋𝑛

∆𝑛

(︂
1 +

sh𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂

Пiдставимо в 𝑤′
𝑛(𝑦) i отримаємо

𝑤′
𝑛(𝑦) =𝑀𝑛(𝑦)𝑝𝑛 +𝐾𝑛(𝑦)𝑋𝑛

𝑀𝑛(𝑦) =
𝑐ℎ𝛼𝑦

𝐺2𝑐ℎ𝛼ℎ
− (1− 𝐺1

𝐺2
)
𝑐ℎ𝛼𝑏

∆𝑛𝑐ℎ𝛼ℎ

(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏|+

+
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
𝐾𝑛(𝑦) =

𝛼

2

(︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

+(𝐺2−𝐺1)
𝛼

2∆𝑛

(︂
1+

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏− 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
·
(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦−𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏|−

−𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂

2.1.5 Обернення розв’язку

За формулою обернення отримаємо рiшення крайової задачi у просторi
оригiналiв.

𝑤(𝑥,𝑦) =
1

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤𝑛(𝑦)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
=

1

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤′
𝑛(𝑦) sin𝛼𝑥
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За умовою на трiщинi

𝜏𝑦𝑧(𝑥,𝑏+ 0) = 𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦
=
𝐺2

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤′
𝑛(𝑦)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 = 0

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑀𝑛(𝑦)𝑝𝑛 +𝐾𝑛(𝑏+ 0)𝑋𝑛

)︂
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 = 0

𝑋𝑛 =

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝑋(𝜂) sin𝛼𝜂𝑑𝜂
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2.2 Знаходження стрибка змiщень

2.2.1 Зведення до iнтегрального рiвняння

Змiнюючи порядок сумування та iнтегрування отримаємо∫︁ 𝑐

−𝑐
𝑋(𝜂)

(︂
𝐾𝑛(𝑏+ 0) sin𝛼𝜂 sin𝛼𝑥

)︂
𝑑𝜂 = −

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

Отримали iнтегральне рiвняння∫︁ 𝑐

−𝑐
𝑋(𝜂)𝑅(𝑥,𝜂)𝑑𝜂 = 𝑇 (𝑥)

𝑅(𝑥,𝜂) = 𝐾𝑛(𝑏+ 0) sin𝛼𝜂 sin𝛼𝑥

𝑇 (𝑥) = −
∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

2.2.2 Вiдокремлення сингулярної частини

Для вiдокремлення з ядра рiвняння сингулярної частини запишемо
𝐾𝑛(𝑦) у виглядi:

𝐾𝑛(𝑦) =
𝛼𝑛
2

(︂
1 +

(𝐺2 −𝐺1)

∆𝑛

)︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +𝑁𝑛(𝑦)

𝑁𝑛(𝑦) =
𝛼

2

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

+
𝛼(𝐺2 −𝐺1)

2∆𝑛

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
·

·
(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| − 𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
−
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−𝛼(𝐺2 −𝐺1)

2∆𝑛

(︂
sh𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 +

𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼|ℎ−𝑏|

)︂

Ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑦) sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂 сходиться рiвномiрно i можно перейти до 𝑦 −→

𝑏+ 0.

𝑁𝑛(𝑏) =
𝛼

2

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂(︂
1 +

𝐺2 −𝐺1

∆𝑛

(︂
1−

−𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂)︂
− 𝛼(𝐺2 −𝐺1)

2∆𝑛

(︂
sh𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏+

+
𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼|ℎ−𝑏|

)︂
Представимо

1 +
𝐺2 −𝐺1

∆𝑛
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏) = 1 +

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)−

−(𝐺2 −𝐺1)
2

𝐺2 +𝐺1

𝑠ℎ𝛼(ℎ−𝑏)
𝑐ℎ𝛼ℎ 𝑒−𝛼𝑏 + 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ𝑒
−𝛼(ℎ−𝑏)

∆𝑛
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)

Розглянемо
∞∑︁
𝑛=1

𝛼

2

(︂
1+

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦−𝑏)

)︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂. Ряд роз-

бiгається при 𝑦 −→ 𝑏+ 0. При 𝑦 ̸= 𝑏 вiн збiгається рiвномiрно, перепишемо

∞∑︁
𝑛=1

𝛼

2

(︂
1 +

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)

)︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂 =

= − 𝑑

𝑑𝑥2

∞∑︁
𝑛=1

1

2𝛼

(︂
1 +

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)

)︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂

Переходячи до 𝑦 −→ 𝑏+ 0, отримаємо − 𝐺2

𝐺2 +𝐺1

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼
sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂 Перетво-

римо, скористуючись формулою 5.4.2.9 из А.П. Пруднiков "Iнтеграли та
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ряди"
∞∑︁
𝑛=1

cos𝑛𝑥

𝑛
= −𝑙𝑛(2𝑠𝑖𝑛( |𝑥|

2
)), 𝑥 ̸= 0

Перепишемо

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼
sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂 =

𝑎

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑛 · 𝜋𝑥𝑎 ) sin(𝑛 · 𝜋𝜂𝑛 )
𝑛

=

=
𝑎

2𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(︂
cos𝑛𝜋𝑎(𝑥− 𝜂)

𝑛
−

cos𝑛𝜋𝑎(𝑥+ 𝜂)

𝜂

)︂
=

=
𝑎

2𝜋

(︂
− 𝑙𝑛(2 sin |𝜋

𝑎
(𝑥− 𝜂)|) + 𝑙𝑛(2 sin |𝜋

𝑎
(𝑥+ 𝜂)|)

)︂

Отже рiвняння прийме вигляд

𝐺2

2𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝑋(𝜂)

(︂
𝑙𝑛(2 sin

𝜋

𝑎
|𝑥− 𝜂|)− 𝑙𝑛(2 sin

𝜋

𝑎
|𝑥+ 𝜂|)

)︂
𝑑𝜂+

+

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝑋(𝜂)

(︂ ∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑁𝑛(𝑏)−

(𝐺2 −𝐺1)
2

𝐺2 +𝐺1

𝑠ℎ𝛼(ℎ−𝑏)
𝑐ℎ𝛼ℎ 𝑒−𝛼𝑏 + 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ𝑒
−𝛼(ℎ−𝑏)

∆𝑛

)︂
·

· sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂
)︂
𝑑𝜂 = −

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥, − 𝑐 < 𝑥 < 𝑐
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2.2.3 Замiна змiнних

Зробимо замiну 𝑥 = 𝑐𝑡, 𝜂 = 𝑐𝜉, деY

𝐺2

2𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1
𝑋*(𝜉)

(︂
𝑙𝑛(2 sin

𝑐𝜋

𝑎
|𝑡− 𝜉|)− 𝑙𝑛(2 sin

𝑐𝜋

𝑎
|𝑡+ 𝜉|)

)︂
𝑑𝜉+

+

∫︁ 1

−1

(︂ ∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑁𝑛(𝑏)−

(𝐺2 −𝐺1)
2

𝐺2 +𝐺1

𝑠ℎ𝛼(ℎ−𝑏)
𝑐ℎ𝛼ℎ 𝑒−𝛼𝑏 + 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ𝑒
−𝛼(ℎ−𝑏)

∆𝑛

)︂
sin𝛼𝑐𝑡 sin𝛼𝑐𝜉

)︂
𝑑𝜉 =

= −
∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑡, − 1 < 𝑡 < 1

Розглянгемо частину рiвняння з особливiстю

𝑙𝑛(2 sin
𝜋𝑐

𝛼
|𝑡− 𝜉|) = −𝑙𝑛 1

|𝑡− 𝜉|
+ 𝑙𝑛(2 sin

𝜋𝑐

𝛼
|𝑡− 𝜉|) + 𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
=

= −𝑙𝑛 1

|𝑡− 𝜉|
+ 𝑙𝑛

2 sin 𝜋𝑐
𝛼 |𝑡− 𝜉|

|𝑡− 𝜉|

При цьому lim
|𝑡−𝜉|→0

2 sin 𝜋𝑐
𝛼 |𝑡− 𝜉|

|𝑡− 𝜉|
= 𝑙𝑛

2𝜋𝑐

𝑎

Рiвняння прийме вигляд:

− 𝐺2

2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1
𝑋*(𝜉)𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉+

+
𝐺2

2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1
𝑋*(𝜉)

[︂
𝑙𝑛
2 sin 𝜋𝑐

𝛼 |𝑡− 𝜉|
|𝑡− 𝜉|

− 𝑙𝑛(2 sin
𝜋𝑐

𝛼
|𝑡+ 𝜉|

]︂
𝑑𝜉+

+𝑐

∫︁ 1

−1
𝑋*(𝜉)

[︂ ∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑁𝑛(𝑏)−

(𝐺1 −𝐺2)
2

(𝐺1 +𝐺2)
· 𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏) + 𝑐ℎ𝛼ℎ · 𝑒−𝛼|ℎ−𝑏|

∆𝑛𝑐ℎ𝛼ℎ

)︂
·

· sin𝛼𝑐𝑡 · sin𝛼𝑐𝜉
]︂
𝑑𝜉 = −

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏) sin𝛼𝑐𝑡, − 1 < 𝑡 < 1
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Перепишемо його у виглядi

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1
𝑋*(𝜉)𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉 +

∫︁ 1

−1
𝑋*(𝜉)𝑅(𝑡,𝜉)𝑑𝜉 = 𝑓(𝑡)

де регулярне ядро 𝑅(𝑡,𝜉) має вигляд:

𝑅(𝑡,𝜉) = − 𝑑2

𝑑𝑡2

[︂
𝑙𝑛
2 sin 𝜋𝑐

𝑎 |𝑡− 𝜉|
|𝑡− 𝜉|

− 𝑙𝑛(2 sin
𝜋𝑐

𝑎
|𝑡+ 𝜉|)

]︂
−

−2𝜋𝑐2(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑁𝑛(𝑏)−

(𝐺1 −𝐺2)
2

(𝐺1 +𝐺2)
· 𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏) + 𝑐ℎ𝛼ℎ · 𝑒−𝛼|ℎ−𝑏|

∆𝑛𝑐ℎ𝛼ℎ

)︂
·

· sin𝛼𝑐𝑡 · sin 2𝑐𝜉

𝑓(𝑡) =
2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑡

2.2.4 Метод ортогональних многочленiв

Iснування спектрального спiввiдношення

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1
𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
·
√︀

1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = −𝜋(𝑛+ 1)𝑈𝑛(𝑡)

Де 𝑈𝑛(𝜉) - полiном Чебишева другого роду, дозволяє нам використати
для вирiшення iнтегро-дiференцiального рiвняння метод ортогональних
многочленiв. Вiдповiдно до нього розв’язок будемо шукати у виглядi

𝑋*(𝑡) =
√︀

1− 𝑡2
∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛 · 𝑈𝑛(𝑡)

Пiдставимо у рiвняння i скористаємося спектральним спiввiдношенням

∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛
𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1
𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
√︀

1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉)𝑑𝜉+
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+

∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛

∫︁ 1

−1
𝑅(𝑡,𝜉)

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑓(𝑡)

Тобто

−𝜋
∞∑︁
𝑛=1

𝑋*
𝑛(𝑛+ 1)𝑈𝑛(𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

𝑋*
𝑛

∫︁ 1

−1
𝑅(𝑡,𝜉)

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑓(𝑡)

Помножимо отриману рiвнiсть на
√
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡) i проiнтегруємо за 𝑡 на

промiжку (−1,1)

−𝜋
∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛(𝑛+ 1)

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑛(𝑡)𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡+

+

∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡)

∫︁ 1

−1
𝑅(𝑡,𝜉)

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1

−1
𝑓(𝑡)

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡

Скористаємося ортогональнiстю многочленiв Чебишева

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑛(𝑡)𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡 =

𝜋

2
𝛿𝑛𝑚 =

𝜋

2

⎧⎨⎩1, 𝑛 = 𝑚

0, 𝑛 ̸= 𝑚

−𝜋
2

2
(𝑚+ 1)𝑋*

𝑚 +

∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡

∫︁ 1

−1
𝑅(𝑡,𝜉)

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉)𝑑𝜉 =

=

∫︁ 1

−1
𝑓(𝑡)

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡

Отже, отримали нескiнчену систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(𝑚+ 1)𝑋*
𝑚 − 2

𝜋2

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑚𝑛𝑋
*
𝑛 = − 2

𝜋2
𝐵𝑚

𝐴𝑚𝑛 =

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡)

∫︁ 1

−1
𝑅(𝑡,𝜉)

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑛(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑡
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𝐵𝑚 =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝑡)

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡

Нормуємо цю систему. Подiлимо на
√
𝑚+ 1 та позначимо Ψ𝑚 =

√
𝑚+ 1𝑋*

𝑚

Ψ𝑚 +

∞∑︁
𝑛=0

𝐴*
𝑚𝑛Ψ𝑛 = 𝐵*

𝑚, 𝑚 = 0,1,2, . . .

𝐴*
𝑚𝑛 = − 2

𝜋2
1√

𝑚+ 1
√
𝑛+ 1

𝐴𝑚𝑛, 𝐵*
𝑚 = 2

2

𝜋2
1√
𝑚+ 1

𝐵𝑚
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2.3 Використання квадратурних формул

Для знаходження iнтегралiв скористаємося квадратурними формула-
ми Чебишева ∫︁ 1

−1
𝑓(𝑥)

√︀
1− 𝑥2 ≈

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑤𝑖 =
𝜋

𝑁 + 1
sin2

𝜋𝑖

𝑁 + 1
; 𝑥𝑖 = cos

𝜋𝑖

𝑁 + 1

Враховуючи, що

𝑈𝑘(𝑥) =
sin[(𝑘 + 1)𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥]

𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥)

𝑈𝑘(𝑥𝑖) =
𝑠𝑖𝑛(𝑘 + 1) · 𝜋𝑖

𝑁+1

𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑖
𝑁+1

Таким чином, отримаємо

∫︁ 1

−1
𝑓(𝑥)𝑈𝑘(𝑥)

√︀
1− 𝑥2𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜋

𝑁 + 1
· 𝑠𝑖𝑛2 𝜋𝑖

𝑁 + 1

sin 𝜋𝑖
𝑁+1(𝑘 + 1)

sin 𝜋𝑖
𝑁+1

𝑓(𝑥𝑖) =

=
𝜋

𝑁 + 1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑖

𝑁 + 1
· sin 𝜋𝑖

𝑁 + 1
· 𝜋𝑖

𝑁 + 1
(𝑘 + 1) · 𝑓(𝑥𝑖)
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РОЗДIЛ 3

КОЕФIЦIЄНТ IНТЕНСИВНОСТI НАПРУЖЕНЬ

Коефiцiєнт iнтенсивностi напружень (K-коефiцiєнт) грає ключову
роль у вивченнi та передбаченнi руйнування матерiалiв, особливо при наяв-
ностi трiщин. Коефiцiєнт iнтенсивностi напружень визначає мiру напружень,
яка працює в околi вершини трiщини, i є основним параметром, який вико-
ристовується для аналiзу руйнування матерiалiв.

Коли напруження в околi трiщини досягає певного рiвня, визначеного
критичним значенням K, трiщина може почати рости. Це пов’язано з тим, що
високi значення K-коефiцiєнта вказують на велику концентрацiю напружень
вздовж трiщини i можуть викликати розширення трiщини.

КIН на одному кiнцi тiрщини визначається як

𝐾+
𝑚 = lim

𝑠→𝑐+0

√︀
2𝜋(𝑐− 𝑠)𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

Та на iнщому:

𝐾−
𝑚 = lim

𝑠→𝑐−0

√︀
2𝜋(𝑠− 𝑐)𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

Оскiльки
𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

= 𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

Розглянемо випадко на правому кiнцi трiщiни 𝐾+
𝑚

𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

=
𝐺2

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

(𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑝𝑛 +𝐾𝑛(𝑏+ 0)𝑋𝑛) sin𝛼𝑥

𝑋𝑛 =

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝑋(𝜂) sin𝛼𝜂𝑑𝜂
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То в отриманому ранiше виразi для похiдної 𝜕𝑤𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

вiдкинемо cкiнченi

доданки, коли 𝑠→ 𝑐+ 0 aбо 𝑠→ 𝑐− 0, та врахуємо приведену вище замiну
до 𝑡,𝜉:

𝐾+
𝑚 = −

𝐺2
2√

2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)
lim

𝑡→1+0

√︀
(1− 𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1
𝑋*(𝜉)𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
𝑑𝜉

𝑋*(𝑡) =
√︀

1− 𝑡2
∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛𝑈𝑛(𝑡), 𝑋(𝑡) = 𝑋*(𝑐𝑡)

Пiдставимо 𝑋*(𝑡) до 𝐾+
𝑚 та отримаємо:

𝐾+
𝑚 = −

𝐺2
2√

2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

∞∑︁
𝑛=0

lim
𝑡→1+0

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
𝑈𝑛(𝑡)

Скористаємося асимптотичним розвиненням iнтегралу

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜉|
𝑈𝑛(𝑡) ∼

𝜋|𝑡|√
𝑡2 − 1

𝑈𝑛(𝑡)

Тодi при пiдстановцi 𝑡→ 1 + 0:

𝐾+
𝑚 = −

𝐺2
2√

2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

∞∑︁
𝑛=0

𝑋*
𝑛𝑈𝑛(1)

Оскiльки 𝑋*
𝑛 = 𝜓𝑛√

𝑛+1
, та 𝑈𝑛(1) = 𝑛+ 1, остаточний вигляд КIН на правому

кiнцi трiщини буде

𝐾+
𝑚 = −

𝐺2
2√

2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

∞∑︁
𝑛=0

√
𝑛+ 1Ψ*

𝑛

Вiдповiдно до 𝑈𝑛(−1) = (−1)𝑛𝑈𝑛(1), 𝐾−
𝑚 буде

𝐾−
𝑚 = lim

𝑠→𝑐−0

√︀
2𝜋(𝑠− 𝑐)𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0
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𝐾−
𝑚 = −𝐺2

𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

𝐾−
𝑚 = −

𝐺2
2√

2𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
√
𝑛+ 1Ψ*

𝑛
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РОЗДIЛ 4

ЧИСЕЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ

Рис. 4.1. 𝑝(𝑥) =
√︁

1− 𝑥2

𝑎2 (𝑎
3 − 𝑥3), 𝑎 = 10, ℎ = 6, 𝑐 = 3, 𝑏 = 2
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Рис. 4.2. 𝑝(𝑥) =
√︁

1− 𝑥2

𝑎2 (𝑎
3 − 𝑥3), 𝑎 = 10, ℎ = 6, 𝑐 = 3, 𝑏 = 2

Рис. 4.3. 𝑝(𝑥) = 𝑐2 − 𝑥, 𝑎 = 10, ℎ = 6, 𝑐 = 3, 𝑏 = 2



24

Рис. 4.4. 𝑝(𝑥) = 𝑐2 − 𝑥, 𝑎 = 10, ℎ = 6, 𝑐 = 3, 𝑏 = 2

Рис. 4.5. 𝑝(𝑥) = 𝑎+ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) · 𝑥, 𝑎 = 10, ℎ = 10, 𝑐 = 5, 𝑏 = 5
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Рис. 4.6. 𝑝(𝑥) = 𝑎+ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) · 𝑥, 𝑎 = 10, ℎ = 10, 𝑐 = 5, 𝑏 = 5
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ВИСНОВКИ

В рамках дипломної роботи було дослiджено антиплоску задачу теорiї
пружностi для складеної полоси iз мiжфазною трiщиною. Цю задачу було
спрощено до розв’язання iнтегрального рiвняння щодо невiдомого стрибка
перемiщення на трiщинi. Пiсля розв’язання цього рiвняння методом ортого-
нальних полiномiв можна визначити потрiбнi напруження та перемiщення.
Результати дослiдження включають отриманння коефiцiєнтiв iнтенсивностi
напружень у областi вершини трiщини.

Дипломна робота є актуальною в галузi механiки, задачi торiїї пружно-
стi важливi для розумiння поведiнки матерiалiв пiд впливом навантажень та
розвитку трiщин. Отриманi результати i методи розв’язання iнтегрального
рiвняння з використанням ортогональних полiномiв можуть мати практичнi
застосування в проектуваннi та аналiзi структур, а також в розробцi нових
матерiалiв з високою мiцнiстю та трiщиностiйкiстю.
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