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ВСТУП

Неперервнiсть функцiй - це одна з основних тем математичного аналi-
зу, яка має велике значення в рiзних наукових дисциплiнах. Вона дослiджує
властивостi функцiй, якi можуть бути визначенi "неперервним" способом
на певному iнтервалi, тобто такi функцiї, якi не мають "рiзких змiн" або
розривiв.

Наприклад, при розглядi фiзичних явищ, якi змiнюються з часом чи
просторовою координатою, неперервнiсть функцiй дозволяє вивести бiльш
точнi та реалiстичнi моделi цих явищ. В економiцi та фiнансах, неперервнiсть
функцiй є важливою для аналiзу фiнансових ринкiв та прогнозування
ризикiв.

В данiй роботi розглядаються властивiсть неперервностi i розриви
функцiй дiйсної змiнної. Основний результат полягає в характеризацiї мно-
жини точок розриву довiльної функцiї (див. Теорему 3.1). Крiм того, у
четвертому роздiлi, ми даємо конструктивний опис множини недиференцi-
йовностi неперервної функцiї, тим самим уточнюючи класичний результат
Загорського щодо 𝐺𝛿𝜎-множин мiри нуль.

Вiдомi приклади функцiй, якi означенi на множинi дiйсних чисел i
є неперервними в кожнiй iррацiональнiй точцi i розривнi в кожнiй рацiо-
нальнiй точцi. Одна з таких є функцiя Рiмана, яка для iррацiонального
аргумента набуває значення 0, а для кожного рацiонального числа, яке
можна представити у виглядi нескоротнього дробу 𝑚

𝑛 (де 𝑛 > 0), вона
дорiвнює 1

𝑛 , а саме,

𝑅(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1
𝑛 , якщо x = 𝑚

𝑛 − нескоротний дрiб i 𝑚 ∈ Z, 𝑛 ∈ N,

0, якщо x ∈ R ∖Q.

З результатiв даної роботи, зокрема, випливає такий цiкавий факт,
що не iснує функцiй, неперервних в кожнiй рацiональнiй точцi i розривних
в кожнiй iррацiональнiй точцi.
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Роздiл 1

ОЗНАЧЕННЯ ТА ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

Нехай функцiю 𝑓 визначено на деякiй пiдмножинi 𝑋 множини дiйсних
чисел R i 𝑥0 − гранична точка множини 𝑋, причому 𝑥0 ∈ 𝑋.

Означення 1.1. Функцiю 𝑓 називають неперервною в точцi 𝑥0, якщо
lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0), причому точку 𝑥0 називають точкою неперервностi

функцiї 𝑓 . (Джерело: Iлченко В. В. Посiбник з математичного аналiзу,
2021, с. 24)

Оскiльки для будь-якого 𝑥 виконується lim
𝑥→𝑥0

𝑥 = 𝑥0, то умову не-

перервностi можна записати так: lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓( lim
𝑥→𝑥0

𝑥), тому у випадку
неперервної функцiї знаки функцiї i границi можна переставляти мiсцями,
тобто переходити до границi пiд знаком функцiї.

При дослiдженнi неперервностi зручно скористатися i дещо iншою
формою Означення 1.1. Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥) у точцi 𝑥0 i, роблячи крок
∆𝑥, переходимо до точки 𝑥0 + ∆𝑥. Змiна значення функцiї дорiвнюватиме
∆𝑦 = 𝑓(𝑥0 +∆𝑥)− 𝑓(𝑥0).

Означення 1.2. Функцiю 𝑓(𝑥) називають неперервною в точцi 𝑥0, якщо
її прирiст у цiй точцi − нескiнченно мала функцiя при ∆𝑥 → 0, тобто
lim
𝑥→𝑥0

∆𝑦 = 0. (Джерело: Iлченко В. В. Посiбник з математичного аналiзу,

2021, с. 24)

Одностороннi границi дозволяють розглядати поведiнку функцiї з
двох бокiв вiд вибраної точки.

Лiва одностороння границя функцiї в точцi 𝑥0 визначається як значен-
ня функцiї, коли 𝑥 наближається до 𝑥0 злiва (тобто 𝑥 < 𝑥0). Це позначається
так: lim

𝑥→𝑥0−
𝑓(𝑥). Права одностороння границя функцiї в точцi 𝑥0 визначає-

ться як значення функцiї, коли 𝑥 наближається до 𝑥0 зправа (тобто 𝑥 > 𝑥0)
i це позначають так: lim

𝑥→𝑥0+
𝑓(𝑥).
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Границя функцiї 𝑓 iснує тодi i тiльки тодi, коли iснують i спiвпадають
мiж собою лiва i права одностороннi границi цiєї функцiї, i вони обидвi
дорiвнюють значенню функцiї в точцi 𝑥0, тобто 𝑓(𝑥0−) = 𝑓(𝑥0+) = 𝑓(𝑥0).

Нижче наведемо ключовi властивостi неперервних функцiй, якi випли-
вають безпосередньо з означення неперервностi та властивостей границь.

Теорема 1.1. Нехай функцiї 𝑓 i 𝑔 неперервнi в точцi 𝑥0. Тодi функцiї
𝑓 ± 𝑔, 𝑓 · 𝑔 i, за умови 𝑔(𝑥0) ̸= 0, 𝑓

𝑔 неперервнi в цiй точцi.

Теорема 1.2. Нехай 𝑦 = (𝑓 ∘ 𝜙) − складена функцiя (композицiя), тобто
𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑢 = 𝜙(𝑥), причому функiя 𝜙(𝑥) неперервна в точцi 𝑥0, а 𝑓(𝑢)

неперервна в точцi 𝑢0 = 𝜙(𝑥0). Тодi складeна функцiя 𝑦 = (𝑓 ∘ 𝜙)(𝑥)

неперервна в точцi 𝑥0.

Наведемо кiлька ключових властивостей функцiї, яка є неперервною
на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Тут пiд неперервнiстю на [𝑎, 𝑏], розумiємо, що функцiя
неперервна в кожнiй точцi вiдкритого iнтервалу (𝑎, 𝑏), а в точках 𝑎 i 𝑏 −
вiдповiдно справа й злiва.

Теорема 1.3 (Перша теорема Вейєрштрасса). Неперервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]

функцiя є обмеженою на цьому вiдрiзку.

Теорема 1.4 (Друга теорема Вейєрштрасса). Неперервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]

функiя досягає своїх найбiльшого та найменшого значень.

Теорема 1.5 (Теорема Больцано-Кошi про корiнь). Якщо функцiя 𝑓 непе-
рервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i на кiнцях цього вiдрiзка набуває значень рiзних
знакiв, то iснує така точка 𝑐 ∈ (𝑎; 𝑏), що 𝑓(𝑐) = 0.

Ця теорема є наглядно очевидною. Справдi, якщо точки 𝐴 i 𝐵, якi
лежать у рiзних пiвплощинах вiдносно осi абсцис, сполучити неперервною
кривою, то ця крива обов’язково перетне вiсь абсцис.

Теорема 1.6 (Теорема Больцано-Кошi про промiжне значення функцiї).
Якщо функцiя 𝑓 є неперервною на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то вона набуває всiх
значень мiж 𝑓(𝑎) i 𝑓(𝑏).
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Ця теорема, зокрема, допомагає знаходити область значень неперерв-
ної функцiї.

Нагадаємо означення та класифiкацiю точок розриву функцiї. Якщо
в точцi 𝑥0 функцiя 𝑓 = 𝑓(𝑥) не є неперервною, вона називається розривною
в цiй точцi, а сама точка 𝑥0 називається точкою розриву. Як було ранiше
сформульовано, функцiя буде неперервною в точцi 𝑥0, якщо iснують скiн-
ченнi одностороннi границi i вони обидвi дорiвнюють значенню функцiї в
точцi 𝑥0, тобто 𝑓(𝑥0−) = 𝑓(𝑥0+) = 𝑓(𝑥0).

Отже, функцiя вважається розривною в точцi 𝑥0, якщо виконується
одна з таких умов:

- обидвi одностороннi границi iснують, але вони рiзнi мiж собою;

- одностороннi границi рiвнi, проте їхнє спiльне значення не спiвпадає
з 𝑓(𝑥0);

- або хоча б одна з одностороннiх границь не iснує.

Означення 1.3. Точка 𝑥0 є точкою розриву функцiї 𝑓 першого роду, якщо
в цiй точцi iснують обидвi одностороннi границi, але цi одностороннi
границi або не дорiвнюють одна однiй, тобто, 𝑓(𝑥0−) ̸= 𝑓(𝑥0+), або вони,
будучи рiвними, не спiвпадають зi значенням функцiї 𝑓(𝑥0−) = 𝑓(𝑥0+) ̸=
𝑓(𝑥0).

В першому випадку з точкою розриву пов’язують стрибок функцiї
в цiй точцi 𝑓(𝑥0+) − 𝑓(𝑥0−) ̸= 0. Якщо ж обидвi одностороннi границi
спiвпадають, але вiдрiзняються вiд значення 𝑓(𝑥0), такий розрив називають
усувним. Його можна позбутися, якщо перевизначити функцiю в точцi 𝑥0
i задати значення 𝑓(𝑥0), яке дорiвнює спiльному значенню одностороннiх
границь. Всi iншi розриви належать до другого роду: це точки, у яких хоча
б одна з одностороннiх границь не iснує або є нескiнченною.

Розглянемо деякi приклади розривних функцiй.

Функцiя sign𝑥, також називається функцiєю знаку. Вона визначає
знак числа 𝑥 i набуває значення −1, якщо 𝑥 вiд’ємне, 0, якщо 𝑥 дорiвнює 0,
i 1, якщо 𝑥 додатне, тобто
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𝑓(𝑥) =sign(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1, при 𝑥 < 0,

0, при 𝑥 = 0,

1, при 𝑥 > 0.

Ця функцiя має розрив в точцi 𝑥0 = 0. З’ясуємо характер цього
розриву. Оскiльки лiва границя дорiвнює −1, права границя дорiвнює +1,
i цi двi границi не рiвнi мiж собою, то функцiя sign𝑥 в точцi 𝑥0 = 0 має
розрив першого роду i стрибок функцiї в цiй точцi дорiвнює 2.

Ще одним прикладом розривної функцiї є функцiя 𝑓(𝑥) = 𝑥+1
𝑥−3 . До-

визначимо функцiю 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 = 3 довiльним чином. В цiй точцi
функцiя матиме розрив. Для визначення характеру цього розриву, обчисли-
мо lim

𝑥→3−
𝑥+1
𝑥−3 = −∞ i lim

𝑥→3+

𝑥+1
𝑥−3 = +∞. Отже, функцiя при 𝑥 → 3 не має обох

скiнченних одностороннiх границь. Тому 𝑥0 = 3 є точкою розриву другого
роду. Зауважимо, що на характер розриву не впливає яким саме чином ми
довизначили функцiю в точцi 𝑥0 = 3.

Легко навести приклад функцiї, яка є розривною в кожнiй цiлiй точцi
i неперервна у всiх iнших точках. Одна з таких функцiй є функцiєю цiлої
частини i позначається вона як 𝑓(𝑥) = [𝑥]. Легко бачити, що множина точок
неперервностi цiєї функцiї складається з усiх дiйсних чисел, якi не є цiлими,
тобто множина R ∖ Z.

Функцiя Дiрiхле є прикладом розривної в кожнiй точцi функцiї. Вона
набуває значення 1, якщо аргумент є рацiональним числом, i 0, якщо
аргумент є числом iррацiональним. Це визначення можна записати так:

𝐷(𝑥) =

⎧⎨⎩1, якщо x ∈ Q,

0, якщо x ∈ R ∖Q.

Доведення основних властивостей цiєї функцiї наведено у додатку.

Функцiя з останнього прикладу не є монотонною. Розривнi монотоннi
функцiї мають свої особливостi. Наведена нижче теорема стверджує, що
у монотонних функцiй не може бути точок розриву другого роду, а у
внутрiшнiх точках не може бути усувних розривiв.

Теорема 1.7 (Теорема про точки розриву монотонної функцiї). Нехай
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функцiя 𝑓 монотонна на iнтервалi (𝑎, 𝑏) i 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏). Функцiя 𝑓 є або
неперервною в точцi 𝑥0, або в точцi 𝑥0 функцiя 𝑓 має неусувний розрив
першого роду.

Доведення цiєї теореми також наводиться в додатку.
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Роздiл 2

ДЕЯКI ОЗНАЧЕННЯ ТА ДОПОМIЖНI

ТВЕРДЖЕННЯ

Надалi нам знадобляться поняття вiдкритих множин та їх властивостi.
Зрозумiло, що будь-який iнтервал є вiдкритою множиною i також вiдомо,
що об’єднання будь-якого набору вiдкритих множин, зокрема iнтервалiв є
множиною вiдкритою. Проте, можна гарантувати, що перетин лише скiнчен-
ної кiлькостi вiдкритих множин є множиною вiдкритою . Може виявитись,
що перетин нескiнченного набору вiдкритих множин не є вiдкритою множи-
ною. Наприклад, перетин iнтервалiв (− 1

𝑛 ,
1
𝑛) є множиною, яка складається

з однiєї точки {0}. За означенням, одноточкова множина не є вiдкритою.

Нагадаємо означення та деякi властивостi замкнених множин. Мно-
жина називається замкненою, якщо вона мiстить всi свої граничнi точки.
Перетин будь-якого числа i об’єдання лише скiнченного числа замкнених
множин є замкненими множинами. Наприклад, одноточкова множина i
вiдрiзок є замкненими множинами.

Ранiше вiдзначалося, що об’єднання нескiнченного набору замкнених

множин може виявитися незамкненим:
∞⋃︀
𝑛=2

[−1 + 1
𝑛 ; 1−

1
𝑛 ] = (−1; 1).

Зв’язок мiж замкненими i вiдкритими множинами встановлює насту-
пне твердження.

Твердження 2.1. Доповнення до вiдкритої множини замкнене i доповне-
ня до замкненої множини вiдкрите.

Iснують множини, якi є одночасно вiдкритими i замкненими. Це
порожня множина i множина R. Наступна теорема стверджує, що iнших
множин, якi мають цi властивостi, не iснує.

Теорема 2.1. Множина є одночасно i замкненою, i вiдкритою тодi i
тiльки тодi, коли вона є або порожньою, або є множиною всiх дiйсних
чисел.
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Доведення. Припустимо, що iснує множина 𝐴, яка є одночасно вiдкритою
i замкненою, але не є анi ∅, анi R. Оскiльки множина 𝐴− вiдкрита, тодi
R∖𝐴 замкнена. Якщо ж 𝐴− замкнена, то R∖𝐴− вiдкрита. Нехай 𝑎1 ∈ 𝐴

i 𝑏1 ∈ R∖𝐴 i для визначенностi покладемо, що 𝑎1 < 𝑏1. Оберемо точку
𝑐1 =

𝑏1−𝑎1
2 як середину вiдрiзка [𝑎1; 𝑏1]. Якщо 𝑐1 ∈ 𝐴, то покладемо 𝑎2 = 𝑐1

i 𝑏2 = 𝑏1. Якщо ж 𝑐1 ∈ R∖𝐴, то 𝑎2 = 𝑎1 i 𝑏2 = 𝑐1. В будь-якому випадку
отримаємо, що 𝑎2 ∈ 𝐴 i 𝑏2 ∈ R∖𝐴, причому 𝑏2 − 𝑎2 =

𝑏1−𝑎1
2 . Цю конструкцiю

можна продовжити iндуктивно. В результатi отримаємо послiдовностi точок
𝑎𝑘 ∈ 𝐴 та 𝑏𝑘 ∈ R∖𝐴. Зрозумiло, що 𝐴 та R∖𝐴 розбивають R. Оскiльки
[𝑎1, 𝑏1] ⊇ [𝑎2, 𝑏2] ⊇ . . . ⊇ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] ⊇ . . . i довжини цих вiдрiзкiв прямують до
0 при 𝑘 → ∞. Тодi скористаємось лемою про вкладенi вiдрiзки, за якою

iснує єдиний 𝑥 ∈
∞⋂︀
𝑛=1

[𝑎𝑛, 𝑏𝑛], причому lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑥.

Оскiльки множина 𝐴 замкнена , то 𝐴 мiстить усi свої граничнi точки,
тому 𝑥 ∈ 𝐴. Проте множина також R∖𝐴 замкнена, як доповнення до
вiдкритої множини, тому вона також має мiстити усi свої граничнi точки,
включаючи 𝑥. Тому ми отримали, що 𝑥 належить до множин 𝐴 та R∖𝐴
одночасно. Але цi множини не перетинаються. Отримана суперечнiсть
означає, що наше початкове припущення є хибним.

Надалi нам знадобляться наступнi характеристики множин.

Як вiдзначалося ранiше, нескiнченний перетин вiдкритих множин
може виявитися не вiдкритим.

Означення 2.1. Множина 𝐻 ⊂ R називається множиною типу 𝐺𝛿,
якщо вона може бути представлена як зчисленний перетин вiдкритих
множин.

Наступна лема показує, що множину 𝐻 типу 𝐺𝛿 можна представити
у виглядi множин, якi стягуються до 𝐻.

Лема 2.1. Нехай 𝐻 - множина типу 𝐺𝛿 i iснують такi вiдкритi множини

𝑈1 ⊃ 𝑈2 ⊃ 𝑈3 ⊃ · · · ⊃ 𝑈𝑛 ⊃ · · · , що
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛 = 𝐻 .

Доведення. Нехай 𝐻 - множина типу 𝐺𝛿, тодi її можна представити у
виглядi перетину зчисленного набору вiдкритих множин 𝐺𝑛, тобто 𝐻 =
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∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛.

Означимо послiдовнiсть множин 𝑈𝑛 наступним чином: 𝑈1 = 𝐺1, 𝑈2 =

𝐺1 ∩𝐺2, 𝑈3 = 𝐺1 ∩𝐺2 ∩𝐺3, i так далi. Маємо, що 𝑈𝑛 =
𝑛⋂︀

𝑘=1

𝐺𝑘.

Зауважимо, що кожна множина 𝑈𝑛 є вiдкритою, оскiльки вона є
скiнченним перетином вiдкритих множин. Крiм того, 𝑈𝑛 ⊇ 𝑈𝑛+1 для всiх 𝑛,

оскiльки
𝑛+1⋂︀
𝑘=1

𝐺𝑘 =

(︂
𝑛⋂︀

𝑘=1

𝐺𝑘

)︂
∩𝐺𝑛+1 = 𝑈𝑛 ∩𝐺𝑛+1 ⊂ 𝑈𝑛.

Доведемо, що
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛 =
∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛. Для цього нам потрiбно довести два
твердження:

1)
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛 ⊂
∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛.

2)
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛 ⊃
∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛.

Перше твердження є досить простим. Дiйсно, оскiльки 𝑈𝑛 ⊂ 𝐺𝑛, то
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛 ⊂
∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛.

Для доведення другого твердження оберемо точку 𝑥 ∈
∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛. Звiдси

випливає, що при будь-якому 𝑘, 𝑥 ∈ 𝐺𝑘. Тодi зафiксуємо довiльне 𝑛 ∈ N
i отримаємо, що 𝑥 ∈

𝑛⋂︀
𝑘=1

𝐺𝑘 = 𝑈𝑛. Оскiльки 𝑛− довiльне число, то будемо

мати, що 𝑥 ∈ 𝑈𝑛 при будь-якому 𝑛, тобто належить до
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛.

Таким чином, ми отримали послiдовнiсть вiдкритих множин 𝑈𝑛, якi

зтягуються до 𝐻:
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛 =
∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛 = 𝐻.

Ранiше ми зауважували на тому, що об’єднання нескiнченного набору
замкнених множин може виявитись не замкненим. Подiбно до того, як
зчисленнi перетини вiдкритих множин утворюють клас множин типу 𝐺𝛿 ,
так само i зчисленнi об’єднання замкнених множин утворюють клас множин
типу 𝐹𝜎.

Означення 2.2. Множина 𝐸 ⊂ R називається множиною типу 𝐹𝜎,
якщо її можна представити у виглядi зчисленного об’єднання замкнених
множин.
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Лема 2.2. Нехай 𝐸 - множина типу 𝐹𝜎 i iснують замкненi множини

𝑃1 ⊂ 𝑃2 ⊂ 𝑃3 ⊂ · · · ⊂ 𝑃𝑛 ⊂ · · · такi, що 𝐸 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝑃𝑛.

Доведення. Нехай 𝐸 - множина типу 𝐹𝜎, тодi 𝐸 можна представити у

виглядi об’єднання зчисленного числа замкнених множин 𝐹𝑛 : 𝐸 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝐹𝑛.

Означимо послiдовнiсть множин 𝑃𝑛 наступним чином: 𝑃1 = 𝐹1, 𝑃2 =

𝐹1 ∪ 𝐹2, 𝑃3 = 𝐹1 ∪ 𝐹2 ∪ 𝐹3, i так далi. Таким чином, 𝑃𝑛 =
𝑛⋃︀

𝑘=1

𝐹𝑘.

Зауважимо, що кожна множина 𝑃𝑛 є замкненою, так як вона є кiн-
цевим об’єднанням замкнених множин. Крiм того, 𝑃𝑛 ⊆ 𝑃𝑛+1 для всiх 𝑛,

оскiльки
𝑛+1⋃︀
𝑘=1

𝐹𝑘 =

(︂
𝑛⋃︀

𝑘=1

𝐹𝑘

)︂
∪ 𝐹𝑛+1 = 𝑃𝑛 ∪ 𝐹𝑛+1 ⊇ 𝑃𝑛.

Таким чином, ми отримали послiдовнiсть замкнених множин 𝑃𝑛, якi

розтягуються до 𝐸: lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝑃𝑛 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝐹𝑛 = 𝐸.

Зрозумiло, що кожна вiдкрита множина є множиною типу 𝐺𝛿 i кожна
замкнена множина є множиною типу 𝐹𝜎.

Нетривiальна множина не може бути одночасно i вiдкритою, i за-
мкненою. Проте, може виявитись, що множина може мати типи 𝐹𝜎 i 𝐺𝛿

одночасно.

Напiввiдрiзок [0; 1) не є нi вiдкритим, нi замкненим, але його можна

представити як об’єднання замкнених множин:
∞⋃︀
𝑛=1

[0; 1 − 1
𝑛 ] i як перетин

вiдкритих множин:
∞⋂︀
𝑛=1

(︀
− 1

𝑛 ; 1
)︀
. Тобто напiввiдрiзок є одночасно i множиною

типу 𝐺𝛿, i множиною типу 𝐹𝜎.

Подiбно до зв’язку мiж замкненими i вiдкритими множинами, мiж
класами множин 𝐹𝜎 i 𝐺𝛿 також iснує взаємозв’язок.

Лема 2.3. Доповнення до множини типу 𝐹𝜎 є множиною типу 𝐺𝛿, а
доповнення до множини типу 𝐺𝛿 є множиною типу 𝐹𝜎.

Доведення. Нехай 𝐸 - множина типу 𝐹𝜎, тобто 𝐸 можна представити у

виглядi об’єднання зчисленного набору замкнених множин: 𝐸 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝐹𝑛.

Тодi доповнення до 𝐸 - це множина R ∖ 𝐸, яку можна записати як перетин
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зчисленного набору вiдкритих множин: R ∖𝐸 =
∞⋂︀
𝑛=1

(R ∖𝐹𝑛). Зауважимо, що

кожна множина R ∖𝐹𝑛 є вiдкритою, оскiльки 𝐹𝑛 є замкненою, а доповнення
до замкненої множини є вiдкритою множиною. Таким чином, ми отримали,
що R ∖ 𝐸 можна представити у виглядi перетину зчисленної кiлькостi
вiдкритих множин, тобто R ∖ 𝐸 - множина типу 𝐺𝛿.

Навпаки, нехай 𝐻 - множина типу 𝐺𝛿, тобто 𝐻 можна представити у

виглядi перетину зчисленного набору вiдкритих множин: 𝐻 =
∞⋂︀
𝑛=1

𝐺𝑛. Тодi

доповнення до 𝐻 - це множина R ∖𝐻, яку можна записати як об’єднання

зчисленного набору замкнених множин: R∖𝐻 =
∞⋃︀
𝑛=1

(R∖𝐺𝑛). Зауважимо, що

кожна множина R∖𝐺𝑛 є замкненою, оскiльки 𝐺𝑛 є вiдкритою, а доповнення
до вiдкритої множини є замкненою множиною. Таким чином, ми отримали,
що R ∖𝐻 можна представити як об’єднання зчисленного набору замкнених
множин, тобто R ∖𝐻 - множина типу 𝐹𝜎.

В доведеннях наступних теорем важливу роль вiдiграють властивостi
всюди щiльних множин. Тож нагадаємо означення i основнi властивостi цих
множин.

Означення 2.3. Множина 𝐴 називається всюди щiльною, якщо будь-яка
непорожня вiдкрита множина 𝐺 має точки з 𝐴.

Наступна теорема мiстить деякi властивостi всюди щiльних множин.

Теорема 2.2.

1) Множина рацiональних точок Q є всюди щiльною.

2) Нехай 𝐴 - всюди щiльна множина. Тодi множина 𝐵 така, що
𝐵 ⊃ 𝐴 також є всюди щiльною множиною.

3) Якщо iз всюди щiльної множини прибрати одну точку, то отри-
мана множина залишиться всюди щiльною.

Доведення. 1) Доведення першого твердження можна знайти у [9].

2) Оскiльки множина 𝐴 є всюди щiльною, тодi, за Означенням 2.3,
будь-яка вiдкрита множина 𝐺 мiстить точки з 𝐴. Тодi множина 𝐵 така, що
𝐵 ⊃ 𝐴 також мiстить цi точки. А тому 𝐵 є всюди щiльною множиною.
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3) Припустимо, що 𝐴− всюди щiльна множина i нехай 𝐴′ = 𝐴∖{𝑥0}.
Оберемо iнтервал 𝐼 = (𝑎,𝑏), в якому є точки з множини 𝐴. Нам потрiбно
довести, що в цьому iнтервалi також мiстяться точки iз 𝐴′. Якщо в цьому
iнтервалi мiститься точка, яка не спiвпадає з 𝑥0, то ця точка також нале-
жить множинi 𝐴′. Якщо ж точка множини 𝐴 в iнтервалi 𝐼 спiвпала з 𝑥0,
то вiзьмемо iнтервал (𝑎, 𝑥0), в якому також є точка множини 𝐴, яка не
спiвпадає з 𝑥0. Ця точка буде належити множинi 𝐴′. Тодi 𝐴′ також є всюди
щiльною множиною.

Лема 2.4. Нехай V - довiльна, всюди щiльна вiдкрита множина. Тодi
для будь-якого iнтервала (𝑎, 𝑏) знайдеться такий невироджений вiдрiзок
[𝛼; 𝛽], що [𝛼; 𝛽] ⊂ (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑉 .

Доведення. Зафiксуємо довiльний iнтервал (𝑎, 𝑏) ⊂ R . Оскiльки множина
𝑉 є всюди щiльною, то iснує деяка точка 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑉 = 𝐸.

Оскiльки 𝑉 - вiдкрита множина, то точка с є внутрiшньою в 𝑉 , а тому
мiститься в цiй множинi разом з деяким околом (𝑐− 2𝜀; 𝑐+ 2𝜀) ⊂ 𝐸. Тодi
знайдеться такий невироджений вiдрiзок [𝑐− 𝜀; 𝑐+ 𝜀] ⊂ (𝑐− 2𝜀; 𝑐+ 2𝜀) ⊂ 𝐸.
Можемо покласти 𝛼 = 𝑐− 𝜀, 𝛽 = c + 𝜀 i тим самим завершується доведення
леми.

Лема 2.5. Перетин зчисленного набору вiдкритих всюди щiльних множин
є всюди щiльною множиною.

Доведення. Нехай {𝑉𝑛}∞𝑛=1 — послiдовнiсть вiдкритих всюди щiльних пiд-
множин R. Потрiбно показати, що

𝐵 =
∞⋂︁
𝑛=1

𝑉𝑛

всюди щiльна, тобто в будь-якому вiдкритому iнтервалi 𝐼0 знайдеться хоча
б одна точка з 𝐵.

Нехай 𝐼0 = (𝑎0,𝑏0) — довiльний непустий вiдкритий iнтервал. Оскiльки
𝑉1 вiдкрита i всюди щiльна множина, у 𝐼0 iснує непустий вiдкритий пiдiн-
тервал 𝐼1 ⊂ 𝐼0 ∩ 𝑉1. Довжину 𝐼1 оберемо такою, щоб вона була, наприклад,
менша за 1.
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Далi, оскiльки 𝑉2 теж вiдкрите i всюди щiльне, у кожному непустому
вiдкритому iнтервалi мiститься його пiдiнтервал, що лежить у 𝑉2. Отже,
у 𝐼1 можна знайти непустий вiдкритий пiдiнтервал 𝐼2 ⊂ 𝐼1 ∩ 𝑉2, причому
довжину 𝐼2 вибираємо меншу за 1

2 .

Рекурсивно, нехай уже побудовано вiдкритий iнтервал 𝐼𝑛 ⊂ 𝐼𝑛−1 ∩ 𝑉𝑛

довжини менше нiж 1
𝑛 . Тодi таке 𝐼𝑛 непусте, бо 𝑉𝑛 всюди щiльне. Далi

у 𝐼𝑛 знайдемо непустий вiдкритий пiдiнтервал 𝐼𝑛+1 ⊂ 𝐼𝑛 ∩ 𝑉𝑛+1 довжини
менше нiж 1

𝑛+1 . Таким чином отримуємо вкладену послiдовнiсть вiдкритих
iнтервалiв

𝐼0 ⊃ 𝐼1 ⊃ 𝐼2 ⊃ . . . ,

де кожен 𝐼𝑘 непустий, 𝐼𝑘 ⊂ 𝑉𝑘 i |𝐼𝑘| < 1
𝑘 .

Позначимо через 𝐼𝑘 замикання iнтервалу 𝐼𝑘. Оскiльки довжини цих
iнтервалiв прямують до нуля, за властивiстю вкладених замкнутих вiдрiзкiв
iснує єдина точка

𝑥* =
∞⋂︁
𝑘=1

𝐼𝑘.

Ця точка 𝑥* належить кожному 𝐼𝑘, а тому й кожному 𝐼𝑘. Оскiльки 𝐼𝑘 ⊂ 𝑉𝑘,
маємо 𝑥* ∈ 𝑉𝑘 для всiх 𝑘. Таким чином

𝑥* ∈
∞⋂︁
𝑘=1

𝑉𝑘 = 𝐵,

i одночасно 𝑥* ∈ 𝐼0. Оскiльки 𝐼0 був довiльним вiдкритим iнтервалом, це
означає, що в будь-якому вiдкритому iнтервалi мiститься принаймнi одна
точка з 𝐵. Отже, 𝐵 є всюди щiльним у R.

Зауваження 2.1. Перетин зчисленого набору вiдкритих всюди щiльних
множин є множиною всюди щiльною, але не обов’язково вiдкритою. На-
приклад, множина iррацiональних чисел. Оскiльки в R доповнення до
одноточкової множини є вiдкритим i всюди щiльним, то множина R∖Q
є зчисленим перетином вiдкритих всюди щiльних множин. Але множи-
на iррацiональних чисел не є вiдкритою, адже для будь-якої точки з R
неможливо знайти iнтервал, який складається лише з iррацiональних
чисел.
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Пiзнiше буде встановлено й дещо iншу властивiсть множини R∖Q.

Лема 2.6. Перетин не бiльше нiж зчисленного набору вiдкритих всюди
щiльних множин типу 𝐺𝛿 є всюди щiльною множиною типу 𝐺𝛿.

Доведення. Нехай {𝑈𝑛}𝑛∈N є послiдовнiсть вiдкритих множин типу 𝐺𝛿. Тодi
для будь-якої точки 𝑥 з прямої i будь-якого 𝜀 > 0 ми можемо знайти точку

𝑦 в множинi
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛, яка лежить в 𝜀-околi точки 𝑥.

Оскiльки кожна множина 𝑈𝑛 є всюди щiльною, то для кожного 𝑛

можна знайти точку 𝑦𝑛 в множинi 𝑈𝑛, яка лежить в 𝜀
2𝑛 -околi точки 𝑥. З

цього випливає, що послiдовнiсть 𝑦𝑛 збiгається до 𝑥.

З iншого боку, оскiльки множина 𝑈𝑛 вiдкрита, для кожного 𝑛 ми
можемо знайти 𝛿𝑛 > 0, таке що (𝑥− 𝛿𝑛, 𝑥+ 𝛿𝑛) ⊂ 𝑈𝑛. Оскiльки 𝑦𝑛 збiгається
до 𝑥, то для будь-якого 𝛿 > 0, iснує номер 𝑁 , такий що для всiх 𝑛 ≥ 𝑁 ми
маємо 𝑦𝑛 ∈ (𝑥− 𝛿, 𝑥+ 𝛿), тобто 𝑦𝑛 ∈ (𝑥− 𝛿, 𝑥+ 𝛿) ⊂ 𝑈𝑛.

Отже, для будь-якого 𝜀 > 0, iснує точка 𝑦 в
∞⋂︀
𝑛=1

𝑈𝑛, така що |𝑥−𝑦| < 𝜀,

що доводить, що перетин множин типу 𝐺𝛿 є всюди щiльним.

Отже, ми показали, що перетин будь-якого зчисленного набору вiдкри-
тих всюди щiльних множин типу 𝐺𝛿 на прямiй є всюди щiльною множиною
типу 𝐺𝛿. Це означає, що цей перетин не може бути порожнiм i є всюди
щiльним.

Легко показати, що множина рацiональних чисел Q є множиною типу
𝐹𝜎. Множина рацiональних чисел є зчисленною i є об’єднанням одноточко-
вих множин, а кожна одноточкова множина є замкненою. А кожна не бiльше
нiж зчислена множина є множиною типу 𝐹𝜎, оскiльки вона є не бiльше
нiж зчисленим об’єднанням одноточкових множин, а кожна одноточкова
множина є замкненою.

Лема 2.7. Множина рацiональних чисел Q не є множиною типу 𝐺𝛿.

Доведення. Припустимо супротивне, тобто нехай Q =
⋂︀
𝑘

𝑉𝑘, де кожна мно-

жина 𝑉𝑘 є вiдкритою. Оскiльки множина рацiональних чисел є всюди
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щiльною,згiдно з властивiстю 1 Теореми 2.2, то 𝑉𝑘 також є всюди щiльними.

Означимо множини 𝑊𝑘 наступним чином: 𝑊𝑘 = 𝑉𝑘∖{𝑞𝑘}, де {𝑞𝑘} -
послiдовнiсть рацiональних чисел.

Згiдно з властивiстю 3 Теореми 2.2, 𝑊𝑘 є всюди щiльними вiдкритими
множинами, то знайдемо такий iнтервал (𝑎0, 𝑏0), що [𝑎0, 𝑏0] ⊆ 𝑊0. Далi, за
Лемою 2.4, iснує (𝑎1, 𝑏1) ⊆ [𝑎1, 𝑏1] ⊂ (𝑎0, 𝑏0)

⋂︀
𝑊1. Продовжимо далi i на

𝑘-ому кроцi будемо мати (𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1) ⊆ [𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1] ⊂ (𝑎𝑘, 𝑏𝑘)
⋂︀

𝑊𝑘+1. Нехай
𝐽𝑘 = [𝑎𝑘; 𝑏𝑘] ⊂ 𝑊𝑘 i 𝐽 =

⋂︀
𝑘

𝐽𝑘, причому 𝐽𝑘+1 ⊂ 𝐽𝑘. Легко побачити, що

𝐽 ⊂ 𝐽𝑘 ⊂ 𝑊𝑘 . Оскiльки {𝐽𝑘} - послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв, то їх
перетин мiстить хоча б одну точку

𝑐 ∈ 𝐽 ⊂
⋂︀
𝑘

𝑊𝑘 ⊂
⋂︀
𝑘

𝑉𝑘 = Q

З одного боку ми представили множину рацiональних чисел у виглядi
перетину 𝑉𝑘. З iншого боку, маємо, що 𝐽 ⊂

⋂︀
𝑘

𝑊𝑘 може мiстити лише

iррацiональнi точки. Отримали протирiччя, яке доводить лему.

Вище було встановлено, що множина iррацiональних чисел є не вiд-
критим перетином зчисленного набору вiдкритих всюди щiльних множин.

Лема 2.8. Множина iррацiональних чисел R∖Q є множиною типу 𝐺𝛿 i
не є множиною типу 𝐹𝜎.

Доведення. За лемою 2.3, доповнення до множини 𝐹𝜎 є 𝐺𝛿 i навпаки. А
оскiльки множина рацiональних чисел є множиною типу 𝐹𝜎, то множина
iррацiональних чисел, яка є доповненням до неї, є множиною типу 𝐺𝛿. У
попереднiй леммi було встановлено, що множина рацiональних чисел не
може бути множиною типу 𝐺𝛿. Тому множина R∖Q е може бути множиною
типу 𝐹𝜎.

Для того, щоб описати точку розриву, нам потрiбен спосiб вимiрю-
вання цього розриву. Для монотонних функцiй ранiше для такої мiри
використовувався стрибок. Для немонотонних функцiй використовується
iнший iнструмент.
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Для подальшого доведення основної теореми нам знадобиться поняття
коливання функцiї.

Означення 2.4. Нехай функцiю 𝑓 задано на невиродженому промiжку 𝐼.
Означимо коливання 𝑓 на 𝐼 як величину 𝜔𝑓(𝐼) = sup

𝑥,𝑦∈𝐼
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|.

Розглянемо як коливання пов’язане з неперервнiстю. Нехай функцiю 𝑓

визначено в околi точки 𝑥0, i 𝑓 неперервна в точцi 𝑥0. Тодi inf
𝛿>0

𝜔𝑓((𝑥0−𝛿;𝑥0+

𝛿)) = 0. Щоб довести це, оберемо довiльне 𝜀 > 0. Оскiльки 𝑓 неперервна в
точцi 𝑥0, то iснує 𝛿0 > 0, таке що |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀

2 при |𝑥− 𝑥0| < 𝛿0. Якщо
𝑥0 − 𝛿0 < 𝑥1 ≤ 𝑥2 < 𝑥0 + 𝛿0, тодi |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| ≤ |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥0)|+ |𝑓(𝑥0)−
𝑓(𝑥2)| < 𝜀

2+
𝜀
2 = 𝜀. Ця рiвнiсть виконується для всiх 𝑥1,𝑥2 ∈ (𝑥0−𝛿0;𝑥0+𝛿0),

тому sup{|𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥2)| : 𝑥0−𝛿0 < 𝑥1 ≤ 𝑥2 < 𝑥0+𝛿0} ≤ 𝜀. З цього випливає,
що 0 < 𝛿 < 𝛿0, тодi 𝜔𝑓([𝑥0− 𝛿;𝑥0+ 𝛿]) ≤ 𝜀. Оскiльки 𝜀 ми обрали довiльним
числом, твердження доведено.

Зворотне твердження також є вiрним. Припустимо, що inf
𝛿>0

𝜔𝑓((𝑥0 −
𝛿;𝑥0 + 𝛿)) = 0 i оберемо довiльне 𝜀 > 0. Оберемо 𝛿 > 0 так, щоб 𝜔𝑓(𝑥0 −
𝛿;𝑥0 + 𝛿) < 𝜀. Тодi sup{|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| : 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿;𝑥0 + 𝛿)} < 𝜀, тому
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀 при |𝑥− 𝑥0| < 𝛿. Це означає непрерервнiсть функцiї 𝑓 в
точцi 𝑥0.

Пiдсумуємо все вищенаведене у виглядi теореми.

Теорема 2.3. Нехай функцiю 𝑓 визначено на деякому iнтервалi 𝐼 i нехай
𝑥0 ∈ 𝐼. Функцiя 𝑓 буде неперервною в точцi 𝑥0 тодi i лише тодi, коли
inf
𝛿>0

𝜔𝑓((𝑥0 − 𝛿;𝑥0 + 𝛿)) = 0.

Означення 2.5. Нехай функцiю 𝑓 означено в деякому околi точки 𝑥0.
Означимо коливання 𝑓 в точцi 𝑥0 як величину 𝜔𝑓(𝑥0) = inf

𝛿>0
𝜔𝑓((𝑥0− 𝛿;𝑥0+

𝛿)).

Теорема 2.3 стверджує, що функцiя 𝑓 неперервна в точцi 𝑥0 тодi i
тiльки тодi, коли 𝜔𝑓(𝑥0) = 0.

Тепер подивимось, як поняття коливання пов’язане з множиною точок
неперервностi функцiї.
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Лема 2.9. Нехай функцiя 𝑓(𝑥) задана на вiдрiзку 𝐼 ≡ [𝑎,𝑏]. Тодi для
дiйсного числа 𝛾>0 множина {𝑥 ∈ (𝑎,𝑏): 𝜔(x) < 𝛾} є вiдкритою, а множина
{𝑥: 𝜔(𝑥) ≥ 𝛾} − замкненою.

Доведення. Нехай множина 𝐴 = {𝑥 : 𝜔𝑓(𝑥) < 𝛾} i 𝑥0 ∈ 𝐴. Знайдемо окiл 𝑈

точки 𝑥0 так, щоб 𝑈 ⊂ 𝐴 i 𝜔𝑓(𝑥) < 𝛾 виконувалось для всiх 𝑥 ∈ 𝑈 .

Покладемо 𝜔𝑓(𝑥0) = 𝛼 < 𝛾 i 𝛽 ∈ (𝛼, 𝛾). Тодi знайдеться 𝛿 > 0 таке,
що при будь-яких 𝑢, 𝑣 ∈ (𝑥0 − 𝛿;𝑥0 + 𝛿) : |𝑓(𝑢)− 𝑓(𝑣)| ≤ 𝛽.

Далi, нехай 𝑈 = (𝑥0 − 𝛿;𝑥0 + 𝛿) i ∈ 𝑈 . Так як 𝑈 - вiдкрита множина,
знайдеться таке 𝛿1 < 𝛿, що (𝑥− 𝛿1;𝑥+ 𝛿1) ⊂ (𝑥− 𝛿;𝑥+ 𝛿) ⊂ 𝑈 .

Тодi 𝜔(𝑥) ≤ sup{|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠)| : 𝑡, 𝑠 ∈ (𝑥− 𝛿1;𝑥+ 𝛿1)} ≤ {|𝑓(𝑢)− 𝑓(𝑣)| :
𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈} ≤ 𝛽 < 𝛾.

Звiдси випливає, що 𝑥 ∈ 𝐴. Тодi множина 𝐴 = {𝑥 : 𝜔𝑓(𝑥) < 𝛾} -
вiдкрита. Тодi її доповнення, множина {x: 𝜔(𝑥) ≥ 𝛾}, є замкненою.



20

Роздiл 3

ТЕОРЕМА ПРО МНОЖИНУ ТОЧОК РОЗРИВУ

ДОВIЛЬНОЇ ДIЙСНОЇ ФУНКЦIЇ

Теорема 3.1 (про множину точок розриву довiльної дiйсної функцiї).
Для того щоб множина 𝐵 була множиною точок розриву деякої функцiї,
необхiдно i достатньо, щоб 𝐵 була множиною типу 𝐹𝜎.

Доведення. Для доведення необхiдностi, задамо функцiю 𝑓 на деякому
вiдрiзку 𝐼 i нехай 𝐷𝑓 - множина точок розриву цiєї функцiї. З минулих твер-
джень випливає, що 𝐷𝑓 = {𝑥 : 𝜔𝑓(𝑥) > 0}. Доведемо, що 𝐷𝑓 є множиною
типу 𝐹𝜎, тобто є об’єднанням не бiльше нiж зчисленного набору замкнених
множин.

Нехай для будь-якого натурального 𝑛 множина 𝐵𝑛={𝑥 : 𝜔𝑓(𝑥) ≥ 1
𝑛}

i 𝐵 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝐵𝑛. За Лемою 2.9, кожна з множин 𝐵𝑛 є замкненою, тому 𝐵 є

множиною типу 𝐹𝜎.

Доведемо, що 𝐷𝑓 = 𝐵. Якщо 𝑥 ∈ 𝐵, то 𝜔𝑓(𝑥) ≥ 1
𝑛 . Тодi знайдеться

таке натуральне 𝑛, що 𝜔𝑓(𝑥) ≥ 1
𝑛 > 0. Звiдси випливає, що 𝐵 ⊆ 𝐷𝑓 .

Якщо ж 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 , тодi 𝜔𝑓(𝑥)>0 i для заданого 𝑛 i натурального 𝑘

маємо, що 1
𝑘 < 𝜔𝑓(𝑥). Але 𝑥 ∈ 𝐵𝑘 ⊆

⋃︀
𝑛≥1

𝐵𝑛 i 𝑥 - довiльний елемент з 𝐷𝑓 ,

тодi 𝐷𝑓 ⊆
⋃︀

𝑛≥1𝐵𝑛 = 𝐵.

Остаточно отримаємо, що 𝐷𝑓 = 𝐵.

Для доведення другої частини теореми достатньо побудувати функцiю,
точки розриву якої утворюють довiльну множину типу 𝐹𝜎.

Нехай 𝐵 = 𝐵1

⋃︀
𝐵2

⋃︀
𝐵3

⋃︀
. . . - довiльна множина типу 𝐹𝜎, причому

𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, . . . - замкненi, 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑛+1 i 𝐵0 ≡ Ø.

Означимо послiдовнiсть множин 𝐶𝑛, що не перетинаються наступним
чином:

𝐶𝑛 = (𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)∖ int(𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)
⋃︀

int(𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)
⋂︀

Q
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I тодi шукана функцiя має вигляд:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩2−𝑛, якщо х ∈ 𝐶𝑛

0, якщо х /∈ 𝐶1

⋃︀
𝐶2

⋃︀
𝐶3

⋃︀
· · · .

(3.1)

Доведемо, що для будь-якої точки 𝑐 ∈ 𝐵 функцiя 𝑓 є розривною в цiй
точцi. Розглянемо три випадки:

1) Якщо 𝑐 ∈ (𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)∖ int(𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1), то 𝑓(𝑐) = 2−𝑛. Але точка 𝑐 є
граничною для деякої множини, на якiй функцiя приймає значення,
яке вiдрiзняється вiд 2−𝑛 хоча б на 2−𝑛−1.

2) Якщо 𝑐 ∈ int(𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)∖Q, то 𝑓(𝑐) = 2−𝑛. Але 𝑐 є граничною точкою
для множини int(𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)∖Q, де 𝑓(𝑐) = 0.

3) Якщо 𝑐 ∈ int(𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)∖Q, то 𝑓(𝑐) = 0. Але 𝑐 є граничною точкою
для множини int(𝐵𝑛∖𝐵𝑛−1)

⋂︀
Q, де 𝑓(𝑐) = 2−𝑛.

Доведемо, що при 𝑐 /∈ 𝐵 функцiя 𝑓 неперервна в цiй точцi. Для
заданого 𝜀 > 0, знайдемо такий номер 𝑁 , що 2−𝑁 < 𝜀. Оберемо окiл
точки 𝑐, який не перетинається з множинами 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, · · ·𝐵𝑁 . В
цьому околi 𝑓(𝑐) → 0, що i означає неперервнiсть функцiї 𝑓 в точцi 𝑐.

Отже, ми побудували функцiю, точки розриву якої утворюють довiльну
множину типу 𝐹𝜎.

З данної теореми зокрема випливає наступний факт.

Наслiдок 3.1. Не iснує функцiй, неперервних в кожнiй рацiональнiй точцi
i розривних в кожнiй iррацiональнiй точцi.
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Роздiл 4

ХАРАКТЕРИСТИКА МНОЖИНИ ТОЧОК

НЕДИФЕРЕНЦIЙОВНОСТI НЕПЕРЕРВНОЇ

ФУНКЦIЇ

4.1 Вiд 𝐹𝜎 до 𝐺𝛿 ∪𝐺𝛿𝜎

У роздiлi 3 ми побачили: будь-яка множина типу 𝐹𝜎 може слугувати
множиною точок розриву деякої довiльної функцiї. В цьому роздiлi ми
розглянемо випадок неперервної функцiї та охарактеризуємо множину точок
розриву її похiдної.

Означення 4.1. Множина має тип 𝐺𝛿𝜎, якщо вона є об’єднанням зчи-
сленної кiлькостi 𝐺𝛿-множин.

Теорема 4.1. (теорема Загорського). Нехай 𝐸 є об’єднанням двох пiд-
множин дiйсної прямої: перша має тип 𝐺𝛿, друга — тип 𝐺𝛿𝜎 i нульову
мiру. Тодi iснує неперервна функцiя, похiдна якої не iснує в жоднiй точцi
множини 𝐸, проте iснує в кожнiй точцi її доповнення.

Теорема Загорського є наслiдком двох лем, наведених нижче. Ми сформу-
люємо їх через похiднi Дiнi 𝐷+𝑓, 𝐷+𝑓, 𝐷

−𝑓, 𝐷−𝑓 .

Зокрема, верхня та нижня правi похiднi визначаються формулами

𝐷+𝑓(𝑥) = lim sup
ℎ→+0

𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)

ℎ
, 𝐷+𝑓(𝑥) = lim inf

ℎ→+0

𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)

ℎ
.

Лема 4.1. Нехай 𝐸0 — множина типу 𝐺𝛿 на дiйснiй прямiй. Тодi iснує
рiвномiрно неперервна функцiя, диференцiйовна всюди поза 𝐸0, така, що
в кожнiй точцi 𝑥 ∈ 𝐸0 множина її похiдних Дiнi мiстить значення +∞
i −∞.
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Лема 4.2. Якщо 𝐸0 є множиною типу 𝐺𝛿 на дiйснiй прямiй, то iснує
рiвномiрно неперервна функцiя, диференцiйовна у всiх точках R ∖ 𝐸0,
причому у кожнiй точцi 𝑥 ∈ 𝐸0 множина похiдних Дiнi функцiї мiстить
значення +∞ та −∞.

Лема 4.3. Якщо 𝐸 є множиною типу 𝐺𝛿 i має мiру 0 на дiйснiй прямiй,
то iснує неперервна функцiя 𝑓 така, що

(i) |𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)| ≤ |ℎ| для всiх 𝑥,ℎ ∈ R;

(ii) 𝑓 ′(𝑥) iснує, коли 𝑥 /∈ 𝐸;

(iii) якщо 𝑥 ∈ 𝐸, то

𝐷+𝑓(𝑥)−𝐷+𝑓(𝑥) ≥ 𝐾 або 𝐷−𝑓(𝑥)−𝐷−𝑓(𝑥) ≥ 𝐾,

де 𝐾 > 0 — стала, що не залежить вiд 𝐸.

Щоб побачити, як цi леми виводять теорему, нехай 𝐸 =
⋃︀

𝑗≥0𝐸𝑗, де
кожне 𝐸𝑗 має тип 𝐺𝛿 i, для 𝑗 ≥ 1, мiру 0. Нехай 𝑓0 — функцiя, що задо-
вольняє властивостям леми 4.2, а для 𝑗 = 1,2, . . . функцiя 𝑓𝑗 задовольняє
умовам леми 4.3 вiдносно 𝐸𝑗. Якщо 𝛼 > 0 вибрано досить малим, то

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=0

𝛼 𝑗𝑓𝑗(𝑥)

— неперервна функцiя, множиною недиференцiйовностi якої є саме 𝐸.

Цей доказ, по сутi, не вiдрiзняється вiд мiркувань Загорського. Лема 4.2
еквiвалентна його теоремам I та II [12,с. 493], а лема 4.3 — лемi III на с. 504
того ж джерела (хоч Загорський i не формулює там нерiвностi з сталою 𝐾

окремо, вона випливає з доведення).

Поштовхом для цього доведення слугує класичний приклад Веєр-
штрасса [10,с. 29–31], [11,с. 97–100]— неперервної, але всюди недиференцi-
йовної функцiї.

Нехай, згiдно з умовою, 𝐸0 є перетином спадної послiдовностi вiдкри-
тих множин {𝐺𝑛}∞𝑛=1. Iз мiркувань простоти спершу припустимо, що 𝐸0

не мiстить жодного iнтервалу нескiнченної довжини. Без втрати загаль-
ностi далi вважатимемо, що кожна зв’язна компонента 𝐺𝑛 є скiнченним
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iнтервалом (𝑎𝑛𝑘, 𝑏𝑛𝑘). На доповненнi 𝐺𝑛 покладемо 𝑔𝑛(𝑥) = 0, а на самому
iнтервалi (𝑎𝑛𝑘, 𝑏𝑛𝑘) визначимо

𝑔𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛𝑘 (𝑥− 𝑎𝑛𝑘)
2(𝑥− 𝑏𝑛𝑘)

2 cos
𝑑𝑛𝑘

(𝑥− 𝑎𝑛𝑘)(𝑥− 𝑏𝑛𝑘)
,

де 𝑐𝑛𝑘 = 4−𝑛min
{︀
1, (𝑏𝑛𝑘 − 𝑎𝑛𝑘)

−4
}︀
, а 𝑑𝑛𝑘 — додатня стала.

Оскiльки

𝑑

𝑑𝑥

1

(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏)
=

𝑎+ 𝑏− 2𝑥

(𝑥− 𝑎)2(𝑥− 𝑏)2
,

то, наближаючись до кiнцiв iнтервалу (𝑎𝑛𝑘,𝑏𝑛𝑘), форма «хвиль» на графi-
ку 𝑔𝑛 стабiлiзується. Вiдношення висоти хвилi до її довжини наближено

дорiвнює
(𝑏𝑛𝑘 − 𝑎𝑛𝑘) 𝑐𝑛𝑘𝑑𝑛𝑘

2𝜋
.

Нехай тепер
𝑓(𝑥) =

∑︁
𝑛

𝑔𝑛(𝑥).

Завдяки вибору коефiцiєнтiв 𝑐𝑛𝑘 «хвилi» функцiй 𝑔𝑛+1,𝑔𝑛+2, . . . не перекри-
вають хвиль 𝑔𝑛. Якщо ж константи 𝑑𝑛𝑘 узяти достатньо великими, то кожен
окiл точки 𝑥0 ∈

⋂︀
𝑛𝐺𝑛 мiстить точки 𝑥1 < 𝑥0 < 𝑥2, для яких рiзницевi

вiдношення
𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
та

𝑓(𝑥2)− 𝑓(𝑥0)

𝑥2 − 𝑥0

можна зробити як завгодно великими та i протилежними за знаком. Отже,
𝑓 недиференцiйовна у жоднiй точцi множини 𝐸. З iншого боку, кожна 𝑔𝑛 є
всюди диференцiйовною, i простий аргумент показує, що 𝑓 диференцiйовна
всюди поза 𝐸.

Припустимо, що 𝐸 мiстить нескiнченний iнтервал; скажiмо, найбiль-
ший такий iнтервал праворуч — це (𝑎,∞) чи [𝑎,∞). Тодi для 𝑎 < 𝑥 < ∞
замiнюємо попереднє означення, поклавши

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑥− 𝑎)2

∑︁
𝑛≥0

4−𝑛 cos 42𝑛/(𝑥− 𝑎), якщо 𝑎 /∈ 𝐸,

√
𝑥− 𝑎

∑︁
𝑛≥0

4−𝑛 cos 42𝑛/(𝑥− 𝑎), якщо 𝑎 ∈ 𝐸.



25

Така функцiя, як i ранiше, має потрiбну властивiсть недиференцi-
йовностi на 𝐸. Щоб забезпечити рiвномiрну неперервнiсть 𝑓 , у кожному з
альтернативних виразiв додатково замiнюємо 𝑥−𝑎 на (𝑥−𝑎)

⧸︀[︀
1+(𝑥−𝑎)2

]︀
.

Доведення Леми 4.3.

Нехай 𝐸 =
⋂︀

𝑛𝐺𝑛, де 𝐺𝑛 ⊃ 𝐺𝑛+1 — спадна послiдовнiсть вiдкритих
множин. Позначимо через {(𝑎𝑛𝑘, 𝑏𝑛𝑘)} усi зв’язнi компоненти 𝐺𝑛 i визначимо

ℎ1(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑥− 𝑎1𝑘)

2(𝑥− 𝑏1𝑘)
2

(𝑏1𝑘 − 𝑎1𝑘)3
, 𝑎1𝑘 < 𝑥 < 𝑏1𝑘,

0, 𝑥 /∈ 𝐸1.

Над кожною компонентою множини 𝐸1 графiк ℎ1 утворює опуклий «горб».
Усi такi горби мають однаковий профiль (див. рис.4.2; вертикальний мас-
штаб тут збiльшено).

Рис. 4.1

На другому етапi ми побудуємо аналогiчний горб над кожною компо-
нентною iнтервалу множини 𝐸2. Щоб при цьому забезпечити обмеженiсть
рiзницевих вiдношень, спершу модифiкуємо горби першого етапу так, аби
кожний новий горб спирався знову на горизонтальний вiдрiзок.

Для цього покриваємо кожну компоненту (𝑎2𝑘, 𝑏2𝑘) ⊂ 𝐺2 симетрично
вiдрiзком 𝐼2𝑘 довжини 2 (𝑏2𝑘−𝑎2𝑘). При цьому вiдрiзки 𝐼2𝑘 можуть перетина-
тися. Для кожного 𝑘 вибираємо неперервну функцiю 𝜙2𝑘, яка дорiвнює 0 на
(𝑎2𝑘, 𝑏2𝑘), має значення 1 поза 𝐼2𝑘, а на двох кiнцевих частинах 𝐼2𝑘 ∖ (𝑎2𝑘,𝑏2𝑘)
змiнюється лiнiйно.

Далi покладемо

𝜙2(𝑥) = inf
𝑘

𝜙2𝑘(𝑥), ℎ*
1(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝜙2(𝑡)ℎ
′
1(𝑡) 𝑑𝑡.
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Рис. 4.2

Функцiя ℎ*
1 є диференцiйовною; її графiк вiдрiзняється вiд графiка

ℎ1 лише тим, що над 𝐺2 вiн вирiвняний у горизонтальний вiдрiзок (усi
кути згладжено), тобто горби трохи сплющенi (див. рис.4.2). Це сплющення
може зсунути кiнцевi точки деяких горбiв угору або вниз, тому ℎ*

1 уже
не обов’язково є сталим на доповненнi множини 𝐸1. Однак, оскiльки 𝐸

має мiру 0, ми можемо вибрати мiру 𝐸2 наскiльки завгодно малою, — i,
вiдповiдно, спотворення буде як завгодно малим.

На кожнiй компонентi (𝑎2𝑘, 𝑏2𝑘) множини 𝐺2 покладемо

𝜂2(𝑥) =
(𝑥− 𝑎2𝑘)

2(𝑥− 𝑏2𝑘)
2

(𝑏2𝑘 − 𝑎2𝑘)3
, 𝑎2𝑘 < 𝑥 < 𝑏2𝑘,

а поза 𝐸2 визначимо 𝜂2(𝑥) = 0. Далi ставимо

ℎ2(𝑥) = ℎ*
1(𝑥) + 𝜂2(𝑥) (див. рис.4.3),

вирiвнюємо графiк ℎ2 на множинi 𝐺3, позначаємо нову функцiю через ℎ*
2,

пiднiмаємо черговi горби над 𝐺3 i продовжуємо процес.

Рис. 4.3
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Нехай
𝑓(𝑥) = lim

𝑛→∞
ℎ𝑛(𝑥).

Якщо 𝑥0 /∈ 𝐸, то точка
(︀
𝑥0,𝑓(𝑥0)

)︀
лежить на горбi 𝑛-го етапу для деякого

𝑛 = 1,2, . . . . Для кожного такого 𝑛 вiдповiдний горб має двi точки лiворуч
або двi точки праворуч вiд 𝑥0, так що рiзницевi частки

𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
та

𝑓(𝑥2)− 𝑓(𝑥0)

𝑥2 − 𝑥0

вiдрiзняються щонайменше на певну додатню унiверсальну сталу 𝐾. Отже,
𝑓 задовiльняє умовам (i) та (iii) Леми 4.3.

Припустимо, наприклад, що 𝑥0 /∈ 𝐺1, але 𝑥0 є граничною точкою
послiдовностi компонент 𝐺1. Тодi серед вiдрiзкiв, що з’єднують (𝑥0,0) з
верхiвками вiдповiдних горбiв, може виявитися нескiнченно багато таких,
нахил яких перевищує деяке число 𝑐 > 0. Тодi одна з похiдних Дiнi функцiї 𝑓
у точцi 𝑥0 вiдрiзняється вiд 0, i, оскiльки iнша похiдна Дiнi дорiвнює 0,
звичайна похiдна 𝑓 ′(𝑥0) не iснує.

Зробимо невелику поправку i усунемо цю труднiсть. З кожної компо-
ненти (𝑎𝑛𝑘, 𝑏𝑛𝑘) множини 𝐺𝑛 вилучимо послiдовнiсть точок, що має лише
𝑎𝑛𝑘 i 𝑏𝑛𝑘 як граничнi. Оскiльки 𝜆(𝐸) = 0, можемо вибрати цю послiдовнiсть
так, щоб жодна з її точок не належала 𝐸 i щоб решта пiдiнтервалiв були як
завгодно короткими. Замiсть одного горба над (𝑎𝑛𝑘,𝑏𝑛𝑘) будуємо окремий
горб над кожним пiдiнтервалом. Якщо пiдiнтервали досить малi, то для
довiльної точки 𝑥0 /∈ (𝑎𝑛𝑘,𝑏𝑛𝑘) та будь-якого 𝑥 ∈ (𝑎𝑛𝑘,𝑏𝑛𝑘) маємо оцiнку⃒⃒

𝜂𝑛(𝑥)− 𝜂𝑛(𝑥0)
⃒⃒
< 2−𝑛 (𝑥− 𝑥0)

2.

Зрозумiло, що замiсть 𝐺2 слiд брати перерiз 𝐺2 iз тiєю частиною 𝐺1,
що лишилася пiсля вилучення вибраних точкових послiдовностей; аналогiчнi
змiни треба внести i в 𝐺3,𝐺4, . . .

Оскiльки ця модифiкацiя не впливає на властивостi (i) та (iii) функцiї 𝑓
i водночас гарантує її диференцiйовнiсть поза множиною 𝐸, Лему 4.3
доведено.
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Роздiл 5

ВИСНОВКИ

У процесi виконання роботи були дослiдженi деякi властивостi множин
та функцiй однiєї змiнної.

Пiд час визначення множини точок розриву функцiї однiєї змiнної
виникає цiкавий факт, що не iснує функцiй, якi були б неперервними в
кожнiй рацiональнiй точцi та розривними в кожнiй iррацiональнiй точцi. З
iншого боку, вiдповiдно до критерiю Загорського, показано, що множина
недиференцiйовностi неперервної функцiї може бути саме обєднанням 𝐺𝛿-
множини та 𝐺𝛿𝜎-множини нульової мiри, i, що важливо, будь-яка така пара
множин дiйсно реалiзується.

Загалом, вивчення множини точок розриву функцiї допомагає нам
краще розумiти її структуру та властивостi. Аналiз цих точок дозволяє
з’ясувати, де можуть виникати проблеми з неперервнiстю та як це впливає
на поведiнку функцiї.
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ДОДАТОК

Доведення розривностi функцiї Дiрiхле. Нехай 𝑥0 ∈ R ∖ Q (а отже
𝐷(𝑥0) = 0). Припустимо протилежне, що 𝐷 є неперервною в 𝑥0. Тодi iснує
𝛿 > 0 таке, що для всiх 𝑥 ∈ R iз |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 виконується

|𝐷(𝑥)−𝐷(𝑥0)| < 𝜀.

Але множина Q щiльна в R, отже в будь–якому iнтервалi (𝑥0 − 𝛿,𝑥0 + 𝛿)

знайдеться рацiональне число 𝑞. Для цього 𝑞 маємо 𝐷(𝑞) = 1, тобто

|𝐷(𝑞)−𝐷(𝑥0)| = |1− 0| = 1 ≥ 1 ̸< 1
2 ,

що суперечить припущенню |𝐷(𝑥) −𝐷(𝑥0)| < 1
2 для всiх 𝑥 з |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿.

Отже, немає жодного 𝛿 > 0, яке б забезпечило |𝐷(𝑥) − 𝐷(𝑥0)| < 𝜀. Це
доводить, що 𝐷 розривна в 𝑥0.

Функцiя Дiрiхле також не є неперервною в точках, де вона приймає
значення 1. Для доведення розривностi функцiї Дiрiхле розглянемо точку
𝑥0 ∈ R i двi послiдовностi 𝑥𝑛 i 𝑦𝑛 такi, що 𝑥𝑛 ∈ Q, 𝑦𝑛 /∈ Q i lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 =

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑥0. Такi послiдовностi iснують, оскiльки множини Q i R∖Q обидвi
щiльнi в R.

Так як 𝐷(𝑥𝑛) = 1 для всiх 𝑛, а 𝐷(𝑦𝑛) = 0 для всiх 𝑛, то lim
𝑛→∞

𝐷(𝑥𝑛) = 1

i lim
𝑛→∞

𝐷(𝑦𝑛) = 0. Отже, якщо функцiя 𝐷(𝑥) неперервна в точцi 𝑥0, то має
виконуватись наступне: lim

𝑛→∞
𝐷(𝑥𝑛) = 𝐷(𝑥0) = lim

𝑛→∞
𝐷(𝑦𝑛).

Однак це суперечить тому, що lim
𝑛→∞

𝐷(𝑥𝑛) = 1 i lim
𝑛→∞

𝐷(𝑦𝑛) = 0. А
отже, функцiя 𝐷(𝑥) є розривною в точцi 𝑥0.

Таким чином, функцiя Дiрiхле розривна в кожнiй точцi 𝑥0 ∈ R.

Доведення розривностi функцiї Рiмана. Доведемо, що функцiя 𝑅(𝑥)

розривна в кожнiй рацiональнiй точцi.

Нехай 𝑥0 - деяке рацiональне число. Тодi 𝑅(𝑥0) ̸= 0. Оскiльки будь-
якому околi рацiонального числа 𝑥0 знайдеться iррацiональне число, то
для кожного 𝑛 = 1, 2, 3, · · · знайдеться iррацiональне число 𝑥𝑛 таке, що
|𝑥𝑛 − 𝑥0| < 1

𝑛 . Тодi послiдовнiсть {𝑥𝑛} збiгається до 𝑥0. Але послiдовнiсть
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{𝑅(𝑥𝑛)} не збiгається до 𝑅(𝑥0), тому що 𝑅(𝑥𝑛) = 0, а 𝑅(𝑥0) ̸= 0. Тодi в силу
означення границi функцiї по Гейне, границя функцiї 𝑅(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0 не
дорiвнює 𝑅(𝑥0). Звiдси випливає, що функцiя 𝑅(𝑥) розривна в точцi 𝑥0.

Доведемо, що функцiя 𝑅(𝑥) неперервна в кожнiй iррацiональнiй точцi.
Нехай 𝑥0 - деяке iррацiональне число. Тодi 𝑅(𝑥0) = 0. Потрiбно довести,
що для будь-якого 𝜀 iснує 𝛿 таке, що для будь-якого 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿;𝑥0 + 𝛿)

виконується |𝑅(𝑥)−𝑅(𝑥0)| < 𝜀.

Розглянемо довiльне 𝜀 i нехай 𝛿 = 𝑚𝑖𝑛{𝛿1, 𝛿2, · · · , 𝛿[ 1𝜀 ], }, де 𝛿1 - вiд-
стань вiд точки 𝑥0 до найближчого цiлого числа, 𝛿2 - вiдстань вiд точки 𝑥0

до найближчого цiлого числа, що має вигляд 𝑚
2 , де 𝑚 ∈ Z, 𝛿3 - вiдстань вiд

точки 𝑥0 до найближчого цiлого числа, що має вигляд 𝑚
3 , де 𝑚 ∈ Z i так

далi. Отримали, що в околi точки 𝑥0 немає жодного рацiонального числа
виду 𝑚

𝑛 , де дрiб 𝑚
𝑛 нескоротний, 𝑚 ∈ Z, 𝑛 ∈ N i 𝑛 ≤ [1𝜀 ] ≤

1
𝜀 . З цього випли-

ває, що в 𝛿−околi точки 𝑥0 iснують рацiональнi числа тiльки виду 𝑥 = 𝑚
𝑛 ,

де 𝑛 > 1
𝜀 . В цих точках значення функцiї 𝑅(𝑥) дорiвнює 1

𝑛 < 𝜀, а значення
функцiї 𝑅(𝑥0) дорiвнює 0. А тому нерiвнiсть |𝑅(𝑥)−𝑅(𝑥0)| < 𝜀 виконується
для всiх рацiональних 𝑥 з 𝛿−околу точки 𝑥0. Для iррацiональних чисел
воно також виконується, оскiльки в цьому випадку 𝑅(𝑥) = 𝑅(𝑥0) = 0. Тому
функцiя 𝑅(𝑥) є неперервною в точцi 𝑥0.

Доведення першої теореми Вейєрштрасса. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) не
обмежена на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то можна вибрати послiдовнiсть точок 𝑥𝑛 на
цьому вiдрiзку таку, що |𝑓(𝑥𝑛)| > 𝑛 для всiх 𝑛. Така послiдовнiсть є обме-
женою на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], i за теоремою Больцано-Вейєрштрасса з неї можна
вибрати збiжну пiдпослiдовнiсть 𝑥𝑛𝑘

, яка сходиться до точки 𝑐 на вiдрiзку
[𝑎, 𝑏].

Але тодi з неперервностi функцiї випливає, що 𝑓(𝑥𝑛𝑘
) сходиться до

𝑓(𝑐) при 𝑘 → ∞, що суперечить тому, що |𝑓(𝑥𝑛𝑘
)| > 𝑛𝑘 для всiх 𝑘.

Таким чином, ми отримуємо, що функцiя 𝑓(𝑥) має бути обмежена на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏], i теорему Вейєрштрасса доведено.

Доведення другої теореми Вейєрштрасса. Нехай 𝑓(𝑥) - неперервна
функцiя на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Розглянемо функцiю 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑎).

Тодi 𝑔(𝑥) також є неперервною функцiєю на вiдрiзку [a, b], i 𝑔(𝑎) = 0.
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Оскiльки 𝑔(𝑥) неперервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то за теоремою вона досягає
свого максимального значення 𝑀 i мiнiмального значення 𝑚 на цьому
вiдрiзку.

Розглянемо два випадки:

1) Якщо 𝑀 ≤ 0, то 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) для будь-якого x на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], i
функцiя 𝑓(𝑥) досягає свого максимального i мiнiмального значень на кiнцях
вiдрiзка.

2) Якщо 𝑀 > 0, то розглянемо точку 𝑥0 на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], у якiй
𝑔(𝑥0) = 𝑀 . Тодi 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥0)+𝑓(𝑎) = 𝑀+𝑓(𝑎) є максимальним значенням
функцiї 𝑓(𝑥) на вiдрiзку [𝑎, 𝑏].

Так само можна показати, що функцiя 𝑓(𝑥) також має на вiдрiзку
[𝑎, 𝑏] точку, в якiй вона досягає свого мiнiмального значення.

Таким чином, ми довели другу теорему Вейєрштрасса.

Доведення теореми Больцано-Кошi про корiнь. Припустимо, що та-
кої точки c ∈ (a; 𝑏) не iснує, тобто 𝑓(c) ̸= 0 для всiх c ∈ (a; 𝑏).

Нехай c0 − середина вiдрiзка [𝑎; 𝑏].

Оскiльки числа 𝑓(𝑎) i 𝑓(𝑏) рiзних знакiв, то на кiнцях одного з вiдрiзкiв
[𝑎; c0] або [c0; 𝑏] функцiя 𝑓 набуває значень рiзних знакiв.

Позначимо цей вiдрiзок [𝑎1; 𝑏].

Нехай c1 — середина вiдрiзка [𝑎1; 𝑏1]. Тодi на кiнцях одного з вiдрiзкiв
[𝑎1; 𝑐1] i [c1; 𝑏1] функцiя 𝑓 набуває значень рiзних знакiв. Позначимо цей
вiдрiзок [𝑎2; 𝑏2].

Продовжуючи цей процес, отримаємо послiдовнiсть вкладених вiдрiз-
кiв [𝑎; 𝑏] ⊂ [𝑎1; 𝑏1] ⊂ [𝑎2; 𝑏2] ⊂ · · · .

За принципом вкладених вiдрiзкiв iснує точка с, яка належить усiм
вiдрiзкам [𝑎𝑛; 𝑏𝑛]. За припущенням 𝑓(с) ̸= 0. Нехай, наприклад, 𝑓(с) > 0.

Оскiльки 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 = 𝑏−𝑎
2𝑛 , то lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 = lim𝑛→∞

𝑏−𝑎
2𝑛 = 0.

Отже, кожна з послiдовностей {a𝑛} i {𝑏𝑛} прямує до числа c. Нехай
x𝑛 є точкою послiдовностей {a𝑛} або {𝑏𝑛}, для якої 𝑓(x𝑛) < 0. Послiдовнiсть
{x𝑛} також прямує до числа c. Оскiльки функцiя 𝑓 неперервна в точцi c,
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то 𝑓(𝑐) = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) ≤ 0.

Отримали суперечнiсть з нерiвнiстю 𝑓(𝑐) > 0.

Доведення теореми Больцано-Кошi про промiжне значення.

Розглянемо випадок, коли 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑏). Нехай C − довiльне число з
промiжку (𝑓(a); 𝑓(𝑏)), тобто 𝑓(a) < C < 𝑓(𝑏). Доведемо, що iснує точка
x0 ∈ (a; 𝑏), для якої 𝑓(x0) = C. Тим самим буде показано, що функцiя 𝑓

набуває значення C.

Розглянемо функцiю 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − C. Функцiя 𝑔 є неперервною на
вiдрiзку [a; 𝑏].

Маємо: 𝑔(a) = 𝑓(a)− C < 0; 𝑔(𝑏) = 𝑚− 𝐶 > 0.

Отже, згiдно з першою теоремою Больцано −Кошi про корiнь, iснує
точка x0 ∈ (a; 𝑏) така, що 𝑔(x0) = 0, тобто 𝑓(x0)− C = 0; 𝑓(x0) = C.

Доведення теореми про точки розриву монотонної функцiї. Не-
Нехай функцiя 𝑓 зростає на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) - одна з її внутрiшнiх
точок. Тодi при 𝑥0 > 𝑥, 𝑓(𝑥0) ≥ 𝑓(𝑥). А оскiльки 𝑓 є монотонною, то має
мiсце нерiвнiсть: 𝑓(𝑥0 − 0) ≤ 𝑓(𝑥0). При 𝑥 > 𝑥0, 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) i через моно-
тоннiсть функцiї 𝑓 , 𝑓(𝑥0+0) ≥ 𝑓(𝑥0). Маємо: 𝑓(𝑥0− 0) ≤ 𝑓(𝑥0) ≤ 𝑓(𝑥0+0).
Якщо всi знаки є нестрогими, то функцiя 𝑓 є неперервною в точцi 𝑥0. Якщо
ж хоча б один знак є строгим, то у точцi 𝑥0 функцiя 𝑓 має стрибок. Легко
зрозумiти, що в цiй точцi усувний розрив неможливий.
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