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ВСТУП

Проблема ефективного розподiлу потокiв у мережах, де кожен учасник
самостiйно приймає рiшення щодо свого маршруту, є однiєю з центральних у
сучаснiй теорiї мереж i теорiї iгор.Подiбна ситуацiя характерна для багатьох
прикладних сфер — зокрема, для транспортних та комунiкацiйних мереж,
де користувачi самостiйно обирають маршрути, не координуючи свої дiї з
iншими. Така поведiнка призводить до явища, що в теорiї iгор називається
неефективнiстю рiвноваги, а її кiлькiсною характеристикою є так звана
цiна анархiї.

Метою даного дослiдження є формалiзацiя iгор з маршрутизацiєю
в атомарних та не атомарних моделях, дослiдження рiвноважних потокiв
та вивчення механiзмiв, що впливають на їх ефективнiсть. У межах цiєї
мети будуть розглянутi ключовi задачi: побудова математичних моделей
маршрутизованих iгор, опис їх рiвноважних стратегiй, оцiнка глобальних
витрат у системi та аналiз можливих способiв покращення ефективностi за
допомогою модифiкацiї структури мережi.

Об’єктом дослiдження є багатокористувацькi мережi з децентралi-
зованим прийняттям рiшень, у яких потоки маршрутизуються на основi
iндивiдуальних переваг учасникiв. Предметом виступають рiвноважнi по-
токи у таких мережах, а також їх властивостi з точки зору ефективностi,
стабiльностi та чутливостi до змiн структури.

Методологiчною основою дослiдження є теорiя некооперативних iгор,
зокрема моделi атомарної та не атомарної маршрутизацiї, концепцiя рiв-
новаги Неша, аналiз потенцiальних функцiй, а також пiдхiд до оцiнки
неефективностi через цiну анархiї. Крiм того, застосовується графова мо-
дель мережi та аналiтичнi методи дослiдження оптимальних i рiвноважних
стратегiй.
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРИТИЧНА ЧАСТИНА

1.1 Моделi

1.1.1 Неатомарна егоїстична маршрутизацiя

Для опису неатомарних егоїстичних маршрутних iгор спершу роз-
глянемо ключовi елементи прикладу Пiгу (див. рисунок 1). На початку
вказується мережа, яка визначає маршрути, що доступнi гравцям.

Рис. 1.1. Приклад Пiгу

У прикладi Пiгу є два паралельнi маршрути, кожен з яких є одним
ребром, що з’єднують вершину-джерело 𝑠 з вершиною-приймачем 𝑡. Кожне
ребро має вартiсть, яка є функцiєю кiлькостi трафiку, що використовує
ребро. Ми припускаємо, що егоїстичнi гравцi вибирають маршрути, щоб мi-
нiмiзувати понесенi витрати; у рiвноважному результатi всi гравцi обирають
шлях з мiнiмальною вартiстю. У рiвноважному випадку в прикладi Пiгу
всi гравцi обирають друге ребро, а вартiсть цього ребра в цьому результатi
дорiвнює 1.

У бiльш загальному випадку, егоїстична гра маршрутизацiї вiдбува-
ється в мережi з багатьма потокамим , або просто в мережi. Мережа
задається орiєнтованим графом 𝐺 = (𝑉,𝐸) з множиною вершин 𝑉 та
орiєнтованою множиною ребер 𝐸, разом з множиною (𝑠1,𝑡1), . . . , (𝑠𝑘,𝑡𝑘)
пар вершин джерело-сток. Також такi пари називаються потоками (англ.
commodities). Кожен гравець iдентифiкується з одним потоком; зауважте,
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що рiзнi гравцi можуть походити з рiзних вершин джерела та подорожувати
до рiзних вершин стоку. Для позначення шляхiв 𝑠𝑖-𝑡𝑖 мережi використовує-
ться P𝑖. Розглядаємо лише мережi, в яких P𝑖 ̸= ∅ для всiх 𝑖, та визначаємо
P = ∪𝑘

𝑖=1P𝑖. Графу дозволено 𝐺 мiстити паралельнi ребра, а вершина
може брати участь у кiлькох парах джерело-сток.

Маршрути, обранi гравцями, описуються за допомогою потоку, який
є невiд’ємним вектором, iндексованим множиною P шляхiв джерело-
приймач. Для рiвноважного потоку 𝑓 та шляху 𝑃 ∈ P𝑖 ми iнтерпретуємо 𝑓𝑃

як обсяг трафiку потоку (commodity) 𝑖, який обирає шлях 𝑃 для подорожi
вiд 𝑠𝑖 до 𝑡𝑖. Трафiк є «нееластичним», оскiльки iснує заданий обсяг 𝑟𝑖

трафiку, iдентифiкований для кожного потоку 𝑖. Рiвноважний потiк 𝑓

можливий вiдносно вектора 𝑟, якщо увесь трафiк спрямовується таким
чином: для кожного 𝑖 ∈ 1, 2, 𝑘,

∑︀
𝑃∈𝑃𝑖

𝑓𝑃 = 𝑟𝑖. Зокрема, не визначено
конкретних обмежень пропускних здатностей для ребер.

Зрештою, кожне ребро 𝑒 мережi має функцiю витрат 𝑐𝑒 : 𝑅
+ → 𝑅+ .

Завжди припускається, що функцiї витрат є невiд’ємними, неперервними та
неспадними. Усi цi припущення є доцiльними в застосунках, де вартiсть яв-
ляє собою величину, яка зростає лише з перевантаженням мережi; затримка
є одним iз природних прикладiв. Коли розглядається цiна анархiї в роздiлi
3, також дослiджується бiльш суворi припущення щодо функцiй витрат
мережi. Неатомарна егоїстична гра маршрутизацiї, або просто неатомарний
екземпляр, визначається трiйкою виду (𝐺,𝑟,𝑐).

Визначимо вартiсть шляху 𝑃 вiдносно рiвноважного потоку 𝑓 як суму
вартостей складових ребер:

𝑐𝑃 (𝑓) =
∑︁
𝑒∈𝑃

𝑐𝑒(𝑓𝑒), де𝑓𝑒 =
∑︁

𝑃∈P: 𝑒∈𝑃

𝑓𝑃

позначає обсяг трафiку, що використовує шляхи, що мiстять ребро 𝑒. Оскiль-
ки очiкується, що егоїстичний трафiк намагатиметься мiнiмiзувати свою
вартiсть, ми доходимо наступного визначення.

Означення 1.1 (Неатомарний рiвноважний потiк). [1]
Нехай f — це допустимий рiвноважний потiк для неатомарного екзем-

пляра (𝐺,𝑟,𝑐). Потiк 𝑓 є рiвноважним потоком маршрутизацiї, якщо для
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кожного потоку 𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑘} та кожної пари 𝑃 , 𝑃 ∈ P𝑖 з 𝑠𝑖-𝑡𝑖 шляхи з
𝑓𝑃 > 0,

𝑐𝑃 (𝑓) ≤ 𝑐𝑃 (𝑓).

Iншими словами, всi шляхи, що використовуються рiвноважним пото-
ком 𝑓 , мають мiнiмально можливу вартiсть (враховуючи їх джерело, стiк
та перевантаження, спричинене 𝑓). Зокрема, всi шляхи даного потоку, що
використовуються рiвноважним потоком, мають однакову вартiсть. Роздiл
2.1 доводить, що кожен неатомарний екземпляр допускає принаймнi один
рiвноважний потiк, i що всi рiвноважнi потоки неатомарного екземпляра
мають однакову вартiсть.

У прикладi Пiгу маршрутизацiя всього трафiку по другому каналу
визначає рiвноважний потiк; лише один шлях передає потiк, i єдина аль-
тернатива має однакову вартiсть. Розподiл трафiку порiвну мiж двома
каналами визначає потiк, який не є рiвноважним; перший канал передає
суворо додатну кiлькiсть трафiку, а його вартiсть дорiвнює 1, але iснує
суворо дешевша альтернатива (другий канал з вартiстю 1/2).

Коли кiлькiсно оцiнюється неефективнiсть рiвноважних потокiв у
роздiлi 3, розглядається лише утилiтарна мета мiнiмiзацiї загальних ви-
трат, понесених трафiком. Саме тому, оскiльки витрати, понесенi гравцем,
який обирає шлях 𝑃 у рiвноважному потоцi 𝑓 , дорiвнюють 𝑐𝑃 (𝑓), а 𝑓𝑃

позначає обсяг трафiку, який обирає шлях 𝑃 , визначаємо вартiсть потоку
маршрутизацiї 𝑓 як

𝐶(𝑓) =
∑︁
𝑃∈P

𝑐𝑃 (𝑓)𝑓𝑃 . (1)

Розкладання 𝑐𝑃 (𝑓) як
∑︀

𝑒∈𝑃 𝑐𝑒(𝑓𝑒) та змiна порядку пiдсумовування у (1)
дає корисне альтернативне визначення вартостi потоку:

𝐶(𝑓) =
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓𝑒. (2)

Наприклад, (𝐺,𝑟,𝑐), називається доцiльний потiк оптимальним, якщо вiн
мiнiмiзує вартiсть для всiх доцiльних потокiв.

Цiна анархiї неатомної егоїстичної гри маршрутизацiї, стосовно цiєї
мети, є спiввiдношенням мiж вартiстю рiвноважного потоку та вартiстю
оптимального потоку. Можемо використовувати вартiсть довiльного рiвно-
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важного потоку замiсть вартостi найгiршого рiвноважного потоку, оскiльки
всi рiвноважнi потоки неатомарного екземпляра мають однакову вартiсть
(Роздiл 2.1). У прикладi Пiгу рiвноважний потiк спрямовує весь трафiк по
другому каналу зв’язку та коштує 1. Як побачимо в (Роздiл 2.1), оптималь-
ний потiк розподiляє трафiк порiвну мiж двома каналами зв’язку та коштує
3/4. Цiна анархiї в прикладi Пiгу, таким чином, становить 4/3.

Цей роздiл закiнчується важливими прикладами неатомарних егоїсти-
чних мереж маршрутизацiї.

Приклад 1.1 (Нелiнiйний приклад Пiгу). Неефективнiсть рiвноважного
потоку в прикладi Пiгу можна посилити, здавалося б, незначною модифiка-
цiєю мережi. Припустимо, що замiнюється ранiше лiнiйна функцiя вартостi
𝑐(𝑥) = 𝑥 на нижньому краю на високолiнiйну 𝑐(𝑥) = 𝑥𝑝 для великих 𝑝

(Рис. 1). Як i в прикладi Пiгу, вартiсть унiкального рiвноважного потоку
дорiвнює 1. Оптимальний потiк маршрутизує невелику 𝜖 частку трафiку на
верхньому краю та має вартiсть 𝜖+(1−𝜖)𝑝+1, де 𝜖 прагне до 0, коли 𝑝 прагне
до нескiнченностi. Точнiше, (Роздiл 2.1)показує, що 𝜖 = 1− (𝑝+1)−1/𝑝. Коли
𝑝 прагне до нескiнченностi, вартiсть оптимального потоку наближається до
0, а цiна анархiї зростає безмежно. Доведення (1.3.1)показує, що цей темп
зростання приблизно 𝑝/ ln 𝑝 при 𝑝 → ∞.

Рис. 1.2. Нелiнiйний варiант прикладу Пiгу

Хоча цiна анархiї в останньому прикладi не бiльша, нiж у прикладi
Пiгу, вона, можливо, є бiльш шокуючим проявом неефективностi рiвноваги
в егоїстичних мережах маршрутизацiї.
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Рис. 1.3. Парадокс Браесса. Додавання iнтуїтивно корисного ребра може
негативно вплинути на весь трафiк.

Приклад 1.2 (Парадокс Браесса). Розглянемо мережу з чотирьох вузлiв,
показану на рисунку 3(a). Iснує два непересiчнi маршрути вiд 𝑠 до 𝑡, кожен
iз сукупною вартiстю 1 + 𝑥, де 𝑥 – це обсяг трафiку, який використовує
маршрут. Припустимо, що є одна одиниця трафiку. У рiвноважному потоцi
трафiк розподiляється порiвну мiж двома маршрутами, i весь трафiк зазнає
3/2 одиниць вартостi.

Тепер припустимо, що, намагаючись зменшити вартiсть, з якою стика-
ється трафiк, будуємо ребро з нульовою вартiстю, що з’єднує середнi точки
двох iснуючих маршрутiв. Нова мережа показана на рис. 3(b).

Попереднiй рiвноважний потiк не зберiгається в новiй мережi: вартiсть
нового маршруту 𝑠 → 𝑣 → 𝑤 → 𝑡 нiколи не гiрша, нiж вартiсть вздовж
двох початкових шляхiв, i вона строго менша, коли якийсь трафiк не
використовує його. Як наслiдок, унiкальний рiвноважний потiк спрямовує
весь трафiк новим маршрутом. Через значнi затори на ребрах (𝑠, 𝑣) та
(𝑤, 𝑡), весь трафiк тепер зазнає двох одиниць вартостi. Парадокс Браесса,
таким чином, показує, що iнтуїтивно корисна дiя додавання нового ребра з
нульовою вартiстю може збiльшити вартiсть, яку зазнає весь трафiк!

Оптимальний потiк у другiй мережi з прикладу 2 такий самий, як i
рiвноважний потiк у першiй мережi. Цiна анархiї у другiй мережi, таким
чином, становить 4/3, так само, як i в прикладi Пiгу. В роздiлi 3.1 буде
доведено, що жоден неатомарний екземпляр з функцiями вартостi виду
𝑎𝑥+ 𝑏 не має цiни анархiї, бiльшої за 4/3.
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1.1.2 Атомарна егоїстична маршрутизацiя

Атомарна егоїстична гра маршрутизацiї або атомарний екземпляр
визначається тими ж iнгредiєнтами, що й неатомарний: орiєнтований граф
𝐺 = (𝑉,𝐸), 𝑘 пар джерело-приймач (𝑠1, 𝑡1), . . . ,(𝑠𝑘, 𝑡𝑘), додатна кiлькiсть
𝑟𝑖 трафiку для кожної пари (𝑠𝑖, 𝑡𝑖) та невiд’ємна, неперервна, неспадна
функцiя вартостi 𝑐𝑒 : 𝑅+ → 𝑅+ для кожного ребра 𝑒. Також позначаємо
атомарний екземпляр трiйкою (𝐺, 𝑟, 𝑐). Iнтуїтивна рiзниця мiж неатомарним
та атомарним екземпляром полягає в тому, що в першому кожен потiк
представляє велику популяцiю iндивiдiв, кожен з яких контролює незначну
кiлькiсть трафiку; в останньому випадку кожен потiк представляє одного
гравця, який повинен направляти значну кiлькiсть трафiку одним шляхом.

Бiльш формально, атомарнi екземпляри є скiнченними iграми з одно-
часними ходами. Iснує 𝑘 гравцiв, по одному для кожної пари джерело-
приймач. Рiзнi гравцi можуть мати однаковi пари джерело-приймач. Набiр
стратегiй гравця 𝑖 — це множина P𝑖 з 𝑠𝑖 − 𝑡𝑖 шляхiв, i якщо гравець 𝑖 виби-
рає шлях 𝑃 , то вiн направляє свої 𝑟𝑖 одиниць трафiку на 𝑃 . Рiвноважний
потiк тепер є невiд’ємним вектором, iндексованим гравцями та шляхами,
де 𝑓

(𝑖)
𝑃 позначає обсяг трафiку, який гравець 𝑖 направляє по 𝑠𝑖 − 𝑡𝑖 шляху

𝑃 . Рiвноважний потiк 𝑓 є доцiльним для атомарного екземпляра, якщо вiн
вiдповiдає профiлю стратегiї: для кожного гравця 𝑖, 𝑓 (𝑖)

𝑃 дорiвнює 𝑟𝑖 рiвно
для одного шляху 𝑠𝑖 − 𝑡𝑖 та дорiвнює 0 для всiх iнших шляхiв. Вартiсть
𝑐𝑃 (𝑓) шляху 𝑃 вiдносно потоку 𝑓 та вартiсть 𝐶(𝑓) потоку 𝑓 визначенi, як
у роздiлi 1.1.

Рiвноважний потiк атомарної егоїстичної гри маршрутизацiї — це
доцiльний потiк, вартiсть якого жоден гравець не може строго зменшити,
вибравши iнший шлях для свого трафiку.

Означення 1.2 (Атомарний рiвноважний потiк). [2]
Нехай 𝑓 — це допустимий рiвноважний потiк для атомарного ек-

земпляра (𝐺, 𝑟, 𝑐). Потiк 𝑓 є рiвноважним, якщо для кожного гравця
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘} та кожної пари 𝑃 , 𝑃 ∈ P𝑖 з 𝑠𝑖 − 𝑡𝑖 шляхiв з 𝑓

(𝑖)
𝑃 > 0,

𝑐𝑃 (𝑓) ≤ 𝑐𝑃 (𝑓),
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Рис. 1.4. Приклад ААЕ. В атомарних екземплярах з афiнними функцiями
витрат рiзнi рiвноважнi потоки можуть мати рiзну вартiсть, а цiна
анархiї може досягати 5/2.

де 𝑓 — це рiвноважний потiк, iдентичний 𝑓 , за винятком того, що 𝑓
(𝑖)
𝑃 = 0

та 𝑓
(𝑖)

𝑃
= 𝑟𝑖.

Хоча визначення неатомарних та атомних екземплярiв дуже схожi,
цi двi моделi технiчно досить рiзнi. Наступний приклад iлюструє двi з цих
вiдмiнностей. По-перше, рiзнi рiвноважнi потоки атомарного екземпляра
можуть мати рiзнi витрати; як стверджується в Роздiлi 1.1 та доведено в
Роздiлi 2.1, всi рiвноважнi потоки неатомарного екземпляра мають однакову
вартiсть. По-друге, цiна анархiї в атомних екземплярах може бути бiльшою,
нiж у їхнiх неатомарних аналогах. Наступний атомний екземпляр має афiннi
функцiї вартостi – виду 𝑎𝑥+ 𝑏 – i його цiна анархiї дорiвнює 5/2; у кожному
неатомному екземплярi з афiнними функцiями вартостi цiна анархiї не
перевищує 4/3.

Приклад 1.3 (Приклад AAE). Розглянемо двонаправлену трикутну мере-
жу, показану на рисунку 4. Припустимо, що є чотири гравцi, кожному з
яких потрiбно маршрутизувати одну одиницю трафiку. Першi два мають
джерело 𝑢 та приймачi 𝑣 та 𝑤 вiдповiдно; третiй має джерело 𝑣 та приймач
𝑤; а четвертий має джерело 𝑤 та приймач 𝑣. Кожен гравець має двi страте-
гiї: шлях з одним переходом та шлях з двома переходами. В оптимальному
потоцi всi гравцi маршрутизуються своїми шляхами з одним переходом, а
вартiсть цього потоку дорiвнює 4. Цей потiк також є рiвноважним потоком.
З iншого боку, якщо всi гравцi маршрутизуються своїми шляхами з двома
переходами, то ми отримуємо другий рiвноважний потiк. Оскiльки першi



11

два гравцi несуть по три одиницi витрат, а останнi два гравцi несуть по двi
одиницi витрат, цей рiвноважний потiк має вартiсть 10. Тому цiна анархiї в
цьому випадку дорiвнює (10/4 = 2,5).

У наступному прикладi дослiджуються варiант прикладу AAE.

Приклад 1.4 (Модифiкацiя AEE). Розглянемо атомарну гру з двома
стратегiчними маршрутами 𝑃1, 𝑃2, граф 𝐺 = (𝑉,𝐸), i 𝑛 гравцiв з вагами 𝑤𝑖.
Нехай функцiї витрат 𝑐𝑒(𝑥) є афiнними, тобто:

𝑐𝑒(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥+ 𝑏𝑒

Мета — сконструювати такий зважений приклад, щоб:

PoA =
𝐶(𝑓eq)

𝐶(𝑓opt)
=

3
√
2.618 + 5

2

Це можна зробити, модифiкуючи приклад AAE: двоє гравцiв з рiзними
вагами 𝑤1, 𝑤2, i маршрути перетинаються на ребрах з витратами 𝑐(𝑥) = 𝑥

або 𝑐(𝑥) = 1.
Встановивши: 𝑤1 = 1, 𝑤2 =

√
2.618 ≈ 1.618 та побудувавши екземпляр

так, щоб один гравець створював зовнiшнi витрати iншому через функцiю
витрат 𝑐(𝑥) = 𝑥, отримаємо потрiбну цiну анархiї.

Приклад 1.5 (Неiснування у зважених атомарних екземплярах). Розгля-
немо мережу, зображену на рисунку 5. Розширимо цю мережу до атомарної
егоїстичної гри маршрутизацiї, додавши двох гравцiв, обидва з джерелом 𝑠

та приймачем 𝑡, з обсягами трафiку 𝑟1 = 1 та 𝑟2 = 2.
Стверджуємо, що в цьому атомарному випадку немає рiвноважного

потоку. Щоб довести це, нехай 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 та 𝑃4 позначають шляхи 𝑠 →
𝑡, 𝑠 → 𝑣 → 𝑡, 𝑠 → 𝑤 → 𝑡 та 𝑠 → 𝑣 → 𝑤 → 𝑡 вiдповiдно. Наступнi чотири
твердження тодi випливають з цього твердження.

1) Якщо гравець 2 обирає шлях 𝑃1 або 𝑃2, тодi єдиною вiдповiддю гравця
1, яка мiнiмiзує його вартiсть, є шлях 𝑃4.

2) Якщо гравець 2 обирає шлях 𝑃3 або 𝑃4, то єдина найкраща вiдповiдь
гравця 1 – це шлях 𝑃1.
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3) Якщо гравець 1 обирає шлях 𝑃4, то єдина найкраща вiдповiдь гравця
2 – це шлях 𝑃3.

4) Якщо гравець 1 обирає шлях 𝑃1, то єдина найкраща вiдповiдь гравця
2 – це шлях 𝑃2.

Рис. 1.5. Атомарний екземпляр без рiвноважного потоку

З iншого боку, Роздiл 2.2 доводить, що кожен атомарний екземпляр,
у якому всi гравцi маршрутизують однакову кiлькiсть трафiку, допускає
принаймнi один рiвноважний потiк. Ми називаємо екземпляри цього типу
незваженими. Приклад 3 є незваженим екземпляром, тодi як Приклад 5 –
нi.

1.2 Iснування, унiкальнiсть та потенцiйнi фун-
кцiї

У цьому роздiлi зiбрано результати щодо iснування та унiкальностi
рiвноважних потокiв у неатомарних та атомарних егоїстичних маршрутиза-
цiйних iграх. Також буде введено метод потенцiйних функцiй, фундамен-
тальний метод доведення.
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1.2.1 Неатомарна егоїстична маршрутизацiя: Iснуван-

ня та унiкальнiсть

Наступна мета – показати, що в неатомарних егоїстичних маршрути-
зацiйних iграх рiвноважнi потоки завжди iснують i є по сутi унiкальними.
Пiд «по сутi унiкальними» мається на увазi, що всi рiвноважнi потоки неа-
томарного екземпляра мають однакову вартiсть. Формально мета – довести
наступну теорему.

Теорема 1.1 (Iснування та унiкальнiсть рiвноважних потокiв). [3]
Нехай (𝐺, 𝑟, 𝑐) — Неатомарний екземпляр.
(a) Екземпляр (𝐺, 𝑟, 𝑐) допускає принаймнi один рiвноважний потiк.
(b) Якщо 𝑓 та 𝑓 — рiвноважнi потоки маршрутизацiї для (𝐺, 𝑟, 𝑐),

тодi 𝑐𝑒(𝑓𝑒) = 𝑐𝑒(𝑓𝑒) для кожного ребра 𝑒.

Частина (b) теореми та Визначення 1 означають, що два рiвноважнi
потоки неатомарного екземпляра мають однакову вартiсть.

Доведемо Теорему 1 методом потенцiйної функцiї. Iдея цього методу
полягає в тому, щоб показати дiйснозначну «потенцiйну функцiю», визначе-
ну на результатах гри, таку, що рiвноваги гри є саме тими результатами,
якi оптимiзують потенцiйну функцiю. Потенцiйнi функцiї кориснi, оскiльки
вони дозволяють застосовувати методи оптимiзацiї до вивчення рiвноваг.
Коли гра допускає потенцiйну функцiю, зазвичай iснують наслiдки для
iснування, унiкальностi та неефективностi рiвноваг.

Щоб описати потенцiйнi функцiї, що вiдповiдають неатомарним его-
їстичним маршрутним iграм, представляємо характеристику оптимальних
потокiв у таких iграх. Щоб чiтко сформулювати цю характеристику, припу-
скаємо, що для кожного ребра 𝑒 заданого неатомарного екземпляра функцiя
𝑥𝑐𝑒(𝑥) є неперервно диференцiйованою та опуклою. Зауважте, що 𝑥𝑐𝑒(𝑥) –
це внесок у функцiю соцiальних витрат (2) вiд трафiку на краю 𝑒. Нехай
𝑐*𝑒(𝑥) = (𝑥𝑐𝑒(𝑥))

′ = 𝑐𝑒(𝑥) + 𝑥𝑐′𝑒(𝑥) позначає функцiю граничних витрат для
ребра 𝑒. Наприклад, якщо 𝑐(𝑥) позначає функцiю витрат 𝑐(𝑥) = 𝑎𝑥𝑝 для
деяких 𝑎, 𝑝 ≥ 0, тодi вiдповiдна функцiя граничних витрат має вигляд
𝑐*(𝑥) = (𝑝 + 1)𝑎𝑥𝑝. Нехай 𝑐*𝑝(𝑓) =

∑︀
𝑒∈𝑃 𝑐*𝑒(𝑓) позначає суму граничних

витрат ребер на шляху 𝑃 вiдносно потоку 𝑓 . Характеристика наведена
нижче.
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Припущення 1.1 (Характеристика оптимальних потокiв). Нехай (𝐺, 𝑟, 𝑐)

— неатомiчний екземпляр, такий що для кожного ребра 𝑒 функцiя 𝑥 · 𝑐𝑒(𝑥)
є опуклою та неперервно диференцiйованою. Нехай 𝑐*𝑒 позначає функцiю
граничних витрат ребра 𝑒. Тодi 𝑓 * — оптимальний потiк маршрутизацiї
для (𝐺, 𝑟, 𝑐) тодi i тiльки тодi, коли для кожного потоку 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}
та кожної пари 𝑃, 𝑃 ∈ P𝑖 𝑠𝑖 − 𝑡𝑖 шляхiв з 𝑓 *

𝑃 > 0,

𝑐*𝑃 (𝑓
*) ≤ 𝑐*

𝑃
(𝑓 *).

Припущення 1 безпосередньо випливає з умов першого порядку опу-
клої оптимiзацiйної задачi з обмеженнями невiд’ємностi. Опускаємо деталi
та зосереджуємося на тому, як твердження призводить до потенцiйної фун-
кцiї для рiвноважних потокiв у неатомарних випадках, а також на наслiдках
цiєї потенцiйної функцiї для iснування та єдиностi рiвноважних потокiв.

Визначення 1 та припущення 1 безпосередньо означають, що рiвно-
важнi потоки та оптимальнi потоки – це одне й те саме, тiльки стосовно
рiзних наборiв функцiй вартостi.

Наслiдок 1.1 (Еквiвалентнiсть рiвноважних та оптимальних потокiв). [3]
Нехай (𝐺, 𝑟, 𝑐) — Неатомарний екземпляр, такий що для кожного

ребра 𝑒 функцiя 𝑥 ·𝑐𝑒(𝑥) є опуклою та неперервно диференцiйованою. Нехай
𝑐*𝑒 позначає функцiю граничних витрат ребра 𝑒. Тодi 𝑓 * — оптимальний
потiк маршрутизацiї для (𝐺, 𝑟, 𝑐) тодi i тiльки тодi, коли це рiвноважний
потiк для (𝐺, 𝑟, 𝑐*).

Наприклад, у прикладi Пiгу функцiї граничних витрат двох ребер такi:
𝑐*(𝑥) = 1 та 𝑐*(𝑥) = 2𝑥. Рiвноважний потiк вiдносно функцiй граничних
витрат розподiляє трафiк порiвну мiж двома посиланнями, зрiвнюючи їхнi
граничнi витрати на рiвнi 1; Згiдно з наслiдком 1, цей потiк є оптимальним у
вихiднiй мережi. У нелiнiйному варiантi прикладу Пiгу (Приклад 1) функцiї
граничних витрат мають вигляд 𝑐*(𝑥) = 1 та 𝑐*(𝑥) = (𝑝+1)𝑥𝑝; таким чином,
оптимальний потiк спрямовує (𝑝+ 1)−1/𝑝 одиниць трафiку на другу ланку,
а решту — на першу. У парадоксi Брасса з додаванням краю з нульовими
витратами (Приклад 2 та Рисунок 3(b)), маршрутизацiя половини трафiку
на кожному зi шляхiв 𝑠 → 𝑣 → 𝑡 та 𝑠 → 𝑤 → 𝑡 зрiвнює граничнi витрати
всiх трьох шляхiв на рiвнi 2, i тому забезпечує оптимальний потiк.
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Щоб вiдновити Визначення 1 як умову оптимальностi, шукаємо фун-
кцiю ℎ𝑒(𝑥) для кожного ребра 𝑒 – яка вiдiграє попередню роль 𝑥𝑐𝑒(𝑥) –
таку, що ℎ′

𝑒(𝑥) = 𝑐𝑒(𝑥). Покладаючи ℎ𝑒(𝑥) =
∫︀ 𝑥

0 𝑐𝑒(𝑦)𝑑𝑦 для кожного ре-
бра 𝑒, отримуємо бажану потенцiйну функцiю. Бiльше того, оскiльки 𝑐𝑒 є
неперервною та неспадною для кожного ребра 𝑒, кожна функцiя ℎ𝑒 є як
неперервно диференцiйованою, так i опуклою.

Точнiше, назвемо

Φ(𝑓) =
∑︁
𝑒∈𝐸

∫︁ 𝑓𝑒

0

𝑐𝑒(𝑥) 𝑑𝑥 (3)

потенцiйною функцiєю неатомарного екземпляра (𝐺, 𝑟, 𝑐). Викори-
стовуючи припущення 1, де кожна функцiя 𝑥 · 𝑐𝑒(𝑥) замiнена на ℎ𝑒(𝑥) =∫︀ 𝑥

0 𝑐𝑒(𝑦) 𝑑𝑦, отримуємо таку ж умову, як у визначеннi 1; таким чином, ми
охарактеризували рiвноважнi потоки як глобальнi мiнiмiзатори потенцiйної
функцiї Φ.

Припущення 1.2 (Потенцiальна функцiя для рiвноважних потокiв). Нехай
(𝐺, 𝑟, 𝑐) — Неатомарний екземпляр. Потiк, можливий для (𝐺, 𝑟, 𝑐), є рiв-
новажним потоком тодi i тiльки тодi, коли вiн є глобальним мiнiмумом
вiдповiдної потенцiйної функцiї Φ, заданої в (3).

Доведення теореми 1. Спочатку зазначимо, що за визначенням множину
можливих потокiв (𝐺, 𝑟, 𝑐) можна ототожнити з компактною (тобто за-
мкнутою та обмеженою) пiдмножиною |P|-вимiрного евклiдового простору.
Оскiльки функцiї вартостi ребер є неперервними, потенцiйна функцiя є
неперервною функцiєю на цiй множинi. Згiдно з теоремою Вейєрштрасса з
математичного аналiзу, потенцiйна функцiя Φ досягає мiнiмального значен-
ня на цiй множинi. Згiдно з припущення 2, кожна точка, в якiй Φ досягає
свого мiнiмуму, вiдповiдає рiвноважному потоку (𝐺, 𝑟, 𝑐).

Для частини (b) нагадаємо, що кожна функцiя вартостi не спадає,
а отже, кожен доданок у правiй частинi (3) є опуклим. Отже, потенцiйна
функцiя Φ є опуклою функцiєю.

Тепер припустимо, що 𝑓 та 𝑓 є рiвноважними потоками маршрутизацiї
для (𝐺, 𝑟, 𝑐). Згiдно з припущення 2, як 𝑓 , так i 𝑓 мiнiмiзують потенцiйну
функцiю Φ. Ми розглядаємо всi опуклi комбiнацiї 𝑓 та 𝑓 – тобто всi вектори
виду 𝜆𝑓 + (1− 𝜆)𝑓 для 𝜆 ∈ [0, 1]. Всi цi вектори є допустимими потоками.
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Оскiльки Φ є опуклою функцiєю, хорда мiж двома точками на її графiку
не може проходити нижче її графiка. Маємо

Φ(𝜆𝑓 + (1− 𝜆)𝑓) ≤ 𝜆Φ(𝑓) + (1− 𝜆)Φ(𝑓) (4)

для кожного 𝜆 ∈ [0, 1]. Оскiльки i 𝑓 , i Φ є глобальними мiнiмумами Φ,
нерiвнiсть (4) повинна виконуватися з рiвнiстю для всiх їхнiх опуклих
комбiнацiй. Оскiльки кожен доданок Φ є опуклим, це може статися лише
тодi, коли кожен доданок Φ є лiнiйним мiж значеннями Φ та Φ). У свою
чергу, це означає, що кожна функцiя вартостi Φ є постiйною мiж Φ та Φ.

1.2.2 Атомарна егоїстична маршрутизацiя: Iснування

Тепер розглянемо рiвноважнi потоки в атомарних екземплярах. При-
клад AAE показує, що в таких випадках неможливi цiкавi результати унi-
кальностi, тому зосередимося на iснуваннi рiвноважних потокiв. Аналогiчно,
Приклад 5 демонструє, що загальний атомарний екземпляр не обов’язково
повинен допускати рiвноважний потiк. Iснує два пiдходи до обходу цього
контрприкладу. Перший, розглянутий у цьому роздiлi, полягає в тому, щоб
накласти додатковi обмеження на атомарнi екземпляри, щоб гарантовано
iснували рiвноважнi потоки. Другий пiдхiд, обговорений у Зауваженнi 4,
полягає в тому, щоб послабити концепцiю рiвноваги, щоб рiвновага iснувала
в кожному атомарному екземплярi.

Ключовим результатом у цьому роздiлi є наступна теорема, яка вста-
новлює iснування рiвноважних потокiв в атомарних екземплярах, в яких
усi гравцi контролюють однакову кiлькiсть трафiку.

Теорема 1.2 (Рiвноважнi потоки у незважених атомарних екземплярах).
[4] Нехай (𝐺,𝑟,𝑐) - атомарний екземпляр, у якому кожна кiлькiсть тра-
фiку 𝑟𝑖 дорiвнює загальному додатному значенню 𝑅. Тодi (𝐺,𝑟,𝑐) допускає
принаймнi один рiвноважний потiк.

Доведення. Теорему отримано шляхом дискретизацiї потенцiальної функцiї
(3) для неатомарних екземплярiв i доведення теореми 1(a). Для простоти
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припустимо, що 𝑅 = 1. Задано множину

Φ𝑎(𝑓) =
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑓𝑒∑︁
𝑖=1

𝑐𝑒(𝑖) (5)

для кожного можливого рiвноважного потоку 𝑓 . Зауважте, що Φ𝑎 є такою
самою, як i попередня функцiя потенцiалу Φ для неатомарних екземплярiв,
за винятком того, що iнтеграл

∫︀ 𝑓𝑒
0 𝑐(𝑥) 𝑑𝑥 замiнено на суму

∑︀𝑓𝑒
𝑖=1 𝑐𝑒(𝑖).

Оскiльки атомарний екземпляр (𝐺,𝑟,𝑐) має скiнченну кiлькiсть гравцiв,
i кожен з них має скiнченну кiлькiсть стратегiй, iснує лише скiнченна
кiлькiсть можливих потокiв. Один з них, назвемо його 𝑓 , є глобальним
мiнiмумом потенцiйної функцiї Φ𝑎. Ми стверджуємо, що 𝑓 є рiвноважним
потоком для (𝐺,𝑟,𝑐). Щоб довести це, припустимо для суперечностi, що у 𝑓

гравець 𝑖 може строго зменшити свої витрати, вiдхилившись вiд шляху 𝑃

до шляху 𝑃 , отримавши новий потiк 𝑓 . Iншими словами, ми припускаємо,
що

0 > 𝑐𝑃 (𝑓)− 𝑐𝑃 (𝑓) =
∑︁

𝑒∈𝑃∖𝑃

𝑐𝑒(𝑓𝑒 + 1)−
∑︁

𝑒∈𝑃∖𝑃

𝑐𝑒(𝑓𝑒). (6)

З iншого боку, розглянемо вплив вiдхилення гравця 𝑖 на потенцiйну
функцiю Φ𝑎: для ребер у 𝑃 ∖ 𝑃 вiдповiдна сума у (5) набуває додаткового
члена 𝑐𝑒(𝑓𝑒 + 1); для ребер у 𝑃 ∖ 𝑃 вiдповiдна сума втрачає член 𝑐𝑒(𝑓𝑒); а
для ребер у 𝑃 ∩ 𝑃 вiдповiдна сума залишається незмiнною. Таким чином,
Φ𝑎(𝑓) − Φ𝑎(𝑓) є саме третiм виразом (6). Оскiльки цей вираз вiд’ємний,
то значення потенцiальної функцiї 𝑓 строго менше, нiж значення 𝑓 , що
суперечить вибору 𝑓 .

Зауваження 1.1. Доведення теореми 2 встановлює чудову властивiсть
потенцiйної функцiї Φ𝑎: вона «вiдслiдковує» змiну вартостi гравця, який
вiдхиляється. Бiльш формально, для кожного потоку, кожного гравця i
кожного вiдхилення гравця, змiна витрат гравця iдентична змiнi потенцiйної
функцiї. Ця властивiсть має наслiдки, що виходять за межi результату
iснування теореми 2. Наприклад, з неї випливає, що «динамiка найкращої
реакцiї» гарантовано збiгається до рiвноважного потоку.

Зауваження 1.2. Доведення теореми не використовувало жодних припу-
щень щодо функцiй граничних витрат. Зокрема, вона є справедливою i тодi,
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коли функцiї витрат не є неспадаючими.

Наступна теорема гарантує iснування рiвноважних потокiв за iншого
обмеження - афiнних функцiй витрат. (Нагадаємо, що функцiя витрат 𝑐𝑒(𝑥)

є афiнною, якщо вона має вигляд 𝑎𝑒𝑥+ 𝑏𝑒; завжди вважаємо, що 𝑎𝑒,𝑏𝑒 ≥ 0).

Теорема 1.3 (Рiвноважнi потоки з афiнними функцiями витрат). [5]
Нехай (𝐺,𝑟,𝑐) - атомарний екземпляр з афiнними функцiями витрат.

Тодi (𝐺,𝑟,𝑐) допускає принаймнi один рiвноважний потiк.

Доведення. Нехай (𝐺, 𝑟, 𝑐) — атомарний екземпляр маршрутизацiйної гри,
в якому:
𝐺 = (𝑉,𝐸) — орiєнтований граф;
𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) — вектори попитiв гравцiв;
𝑐 = (𝑐𝑒)𝑒∈𝐸 — набiр афiнних функцiй витрат, тобто:

𝑐𝑒(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥+ 𝑏𝑒, де 𝑎𝑒 ≥ 0, 𝑏𝑒 ≥ 0.

Тодi iснує хоча б один рiвноважний потiк.
Нехай кожен гравець 𝑖 має скiнченну множину допустимих маршрутiв.
Позначимо через 𝑃𝑖 маршрут, який вибрав гравець 𝑖 в потоцi 𝑓 . Визначимо:
𝑓𝑒 — сумарний потiк через ребро 𝑒 (сума попитiв усiх гравцiв, маршрути
яких проходять через 𝑒),
𝑆𝑒 — множина гравцiв, якi використовують ребро 𝑒 у своїх маршрутах,
𝑟𝑖 — попит гравця 𝑖.
Визначимо наступну функцiю:

Φ(𝑓) =
∑︁
𝑒∈𝐸

(︃
𝑐𝑒(𝑓𝑒) · 𝑓𝑒 +

∑︁
𝑖∈𝑆𝑒

𝑐𝑒(𝑟𝑖) · 𝑟𝑖

)︃
.

Ця функцiя враховує як загальнi витрати на ребрi, так i внесок кожного
гравця окремо. Оскiльки кожен гравець має скiнченну кiлькiсть маршру-
тiв, а кiлькiсть гравцiв 𝑛 є скiнченною, то кiлькiсть можливих комбiнацiй
вибору маршрутiв також є скiнченною. Отже, функцiя Φ(𝑓) визначена на
скiнченнiй множинi.
Оскiльки Φ(𝑓) визначена на скiнченнiй множинi, вона досягає свого мiнiму-
му при деякому розподiлi 𝑓 *. Припустимо, що 𝑓 * не є рiвноважним потоком.
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Тодi iснує гравець 𝑖, який може змiнити свiй маршрут з 𝑃𝑖 на 𝑃 ′
𝑖 , такий що:∑︁

𝑒∈𝑃 ′
𝑖

𝑐𝑒(𝑓
′
𝑒 + 𝑟𝑖) <

∑︁
𝑒∈𝑃𝑖

𝑐𝑒(𝑓𝑒),

де 𝑓 ′ — потiк, який утворюється пiсля цiєї змiни.
Тодi отримаємо:

Φ(𝑓 ′)− Φ(𝑓 *) =

⎛⎝∑︁
𝑒∈𝑃 ′

𝑖

𝑐𝑒(𝑓
′
𝑒 + 𝑟𝑖)

⎞⎠−

(︃∑︁
𝑒∈𝑃𝑖

𝑐𝑒(𝑓𝑒)

)︃
< 0,

тобто Φ(𝑓 ′) < Φ(𝑓 *), що суперечить мiнiмальностi 𝑓 *. Отже, нiхто з гравцiв
не має стимулу змiнювати маршрут, i 𝑓 * є рiвноважним потоком.

Отже, атомарний екземпляр (𝐺, 𝑟, 𝑐) з афiнними функцiями витрат
завжди має хоча б один рiвноважний потiк.

1.3 Цiна анархiї егоїстичного маршруту

1.3.1 Неатомарна егоїстична маршрутизацiя: Цiна анар-

хiї

Як ми знаємо з нелiнiйного варiанту прикладу Пiгу (приклад 3),
цiна анархiї залежить вiд «нелiнiйностi» функцiй вартостi мережi. Мета -
показати, що вона не залежить нi вiд чого iншого - нi вiд розмiру мережi,
нi вiд структури мережi, нi вiд кiлькостi потокiв. Точнiше, покажемо, що
для кожного мислимого обмеження на функцiї витрат мережi цiна анархiї
максимiзується (серед усiх багатопотокових мереж) тiєю мережею, яка
найкраще «iмiтує» приклад Пiгу та його нелiнiйнi варiанти.

Зауважимо, що функцiя потенцiалу, яка характеризує неатомарнi
рiвноважнi потоки (Пропозицiя 2) , вже дає хорошу, але не оптимальну
верхню межу для цiни анархiї. Iнтуїтивне пояснення просте: якщо рiвно-
важнi потоки точно оптимiзують потенцiйну функцiю (3), яка є добрим
наближенням цiльової функцiї (2), то вони також повиннi бути приблизно
оптимальними.
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Теорема 1.4 (Верхня межа потенцiйної функцiї). [6] Нехай (𝐺,𝑟,𝑐) - неа-
томарний екземпляр, i припустимо, що 𝑥 · 𝑐𝑒(𝑥) ≤ 𝛾 ·

∫︀ 𝑥

0 𝑐𝑒(𝑦) 𝑑𝑦 для всiх
𝑒 ∈ 𝐸 i 𝑥 ≥ 0. Тодi цiна анархiї (𝐺,𝑟,𝑐) не перевищує 𝛾.

Доведення. Нехай 𝑓 та 𝑓 * - рiвноважний та оптимальний потоки маршру-
тизацiї для (𝐺,𝑟,𝑐) вiдповiдно. Оскiльки функцiї вартостi не є спадними,
вартiсть потоку (2) завжди не менша за значення його потенцiйної функцiї
(3). Гiпотеза гарантує, що вартiсть потоку не перевищує 𝛾 разiв значення
його потенцiйної функцiї. Теорема випливає з запису

𝐶(𝑓) ≤ 𝛾 · Φ(𝑓) ≤ 𝛾 · Φ(𝑓 *) ≤ 𝛾 · 𝐶(𝑓 *),

причому друга нерiвнiсть випливає з Припущення 2

Теорема 6 передбачає, що цiна анархiї егоїстичної маршрутизацiї є ве-
ликою лише в мережах з «дуже нелiнiйними» функцiями витрат. Наприклад,
якщо 𝑐𝑒 - полiномiальна функцiя зi степенем не бiльше 𝑝 i невiд’ємними
коефiцiєнтами, то 𝑥 · 𝑐𝑒(𝑥) ≤ (𝑝 + 1)

∫︀ 𝑥

0 𝑐𝑒(𝑦) 𝑑𝑦 для всiх 𝑥 ≥ 0. Теорема 4
показує, що цiна анархiї в неатомарних екземплярах з такими функцiями
витрат є щонайбiльше лiнiйною в 𝑝.

Наслiдок 1.2 (Границя потенцiйної функцiї для полiномiв). [6] Якщо
(𝐺,𝑟,𝑐) є неатомарним екземпляром з функцiями витрат, якi є полiномами
з невiд’ємними коефiцiєнтами i степенем не бiльше 𝑝, то цiна анархiї
для (𝐺,𝑟,𝑐) не бiльше 𝑝+ 1.

Означення 1.3 (Межа Пiгу). [7] Нехай 𝒞 - непорожня множина функцiй
витрат. Межа Пiгу (англ. Pigou bound) 𝛼(𝒞) для 𝒞 має вигляд

𝛼(𝒞) = sup
𝑐∈𝒞

sup
𝑥, 𝑟≥0

𝑟 · 𝑐(𝑟)
𝑥 · 𝑐(𝑥) + (𝑟 − 𝑥)𝑐(𝑟)

, (7)

з розумiнням того, що 0/0 = 1.

Сенс границi Пiгу полягає у тому, що вона знижує цiну анархiї у
випадках з функцiями витрат у 𝒞.

Припущення 1.3. Нехай 𝒞 - множина функцiй витрат, яка мiстить усi
функцiї постiйних витрат. Тодi цiна анархiї у неатомарних екземплярах
з функцiями витрат в 𝒞 може бути як завгодно близькою до 𝛼(𝒞).
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Доведення. Зафiксуємо вибiр 𝑐 ∈ 𝒞 та 𝑥,𝑟 ≥ 0. Ми можемо завершити
доведення, показавши егоїстичну маршрутну мережу з функцiями витрат у
𝒞 i цiною анархiї принаймнi 𝑐(𝑟)𝑟/[𝑐(𝑥)𝑥+(𝑟−𝑥)𝑐(𝑟)]. Оскiльки 𝑐 не спадає,
цей вираз не перевищує 1, якщо 𝑥 ≥ 𝑟; отже, ми можемо припустити, що
𝑥 > 𝑟.

Нехай 𝐺 - мережа з двома вершинами i двома ребрами, як показано
на рисунку 2. Задамо нижньому ребру функцiю витрат 𝑐1(𝑦) = 𝑐(𝑦), а
верхньому - функцiю постiйних витрат 𝑐2(𝑦) = 𝑐(𝑟). За припущенням,
обидвi цi функцiї витрат лежать у промiжку 𝒞. Встановiть швидкiсть
трафiку рiвною 𝑟. Маршрутизацiя всього трафiку по нижньому краю дає
рiвноважний потiк з вартiстю 𝑐(𝑟)𝑟. Маршрутизацiя 𝑥 одиниць трафiку по
нижньому краю i 𝑟 − 𝑥 одиниць трафiку по верхньому краю дає можливий
потiк з вартiстю [𝑐(𝑥)𝑥+ (𝑟 − 𝑥)𝑐(𝑟)]. Таким чином, цiна анархiї у цьому
випадку принаймнi 𝑐(𝑟)𝑟/[𝑐(𝑥)𝑥+ (𝑟 − 𝑥)𝑐(𝑟)], як i бажано.

Хоча у Припущенi 3 припускається, що множина 𝒞 мiстить усi функцiї
постiйних витрат, її висновок виконується завжди, коли 𝒞 є неоднорiдною у
тому сенсi, що 𝑐(0) > 0 для деяких 𝑐 ∈ 𝒞

Далi покажемо, що хоча межа Пiгу базується лише на прикладах,
подiбних до Пiгу, вона також є верхньою межею цiни анархiї в загальних ба-
гатопоточних мережах. Доведення вимагає наступної варiацiйної нерiвностi,
що характеризує рiвноважнi потоки.

Припущення 1.4 (Характеристика варiацiйної нерiвностi). Нехай 𝑓 є
допустимим розподiлом потоку для неатомарного екземпляра (𝐺,𝑟,𝑐).
Потiк 𝑓 є рiвноважним потоком тодi i тiльки тодi, коли∑︁

𝑒∈𝐸

𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓𝑒 ≤
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓
*
𝑒

для кожного потоку 𝑓 *, допустимого для (𝐺,𝑟,𝑐).

Доведення. Зафiксуємо 𝑓 i визначимо функцiю 𝐻𝑓 на множинi допустимих
потокiв через

𝐻𝑓(𝑓
*) =

𝑘∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑃∈P𝑖

𝑐𝑃 (𝑓)𝑓
*
𝑃 =

∑︁
𝑒∈𝐸

𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓
*
𝑒 ;
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той самий зворотний порядок доданкiв, який було використано для до-
ведення еквiвалентностi (1) i (2), показує, що цi два означення 𝐻𝑓(𝑓

*)

узгоджуються мiж собою. Величина 𝐻𝑓(𝑓
*) позначає вартiсть потоку 𝑓 *

пiсля того, як функцiя вартостi кожного ребра 𝑒 була замiнена на сталу
функцiю, яка всюди дорiвнює 𝑐𝑒(𝑓𝑒). За другим визначенням 𝐻𝑓 , пропозицiя
еквiвалентна твердженню, що потiк 𝑓 є рiвноважним потоком тодi i тiльки
тодi, коли вiн мiнiмiзує 𝐻𝑓(·) серед усiх можливих потокiв.

Вивчення першого означення 𝐻𝑓 показує, що розподiл потоку 𝑓 *

мiнiмiзує 𝐻𝑓 тодi i тiльки тодi, коли для кожного потоку 𝑖 𝑓 *
𝑃 > 0 тiльки

для шляхiв 𝑃 , якi мiнiмiзують 𝑐𝑃 (𝑓) для всiх шляхiв 𝑠𝑖-𝑡𝑖. Оскiльки потiк
𝑓 задовольняє цiй умовi тодi i тiльки тодi, коли вiн є рiвноважним, то
доведення завершено.

Теорема 1.5 (Жорсткiсть границi Пiгу). [7]
Нехай 𝒞 - множина функцiй витрат, а 𝛼(𝒞) - границя Пiгу для 𝒞.

Якщо (𝐺,𝑟,𝑐) є неатомарним екземпляром з функцiями витрат у 𝒞, то
цiна анархiї (𝐺,𝑟,𝑐) не перевищує 𝛼(𝒞).

Доведення. Нехай 𝑓 * та 𝑓 - оптимальний та рiвноважний потоки, вiдповiдно,
для неатомарного екземпляра (𝐺,𝑟,𝑐) з функцiями вартостi з множини 𝒞.
Теорема випливає з запису

𝐶(𝑓 *) =
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑐𝑒(𝑓
*
𝑒 )𝑓

*
𝑒

≥ 1

𝛼(𝒞)
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓𝑒 +
∑︁
𝑒∈𝐸

(𝑓 *
𝑒 − 𝑓𝑒)𝑐𝑒(𝑓𝑒)

≥ 𝐶(𝑓)

𝛼(𝒞)
,

де перша нерiвнiсть випливає з означення 3, застосованого до кожного ребра
𝑒 з 𝑥 = 𝑓 *

𝑒 i 𝑟 = 𝑓𝑒, а друга нерiвнiсть випливає з припущення 4.

Пропозицiя 3 i теорема 5 показують, що для практично кожного фiксо-
ваного обмеження на допустимi функцiї витрат цiна анархiї максимiзується
в прикладах, подiбних до прикладу Пiгу. Визначення найбiльшої можливої
цiни анархiї в прикладах, подiбних до Пiгу (тобто межi Пiгу), у багатьох
випадках є розв’язуваною проблемою. Наприклад, вона точно дорiвнює 4/3,
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коли 𝒞 є множиною афiнних функцiй вартостi, i у бiльш загальному випадку
[1−𝑝·(𝑝+1)−(𝑝+1)/𝑝]−1 ≈ 𝑝/ ln 𝑝, коли 𝒞 є множиною многочленiв зi степенем
не бiльше 𝑝 i невiд’ємними коефiцiєнтами. У цих випадках максимальна
цiна анархiї (серед усiх багатопоточних випадкiв) досягається у випадках,
наведених у прикладi 1. Межа Пiгу також вiдома для деяких iнших класiв
функцiй витрат.

Доведення. Цiна анархiї в узагальненому прикладi Пiгу
Розглянемо узагальнений приклад Пiгу (див. приклад 1), який має

два паралельних маршрути з ємнiстю одиничного потоку 𝑟 = 1:
Перший маршрут має фiксовану вартiсть: 𝑐1(𝑥) = 1

Другий маршрут має нелiнiйну вартiсть: 𝑐2(𝑥) = 𝑥𝑝, де 𝑝 ≥ 1

У рiвновазi кожен агент вибирає маршрут з мiнiмальною iндивiдуальною
вартiстю. Оскiльки 𝑐2(𝑥) є зростаючою i 𝑐1 = 1, то всi агенти обирають
другий маршрут тодi, коли:

𝑐2(1) = 1𝑝 = 1 = 𝑐1

Рiвноважний потiк:
𝑓1 = 0, 𝑓2 = 1

Загальна вартiсть:
𝐶(𝑓) = 𝑐2(1) · 1 = 1

Оптимальний потiк мiнiмiзує загальнi витрати:

𝐶(𝑓) = 𝑐1(𝑓1) · 𝑓1 + 𝑐2(𝑓2) · 𝑓2 = 𝑓1 + 𝑓 𝑝+1
2 за умови 𝑓1 + 𝑓2 = 1

Пiдставимо 𝑓2 = 𝑥, тодi 𝑓1 = 1− 𝑥:

𝐶(𝑥) = (1− 𝑥) + 𝑥𝑝+1

Знайдемо мiнiмум функцiї:

𝑑𝐶

𝑑𝑥
= −1 + (𝑝+ 1)𝑥𝑝 = 0 ⇒ 𝑥 =

(︂
1

𝑝+ 1

)︂1/𝑝
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Пiдставимо 𝑥 у 𝐶(𝑓𝑜𝑝𝑡):

𝐶(𝑓𝑜𝑝𝑡) = 1−
(︂

1

𝑝+ 1

)︂1/𝑝

+

(︂
1

𝑝+ 1

)︂(𝑝+1)/𝑝

Цiна анархiї за визначенням :

PoA(𝑝) =
𝐶(𝑓)

𝐶(𝑓𝑜𝑝𝑡)

Позначимо: 𝑥𝑝 =
(︁

1
𝑝+1

)︁1/𝑝
, 𝑥𝑝+1

𝑝 =
(︁

1
𝑝+1

)︁(𝑝+1)/𝑝

Тодi:
PoA(𝑝) =

1

1− 𝑥𝑝 + 𝑥𝑝+1
𝑝

Оцiнимо знаменник для великих 𝑝. За вiдомою оцiнкою:

𝑥𝑝 ∼ 1− ln(𝑝+ 1)

𝑝
за 𝑝 → ∞

Тодi:

1− 𝑥𝑝 ∼
ln(𝑝)

𝑝
, 𝑥𝑝+1

𝑝 → 0 (експоненцiйно)

Отже:
PoA(𝑝) ∼ 1

ln 𝑝
𝑝

=
𝑝

ln 𝑝
→ ∞

Висновок
Цiна анархiї у прикладi Пiгу з нелiнiйною вартiстю другого маршруту
зростає як 𝑝

ln 𝑝 при 𝑝 → ∞. Таким чином, з наближенням ступеня 𝑝 до
нескiнченностi, неефективнiсть рiвноважного розподiлу зростає безмежно:

lim
𝑝→∞

PoA(𝑝) = ∞

Зауваження 1.3 (Границi парадоксу Бресса). Парадокс Бресса (приклад
4) показує, що додавання ребер до мережi може збiльшити вартiсть її
рiвноважного потоку. Оскiльки рiвноважний потiк у вихiднiй мережi є
кандидатом на оптимальний потiк у другiй мережi, спiввiдношення мiж
вартiстю нового та вихiдного рiвноважних потокiв є нижньою межею цiни
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анархiї в останнiй мережi.
З iншого боку, теорема 5 показує, що цiна анархiї не перевищує 4/3

в кожнiй мережi з афiнними функцiями витрат. Таким чином, додавання
ребер до мережi з афiнними функцiями витрат не може збiльшити вартiсть
її рiвноважного потоку бiльше, нiж у 4/3 разiв. Таким чином, приклад 2 є
найгiршим проявом парадоксу Бресса в мережах з афiнними функцiями
витрат.

1.3.2 Атомарна егоїстична маршрутизацiя: Цiна анар-

хiї

Тепер розглянемо атомарнi егоїстичнi iгри з маршрутизацiєю. Знову
отримуємо жорсткi оцiнки цiни анархiї, принаймнi для полiномiальних
функцiй витрат, але дискретна природа атомарних екземплярiв ускладнює
аналiз.

Спочатку зазначимо, що метод потенцiйної функцiї, який дав нетри-
вiальнi оцiнки цiни анархiї для неатомарних екземплярiв (Теорема 4), не
може бути використаний для атомарних екземплярiв. Труднощi пов’язанi з
неунiкальнiстю рiвноважних потокiв в атомарних екземплярах (приклад 3).
Нагадаємо, що обмеження на цiну анархiї є гарантiєю того, що всi рiвнова-
жнi потоки екземпляра є "майже оптимальними". Переглядаючи доведення
теореми 4, бачимо, що метод потенцiйної функцiї стверджує лише про один
рiвноважний потiк - той, що має мiнiмальне значення потенцiйної функцiї.
Як наслiдок, метод потенцiйної функцiї безпосередньо корисний лише для
визначення цiни стабiльностi, а не цiни анархiї. Хоча цi двi величини збi-
гаються в неатомарних егоїстичних iграх з маршрутизацiєю, в атомарних
iграх вони, як правило, вiдрiзняються.

Натомiсть покладаємось на методи доведення, якi частково надиха-
ються варiацiйною нерiвнiстю припущення 4. Ця нерiвнiсть виражає той
факт, що рiвноважнi потоки маршрутизують весь трафiк найкоротшими
шляхами з урахуванням iндукованих граничних витрат. Введемо подiбну,
хоча i бiльш складну, умову для атомарних екземплярiв. Щоб зробити
доведення максимально прозорим, зосередимося на атомарних екземплярах
з афiнними функцiями вартостi. Згадаємо з теореми 3, що кожен такий ек-
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земпляр допускає принаймнi один рiвноважний потiк. Аналiз також можна
поширити на iншi функцiї витрат та iншi концепцiї рiвноваги.

Теорема 1.6 (Цiна анархiї в афiнних атомарних екземплярах). [8] Якщо
(𝐺,𝑟,𝑐) є атомарним екземпляром з афiнними функцiями вартостi, то
цiна анархiї (𝐺,𝑟,𝑐) не перевищує (3 +

√
5)/2 ≈ 2.618.

Варiант прикладу AAE показує, що верхня межа теореми 6 є най-
кращою, якщо рiзнi гравцi можуть контролювати рiзнi кiлькостi потоку
(приклад 4). Якщо всi гравцi контролюють однакову кiлькiсть потоку, то ва-
рiант наступного доведення дає покращену верхню межу 5/2, яка збiгається
з нижньою межею, отриманою у прикладi AAE.

Лема 1.1 (Умова рiвноваги). [9]
Нехай (𝐺,𝑟,𝑐) - атомарний екземпляр, у якому кожне ребро 𝑒 має

афiнну функцiю вартостi 𝑐𝑒(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒 з 𝑎𝑒,𝑏𝑒 ≥ 0. Нехай 𝑓 та 𝑓 *

- рiвноважний та оптимальний потоки, вiдповiдно, для (𝐺,𝑟,𝑐). Нехай
гравець 𝑖 використовує шлях 𝑃𝑖 у 𝑓 та шлях 𝑃 *

𝑖 у 𝑓 *. Тодi∑︁
𝑒∈𝑃𝑖

[𝑎𝑒𝑓𝑒 + 𝑏𝑒] ≤
∑︁
𝑒∈𝑃 *

𝑖

[𝑎𝑒(𝑓𝑒 + 𝑟𝑖) + 𝑏𝑒].

Другий крок полягає в тому, щоб об’єднати нерiвностi з леми 1 - по
однiй для кожного гравця - для того, щоб зв’язати вартiсть довiльного
рiвноважного потоку з вартiстю оптимального потоку.

Лема 1.2 (Рiвноважна нерiвнiсть). [9]
З тими ж припущеннями i позначеннями, що i в лемi 1,

𝐶(𝑓) ≤ 𝐶(𝑓 *) +
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑎𝑒𝑓𝑒𝑓
*
𝑒 . (8)

Доведення. Для кожного гравця 𝑖 помножимо нерiвнiсть (8) на 𝑟𝑖. Пiдсу-



27

мовуючи отриманi 𝑘 нерiвностей, отримаємо

𝐶(𝑓) ≤
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑟𝑖

⎛⎝∑︁
𝑒∈𝑃 *

𝑖

𝑎𝑒(𝑓𝑒 + 𝑟𝑖) + 𝑏𝑒

⎞⎠
≤

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖

⎛⎝∑︁
𝑒∈𝑃 *

𝑖

𝑎𝑒(𝑓𝑒 + 𝑓 *
𝑒 ) + 𝑏𝑒

⎞⎠
=
∑︁
𝑒∈𝐸

[𝑎𝑒(𝑓𝑒 + 𝑓 *
𝑒 ) + 𝑏𝑒] 𝑓

*
𝑒 (9)

де рiвнiсть випливає зi змiни порядку додавання. Оскiльки останнiй вираз
дорiвнює правiй частинi (9), то доведення завершено.

Щоб завершити доведення теореми 6, ми встановимо верхню межу
величини «члена похибки» в (9) вiдносно вартостi рiвноважного та опти-
мального потокiв.

Доведення теореми 6. Нехай 𝑓 та 𝑓 * позначають рiвноважний та оптималь-
ний потоки, вiдповiдно, для атомарного екземпляра (𝐺,𝑟,𝑐). Припустимо,
що ребро 𝑒 має функцiю вартостi 𝑐𝑒(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒 для 𝑎𝑒,𝑏𝑒 ≥ 0. Застосу-
ємо нерiвнiсть Кошi-Шварца до векторiв {√𝑎𝑒𝑓𝑒}𝑒∈𝐸 та {√𝑎𝑒𝑓

*
𝑒 }𝑒∈𝐸, щоб

отримати

∑︁
𝑒∈𝐸

𝑎𝑒𝑓𝑒𝑓
*
𝑒 ≤

√︃∑︁
𝑒∈𝐸

𝑎𝑒𝑓 2
𝑒 ·
√︃∑︁

𝑒∈𝐸

𝑎𝑒(𝑓 *
𝑒 )

2 ≤
√︀

𝐶(𝑓) ·
√︀

𝐶(𝑓 *).

Поєднання цього з рiвноважною нерiвнiстю (9), дiлення на 𝐶(𝑓 *) i
перестановка дають

𝐶(𝑓)

𝐶(𝑓 *)
− 1 ≤

√︃
𝐶(𝑓)

𝐶(𝑓 *)
.

Пiднiсши обидвi частини до квадрата i розв’язавши вiдповiдну ква-
дратну нерiвнiсть 𝑥2 − 3𝑥+ 1 ≤ 0, знайдемо, що

𝐶(𝑓)

𝐶(𝑓 *)
≤ 3 +

√
5

2
≈ 2.618,

як i було заявлено.



28

Теорему 6 можна поширити на атомарнi екземпляри з функцiями
вартостi, якi є полiномами з невiд’ємними коефiцiєнтами i степенем не
бiльше параметра 𝑝. Однак верхня межа цiни анархiї зростає зi збiльше-
нням 𝑝 приблизно пропорцiйно до експоненцiальної функцiї 𝑝𝑝 - набагато
швидше, нiж в неатомарних екземплярах. Ця експоненцiальна залежнiсть
не є артефактом описаного вище пiдходу до доведення, оскiльки вiдомi
майже однаковi нижнi межi цiни анархiї.

Зауваження 1.4. Строго кажучи, цiна анархiї не завжди визначена в
загальних атомарних випадках, де рiвноважнi потоки не обов’язково iснують
(приклад 5). Тим не менш, теорему 6 було поширено на атомарнi екземпляри
з полiномiальними функцiями витрат трьома рiзними способами. По-перше,
коли такий екземпляр допускає принаймнi один рiвноважний потiк, то
всi такi потоки мають вартiсть не бiльше, нiж у 𝑝𝑂(𝑝) разiв бiльшу, нiж
оптимальний потiк. По-друге, за теоремою Неша, кожен такий екземпляр
допускає рiвновагу Неша за змiшаною стратегiєю, i очiкувана вартiсть
кожної такої рiвноваги не бiльше нiж у 𝑝𝑂(𝑝) разiв перевищує вартiсть
оптимального потоку. Нарештi, подiбнi верхнi межi було доведено для
«рiвноваг у раковинi» - концепцiї рiвноваги, яка завжди iснує у скiнченних
iграх i мотивується проблемами збiжностi.

1.4 Зменшення цiни анархiї

1.4.1 Цiноутворення за граничними витратами

Перший пiдхiд до зменшення цiни анархiї в неатомарних егоїстичних
iграх з маршрутизацiєю полягає у використаннi податкiв на граничнi ви-
трати на краях мережi. Iдея цiноутворення на основi граничних витрат
полягає в тому, щоб стягувати з кожного користувача мережi на кожному
ребрi за додатковi витрати, якi його присутнiсть спричиняє для iнших ко-
ристувачiв цього ребра. Щоб обговорити цю iдею формально, припустимо,
що кожне ребро 𝑒 неатомарної егоїстичної мережi маршрутизацiї має не-
вiд’ємний tax 𝜏𝑒. Позначимо неатомарний екземпляр (𝐺,𝑟,𝑐) з реберними
податками 𝜏 через (𝐺,𝑟,𝑐+ 𝜏). Рiвноважний потiк для такого екземпляра
(𝐺,𝑟,𝑐+ 𝜏) визначається як у визначеннi 1, при цьому весь трафiк рухається
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маршрутами, якi мiнiмiзують суму граничних витрат i граничних податкiв.
Еквiвалентно, це рiвноважний потiк для неатомарного екземпляра (𝐺,𝑟,𝑐𝜏 ),
де функцiя витрат 𝑐𝜏𝑒 є зсунутою версiєю початкової функцiї витрат 𝑐𝑒:
𝑐𝜏𝑒(𝑥) = 𝑐𝑒(𝑥) + 𝜏𝑒 для всiх 𝑥 ≥ 0.

Принцип цiноутворення за граничними витратами стверджує, що для
потоку 𝑓 , можливого для неатомарного екземпляра (𝐺,𝑟,𝑐), податок 𝜏𝑒,
призначений на ребро 𝑒, повинен бути 𝜏𝑒 = 𝑓𝑒 · 𝑐′𝑒(𝑓𝑒), де 𝑐′𝑒 позначає похiдну
вiд 𝑐𝑒. (Припустимо для простоти, що функцiї витрат диференцiйованi.)
Член 𝑐′𝑒(𝑓𝑒) вiдповiдає граничному збiльшенню витрат, спричиненому одним
користувачем границi, а член 𝑓𝑒 - кiлькостi трафiку, який страждає вiд
цього збiльшення. Також можливо iнтерпретувати податок на граничнi
витрати 𝜏𝑒, використовуючи наслiдок 1: 𝜏𝑒 є саме тим «додатковим членом»
у функцiї граничних витрат, який вiдсутнiй у початковiй функцiї витрат.
Цi податки виправляють нездатнiсть егоїстичних споживачiв врахувати
другий, «альтруїстичний» член функцiї граничних витрат. Формально з
наслiдку 1 легко випливає наступна гарантiя.

Теорема 1.7. [10] Нехай (𝐺,𝑟,𝑐) - неатомарний екземпляр, такий, що для
кожного ребра 𝑒 функцiя 𝑥 · 𝑐𝑒(𝑥) опукла i неперервно диференцiйована.
Нехай 𝑓 * - оптимальний потiк для (𝐺,𝑟,𝑐) i нехай 𝜏𝑒 = 𝑓 *

𝑒 · 𝑐′𝑒(𝑓 *
𝑒 ) позначає

податок на граничнi витрати для ребра 𝑒 щодо 𝑓 *. Тодi 𝑓 * є рiвноважним
потоком для (𝐺,𝑟,𝑐+ 𝜏).

1.4.2 Збiльшення ємностi

Кiнцевий результат — це новий тип обмеження неефективностi рiвнова-
жних потокiв у неатомарних егоїстичних iграх маршрутизацiї з довiльними
функцiями витрат. Це обмеження не включає цiну анархiї, яка є необме-
женою в таких мережах (приклад 1), а натомiсть показує, що вартiсть
рiвноважного потоку щонайбiльше дорiвнює вартостi оптимального потоку,
який змушений маршрутизувати вдвiчi бiльше трафiку мiж кожною парою
джерело-приймач. Як побачимо, цей результат означає, що замiсть центра-
лiзованого керування неефективнiсть егоїстичної маршрутизацiї може бути
компенсована помiрним збiльшенням швидкостi з’єднання.

Приклад 1.6. Розглянемо нелiнiйний варiант прикладу Пiгу (Приклад 1).
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Коли є одна одиниця трафiку, рiвноважний потiк спрямовує весь потiк на
нижнiй край, тодi як оптимальний потiк спрямовує 𝜖 одиниць потоку на
верхнiй край, а решту — на нижнiй край (де 𝜖 → 0 при 𝑝 → ∞). Коли обсяг 𝑟
трафiку, що має бути спрямований, перевищує одиницю, оптимальний потiк
призначає додатковi 𝑟 − 1 одиниць трафiку верхнiй ланцi, що призводить
до витрат, якi прагнуть до 𝑟 − 1 при 𝑝 → ∞. Зокрема, для кожного 𝑝

оптимальний потiк, можливий для вдвiчi бiльшого початкового обсягу
трафiку (𝑟 = 2), коштував щонайменше 1, вартiсть рiвноважного потоку у
вихiдному випадку.

Тепер покажемо, що верхня межа, зазначена в Прикладi 6 для нелiнiй-
ного варiанту прикладу Пiгу, виконується в кожному неатомному випадку.

Теорема 1.8. [11] Якщо 𝑓 є рiвноважним потоком для (𝐺,𝑟,𝑐) та 𝑓 * є
доцiльним для (𝐺,2𝑟,𝑐), тодi 𝐶(𝑓) ≤ 𝐶(𝑓 *).

Доведення. Нехай 𝑓 та 𝑓 * позначають рiвноважний потiк для (𝐺,𝑟,𝑐) та
доцiльний потiк для (𝐺,2𝑟,𝑐) вiдповiдно. Для кожного потоку 𝑖 нехай 𝑑𝑖

позначає мiнiмальну вартiсть шляху 𝑠𝑖-𝑡𝑖 вiдносно потоку 𝑓 . Визначення 1
та визначення вартостi (1) означають, що 𝐶(𝑓) =

∑︀
𝑖 𝑟𝑖𝑑𝑖.

Ключова iдея полягає у визначеннi набору функцiй вартостi 𝑐, який
задовольняє двi властивостi: нижнє обмеження вартостi 𝑓 * вiдносно вартостi
𝑓 є простим вiдносно 𝑐; та новi функцiї вартостi 𝑐 наближають початковi 𝑐.
Зокрема,покладаємо 𝑐𝑒(𝑥) = max{𝑐𝑒(𝑓𝑒),𝑐𝑒(𝑥)} для кожного ребра 𝑒. Нехай
𝐶(·) позначає вартiсть потоку у випадку (𝐺,𝑟,𝑐). Зауважте, що 𝐶(𝑓 *) ≥
𝐶(𝑓 *), тодi як 𝐶(𝑓) = 𝐶(𝑓).

Спочатку ми обмежуємо верхню межу величини, на яку нова вартiсть
𝐶(𝑓 *) вiд 𝑓 * може перевищувати її початкову вартiсть 𝐶(𝑓 *). Для кожного
ребра 𝑒, 𝑐𝑒(𝑥)− 𝑐𝑒(𝑥) дорiвнює нулю для 𝑥 ≥ 𝑓𝑒 та обмежена зверху вели-
чиною 𝑐𝑒(𝑓𝑒) для 𝑥 < 𝑓𝑒, тому 𝑥(𝑐𝑒(𝑥) − 𝑐𝑒(𝑥)) ≤ 𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓𝑒 для всiх 𝑥 ≥ 0.
Таким чином

𝐶(𝑓 *)− 𝐶(𝑓 *) =
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑓 *
𝑒 (𝑐𝑒(𝑓

*
𝑒 )− 𝑐𝑒(𝑓

*
𝑒 )) ≤

∑︁
𝑒∈𝐸

𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓𝑒 = 𝐶(𝑓). (10)

Iншими словами, обчислення 𝑓 * за допомогою функцiй вартостi 𝑐, а
не 𝑐, збiльшує її вартiсть щонайбiльше на адитивний коефiцiєнт 𝐶(𝑓).
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Тепер знизимо межу 𝐶(𝑓 *). За побудовою, модифiкована вартiсть 𝑐𝑒(·)
ребра 𝑒 завжди щонайменше 𝑐𝑒(𝑓𝑒), тому модифiкована вартiсть 𝑐𝑃 (·) шляху
𝑃 ∈ P𝑖 завжди дорiвнює найменше 𝑐𝑃 (𝑓), що, у свою чергу, є щонайменше
𝑑𝑖. Таким чином, модифiкована вартiсть 𝐶(𝑓 *) дорiвнює

∑︁
𝑃∈P

𝑐𝑃 (𝑓
*)𝑓 *

𝑃 ≥
𝑘∑︁

𝑖=1

∑︁
𝑃∈P𝑖

𝑑𝑖𝑓
*
𝑃 =

𝑘∑︁
𝑖=1

2𝑟𝑖𝑑𝑖 = 2𝐶(𝑓). (11)

Теорема тепер безпосередньо випливає з нерiвностей (10) та (11).

Iнша iнтерпретацiя Теореми 8 полягає в тому, що перевага централi-
зованого керування дорiвнює або перевищує перевагу достатнього вдоско-
налення технологiї зв’язку.

Наслiдок 1.3. [11] Нехай (𝐺, 𝑟, 𝑐) буде неатомарним екземпляром, i визна-
чимо модифiковану функцiю вартостi 𝑐𝑒 як 𝑐𝑒(𝑥) = 𝑐𝑒(𝑥/2)/2 для кожного
ребра 𝑒. Нехай 𝑓 буде рiвноважним потоком для (𝐺, 𝑟, 𝑐) з вартiстю
𝐶(𝑓), а 𝑓 * — доцiльним потоком для (𝐺, 𝑟, 𝑐) з вартiстю 𝐶(𝑓 *). Тодi
𝐶(𝑓) ≤ 𝐶(𝑓 *).

Наслiдок 3 набуває особливо гарної форми у випадках, коли всi функцiї
вартостi є функцiями затримки M/M/1. Така функцiя вартостi має вигляд
𝑐𝑒(𝑥) = (𝑢𝑒−𝑥)−1, де 𝑢𝑒 можна iнтерпретувати як пропускну здатнiсть ребра
або швидкiсть обслуговування черги; функцiя визначається як +∞ при
𝑥 ≥ 𝑢𝑒. (Суворе допущення нескiнченних витрат у цiй егоїстичнiй моделi
маршрутизацiї вимагає певної обережностi; iгноруємо цi питання в цьому
роздiлi.) У цьому випадку модифiкована функцiя 𝑐𝑒 наслiдку 3 має вигляд
𝑐𝑒(𝑥) = 1/2(𝑢𝑒 − 𝑥/2) = 1/(2𝑢𝑒 − 𝑥). Таким чином, наслiдок 3 пропонує
наступний принцип проектування для егоїстичних мереж маршрутизацiї з
функцiями затримки M/M/1: щоб перевершити оптимальну маршрутизацiю,
просто подвоїти пропускну здатнiсть кожного ребра.



32

РОЗДIЛ 2

ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

2.1 Задача: Парадокс Браеса в маршрутизацiї
трафiку

Є 1000 автомобiлiв, якi повиннi дiстатися з мiста A до мiста B. Є два
можливi маршрути, якi може вибрати кожен автомобiль: верхнiй маршрут
через мiсто C або нижнiй маршрут через мiсто D. Нехай 𝑥 — кiлькiсть
автомобiлiв, якi рухаються по ребру AC, i нехай 𝑦 — кiлькiсть автомобiлiв,
якi рухаються по ребру DB. Орiєнтований граф на рис. 6 показує, що час
подорожi на автомобiль на ребрi AC становить 𝑥/100, якщо 𝑥 автомобiлiв
використовують ребро AC, i аналогiчно час подорожi на автомобiль на
ребрi DB становить 𝑦/100, якщо 𝑦 автомобiлiв використовують ребро DB.
Час подорожi на автомобiль на кожному з ребер CB та AD становить 12
незалежно вiд кiлькостi автомобiлiв на цих ребрах. Кожен водiй хоче вибра-
ти маршрут, щоб мiнiмiзувати свiй час подорожi. Водiї роблять одночаснi
вибори.

(a) Знайдiть значення 𝑥 та 𝑦 у рiвновазi Неша.
(b)Тепер уряд будує нову (односторонню) дорогу з мiста C до мiста D.

Нова дорога додає шлях ACDB до мережi. Ця нова дорога з C до D має
час подорожi 0 на автомобiль незалежно вiд кiлькостi автомобiлiв, якi її
використовують. Знайдiть рiвновагу Неша для гри, яка грається на новiй
мережi. Якi значення 𝑥 та 𝑦 у рiвновазi? Що вiдбувається iз загальною
вартiстю подорожi (сумою загального часу подорожi для 1000 автомобiлiв)
в результатi доступностi нової дороги?

(c) Припустимо, що тепер умови на ребрах CB та AD покращуються,
так що час подорожi на кожному ребрi зменшується до 5. Дорога з C до
D, яка була побудована в частинi (b), все ще доступна. Знайдiть рiвновагу
Неша для гри, яка грається на мережi з меншими часами подорожi для CB
та AD. Якi значення 𝑥 та 𝑦 у рiвновазi? Яка загальна вартiсть подорожi?
Що сталося б iз загальною вартiстю подорожi, якби уряд закрив дорогу з
C до D?
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(a) Рiвноважний потiк у базовiй мережi

Рис. 2.1. Транспортна мережа

У задачi маємо неатомарну маршрутизацiйну гру з одним джерелом
𝐴 та одним стоком 𝐵. Є два шляхи:
- Верхнiй маршрут: 𝑃1 = 𝐴 → 𝐶 → 𝐵

- Нижнiй маршрут: 𝑃2 = 𝐴 → 𝐷 → 𝐵

Позначимо через 𝑥 — потiк по ребру 𝐴𝐶, та 𝑦 — потiк по ребру 𝐷𝐵, де
𝑥+ 𝑦 = 1000. Час на ребрах задано:

𝑐𝐴𝐶(𝑥) =
𝑥

100
, 𝑐𝐶𝐵 = 12, 𝑐𝐴𝐷 = 12, 𝑐𝐷𝐵(𝑦) =

𝑦

100

Таким чином, повна вартiсть маршрутiв:

𝑐𝑃1
(𝑓) =

𝑥

100
+ 12, 𝑐𝑃2

(𝑓) = 12 +
𝑦

100

Рiвноважний потiк 𝑓 задовольняє умовi (означення 1):

𝑥

100
+ 12 = 12 +

𝑦

100
⇒ 𝑥 = 𝑦 = 500

Загальна вартiсть потоку: 𝐶(𝑓) =
∑︀

𝑒∈𝐸 𝑐𝑒(𝑓𝑒)𝑓𝑒 =
(︀
500
100 · 500

)︀
+ 12 · 500 +

12 · 500 +
(︀
500
100 · 500

)︀
= 2500 + 6000 + 6000 + 2500 = 17000

Результат роботи коду
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(b) Рiвноважний потiк пiсля додавання ребра 𝐶𝐷 з

нульовою вартiстю

Додається нове ребро 𝐶𝐷 з 𝑐𝐶𝐷 = 0.
З’являється новий маршрут: 𝑃3 = 𝐴 → 𝐶 → 𝐷 → 𝐵 де вартiсть:

𝑐𝑃3
(𝑓) =

𝑥

100
+ 0 +

𝑦

100
=

𝑥+ 𝑦

100
=

2000

100
= 20

𝑐𝑃1
(𝑓) =

𝑥

100
+ 12 =

𝑥

100
=

1000

100
= 22

𝑐𝑃2
(𝑓) =

𝑦

100
+ 12 =

𝑦

100
=

1000

100
= 22

Рiвноважний потiк: усi гравцi обирають 𝑃3, оскiльки 𝑐𝑃3
(𝑓) < 𝑐𝑃1

(𝑓), 𝑐𝑃2
(𝑓)

Загальна вартiсть потоку: 𝐶(𝑓) = 𝑐𝐴𝐶(1000) · 1000 + 𝑐𝐷𝐵(1000) · 1000 =

10 · 1000 + 10 · 1000 = 20000

Результат роботи коду
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(c) Покращення ребер 𝐶𝐵 та 𝐴𝐷 до фiксованого часу 5

Тепер:
𝑐𝐶𝐵 = 𝑐𝐴𝐷 = 5

Вартiсть маршрутiв:

𝑐𝑃1
(𝑓) =

𝑥

100
+ 5 = 15, 𝑐𝑃2

(𝑓) = 5 +
𝑦

100
= 15, 𝑐𝑃3

(𝑓) =
𝑥+ 𝑦

100
= 20

Розглянемо розподiл 𝑥 = 500, 𝑦 = 500:

𝑐𝑃1
=

500

100
+ 5 = 10, 𝑐𝑃2

= 5 +
500

100
= 10,

Усi маршрути мають однакову вартiсть 10, отже це — рiвноважний потiк.

𝑥 = 500, 𝑦 = 500

Загальна вартiсть:

𝐶(𝑓) =
500

100
·500+5·500+5·500+500

100
·500 = 2500+2500+2500+2500 = 10000

Якби уряд закрив ребро 𝐶𝐷, то 𝑃3 був би недоступний, але 𝑃1 та 𝑃2 мали
б однакову вартiсть 10. Розподiл 𝑥 = 𝑦 = 500 залишився б рiвноважним.
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Отже, загальна вартiсть подорожi не змiнилася:𝐶(𝑓) = 10000

Результат роботи коду

2.2 Задача: Парадокс Браесса з 80 подорожу-
ючими

Є два мiста A та B, з’єднанi двома маршрутами. Є 80 подорожуючих,
якi починають у мiстi A i повиннi дiстатися до мiста B. Є два маршрути
мiж A та B. Маршрут I починається з шосе, яке виходить з мiста A, це шосе
займає одну годину часу подорожi незалежно вiд кiлькостi подорожуючих,
якi його використовують, i закiнчується мiсцевою вулицею, яка веде до
мiста B. Ця мiсцева вулиця бiля мiста B вимагає часу подорожi в хвилинах,
що дорiвнює 10 плюс кiлькiсть подорожуючих, якi використовують цю
вулицю. Маршрут II починається з мiсцевої вулицi, яка виходить з мiста
A, яка вимагає часу подорожi в хвилинах, що дорiвнює 10 плюс кiлькiсть
подорожуючих, якi використовують цю вулицю, i закiнчується шосе, яке
веде до мiста B, яке вимагає одну годину часу подорожi незалежно вiд
кiлькостi подорожуючих, якi його використовують.

(a) Намалюйте мережу, описану вище, i позначте ребра часом подоро-
жi, необхiдним для перемiщення по ребру. Нехай 𝑥 — кiлькiсть подорожую-
чих, якi використовують Маршрут I. Мережа повинна бути орiєнтованим
графом, оскiльки всi дороги є одностороннiми.

(b) Подорожуючi одночасно обирають, який маршрут використовува-
ти. Знайдiть значення 𝑥 у рiвновазi Неша.

(c) Тепер уряд будує нову (двосторонню) дорогу, яка з’єднує вузли, де
мiсцевi вулицi та шосе зустрiчаються. Це додає два новi маршрути. Один
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новий маршрут складається з мiсцевої вулицi, яка виходить з мiста A (на
Маршрутi II), нової дороги та мiсцевої вулицi, яка веде до мiста B (на
Маршрутi I). Другий новий маршрут складається з шосе, яке виходить з
мiста A (на Маршрутi I), нової дороги та шосе, яке веде до мiста B (на
Маршрутi II). Нова дорога є дуже короткою i не вимагає часу подорожi.
Знайдiть нову рiвновагу Неша.

(d) Що вiдбувається iз загальним часом подорожi в результатi досту-
пностi нової дороги?

(e) Якщо ви можете призначити подорожуючих до маршрутiв, то
насправдi можна зменшити загальний час подорожi порiвняно з тим, яким
вiн був до побудови нової дороги. Тобто загальний час подорожi населення
може бути зменшений (нижче, нiж у початковiй рiвновазi Неша з части-
ни (b)) шляхом призначення подорожуючих до маршрутiв. Iснує багато
призначень маршрутiв, якi досягнуть цього. Знайдiть одне. Пояснiть, чому
ваше перепризначення зменшує загальний час подорожi.

(a) Побудова мережi

Нехай маємо орiєнтований граф 𝐺 = (𝑉,𝐸), що складається з вершин:
𝑃1 = 𝐴 → 𝐶 → 𝐵

𝑃2 = 𝐴 → 𝐷 → 𝐵

Ребра мають такi вартостi (час подорожi в хвилинах):
𝐴 → 𝐶: 𝑐𝐴𝐶 = 60

𝐶 → 𝐵: 𝑐𝐶𝐵(𝑥) = 10 + 𝑥

𝐴 → 𝐷: 𝑐𝐴𝐷(𝑦) = 10 + 𝑦

𝐷 → 𝐵: 𝑐𝐷𝐵 = 60
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(b) Рiвновага Неша без нової дороги

Нехай 𝑥 це кiлькiсть подорожуючих, якi обирають маршрут 𝐴𝐶𝐵,
тодi 80− 𝑥 це тi, хто обирає 𝐴𝐷𝐵. Вартiсть маршрутiв:

𝑐𝑃1
(𝑥) = 60 + 10 + 𝑥 = 70 + 𝑥

𝑐𝑃2
(𝑥) = 10 + (80− 𝑥) + 60 = 70 + (80− 𝑥) = 150− 𝑥

У рiвновазi обидва маршрути, що використовуються, мають однакову вар-
тiсть: 70 + 𝑥 = 150− 𝑥 ⇒ 2𝑥 = 80 ⇒ 𝑥 = 40

Рiвноважний потiк: 𝑥 = 40 на 𝐴𝐶𝐵, 𝑦 = 40 на 𝐴𝐷𝐵.

Результат роботи коду

(c) Додається нова дорога з нульовою вартiстю мiж 𝐶

та 𝐷

Рис. 2.2. Нова дорога з нульовою вартiстю мiж C та D
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Пiсля побудови нової двосторонньої дороги мiж вузлами, де шосе
та мiсцевi вулицi з’єднуються (тобто мiж 𝐶 та 𝐷), додаються два новi
маршрути:
Маршрут 3:𝐴 → 𝐶 → 𝐷 → 𝐵

Маршрут 4:𝐴 → 𝐷 → 𝐶 → 𝐵

Нова дорога 𝐶 ↔ 𝐷 має вартiсть 0, як зазначено в умовi задачi.
Оскiльки шосе має фiксовану вартiсть 60 хв, а нова дорога не має вартостi,
значення 𝑥 та 𝑦 у рiвновазi:

𝑐𝑃3
= 60 + 0 + 60 = 0

𝑐𝑃4
= 20 + 𝑥+ 𝑦 = 20 + 2𝑥

Отримаємо:
𝑥 = 𝑦 = 50

Кожен маршрут має вартiсть 120, отже:

𝐶(𝑓) = 30 · 120 + 50 · 120 = 80 · 120 = 9600

Таким чином, побудова нової дороги змiнила рiвновагу та забезпечила
ефективний розподiл трафiку за рiвностi вартостей маршрутiв.

Результат роботи коду

(d) Змiна загального часу подорожi

До нової дороги:

𝐶(𝑓) = 40 · (70 + 40) + 40 · (70 + 40) = 40 · 110 + 40 · 110 = 8800
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Пiсля нової дороги:
𝐶(𝑓) = 80 · 120 = 9600

Загальний час подорожi збiльшився. Маємо прояв парадоксу Браесса.

(e) Перепризначення для зменшення загального часу

Спробуємо розподiлити:

40 осiб на 𝐴𝐷𝐵 (вартiсть = 70 + 40 = 110)

40 осiб на 𝐴𝐶𝐵 (вартiсть = 70 + 40 = 110)

Загальний час подорожi:

𝐶(𝑓) = 40 · 110 + 40 · 110 = 8800

Це менше за 9600 у рiвновазi з новою дорогою. Таким чином, централiзова-
не призначення маршрутiв зменшує загальнi витрати. Маршрут з новою
дорогою не використовується.

2.3 Задача: Змiна структури мережi та цiна
анархiї

Є 300 автомобiлiв, якi повиннi дiстатися з мiста A до мiста B. Є два
можливi маршрути, якi може вибрати кожен автомобiль. Верхнiй маршрут
через мiсто C або нижнiй маршрут через мiсто D. Нехай 𝑥 — кiлькiсть
автомобiлiв, якi рухаються по ребру AC, i нехай 𝑦 — кiлькiсть автомобi-
лiв, якi рухаються по ребру DB. Орiєнтований граф на рис. 8 показує, що
загальний час подорожi на автомобiль по верхньому маршруту становить
(𝑥/100) + 3.1, якщо 𝑥 автомобiлiв використовують верхнiй маршрут, i ана-
логiчно загальний час подорожi на автомобiль по нижньому маршруту
становить 3.1 + (𝑦/100), якщо 𝑦 автомобiлiв використовують нижнiй мар-
шрут. Кожен водiй хоче вибрати маршрут, щоб мiнiмiзувати свiй загальний
час подорожi. Водiї роблять одночаснi вибори.

(a) Знайдiть значення 𝑥 та 𝑦 у рiвновазi Неша.
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(b) Тепер уряд будує нову (односторонню) дорогу з мiста A до мiста B.
Новий маршрут має час подорожi 5 на автомобiль незалежно вiд кiлькостi
автомобiлiв, якi його використовують. Намалюйте нову мережу i позначте
ребра вартiстю подорожi, необхiдною для перемiщення по ребру. Мережа
повинна бути орiєнтованим графом, оскiльки всi дороги є одностороннiми.
Знайдiть рiвновагу Неша для гри, яка грається на новiй мережi. Що вiдбу-
вається iз загальною вартiстю подорожi (сумою загального часу подорожi
для 300 автомобiлiв) в результатi доступностi нової дороги?

(c) Тепер уряд закриває прямий маршрут мiж мiстом A та мiстом
B i будує нову односторонню дорогу, яка з’єднує мiсто C з мiстом D. Ця
нова дорога мiж C та D є дуже короткою i має час подорожi 0 незалежно
вiд кiлькостi автомобiлiв, якi її використовують. Намалюйте нову мережу i
позначте ребра вартiстю подорожi, необхiдною для перемiщення по ребру.
Мережа повинна бути орiєнтованим графом, оскiльки всi дороги є односто-
роннiми. Знайдiть рiвновагу Неша для гри, яка грається на новiй мережi.
Що вiдбувається iз загальною вартiстю подорожi в результатi доступностi
нової дороги?

(d) Уряд незадоволений результатом у частинi (c) i вирiшує знову
вiдкрити дорогу, яка безпосередньо з’єднує мiсто A з мiстом B (дорогу, яка
була побудована в частинi (b) i закрита в частинi (c)). Маршрут мiж C та D,
який був побудований у частинi (c), залишається вiдкритим. Ця дорога все
ще має час подорожi 5 на автомобiль незалежно вiд кiлькостi автомобiлiв,
якi її використовують. Намалюйте нову мережу i позначте ребра вартiстю
подорожi, необхiдною для перемiщення по ребру. Мережа повинна бути
орiєнтованим графом, оскiльки всi дороги є одностороннiми. Знайдiть рiв-
новагу Неша для гри, яка грається на новiй мережi. Що вiдбувається iз
загальною вартiстю подорожi в результатi повторного вiдкриття прямого
маршруту мiж A та B?
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(a) Базова мережа з двома маршрутами

Рис. 2.3. Транспортна мережа

У задачi маємо неатомарну маршрутизацiйну гру з одним джерелом
A та одним стоком B. Є два шляхи:
- Верхнiй: 𝐴 → 𝐶 → 𝐵 з вартiстю 𝑐𝐴𝐶𝐵(𝑥) =

𝑥
100 + 3.1

- Нижнiй: 𝐴 → 𝐷 → 𝐵 з вартiстю 𝑐𝐴𝐷𝐵(𝑦) = 3.1 + 𝑦
100

У рiвновазi: 𝑐𝐴𝐶𝐵(𝑥) = 𝑐𝐴𝐷𝐵(𝑦)

𝑥

100
+ 3.1 = 3.1 +

𝑦

100
⇒ 𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦 = 150

Загальна вартiсть:

𝐶(𝑓) = 150 ·
(︂
150

100
+ 3.1

)︂
+ 150 ·

(︂
150

100
+ 3.1

)︂
= 2 · 150 · 4.6 = 1380

Результат роботи коду
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(b) Додається прямий маршрут 𝐴 → 𝐵 з фiксованою

вартiстю 5

Пiсля побудови нового маршруту 𝐴 → 𝐵 з фiксованою вартiстю 5, у
гравцiв з’являється третiй варiант. Розглянемо три можливi маршрути:
- 𝑃1: 𝐴 → 𝐶 → 𝐵: 𝑐𝑃1

=
𝑥

100
+ 3.1

- 𝑃2: 𝐴 → 𝐷 → 𝐵: 𝑐𝑃2
= 3.1 +

𝑦

100
- 𝑃3: 𝐴 → 𝐵: 𝑐𝑃3

= 5

У рiвновазi Неша гравцi обирають лише тi маршрути, вартiсть яких
є найменшою, i на яких жоден гравець не має стимулу перейти на iнший
маршрут.
Знайдено цiле число автомобiлiв, при якому:

𝑐1(150) =
150

100
+ 3.1 = 1.5 + 3.1 = 4.6

𝑐2(150) = 3.1 +
150

100
= 3.1 + 1.5 = 4.6

𝑐3 = 5

Отже, маршрути 1 i 2 мають однакову мiнiмальну вартiсть, i викори-
стовуються у рiвновазi.

Загальна вартiсть подорожi: Оскiльки кожен маршрут у рiвновазi має
вартiсть 4.6, отримаємо:

𝐶(𝑓) = 300 · 4.6 = 1380

Таким чином, у рiвновазi прямий маршрут 𝐴 → 𝐵 не використовується.
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Результат роботи коду

(c) Закриття 𝐴𝐵, побудова 𝐶 → 𝐷

Мережа:
- Верхнiй маршрут: 𝐴 → 𝐶 → 𝐵, 𝑐(𝑥) = 𝑥

100 + 3.1

- Нижнiй маршрут: 𝐴 → 𝐷 → 𝐵, 𝑐(𝑦) = 3.1 + 𝑦
100

- Новий маршрут: 𝐴 → 𝐶 → 𝐷 → 𝐵, 𝑐(𝑥,𝑦) = 𝑥
100 + 0 + 𝑦

100 =
𝑥+𝑦
100 = 6

Рiвноважний потiк: всi на 𝐴𝐶𝐷𝐵, 𝐶(𝑓) = 300 · 6 = 1800

Результат роботи коду

(d) Вiдкривається назад маршрут 𝐴 → 𝐵, 𝑐𝐴𝐵 = 5, 𝐶𝐷

залишається

Маршрути в новiй мережi: 𝑃1 : 𝐴 → 𝐶 → 𝐵 𝑐𝑃1
(𝑥) = 𝑥

100 + 3.1

𝑃2 : 𝐴 → 𝐶 → 𝐷 → 𝐵 𝑐𝑃2
(𝑥,𝑦) = 𝑥

100 + 0 + 𝑦
100
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𝑃3 : 𝐴 → 𝐷 → 𝐵 𝑐𝑃3
(𝑦) = 3.1 + 𝑦

100

𝑃4 : 𝐴 → 𝐵 𝑐𝑃4
= 5

Оскiльки 𝑃4 має фiксовану вартiсть 5 хв, а 𝐶𝐷 не має вартостi, значення 𝑥

та 𝑦 у рiвновазi:

𝑐𝑃4
= 5

𝑐𝑃4
=

𝑥

100
+ 0 +

𝑦

100
=

𝑥+ 𝑦

100

Отримаємо:
𝑥 = 𝑦 = 250

Кожен маршрут має вартiсть 5, отже:

𝐶(𝑓) = 5 · 300 = 1500

Таким чином, повторне вiдкриття прямого маршруту 𝐴 → 𝐵 дозволяє
частинi гравцiв перемiститися на коротший маршрут без збiльшення за-
гальної вартостi. Рiвновага Неша зберiгається при змiшаному використаннi
двох маршрутiв.

Результат роботи коду
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2.4 Задача: Аналiз неатомарної маршрутиза-
цiйної гри з податками i субсидiями

Є два мiста, A та B, з’єднанi двома маршрутами, I та II. Всi дороги є
одностороннiми. Є 100 подорожуючих, якi починають у мiстi A i повиннi
дiстатися до мiста B. Маршрут I з’єднує мiсто A з мiстом B через мiсто C.
Цей маршрут починається з дороги, яка з’єднує мiсто A з мiстом C, яка має
вартiсть подорожi для кожного подорожуючого, що дорiвнює 0.5+𝑥/200, де
𝑥 — кiлькiсть подорожуючих на цiй дорозi. Маршрут I закiнчується шосе з
мiста C до мiста B, яке має вартiсть подорожi для кожного подорожуючого 1
незалежно вiд кiлькостi подорожуючих, якi його використовують. Маршрут
II з’єднує мiсто A з мiстом B через мiсто D. Цей маршрут починається
з шосе, яке з’єднує мiсто A з мiстом D, яке має вартiсть подорожi для
кожного подорожуючого 1 незалежно вiд кiлькостi подорожуючих, якi його
використовують. Маршрут II закiнчується дорогою, яка з’єднує мiсто D
з мiстом B, яка має вартiсть подорожi для кожного подорожуючого, що
дорiвнює 0.5 + 𝑦/200, де 𝑦 — кiлькiсть подорожуючих на цiй дорозi. Цi
вартостi подорожi є значенням, яке подорожуючi надають часу, втраченому
через подорож, плюс вартiсть бензину для поїздки. Наразi на цих дорогах
немає зборiв. Отже, уряд не отримує доходу вiд подорожей на них.

(a) Намалюйте мережу, описану вище, i позначте ребра вартiстю
подорожi, необхiдною для перемiщення по ребру. Мережа повинна бути
орiєнтованим графом, оскiльки всi дороги є одностороннiми.

(b) Подорожуючi одночасно обирають, який маршрут використовува-
ти. Знайдiть значення 𝑥 та 𝑦 у рiвновазi Неша.

(c) Тепер уряд будує нову (односторонню) дорогу з мiста C до мiста D.
Нова дорога є дуже короткою i має 0 вартiсть подорожi. Знайдiть рiвновагу
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Неша для гри, яка грається на новiй мережi.
(d) Що вiдбувається iз загальною вартiстю подорожi в результатi

доступностi нової дороги?
(e) Уряд незадоволений результатом у частинi (c) i вирiшує ввести

збiр на користувачiв дороги з мiста A до мiста C i одночасно субсидувати
користувачiв шосе з мiста A до мiста D. Вони стягують збiр у розмiрi 0.125
з кожного користувача, i таким чином збiльшують вартiсть подорожi на цю
суму для користувачiв дороги з мiста A до мiста C. Вони також субсидують
подорожi, i таким чином зменшують вартiсть подорожi на цю суму для
кожного користувача шосе з мiста A до мiста D на 0.125. Знайдiть нову
рiвновагу Неша.

(f) Як ви спостерiгатимете при вирiшеннi частини (e), збiр та субсидiя
у частинi (e) були розробленi так, що iснує рiвновага Неша, в якiй сума,
яку уряд збирає зi збору, точно дорiвнює сумi, яку вiн втрачає на субсидiї.
Отже, уряд виходить на беззбитковiсть за цiєю полiтикою. Що вiдбувається
iз загальною вартiстю подорожi мiж частинами (c) та (e)? Чи можете
ви пояснити, чому це вiдбувається? Чи можете ви придумати будь-якi
беззбитковi збори та субсидiї, якi можна було б встановити на дорогах з
мiста C до мiста B та з мiста D до мiста B, якi б зменшили загальну вартiсть
подорожi ще бiльше?

(a) Побудова мережi(рис. (2.4))

Рис. 2.4. Транспортна мережа

Маємо два маршрути вiд 𝐴 до 𝐵:
𝑃1 = 𝐴 → 𝐶 → 𝐵: 𝑐𝐴𝐶(𝑥) = 0.5 + 𝑥

200 𝑐𝐶𝐵 = 1
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𝑃2 = 𝐴 → 𝐷 → 𝐵: 𝑐𝐴𝐷 = 1 𝑐𝐷𝐵(𝑦) = 0.5 + 𝑦
200

(b) Рiвновага Неша без додаткової дороги

Обчислимо вартiсть кожного маршруту:

𝑐𝑃1
(𝑥) = 0.5 +

𝑥

200
+ 1 = 1.5 +

𝑥

200

𝑐𝑃2
(𝑦) = 1 + 0.5 +

𝑦

200
= 1.5 +

100− 𝑥

200
= 2− 𝑥

200

У рiвновазi: 𝑐𝑃1
(𝑥) = 𝑐𝑃2

(𝑥):

1.5 +
𝑥

200
= 2− 𝑥

200
⇒ 2𝑥

200
= 0.5 ⇒ 𝑥 = 50

Рiвноважний потiк: 𝑥 = 𝑦 = 50

Результат роботи коду

(c) Додається ребро 𝐶 → 𝐷 з нульовою вартiстю



49

Пiсля додавання нової дороги 𝐶 → 𝐷 з нульовою вартiстю, з’являється
новий маршрут:
𝑃3 : 𝐴 → 𝐶 → 𝐷 → 𝐵 𝑐𝑃3

= 1 +
𝑥

200
+

𝑦

200
= 1 + 𝑥+𝑦

200 = 2

𝑐𝑃1
= 0.5 +

𝑥

200
= 2

𝑐𝑃2
= 1 + 0.5 +

𝑦

200
= 1.5 +

100

200
= 2

Отже, усi маршрути мають однакову вартiсть.
Рiвновага Неша: Усi 100 гравцiв можуть бути розподiленi довiльно мiж
усiма трьома маршрутами, якщо загальна вартiсть залишається 2.

Результат роботи коду

(d) Змiна загальної вартостi подорожi

До побудови нової дороги загальна вартiсть:

𝐶(𝑓) = 50 · (1.5 + 0.25) + 50 · (1.5 + 0.25) = 50 · 1.75 · 2 = 175

Загальна вартiсть подорожi пiсля побудови нової дороги:

𝐶(𝑓) = 100 · 2 = 200

Отже, вiдкриття дороги 𝐶 → 𝐷 погiршило ситуацiю

(e) Введення зборiв i субсидiй

Уряд змiнює полiтику:
Збiльшує вартiсть 𝐴 → 𝐶 на 0.125 (збiр)
Зменшує вартiсть 𝐴 → 𝐷 на 0.125 (субсидiя)
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Тодi отримаємо новi витрати для кожного маршруту:
𝑃𝑛𝑒𝑤1 : 𝑐𝑃𝑛𝑒𝑤1

= 1.625 +
𝑥

200
𝑃𝑛𝑒𝑤2 : 𝑐𝑃𝑛𝑒𝑤2

= 1.375 +
𝑦

200
𝑃𝑛𝑒𝑤3 : 𝑐𝑃𝑛𝑒𝑤3

= 1.125 +
𝑥

200
+

𝑦

200

Оскiльки 𝑃𝑛𝑒𝑤3 та 𝑃𝑛𝑒𝑤3 мают найнижчу цiну, знайдемо значення 𝑥

та 𝑦 у рiвновазi:

𝑐𝑃3
= 1.375 +

𝑦

200

𝑐𝑃4
= 1.125 +

𝑥

200
+

𝑦

200
= 1.125 +

𝑥+ 𝑦

200
= 1.125 +

2𝑦

200

Отримаємо:
𝑥 = 𝑦 = 50

Результат роботи коду

(f) Аналiз полiтики зборiв i субсидiй

Знайдемо загальну цiну для (e). Кожен маршрут має вартiсть 1.875,
отже:

𝐶(𝑓) = 100 · 1.875 = 187.5

Таким чином, загальна цiна зменшилася.
Додавання нової дороги призвело до парадоксу Браесса — гравцi перемкнули-
ся на привабливий маршрут, створивши перевантаження. Урядова корекцiя
змiнила стимули i повернула рiвновагу ближче до оптимуму.
Пропозицiя:
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Щоб зменшити загальнi витрати, можна ввести податки на 𝐶𝐵 i 𝐷𝐵 — цi
ребра мають змiннi витрати. Наприклад:
- Податок на 𝐶𝐵: +0.5

- Субсидiя на 𝐷𝐵: −0.5

Це стимулює вибiр маршруту через D i потенцiйно оптимiзує трафiк, якщо
податки налаштованi так, щоб вирiвняти граничнi соцiальнi витрати.
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ВИСНОВКИ

У межах дослiдження було проаналiзовано iгри з маршрутизацiєю
в атомарнiй та неатомарнiй постановках iз застосуванням iнструментiв
теорiї iгор та математичного моделювання. Розглянуто класичнi приклади
неефективностi рiвноваги, зокрема парадокс Браесса, який демонструє,
що додавання нових маршрутiв у мережу може призвести до збiльшення
загальних витрат у рiвноважному станi.

У процесi роботи було реалiзовано унiверсальний програмний iнстру-
мент для моделювання неатомарних маршрутизованих iгор. Створений код
дозволяє задавати довiльну топологiю орiєнтованого графа, визначати афiн-
нi функцiї вартостi на ребрах та обчислювати дискретну рiвновагу Неша
для заданої кiлькостi гравцiв. Завдяки цьому стало можливим емпiрично
перевiрити аналiтичнi висновки, моделювати ситуацiї зi змiною структури
мережi та оцiнювати вплив регуляторних iнтервенцiй (зборiв, субсидiй) на
розподiл потокiв.

Отриманi результати пiдтвердили теоретичнi уявлення про наявнiсть
множини рiвноваг у неатомарних iграх та важливiсть побудови полiтик, що
сприяють наближенню рiвноважного розподiлу до соцiально оптимального.
Зокрема, симуляцiйнi приклади показали, що навiть незначнi змiни у вар-
тостях ребер або в конфiгурацiї мережi можуть суттєво змiнити рiвновагу
та загальнi витрати в системi.

Таким чином, дослiдження пiдтверджує практичну цiннiсть iнстру-
ментiв теорiї iгор для аналiзу децентралiзованих мереж та пiдкреслює
необхiднiсть їх застосування у проектуваннi ефективних транспортних i
комунiкацiйних систем.
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ДОДАТОК А

Код для розв’язання задач представленний за посиланням: https://
colab.research.google.com/drive/1Ji_nryvgk9-n9Ih--ICEZSJGK4IQqC8H?
usp=sharing

https://colab.research.google.com/drive/1Ji_nryvgk9-n9Ih--ICEZSJGK4IQqC8H?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1Ji_nryvgk9-n9Ih--ICEZSJGK4IQqC8H?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1Ji_nryvgk9-n9Ih--ICEZSJGK4IQqC8H?usp=sharing
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