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ВСТУП  

	 Сплайни використовуються у розв'язаннi рiзноманiтних прикладних задач, 

охоплюючи апроксимацiю лiнiйних функцiоналiв, iнтерполяцiю, згладжування 

функцiй, а також вирiшення диференцiйних та iнтегральних рiвнянь, а також 

задач оптимального керування. Зазначимо, що серед         усiх сплайнiв 

особливе мiсце вiдводиться кубiчним сплайнам, що визначаються своєю 

стiйкiстю до локальних збурень та високою збiжнiстю при iнтерполяцiї, 

порiвняно з аналогiчними чисельними методами. 

	 Важливо вiдзначити, що сплайни вирiзняються не лише математичною 

ефективнiстю, але й легкiстю їхньої реалiзацiї на електронних обчислювальних 

машинах, що вiдкриває можливiсть їх широкого використання для розв'язання 

рiзноманiтних завдань з аналiтичними рiшеннями. 

	 У математичному аспектi дослiдження еволюцiї реальних процесiв з 

короткочасними збурюваннями, зручно враховувати iдеалiзацiю, що цi 

збурювання мають "миттєвий" характер, що, в свою чергу, породжує 

необхiднiсть аналiзу динамiчних систем з розривними траєкторiями, або, як їх 

ще називають, диференцiальними рiвняннями з iмпульсним впливом. 

Проблема дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь iз iмпульсним 

впливом в контекстi їхньої взаємодiї з короткочасними збурюваннями вже давно 

є предметом наукового вивчення. Однак останнiми роками зросла актуальнiсть 

цього питання, що обумовлено наростанням iнтересу до новiтнiх технологiй. 

Системи автоматичного регулювання та обчислювальнi системи з iмпульсним 

впливом стали невiд'ємною частиною технiчних завдань рiзної природи. 

	 У данiй роботi розглядаються алгоритми використання кубiчних сплайнiв 

для розв'язання задачi Кошi з iмпульсним впливом. Вивчаються рiвняння з 

iмпульсами, або "стрибками", як у фiксованi моменти часу, так i у моменти 

перетину розв'язком деяких площин. Приводяться чисельнi приклади для обох 

випадкiв, якi порiвнюються з точними рiшеннями. 
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РОЗДІЛ І. СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З IМПУЛЬСНИМ 

ВПЛИВОМ 

	 Системи диференцiальних рiвнянь розглядаються у двох аспектах: 

фiксованi моменти часу та нефiксованi моменти часу. У першому випадку 

послiдовнiсть моментiв впливiв може мати скiнченi граничнi точки, в той час як 

у другому випадку моменти iмпульсного впливу визначаються моментами 

перетину розв'язком заданих гiперплощин. 

1.1 Система з iмпульсним впливом	  

	 Означення 1. 

	 Система з iмпульсним впливом в фiксованi моменти часу записується у 

виглядi 

	 	 	                                                            (1) 

де  моменти iмпульсного впливу  

 — стрибок розв 'язку  у момент 

. Система має нульове розв’язання:  . 

	 Припускається, що розв'язки системи (1) неперервнi злiва, тобто 

, функцiї  i  задовольняють умовi Лiпшиця в деякому 

околi нуля рiвномiрно по ,  . 

	 Позначимо через  вiдкритий шар радiуса  з центром в нулi. 

. Тут i далi  норма в . Нульовiй розв'язок системи (1) 

називається: 

- стiйким, якщо для будь-якого  та  iснує  таке що для 

будь-якого  для всiх ; 

- рiвномiрно стiйким, якщо для будь-якого  iснує  таке що для 

будь-яких  та  для всiх ; 

ẋ = f (t, x), t ≠ τk

Δx
t=τk

= hk(x),

x ∈ ℝn,0 ≤ τ1 < τ2 < … τk+1 − τk ≥ θ > 0,

Δx
t=τk

= x (τk + 0) − x (τk − 0) x(t)

τk, k = 1,2,… f (t,0) = hk(0) = 0

x(t) = x(t − 0) f (t, x) hk(x)

𝒟 ⊂ ℝn t ∈ ℝ+ = {t ∈ ℝ : t ≥ 0} k = 1,2,…

Br ⊂ ℝn r

Br = { |x | < r} | ⋅ |− ℝn

ε > 0 t ≥ 0 δ (ε, t0) > 0

x0 ∈ Bδx (t; t0, x0) ∈ Bε t ≥ t0
ε > 0 δ > 0

t0 ≥ 0 x0 ∈ Bδx (t; t0, x0) ∈ Bε t ≥ t0
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- рiвномiрно притягуємим, якщо для деякого  та будь-якого  iснує 

 таке що для будь-яких  та  для всiх 

; 

- рiвномiрно асимптотично стiйким, якщо вiн є рiвномiрно стiйким i 

рiвномiрно притягуємим; 

- розв’язок, який не є стiйким, називається нестiйким. 

1.2 Теоретичнi вiдомостi 

	 В контекстi фiксованих моментiв часу важливо ретельно вивчити 

послiдовнiсть впливiв, враховуючи можливiсть обмеженої кiлькостi моментiв 

впливу та їхнiй вплив на точнiсть розв'язку. Теореми iснування точностi 

розв'язку для цих систем дозволяють уявити, яким чином динамiка системи 

змiнюється в контекстi iмпульсних впливiв. 

	 У випадку нефiксованих моментiв часу велику увагу придiляють взаємодiї 

розв'язку з гiперплощинами, що визначають моменти iмпульсного впливу. 

Доведення теорем коректностi задачi Кошi допомагають забезпечити необхiднi 

умови iснування та унiкальностi розв'язкiв у таких системах. 

	 Розглядаються iмпульснi системи, описанi диференцiальним рiвнянням 

	 	 	             		 	            (2) 

та iмпульсними впливами:  

	 	                           (3) 

де послiдовнiсть  не має жодних обмежень. Цi загальнi системи є в повнiй 

мiрi "фiзичними", проте, їх дослiдження залишається недостатньо вивченим 

напрямком. 

	 Цi iмпульснi системи визначаються нестацiонарними диференцiальними 

рiвняннями, якi враховують вплив iмпульсiв на систему у визначенi моменти 

часу. Умови перехiдних процесiв визначають, яким чином система змiнюється в 

моменти iмпульсних впливiв. Послiдовнiсть моментiв   може бути 

довiльною, що робить цю систему особливо унiверсальною для моделювання 

η > 0 ε > 0

σ(ε) > 0 t0 ≥ 0 x0 ∈ Bδx (t; t0, x0) ∈ Bε

t ≥ t0 + σ(ε)

d x
dt

= f (t, x), t ≠ ti,

Δx |ti
= hi(x), i ∈ ℕ, Δx |ti

= x(ti + 0) − x(ti),

{ti}∞
i=1

{ti}∞
i=1
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рiзноманiтних фiзичних явищ. Це вiдкриває широкий простiр для подальших 

наукових дослiджень та вивчення їхнiх властивостей та поведiнки. 

	 Наступнi умови вважаються виконаними, якщо не виконується iнше: 

•  належить областi , належить iнтервалу , i (для спрощення)  

не збiгається з  для будь-якого  з множини натуральних чисел. 

• Функцiї  є неперервними та обмеженими в , та iснує таке 

, щоб ряд  

 

	 збiгався. 

• Якщо  для будь-якого : 

 Функцiя   неперервна в точцi , ряд  

, 

	 для , де  вибирається в дуже малому околi нуля. 

• , де функцiя  є сумовною. 

	 Означення 2 

	 Неперервна злiва функцiя  називається розв’язком задачi 

Кошi 

	 	 	 	                                    	            (4) 

для (2), (3), якщо  задовольняє спiввiдношенням (2)-(4). 

1.3 Локальне iснування i єднiсть розв'язку системи з iмпульсним впливом 

	 Якщо точка  не є граничною для послiдовностi , то локальне iснування i 

єдинiсть розв'язку системи (2)-(3) еквiвалентно локальному iснуванню i 

єдиностi розв'язку системи (2), (3). Припустимо тепер, що  

 – гранична точка множини .  

- Якщо функцiя  задовольняє умовi Лiпшиця по змiннiй : 

x Ω ∈ Rn t [a, b] a

ti i

hi(x) Ω

σ : a < σ ≤ b

∑
ti:

a < ti ≤ σ

sup
Ω

hi(x)

t ≠ ti i

f (t, x) (t, x)

∑
ti:

| ti − t | < ϵ

sup
Ω

hi(x) = o(ϵ)

ti : | ti − t | < ϵ ϵ > 0

| | f (t, x) | | ≤ m(t) m(t)

x(t) : [a, σ) → Ω

x(a) = x0

x(t)

a {ti}

a {ti}

f (t, x) x



7

	  

- Якщо функцiї задовольняють умовi Лiпшиця i 

ряд  збiгається, 

	 то задача (2) - (4) має єдиний розв’язок. 

	 Рiвняння (2) також можна записати у виглядi: 

,  

	 	 	         . 

	 У вiдмiну вiд систем iз заздалегiдь визначеними моментами iмпульсного 

впливу, розв'язки рiвнянь (4), хоча i виявляються фрагментарно неперервними, 

проте мають розриви, що залежать вiд конкретного розв'язку. Для кожного 

варiанту розв'язку постають власнi точки розриву. Це фактично ускладнює 

вивчення таких систем диференцiальних рiвнянь. 

	 Одне з труднощiв виникає внаслiдок того, що розв'язки можуть "ударяти" 

по поверхнi . Цей ефект часто зроблює розв'язок непродовжуваним на 

достатньому промiжку. Часто саме це стає головною причиною виходу розв'язку 

за межi областi визначення системи iз iмпульсним впливом або за межi її 

дослiдження. 

	 Далi ми будемо розглядати системи диференцiальних рiвнянь iз 

iмпульсним впливом, в яких вiдсутня проблема "удару". Іншими словами, ми 

обмежимо нашу увагу лише тими рiвняннями, де розв'язки перетинають кожну 

з гiперплощин  лише один раз. Вiдсутнiсть проблеми "удару" 

гарантується наступною теоремою. 

Теорема 1.  

У випадку виконання наступних умов: 

• Функцiя  є неперервною на областi  i вiдповiдає умовi Лiпшиця по в 

областi . 

• , де  - константа. 

• Функцiї  задовольняють умовi Лiпшиця по  в областi  з вiдповiдними 

константами ,  де . 

| f (t, x) − f (t, y) | ≤ L |x − y | , x, y ∈ Ω, t ∈ [a, σ);

hi(x) |hi(x) − hi(y) | ≤ li |x − y |

∑a<ti≤σ li

dy
dt

= f (t, y), t ≠ τi(y), i = 1,p

Δy |t=τi(y) = Ii(y)

t = τi(y)

t = τi(y)

f (t, y) Q y

D

| f (t, y) | ≤ M M

τi(y) y D

Li < 1/Mi i = 1,p
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• Інтегральна крива  рiвняння з iмпульсами не залишає областi для 

. 

• Має мiсце нерiвнiсть , де , . 

• Для  i , . 

	 Інтегральна крива перетинає кожну гiперплощину  лише один раз. 

(t, y(t)) Q

(t ≥ 0)

τi(y + Ii(y)) ≤ τi(y) y ∈ D i = 1,p

y ∈ D i = 1,p τi(y) < τi+1(y + Ii(y))

t = τi(y)
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РОЗДІЛ II. СПЛАЙН-АПРОКСИМАЦIЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIЙНИХ 

РIВНЯНЬ З IМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ 

2.1 Сплайн - функцiї 

	 Математичнi сплайни походять вiд тонких гнучких стержнiв, якими 

користувалися художники для проведення плавних кривих через заданi точки. 

Стрижень був закрiплений у точках  i набував форму кривої  з 

мiнiмальною "енергiєю натяжiння”. 

	 Якщо перейти до математичного опису сплайна, то сплайн-функцiєю 

ступеня  з точками з'єднання  буде функцiя , яка на 

вiдрiзку  має неперервнi похiднi до  ступеню включно i на 

кожному з вiдрiзкiв  дорiвнює полiному ступеня . Найчастiше 

розглядаються кубiчнi сплайни, цi сплайни забезпечує вiдповiднiсть вузлiв 

початковiй функцiї та неперервнiсть першої i другої похiдних в точках 

з’єднання. 

	 Імпульсний вплив, як вже було зазначено ранiше, може бутi у фiксованi 

моменти часу, та у нефiксованi моменти часу. Розглянемо розв'язок задачi Кошi 

в обох з цих двох випадкiв окремо.	  

	 В задачах апроксимацiї в деяких випадках виникає ситуацiя, коли 

невiдомий тип апроксимуючої функцiї. Вся iнформацiя про неї зводиться до 

того, що вiдповiдна залежнiсть є достатньо гладкою. У таких випадках для 

апроксимацiї використовують сплайни - кусково-визначенi функцiї, якi 

спiвпадають з рiзними простими функцiями (найчастiше полiномами) на 

кожному вiдрiзку областi визначення. Найпростiшим прикладом сплайну є 

звичайна ламана, побудована за точками. 

	 Але якщо ми хочемо, щоб отримана залежнiсть була ще й гладкою, слiд 

придумати щось краще, нiж ламана лiнiя. Найчастiше для вирiшення такої 

задачi використовують так званi "кубiчнi" сплайни, якi на кожному вiдрiзку 

областi визначення збiгаються з полiномами третього ступеня. Коефiцiєнти цих 

(xi, yi) y(x)

k x0 < x1 < … < xn y(x)

[x0, xn] (k − 1)

[xi−1, xi] k
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полiномiв пiдбираються так, щоб на краях вiдрiзкiв сплайн залишався не лише 

неперервним, а й мав неперервнi першi та другi похiднi. 

2.2 Приклади використання диференцiальних рiвнянь з iмпульсним 

впливом у реальному життi 

	 В екологiї вiчнi розглядають динамiку популяцiї, математичною моделлю 

якої є рiвняння Верхюльста. З популяцiї шляхом дискретних зовнiшнiх ефектiв 

(у виглядi iмпульсiв) забирається (доповнюється) певна кiлькiсть бiомаси. Цей 

процес описується за допомогою диференцiальних рiвнянь з iмпульсами. У 

фiксованi моменти моменти iмпульсної дiї та величини iмпульсiв визначаються 

таким чином, щоб час регенерацiї кiлькостi бiомаси, забраної з популяцiї, був 

мiнiмальним. 

	 Ще одним з прикладiв можна продемонструвати моделювання криз. 

Економiчнi кризи, такi як фiнансовi кризи чи рецесiї, можна моделювати з 

допомогою iмпульсних диференцiальних рiвнянь. В даному випадку iмпульси 

прийнято представляти як зовнiшнi фактори, що викликають кризу. Вони 

можуть бути доволi рiзноманiтними, але в рамках одної системи найчастiше 

обирається якась певна група. Наприклад: 

• банкiвськi кризи: вiдкликання вкладiв, банкрутства банкiв; 

• фiнансовi пузирi: рiзке зниження вартостi активiв, таких як нерухомiсть; 

• рецесiї: зниження рiвня економiчної активностi та виробництва; 

• збiльшення безробiття: зростання рiвня безробiття країни; 

	 Таким чином, диференцiальнi рiвняння з iмпульсними впливами широко 

використовуються для аналiзу та моделювання рiзних процесiв у реальному 

життi. 

2.3 Iмпульсний вплив у фiксованi моменти часу 

	 Маємо таку задачу Кошi з iмпульсним впливом у фiксованi моменти часу: 
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	 	              	 	 	         (5) 

де функцiя  є визначеною у областi . 

	 Ми маємо визначену послiдовнiсть моментiв iмпульсивного впливу , 

, . Розв’язок для задачi (5) буде кусково-неперервна функцiя 

, що при  матиме розриви першого роду, та що  вiдповiдатиме 

такiй умовi стрибка: 

. 

Беремо кожен з сегментiв , такий що i , Розглядаємо 

розбиття його на точки, рiвномiрно розташованi вздовж послiдовностi. Точки  

обиратимиме з кроком .  - це вузол, той, що збiгається з моментом 

iмпульсивного впливу, позначається як . 		 	  

	 Отже,  для , або . Звiдси, зазначимо вiрогiднi типи 

сегментiв: 

, , , . 

	 Таким чином, маємо другий i третiй типи, якi збiгаються, а також перший i 

четвертий типи, якi також збiгаються. Це виконується завдяки екперервностi 

злiва розв'язку, у вiдповiдностi iз визначенням: 

 

Побудова сплайна , на промiжку . 

	 Вiдповiдно до визначення (2), маємо що  для будь-якого такого 

сегмента виглядатиме таким чином: 

	 	 	          

y′￼= f (t, y), t ≠ τi, i = 1, p

△y
t=τi

= Ii(y),

y(t0) = y0,

f (t, y) Q = {(t, y) ∣ t ≥ 0, y ∈ D ⊂ R1}
{τi}

i = 1,p p > 0

y = ψ (t) t = τi

△ψ
t=τi

= ψ(τi + 0) − ψ(τi − 0) = Ii(ψ(τi − 0))
[τi, τi+1] i = 0,p − 1 τ0 = t0

tij
hi =

τi+1 − τi

Ni
tij

t*ij
t*ij = τi j = 0 t*ij = tiNi−1

= τi

[t*ij , tij+1] [tij, tij+1] [tij, t*ij+1] [t*ij , t*ij+1]

lim
t⟶τi−0

ψ (t) = ψ(τi − 0) = ψ(τi) .

Si(t) [tij, tij+1]

Si(t)

Si(t) = aj0 + aj1(t − tij) + aj2(t − tij)2 + aj3(t − tij)3,
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	 У додаток до цього, якщо використовувати властивостi розглянутого 

сплайна, ми отримуємо: 

 

 

	 Це призводить до встановлення системи з чотирьох рiвнянь, звiдки можна 

визначити коефiцiєнти: 

 

	 Таким чином,  можемо переписати таким чином: 

	 	                   (6)                      

чи 

       ,    (7) 

тут: 

 , 

,	 , 

,	 	 , 

. 

	 У (7) з невiдомих матиме тiльки , адже  вже визначенi у минулiй 

iтерацiї. Слiд зазначити, що  для . Щоб визначити  

потрiбно вимагати виконання наступної умови: 

	 	 	 	          ,	 	 	         

(8) 

тут  

	 	  

Si(tij) = yi(tij) = yij

S′￼i(tij) = y′￼i(tij) = f (tij, yij)

Si(tij) = yij,
S′￼i(tij) = f (tij, yij),
Si(tij+1) = yij+1,
S′￼i(tij+1) = f (tij+1, yij+1) .

Si(t)

Si(t) = φ1(x)yij + φ2(x)yij+1 + φ3(x)hiy′￼ij + φ4(x)hiy′￼ij+1,

Si(t) = φ1(x)Sij + φ2(x)Sij+1 + φ3(x)hi f (tij, Sij) + φ4(x)hi f (tij+1, Sij+1)

x = (t − tij)/hi

φ1(x) = (1 − x)2(1 + 2x) φ2(x) = x2(3 − 2x)

φ3(x) = x(1 − x)2 φ4(x) = − x2(1 − x)

Sij = Si (tiq), q = j, j + 1

Si, j+1 Sij

S00 = y(0) = y0 [t00, t01] Sij+l

Si′￼(tij+1) = y′￼′￼(tij+1)

Si′￼′￼(tij+1) = 6
h2

i
(Si, j+1 − Si, j) − 4

hi
S′￼i, j − 2

hi
S′￼i, j+1 =
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	             .                   (9) 

	 А також 

         .      (10) 

	 Пiсля розв’язку (8), враховуючи (9) i (10), ми знайдемо , яке дозволить 

знайти шуканий сплайн вже на промiжку . 

	 Побудова  на . 

	 Тут  буде моментами iмпульсного впливу. А тому визначення (6) 

виглядатиме наступним чином: 

 

	 Також само будемо робити, тобто замiсть  варто поставити . А вже 

далi знаходиться розв’язок рiвняння (8) i з нього буде визначено . 

	 В такому способi послiдовно потрiбно розбудувати сплайни на 

кожному з , що обумовлений моментами iмпульсного 

впливу, причом двома послiдовними.  

 - ця функцiя буде наближеним 

розв'язком задачi (5) на промiжку . 

	 Теорема 2 (про єдиний розв’язок задачi Кошi) 

	 Нехай виконуються такi умови: 

- Функцiя  визначена, неперервно-диференцiйована в , задовольняс 

умовi Лiпшица по змiннiй  з постiйною  в . 

-  задовольняє умовi Лiпшиця по  з постiйною  в . 

= 6
h2

i
(Si, j+1 − Si, j) − 4

hi
f (ti, j, Si, j) − 2

hi
f (ti, j+1, Si, j+1)

y′￼′￼(tij+1) = df
dt (tij+1, Sij+1) = f ′￼t (tij+l, Sij+1) + f ′￼y (tij+1, Sij+1) f (tij+1, Sij+1)

Sij+1

[tij, tij+1]
Si(t) [t *ij ,tij+1]

tij* = ti = τi

Si(t) = φ1(x)ȳi0 + φ2(x)yi1 + φ3(x)hi f (ti0, ȳi0) + φ4(x)hi f (ti1, yi1),

 тут  ȳi0 = y (τi − 0) + Ii (y (τi − 0)) = y (τi) + I (y (τi))
 чи 
Si(t) = φ1(x)S̄i0 + φ2(x)Si1 + φ3(x)hi f (ti0, S̄i0) + φ4(x)hi f (ti1, Si1),

 тут  S̄i0 = Si0 + Ii (Si0) = Si−1,Ni−1
+ Ii (Si−1,Ni−1) .

Si0 S̄i0

Si

Si(t)

[τi, τi+1] i = 0,…, p − 1

S(t) = Si(t), t ∈ [τi, τi+1), i = 0,…, p − 1

[0,T ]

f (t, y) Q

y L1 D

f′￼(t, y) y L2 D
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- Функцiї  задовольняють умовi Липшица в областi  з 

постiйними . 

Виконується наступна нерiвнiсть 

	 	                      .	 	         (11) 

Якщо наведенi умови виконуються, то задача Кошi буде мати єдиний розв'язок 

 i можна використовувати таку оцiнку: 

. 

	 Доведення.  

	 Завдяки зроблених вище припущенням та четвертiй умовi, задача Кошi (5) 

має єдиний розв'язок  i , що неперервно 

залежить вiд початкових даних. 

	 Продемонструємо що сплайн iснує. (8) вiдносно  переформулюємо 

таким чином: 

 

	 У разi задоволення умови (11) теореми i , вiдображення 

 стає стискаючим, що, згiдно з теоремою Банаха призводить до 

iснування єдиної нерухомої точки  - що є кореням рiвняння (8). Тобто, 

можемо зазначити, що сплайн - визначений. Нехай - приблизний розв'язок 

рiвняння (8), отриманий з точнiстю . 

	 Отримаємо значення похибки: 

 

На сегментах для , , ,  вiдповiдно до умов теореми 

 i можна отримати початкову оцiнку 

. 

Ii(y), i = 1,…, p D

λi

h2L1 + 2h2 < 6, де h ≤ max
1≤i≤p

{hi}

y(t)

|S(t) − y(t) | ≤ O(h)

y(t) y(t) ∈ C2 [τi, τi+l), i = 0,…, p − 1

Sij+1

Si, j+1 =
h2

i

6 {f′￼(ti, j+1, Si, j+1) +
2
hi

f (ti, j+1, Si, j+1) +
4
hi

f (ti, j, Si, j) +
6
h2

i
Si, j} ≡ g (Si, j+1) .

hi ≤ h, i = 1,…, p

g (Si, j+1)
ξi, j+1*

Si, j+1

O (h2)

R(t) = S(t) − y(t) = S(t) − y0 + ∫
t

t0

f (σ, y)dσ + ∑
t0<τi<t

Ii(y) .

t ∈ [tij, tij+1] j > 0 i = 1,…, p

y(t) ∈ C1 [tij, tij+1]
R(t) = φ1(x)yij + φ2(x)yij + φ3(x)hiy′￼ij + φ4(x)hiy′￼ij+1 − y(t)
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У (6) замiсть  , ,  запишемо їхнi розкладання у точцi  в ряд 

Тейлора iз залишковим членом у формi Лагранжа: 

 

, де  . 

	 Таким чином, пiсля проведення перетворень ми отримуємо: 

,  

де . 

	 Перепишемо теорему про середнє до додаткiв одного знаку 

 

Звiдки ,  де 

 

	 Подивимось на  у промiжку . В точцi iмпульсного впливу буде 

враховуватися стрибок  . 

Враховуючи визначення сплайну та умови неперервностi залежностi розв'язку 

вiд початкових умов, матиме наступне: 

 

де . 

	 Кiнцева оцiнка на : . І,  

таким чином, теорема доказана. 

yij, yij+l y′￼ij y′￼ij+l t = tij + xhi

yiq = y(t) + y′￼(t)(tiq − t) +
y′￼′￼(ξq)(tij − t)

2

2

y′￼iq = y′￼(t) + y′￼′￼(ηq) (tiq − t) q = j, j + 1,ξq, ηq ∈ [tij, tij+1]

R(t) = hi ((1 − x)φ2(x)y′￼(ξ) − xφ1(x)y′￼(η) + φ3(x)y′￼ij + φ4(x)y′￼ij+1)
x ∈ [0; 1], ξ, η ∈ [tij, tij+1]

R(t) = hix(1 − x)(1 + 2x − 2x2) (y′￼(ξ̄) − y′￼(η̄)), ξ̄, η̄ ∈ [tij, tij+1] .

|R(t) | ≤ 3
8 hiwi (y′￼) ≤ 3

8 hw (y′￼)
wi (y′￼) = max

t′￼,t′￼′￼∈[ti, j, ti, j+1]
y′￼(t′￼) − y′￼(t′￼′￼) ,

w (y′￼) = max
1 ≤ i ≤ p
0 ≤ Ni−1

wi (y′￼), h = max
1≤i≤p

hi .

R(t) [ti0
, ti1]

ti0
= τi, i > 0,yl0

= yi0
+ Ii (yi0), Sl0

= Si0
+ Ii (Si0)

|R(t) | ≤
3
8

hiwi (y′￼)(1 + L)ieLh,

L = max
1≤i≤p

{λi, L1}

[t0, T] |R(t) | ≤ 3
8 hw (y′￼)(1 + L)peL(T − t0) = O(h)



16

2.4 Імпульсний вплив у нефiксованi моменти часу 

	 Нехай маємо задачу Кошi, моменти впливу iмпульсу визначаються 

моментами перетинання iнтегральної кривої  таких поверхонь 

. 

	 Будемо розглядати задачу Кошi у виглядi 

	 	              	                          (12) 

	 Початкова умова є наступною . Вирiшенням системи (12) буде 

функцiя  з розривами, причому ця функцiя буде кусково-неперервною, де 

точки розриву залежать вiд самого розв'язку. У подальшому ми аналiзуватимемо 

диференцiальнi рiвняння, де не спостерiгається явища "биття" розв'язку вздовж 

поверхнi . Іншими словами, розглядатимемо рiвняння, в яких розв'язки 

перетинають кожну поверхню лише один раз, створюючи функцiю, яка 

залишається кусково-неперервною з мiнiмальною взаємодiєю по поверхнi. 

Побудуємо розв’язок. 

	 Позначимо моменти перетинання поверхнi  розв'язком  як , звiдси 

буде що  - корiнь рiвняння 

 	 	 	          (13) 

	 Будемо використовувати метод простої iтерацiї для розв’язку рiвняння (13) 

 .	 	 	       (14) 

	 Позначимо  як початкове наближення, а  - це вказане 

приблизне значення попередньої iтерацiї iмпульсного впливу, що винайдено 

завдяки пошуку розв'язку (14) при . Зазначимо, у випадку  отримаємо 

. 

y(t)

t = φk(y), k = 1,p

y′￼= f (t, y), t ≠ φk(y), k = 1,p

Δy
t=φk

(y) = Ik(y) .

y(0) = y0

y(t)

t = φk(y)

φk(y) t*k
t*k

tk = φk (y (tk)) .

tn+1
k = φk (y (tn

k )), n = 0,1,…

tk0 = tk−1 tk−1

k − 1 k = 1

tl0 = t0 = 0
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	 Щодо розв’язку задачi Кошi (12), то тут ми використовуватимо ермiтовий 

сплайн , такий, що буде аналогiчно тому сплайну, який був при розв'язку 

задачi Кошi з iмпульсними впливами у фiксованi моменти часу. 

	 Отже, альтернативним до (14) буде такий iтерацiйний процес 

  .    	 	        (15) 

	 Початкове наближення зберiгається таке ж саме, де 

 

	 Щоб виконувалась умова та iтерацiйний процес (15) збiгався, потрiбно 

вимагати виконання такої нерiвностi, а саме: 

. 

	 Маємо лише два вирогiдних випадкiв: 

-  , звiдси послiдовнiсть наближень до  виглядатиме

; 

-  - звiдси матиме розташування наближених значень по 

обидвi сторони вiд , а саме 

	 , 

	 де  . 

	 Спочатку розглянемо випадок, коли . 

	 Маємо промiжок  на будь-якiй iтерацiї (15), на цьому сегментi 

розбудуємо сплайн . Припускаємо що кiлькiсть розбиттiв зазначеного 

S(t)

tn+1
k = φk (S (tn

k )), n = 0,1,…

S(t0
k ) = S(t0

k ) + σIk(S(t0
k )),

σ = {1, k > 1
0, k = 1

, S(t0
l ) = y(t0) = y0 .

dφk

dt
≤ α < 1

0 <
dφk

dt
≤ α < 1 tk*

t0
k < t1

k < … < tn
k < … < t*k

−1 < − α ≤
dφk

dt
< 0

tk*

t0
k < t2

k < … < tn
k < … < t*k < … < tn+1

k < … < t3
k < t1

k

n = 2m, m = 0,1,…

0 <
dφk

dt
≤ α < 1

[tkn, tn+1
k ]

Sk(t)
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промiжка бiльша за нуль, тобто , та тодi 

 .  

	 Введемо позначення , . 

	 Для кожної iтерацiї знайдемо розв’язок рiвняння 

 

	 Вiдносно  матиме , яке в (15) слугуватиме задля знаходження 

наступного наближення до шуканого моменту iмпульсного впливу, матиме 

сплайн, який буде апроксимувати розв'язок на . Обираємо  i 

повертаємось до (15). 

	 Якщо умова збiжностi iтерацiйного процесу виконуються, то можемо 

одержати розв’язок  (13) при якому завгодно необхiдному . А також отримаємо 

таку оцiнку: 

. 

	 Оберемо  i , де . 

	 Отже, таким способом може бути визначеним саме момент iмпульсного 

впливу, а також сплайн, який буде апроксимувати розв’язок задачi Кошi на 

промiжку, який, в свою чергу, визначен послiдовними моментами двох 

iмпульсних впливiв. 

	 Тепер розглянемо випадок . 

	 Враховуючи, що наближення до , знаходяться по обидвi сторони вiд 

кореня, будемо аналiзувати поводження iнтегральної кривої  на 

промiжках , не враховуючи iмпульсний вплив. Нам потрiбно 

розбудувати сплайн на цьому сегментi задля отримання наступного наближення 

, яке буде мати парний iндексом вiдносно розшукауваного моменту 

iмпульсного впливу. 

Mn > 0 hkn = (tkn+1 − tkn)
Mn

,

tki = tkn + ihkn, i = 0,Mn

Ski = Sk (tki) SkMn
= Sk (tn+1

k )

6
h2

kn
(Sk,i+1 − Sk,i) −

4
hkn

f(tki, Ski) −
2

hkn
f(tk,i+1, Sk,i+1) =

= f′￼(tk,i+1, Sk,i+1) + f′￼yy(tk,i+1, Sk,i+1)f(tk,i+1, Sk,i+1).

Sk,i+1 SkMn

[tkn, tkn+1] n = n + 1

ϵ

t*k − tn+1
k ≤ α /(1 − α) tn

k − tn−1
k

tk = tkn+1 tk* = tk + ε ε = α /(1 − α) tkn − tn−1
k

−1 < − α ≤
dφk

dt
< 0

tk*

(t, y(t))

[t2m
k , t2m+1

k ]

t2m+2
k
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	 Припустимо, що на етапi, коли будуємо сплайни на , а зазначенi 

сегменти будуть мiстити усерединi точку  - що є моментом iмпульсного 

впливу, ми також визначимо функцiю  у . А отже  на всьому 

промiжку, i отже не будемо враховувати у  iмпульсний вплив. 

	 Оскiльки ермiтов сплайн забезпечує локальну iнтерполяцiю, це додаткове 

визначення не вплине на процес побудови розв'язку. 

	 Таким чином, нас цiкавлять таких два види сегментiв: i 

  Для  буде виконуватися алгоритм, який ми 

розглядали у першому випадку, а саме за формулою (15) визначено спочатку 

 i потiм зробимо крок iтерацiйного процесу на . 

	 Слiд зазначити, що , а також що , тодi 

використаємо результати обчислень попереднього етапу iтерацiї до якоїсь точки 

, та такий, що , , i добудуємо на  

сплайн. 

	 Таким чином будуть визначатися усi моменти iмпульсного впливу , а також 

будуватися сплайн , який буде вважатися наближеним розв'язком. 

	 У подальшому нам буде потрiбна неперервна залежнiсть розв'язку 

диференцiального рiвняння з iмпульсним впливом вiд початкових умов. 

	 Означення 3.  

	 Розв’язок диференцiального рiвняння (1) з початковою умовою 

,  неперервно залежить вiд початкових даних, якщо для будь-

якого  i будь-якого  iснує  таке, що розв'язок  

такого ж рiвняння з початковоїю умовою , причому  та 

задовольняє нерiвностi  для  i , а  

- моменти перетинання поверхонь iнтегральною кривою . 

	 Справедлива теорема про неперервну залежнiсть розв'язку вiд початкових 

даних. 

	 Теорема 3 (про неперервну залежнiсть вiд початкових даних) 

[t2m
k , t2m+1

k ]

tk*

f (t, y) tk* y′￼= f (t, y)

tk*

[t2m
k , t2m+1

k ]

[t2m
k , t2m+2

k ], m = 0,1,… [t2m
k , t2m+2

k ]

t2m+2
k [t2m

k , t2m+2
k ]

t2m+2
k ∈ [t2m

k , t2m+1
k ] t2m+2

k < tk*

tks tks < t2m+2
k < tks+1 0 < s < Mn−1 [tks, t2m+2

k ]

S(t)

y(t)

y(0) = y0 0 ≤ t ≤ T

ε0 > 0 η > 0 δ = δ (ε0, η) > 0 z(t)

z(0) = z0 y0 − z0 < δ

|y(t) − z(t) | < ε0 0 ≤ t ≤ T t − τi > η τl, …, τp

(t, y(t))
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	 Припустимо, що усi умови, що вимагає теорема 1 виконуються, а також 

функцiї ,  є неперервними в областi . Тодi  неперервно залежить 

вiд початкових даних. Приведемо теорему, що обгрунтовує застосування 

сплайн-функцiй для розв'язання задачi Кошi з iмпульсним впливом у 

нефiксованi моменти часу. 

	 Теорема (щодо обгрунтування використання сплайн-функцiй при пошуку 

розв’язку задачi Кошi з iмпульсним впливом у нефiксованi моменти часу).  

	 Припустимо, що такi вимоги виконуються: 

- функцiя   неперервно диференцiйована в ; 

- ; 

- ,  задовольняють Липшицевi умовi з постiйною  в ; 

-  диференцiйованi та , причому  т 

; 

- функцiї  неперервно диференцiйована в . 

А отже буде доречна така оцiнка ,  

де - функцiя що буде апроксимувати розв'язок задачi (12). 

	 Доказ.  

	 Першi три умови теореми забезпечуватиме єдине перетинання iнтегральної 

кривої  будь-якої поверхнi , а це свiдчить про те, що iснує 

єдиний корiнь рiвняння (15). Розглянемо 

. 

	 Завдяки першим двом умовам теореми та нерiвностi зазначеної вище метод 

простой iтерацiї буде збiгатися до єдиного кореня. Ним буде виступати момент 

перетинання iнтегральної кривої поверхнi з якоюсь точнiстю .  

	 Також ми не зiткнемось з ефектом, коли похибка накопичується, адже у 

методi простої iтерацiї значення моментiв перетинання повиннi визначаються 

лише з заданою попередньо точнiстю ε.  

Ik k = 1,p D y(t)

f (t, y) Q

f (k)(t, y(t)) ≤ M, k = 0,1

φi(y) i = 1,p L2 D

φi(y), i = 1,p
∂φi

∂y ≤ C φi(y(t)) ∈ [t0, T]

CM < 1

Ii(y), i = 1,p D

|S(t) − y(t) | = O(h)

S(t)

(t, y(t)) t = φk(y)

dφk(y)
dt

=
∂φk

∂y
∂y
∂t

=
∂φk

∂y
| f (t, y) ∣ ≤ C ⋅ M < 1

ϵ
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	 Так як Теорема про єдиний розв’язок задачi Кошi та Теорема про 

неперервну залежнiсть вiд початкових даних виконуються, а отже поза  — 

околу  буде використовуватись оцiнка з Теореми (про єдиний 

розв’язок задачi Кошi), але з постiйною наступного виду: , . 

η

τk, k = 1,p

O(h) h = max
1≤k≤p

{hk,n}
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РОЗДІЛ III. ДОСЛIДЖЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ 

	 Для проводення дослiдження описаного ранiше методу для задач Кошi з 

iмупльсним впливом як у нефiксованi моменти часу, так i у фiксованi будемо 

користуватися Octave. 

3.1 Задача Кошi з iмпульсним впливом у фiксованi моменти часу 

	 Маємо наступну задачу Кошi 

 

 

	 Потрiбно розглянути випадки, коли  може дорiвнювати наступним 

значенням: 

• ; 

• . 

	 Побудувати розв’язок потрiбно на сегментi ,  (тобто кiлькiсть 

часткових сегментiв для побудови сплайнiв),  у якостi кроку обирається 

постiйним для кожного з промiжкiв. 

	 Спочатку розглянемо випадок, коли , за допомогою програми, 

написаної в середовищi Octave [Додаток А] отримаємо розв’язок, зображений 

на Рис. 1. 

 

ẏ = − y, t ≠ τk, k = 1, 4

Δy
t=τk

= Cy,

y(0) = 1,
τ = {1; 1.5; 2; 3}.

C

C = 0.9

C = − 0.6

[0; 5] N = 10

h

C = 0.9
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Рис. 1 

А також 

Табл. 1 

	 Зазанчимо, що розв’язок винайдений з точнiстю , де  

	 Тепер розглянемо випадок, коли , за допомогою програми, 

написаної в середовищi Octave [Додаток А] отримаємо розв’язок, зображений 

на Рис. 2 

 

Величина iсмпульсного 
впливу

0.005

0.01

1.5

0.3648

3

h

2

0.4906

-ий номер моменту 
iмпульсного впливу
k

2

 момент iмпульсного 
впливу 

τ

1 1

4

3

0.3411 0.02

0.0050.4287

O(h2) h = 0.02

C = − 0.6
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Рис. 2 

	 А також  

Табл. 2 

	 Аналогiчно попередньому випадку, маємо . 

3.2 Задача Кошi з iмпульсним впливом у нефiксованi моменти часу 

	 Маємо наступну задачу Кошi 

Величина iсмпульсного 
впливу

3

0.0139

0.02

 момент iмпульсного 
впливу 

τ

2

1

4

0.3879 0.005

0.1498

0.0016

-ий номер моменту 
iмпульсного впливу
k

1

2 0.01

0.0051.5

h

3

h = 0.02
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	 Також, точний розв’язок дорiвнюватиме  

	 	  

	 Моменти iмпульсного впливу позначенi як де k = 1,...,3  

	 Потрiбно розглянути випадки, коли ,  та  приймають наступнi 

значення: 

•   ; 

•   . 

	 Спочатку розглянемо випадок, коли   . Нас цiкавить 

момент першого iмпульсного впливу, саме вiн трапиться, коли задана поверхонь 

 перетнеться iз розв’язком диф. ривняння з задачi Кошi. Тут 

, а у якостi початкового наближення оберемо момент . 

У   пiдставимо значення для , тодi 

. 

	 Таким чином у цьому випадку згiдно з теорiєю наведеною ранiше ми 

потрапили до випадку, коли наближень до  виглядатиме таким чином

ẏ = − y, t ≠ τk(y)

Δy
t=τk(y)

= αy, τk(y) = arctgy(t) + πk, k = 1, p

y(0) = C

Ce−t, 0 ≤ t ≤ t1
Ce−t + α(Ce−t1), t1 < t ≤ t2,

(C + αCet2−t1)e−t + α(Ce−t2 + αCe−t1), t2 < t ≤ t3,

[C + αCet2−t1 + α(C + αCet2−t1 + Ce−t2+t3 + αCe−t1+t3)]e−t+

+α[(C + αCet2−t1)e−t3 + α(Ce−t2 + αCe−t1)], t3 < t

tk,

C α p

α = 10, C = − 1, p = 3

α = − 0.7, C = 2, p = 2

α = 10, C = − 1, p = 3

τ(y) = arctgy(t) + π

t1 = arctg y (t1) + π t0
1 = 0

dτ1

dt
=

y′￼(t)
1 + y2(t)

t0
1

0 <
dτ1

dt
=

1
2

< 1

t*k
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, тобто буде розташовуватись з однiєї сторони вiд 

кореня. 

	 За допомогою програми, написаної в середовищi Octave [Додаток Б] 

отримаємо розв’язок, зображений на Рис. 3. 

 

Рис. 3 

Синiм кольором поверхнi, що визначають моменти iмпульсного впливу, а 

червоним - графiк отриманого роз’язку. 

t0
k < t1

k < … < tn
k < … < t*k
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Також наведемо таблицю 

Табл. 3 

	 Аналогiчно попередньому прикладу, маємо ., та похибку порядку

. 

	 Тепер розглянемо випадок, коли    

На вiдмiну вiд першого випадка, маємо  

	 	 	 	 . 

	 А, отже, це буде iншим випадком згiдно з теорiєю наведеною ранiше. Ми 

потрапляюемо у випадок, коли , що означатиме розташування 

наближених значень по обидвi сторони вiд . 

	 За допомогою програми, написаної в середовищi Octave [Додаток Б] 

отримаємо розв’язок, зображений на Рис. 4. 

Кол-во iтерацiй 
методу простої 

iтерацiї

Величина 
iсмпульсного 

впливу

2

−0.18996.2689

-ий номер 
моменту 

iмпульсного 
впливу

k

−0.4409

4 0.031

5

3 −0.0808

3.10811

2

0.0235

h
 момент 

iмпульсного 
впливу 

τ

0.0319.4301

h = 0.031

O(h)

α = − 0.7, C = 2, p = 2

−1 <
dτ1

dt
= −

2
5

< 0

−1 <
dτ1

dt
< 0

t*k
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Рис. 4 

	  

Також наведемо таблицю 

Табл. 4 

Аналогiчно попередньому прикладу, маємо  та похибку порядку 

. 

Кол-во iтерацiй 
методу простої 

iтерацiї

Величина 
iсмпульсного 

впливу

3

3.3208

6.3101

4

2

 момент 
iмпульсного 

впливу 

τ

0.0314

h

0.09011

-ий номер 
моменту 

iмпульсного 
впливу

k

6.0328e − 004 0.031

h = 0.0314

O(h)
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ВИСНОВКИ 

	 У цiй дипломнiй роботi передi була поставлена ​​задача дослiдити задачу Кошi з 

iмпульсним впливом у фiксованi моменти часу та задачу Кошi з iмпульсним впливом 

у нефiксованi моменти часу, дослiдити вiдомостi з теорiї сплайнiв, а також сплайн 

апроксимацiю вирiшення цих задач Кошi з iмпульсним впливом. Мною було 

дослiджено два рiзновиди iмпульсiв та два рiзновиди задач Кошi з iмпульсним 

впливом, наведено та доведено теорему iснування та єдиностi розв'язання такої 

задачi Кошi. Також наведено приклади використання систем з iмпульсним впливом у 

реальному життi. Описано використання сплайн апроксимацiї для вирiшення таких 

задач. Практичними прикладами продемонстровано двi задачi Кошi: задача Кошi з 

iмпульсним впливом у фiксованi моменти часу та задача Кошi з iмпульсним впливом 

у нефiксованi моменти часу з рiзними початковими умовами. Було наведено 

розв’язок за допомогою Octave, результати проiлюстрованi графiчно та чисельно для 

кожного з прикладiв. 
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ДОДАТОК А 

% This code is solving a Cauchy problem using the method of fixed moments. 
% The Cauchy problem is defined by the differential equation dy/dt = -y, with 
the initial condition y(0) = 1. 
% The code first defines the problem using symbolic variables and expressions. 
It sets up the function f = -y 
% and the interval [0, T] with T = 5. It also defines the impulse moments, 
which are the points 
% where the solution needs to be calculated. In this case, the impulse moments 
are [1, 1.5, 2, 3]. 
% The code then sets up the spline functions and starts a loop to calculate the 
solution for each interval between 
% the impulse moments. Inside the loop, the code calculates the spline values 
using the given formulas. 
% It calculates the spline values at the beginning and end of the interval, and 
then iteratively calculates 
% the spline values for the remaining points using the previous spline value. 
% After calculating the spline values, the code plots the mean squared values 
of the spline function 
% over the interval. The code then moves to the next interval and repeats the 
process until all intervals between the 
% impulse moments have been calculated. Finally, the code adds a title and 
labels to the plot and displays the grid. 
           
function CaushiFixedMoments() 

    syms t y; 
    f = sym('-y'); 
    I = sym('0.9 * y'); 
    y_0 = 1; 
    T = 5; 
    impulse_moments = [1; 1.5; 2; 3]; 
    p = length(impulse_moments); 
    N = 10; 

    syms x h Spline_01 t_ij; 
    x = sym('(t - t_ij) / h'); 
    F_1 = sym('(1 - x)^2 * (1 + 2 * x)'); 
    F_2 = sym('x^2 * (3 - 2 * x)'); 
    F_3 = sym('x * (1 - x)^2'); 
    F_4 = sym('-x^2 * (1 - x)'); 

    hold on; 
    step = 1; 

    h = impulse_moments(1) / N; 

    for j = 0 : N-1 
        t_00 = h * j; 
        t_01 = h * (j + 1); 

        if (j == 0) 
            Spline_00 = y_0; 
        else 
            Spline_00 = Spline_jj1; 
        end 

        f_00 = subs(f, {t, y}, {t_00, Spline_00}); 
        F_01 = subs(f, {t, y}, {t_01, Spline_01}); 
        x_i = subs(x, t_ij, t_00); 
        F_01 = subs(F_1, x, x_i); 
        F_02 = subs(F_2, x, x_i); 
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        F_03 = subs(F_3, x, x_i); 
        F_04 = subs(F_4, x, x_i); 
        Spline_i = sym('F_01 * Spline_00 + F_02 * Spline_01 + F_03 * h * f_00 + 
F_04 * h * F_01'); 
        Spline_i = subs(Spline_i); 
        Spline_8 = sym('6 / h^2 * (Spline_01 - Spline_00) -4 / h * f_00 - 2/ h 
* F_01'); 
        Spline_8 = subs(Spline_8); 
        df_dt = diff(f, t); 
        df_dt = subs(df_dt, {t, y}, {t_01, Spline_01}); 
        df_dy = diff(f, y); 
        df_dy = subs(df_dy, {t, y}, {t_01, Spline_01}); 
        y_8 = sym('df_dt + df_dy * F_01'); 
        y_8 = subs(y_8); 
        equation_8 = sym('Spline_8 - y_8'); 
        equation_8 = subs(equation_8); 
        Spline_jj1 = subs(solve(equation_8)); 
        Spline_j(step) = subs(Spline_i, Spline_01, Spline_jj1); 
        Spline_j(step) = subs(Spline_j(step)); 
        Spline_j(step) = subs(subs(Spline_j(step), t_ij, t_00)); 
        t_marked = t_00 : h/10 : t_01; 
        mean_squared = double(subs(Spline_j(step), t, t_marked)); 
        step = step + 1; 
        plot(t_marked, mean_squared, 'r') 
    end 

    for i = 1:p-1 
        h = (impulse_moments(i+1) - impulse_moments(i)) / N; 
        for j = 0:N-1 
            t_00 = impulse_moments(i) + h * j; t_01 = impulse_moments(i) + h * 
(j + 1); 
            if (j == 0) 
                Spline_00 = subs(Spline_j(step-1), t, impulse_moments(i)); 
                I0 = subs(I, {y, t}, {Spline_00, impulse_moments(i)}); 
                Spline_00 = Spline_00 + I0; 
            else 
                Spline_00 = Spline_jj1; 
            end 
            f_00 = subs(f, {t, y}, {t_00, Spline_00}); 
            F_01 = subs(f, {t, y}, {t_01, Spline_01}); 
            x_i = subs(x, t_ij, t_00); 
            F_01 = subs(F_1, x, x_i); 
            F_02 = subs(F_2, x, x_i); 
            F_03 = subs(F_3, x, x_i); 
            F_04 = subs(F_4, x, x_i); 
            Spline_i = sym('F_01 * Spline_00 + F_02 * Spline_01 + F_03 * h * 
f_00 + F_04 * h * F_01'); 
            Spline_i = subs(Spline_i); 
            Spline_8 = sym('6 / h^2 *(Spline_01 - Spline_00) - 4 / h * f_00 - 2 
/ h * F_01'); 
            Spline_8 = subs(Spline_8); 
            df_dt = diff(f, t); 
            df_dt = subs(df_dt, {t, y}, {t_01, Spline_01}); 
            df_dy = diff(f, y); 
            df_dy = subs(df_dy, {t, y}, {t_01, Spline_01}); 
            y_8 = sym('df_dt + df_dy * F_01'); 
            y_8 = subs(y_8); 
            equation_8 = sym('Spline_8 - y_8'); 
            equation_8 = subs(equation_8); 
            Spline_jj1 = subs(solve(equation_8)); 
            Spline_j(step) = subs(Spline_i, Spline_01, Spline_jj1); 
            Spline_j(step) = subs(Spline_j(step)); 
            Spline_j(step) = subs(subs(Spline_j(step), t_ij, t_00)); 
            h_marked = (t_01 - t_00) / 100; 
            t_marked = t_00 : h_marked : t_01; 
            mean_squared = double(subs(Spline_j(step), t, t_marked)); 
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            step = step + 1; 
            plot(t_marked, mean_squared, 'r') 
        end 
    end 

    title('Result'); xlabel('t'); 
    grid; 
end 
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ДОДАТОК Б 

% this code provides a flexible numerical 
% approach for solving differential equations 
% with non-fixed impulse moments, with the ability  
% to adapt the time step for accuracy. 
% The results are visualized through plots, 
% and key information is displayed in the output. 
                                                         
function CauchiNonFixedMoments() 

    syms t y m h_value; 
    alpha = 10; C = -1; 
    f = sym('-y(t)'); 
    ft = sym('-y'); 
    I = sym('alpha*y(t)');  
    I = subs(I); 
    p = 3; 
    y0 = C; 
    F = sym('atan(y(t))+3.1416*m'); 
    N = 10; 
    epsilon = 0.0001; 
    syms x h_value Spline_j1 Spline_jj1 t_ij; 
    x = sym('(t-t_ij)/h_value'); 
    F_1 = sym('(1-x)^2*(1+2*x)');  
    F_2 = sym('x^2*(3-2*x)'); 
    F_3 = sym('x*(1-x)^2');  
    F_4 = sym('-x^2*(1-x)'); 

    hold on; 
    t_0 = 0; 
    Spline_0 = y0; 
    step = 1; 

    for m = 1:p 
        differentialF = diff(F, t); 
        a_value = subs(differentialF, {'diff(y(t),t)', 'y(t)'}, {f, Spline_0}); 
a_value = subs(a_value); 
        if (a_value > 0) 
            t_1 = subs(F, 'y(t)', Spline_0); t_1 = subs(t_1); 
            while (abs(t_1 - t_0) > (1 - a_value) / a_value * epsilon) 
                h_value = (t_1 - t_0) / N; 
                Spline_j = Spline_0; 
                for j = 1:N 
                    t_j = t_0 + h_value * (j - 1); 
                    t_j1 = t_0 + h_value * j; 
                    f_j = subs(f, {'y(t)', t}, {Spline_j, t_j}); 
                    f_j1 = subs(f, {'y(t)', t}, {Spline_j1, t_j1}); 
                    res = sym('6 / h_value^2 * (Spline_j1 - Spline_j) - 4 / 
h_value * f_j - 2 / h_value * f_j1'); 
                    res = subs(res); 
                    d_ft = diff(ft, t); d_ft = subs(d_ft, {t, y}, {t_j1, 
Spline_j1}); 
                    d_fy = diff(ft, y); d_fy = subs(d_fy, {t, y}, {t_j1, 
Spline_j1}); 
                    f_t_j1 = subs(ft, y, Spline_j1); 
                    f_t_j = subs(ft, y, Spline_j); 
                    les = sym('d_ft+d_fy*f_t_j1'); les = subs(les); 
                    Spline_jj1 = subs(solve(res - les)); 
                    x_i = subs(x, t_ij, t_j); x_i = subs(x_i); 
                    F_01 = subs(F_1, 'x', x_i); F_02 = subs(F_2, 'x', x_i); 
                    F_03 = subs(F_3, 'x', x_i); F_04 = subs(F_4, 'x', x_i); 



35
                    Spline_i = sym(' F_01 * Spline_j + F_02 * Spline_jj1 + F_03 
* h_value * f_t_j + F_04 * h_value * f_t_j1'); 
                    Spline_i = subs(Spline_i); 
                    S(step) = subs(Spline_i, Spline_j1, Spline_jj1); 
                    h_mark = (t_j1 - t_j) / 100; 
                    t_mark = t_j : h_mark : t_j1; 
                    mean_square = double(subs(S(step), t, t_mark)); 
                    plot(t_mark, mean_square, 'r') 
                    step = step + 1; 
                    Spline_j = Spline_jj1; 
                end 
                t_0 = t_1; 
                Spline_0 = Spline_jj1; 
                t_1 = subs(F, 'y(t)', Spline_0); t_1 = subs(t_1); 
            end 
        end 

        if (a_value < 0) 
            t_1 = subs(F, 'y(t)', Spline_0); t_1 = subs(t_1); 
            while (abs(t_1 - t_0) > 0.01 * epsilon) 
                h_value = (t_1 - t_0) / N; 
                Spline_j = Spline_0; 
                for j = 1:N 
                    t_j = t_0 + h_value * (j - 1); 
                    t_j1 = t_0 + h_value * j; 
                    f_j = subs(f, {'y(t)', t}, {Spline_j, t_j}); 
                    f_j1 = subs(f, {'y(t)', t}, {Spline_j1, t_j1}); 
                    res = sym('6 / h_value^2 * (Spline_j1 - Spline_j) - 4 / 
h_value * f_j - 2 / h_value * f_j1'); 
                    res = subs(res); 
                    d_ft = diff(ft, t);  
                    d_ft = subs(d_ft, {t, y}, {t_j1, Spline_j1}); 
                    d_fy = diff(ft, y);  
                    d_fy = subs(d_fy, {t, y}, {t_j1, Spline_j1}); 
                    f_t_j1 = subs(ft, y, Spline_j1); 
                    f_t_j = subs(ft, y, Spline_j); 
                    les = sym('d_ft+d_fy*f_t_j1'); les = subs(les); 
                    Spline_jj1 = subs(solve(res - les)); 
                    Spline_j = Spline_jj1; 
                end 

                t_1 = subs(F, 'y(t)', Spline_jj1); t_1 = subs(t_1); 
                h_value = (t_1 - t_0) / N; 
                Spline_j = Spline_0; 

                for j = 1:N 
                    t_j = t_0 + h_value * (j - 1); 
                    t_j1 = t_0 + h_value * j; 
                    f_j = subs(f, {'y(t)', t}, {Spline_j, t_j}); 
                    f_j1 = subs(f, {'y(t)', t}, {Spline_j1, t_j1}); 
                    res = sym(' 6 / h_value^2 * (Spline_j1 - Spline_j) - 4 / 
h_value * f_j - 2/ h_value * f_j1'); 
                    res = subs(res); 
                    d_ft = diff(ft, t);  
                    d_ft = subs(d_ft, {t, y}, {t_j1, Spline_j1}); 
                    d_fy = diff(ft, y);  
                    d_fy = subs(d_fy, {t, y}, {t_j1, Spline_j1}); 
                    f_t_j1 = subs(ft, y, Spline_j1); 
                    f_t_j = subs(ft, y, Spline_j); 
                    les = sym('d_ft + d_fy * f_t_j1'); 
                    les = subs(les); 
                    Spline_jj1 = subs(solve(res - les)); 
                    x_i = subs(x, t_ij, t_j); x_i = subs(x_i); 
                    F_01 = subs(F_1, 'x', x_i); 
                    F_02 = subs(F_2, 'x', x_i); 
                    F_03 = subs(F_3, 'x', x_i);  
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                    F_04 = subs(F_4, 'x', x_i); 
                    Spline_i = sym('F_01 * Spline_j + F_02 * Spline_jj1 + F_03 
* h_value * f_t_j + F_04 * h_value * f_t_j1'); 
                    Spline_i = subs(Spline_i); 
                    S(step) = subs(Spline_i, Spline_j1, Spline_jj1); 
                    h_mark = (t_j1 - t_j) / 100; 
                    t_mark = t_j:h_mark:t_j1; 
                    mean_square = double(subs(S(step), t, t_mark)); 
                    plot(t_mark, mean_square, 'b') 
                    step = step + 1; 
                    Spline_j = Spline_jj1; 
                end 

                t_0 = t_1; 
                Spline_0 = Spline_jj1; 
                t_1 = subs(F, 'y(t)', Spline_0); t_1 = subs(t_1); 
            end 
        end 
    end 

    plot(t_1, Spline_0, 'res*') 
    title('Result'); xlabel('t'); grid on 
    surge = subs(I, 'y(t)', Spline_0) 
    Spline_0 = Spline_0 + subs(I, 'y(t)', Spline_0); 
    disp('impulse moment', m, t_1); 
end 


