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і ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ГИУ ПРИ РЕШЕНИИ ОБЩИХ Щ
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
Побудовано фундаментальний розв'язок диференціального оператору високого порядку з змінни

ми коефіцієнтами, шо надає змогу загальну граничну задачу для відповідного рівняння в обмеженій 
області звести до граничного інтегрального рівняння.

Построено фундаментальное решение дифференциального оператора высокого порядка с перемен
ными коэффициентами, что дает возможность обшую граничную задачу для соответствующею урав
нения в ограниченной области свести к граничному интегральному уравнению.

The fundamental solution of the differential operator o f high order with the variable coefficients is 
constructed. It gives opportunity to rcduce the general boundary problem for the corresponding equation 
in the limited medium to the boundary integral equation. ‘if .

Введение. Ш ирокое применение в последнее десятилетие получил метод граничных 
интегральных уравнений (ГИУ) для решения целого ряда задач весьма различных, осо
бенно прикладного характера.

В работах Хермандера [1| доказывается, что для дифференциальных операторов 

порядка 2 т , представимых единственным образом в окрестности границы области

Z  в виде м  , где м t -  дифференциальные операторы порядка 2 т -  j , лей-
;

ствующие по направлениям, параллельным (например, действующие по направле
ниям гауссовских кривизн), D{'. -  степень дифференциального оператора по нормали 

v к поверхности £ ,  справедлива формула, аналогичная формуле Грина для оператора 
Лапласа. Для того, чтобы применить метод ГИУ, очень важно эту формулу выписать в 
явном виде.

При рассмотрении довольно широкого класса граничных задач для эллиптических 
уравнений высшего порядка с переменными коэффициентами это удается получить. 
Для этого, прежде всего, в явном виде следует построить фундаментальное решение 
дифференциального оператора.

1. Рассмотрим сначала модельную задачу. Пусть D -  ограниченная область в /?„, 

ЭО в  Е е  Л 2п|,2. В D строится фундаментальная функция оператора

М 4 х \ )  = Ати ( х \ )  + Ц х ; и )  + ( - і У" Х2іпс 2т( х М х ; \ ) ,  ( і )

где Ддг.н) -  линейный дифференциальный оператор порядка не выше 2 т - \  с пере
менными коэффициентами; X -  комплексный параметр, который удовлетворяет усло
виям: .»

'  ■■ 4 "Й
Л S1T ,  л  sn -------- г

------ + — < агйЛ .< — + ,« = 0 .ш -1. ■ ( • м, /Л>
2т т * 2т т  % (2)

с(х)>к>0;х = (хі,х2'..ч.\,)є D * ;-га<
«»С k і 1 ’ Ч І*‘ *■ * ’• • ( '* ''*"■) •.• : і

Рассмотрим в D вспомогательное уравнение

Д '^ и , у ; Л )  + ( - 1 Г Л 2'"с’"ЧуЖ(х,у;А.) = 0; у = ( у , . у 3...... yn )€ D . (3)

Э лем ентарны м и реш ениям и (3) (терм и н ологи я  А д ам ар а) будут следую щ ие 
ф ункции: ч е ,
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Р,1х ,у )  =  А /  2 (х,у)-Н'1!1 І ік ;С (у ) г{х ,у) )+  .................. ... * '  7 ' Ь

2

^жгьчч! •• V
п-2

+ В у г  2 ( х , у ) - Н і̂ [ і к ^ у ) г ( х , у ) ] ,

и ^О П К ЗЭ Я О *»«!1 ЭИНН51’уГОЛ У И 1  В&ОГЭК! я м и э и э м и ф !  « п Д

Ьіиі

■ = 1 , т ;  г ( х , у ) =  ^ ( Х і - У і )2 ; А ^ В } -  
V*»1

'А V Г

сопбі;

( ' с * ( у )  -  корни характеристического уравнения (с о я а г ^ у  > 5 > 0 ) .

’:" 'и  ІОЛ.'ЛіІ'Н’ЛЖ'ГО ЙМНЗН

. , ..»иф

Легко проверить, ЧТО, комбинируя Fj  (дг, у ) , можно построить функцию

рщ( х , у , \ )  =

1 * ,г
с 2т.,,г2т' п и .  У) + Ф|(дг, у;Х),  '

1 • - *

если п = 2 п |+ 1  или п = 2п, > 2 т

*2т.пг2т’ ,,( ^ У ) 1пг( ^ У )  + Ф 2 (^ У ^ )>  и Я£Й*-*іНШі ■

если л =  2л, £ 2 т  , .  :• . о ) / . { ”  . ; -і и. і

Функции Ф ,(х, у;Я) и Ф ,(х ,у ;А ) -  более регулярные в О функции. Следуя методу
•Карлемаиа фундаментальную функцию (I) будем искать в виде:

,  1 К.ИИ’НГКПП̂ вН и
Р(х ,у ,Х)  = Рт( х , у \ )  + ] Рт (л г ,4 Д )Л (5 ,у Д )^ 0 , ,

°  -...л-:..'.; н л ^ о л т эгл о г?  .Г(.Л ....гЛ.|А)--А
е Л (£ ,уД ) -  искомая функция. •-

Плотность А(2;,уД) является решением следующего интегрального уравнения:

Н х , у , \ )  = К ( х , у , \ )  + 1К ( х ,Ъ , \ )к ( { , , у , \ ) с1 ^0  >.* '7 -

°  '* (4)
АГ(.г,яХ) = - Д ^ Р П|) + (-1 )я'+1Л2> 2я’( л ) - с 2я'(у)]Ят (л;>-;Х). ■ - *

1 г т  условиях, налагаемых на комплексный параметр А., доказывается, что (4) раз- 
41 и решение его находится методом последовательных приближений ;

I  л ;у Д )  -  £  АГу(.V,уД). < * А ; . ' . А 
г

Легко видеть, что асимптотику / \ х , у Д )  при г(лг,у )-»0  определяет Рт( х , у Х ) .

Рассмотрим следующую граничную задачу: требуется определить функцию и(х;А),
■ •рая бы удовлетворяла следующим условиям:

Г ~  /  А О , ^ ' . 1  *'‘ 4 '* *:Я
. I. У)е С (2т~,,(0)(~]С(2т,(0);  1' х ‘

2)А' "и(х; \)  + Ц х ; и )  + ( -1 ) т Л2ис 2 т (х)и(дгД) = 6  в О ' "" “ мя’ ' ' ‘ *

3)и|Л,( > Д )  = / л(у )  на £  я  ЭО, Л = 1,л1,

к ' ‘ у,( у Д ) =  ^  Д'/- ,и (у Д ); и (2уИ,( у Д )  = А; н (у Д )  ЇЇНПЯН/ф МЗГіМЙ

Доказывается, что решение исходного уравнения представляется в виде интеграла 
границе области ......... ~  ~ г.♦««С ''
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« ( х ; Х ) = |
т -\  ш -1  *\

'21ЬкМУ*)Тн\Р(У'ПХ)\+ £ _  ^ мігЖ оіріу- гЩ сі̂ ,  ,  (Ч Д у;{5)
*=Ч) к*»™ у

Тк} -  линейные дифференциальные операторы порядка 2т - 2 к -  у  у = 0,1,

Тш \Р(у.л:Х)| = (){ги  1 ( >. »■)). Ти {Р(у.лг;).)| = 0 ( г и 4 (л. у ) ) .

Для применения метода ГИУ полученные интегральны е операторы  регуляри- 
зую тся [3]. ------ п

Используя граничные условия 3), получаем систему граничных интегральных урав

нений относительно: м<"н', , (_г;Х).......и 2ш(у:Х) .
2. Рассмотрим линейны й оп ератор  более общ его вида с переменными коэф 

ф ициентам и ..............

♦ Х М * - * —  ,

| г г  , Э2и(л;Х) А  д и ( х Х )
Х 2 > , * /(* )--а ; д  -  + 2 /

>=1 ОХ/ОХь ,ж|

+ с>0(х ) и ( х Х ) - Х 2;с 2(х ) и (х , X)} .«? = я НІШ 1+ .ПІ ~ Л ЧЛ09І . (6)

г Пусть О -  ограниченная область в п-мерном пространстве. Будем считать, что

* ^ ( ^ ) б С 2(О),А,) и ) б С ' ( / ) ) . с у0( г ) е С ( О ) ;  ' "  « '‘- » і

и о р # (ДГ> *  К > 0 , с ' ( х ) 6  С ( ^ ) с,^ (л ') =  а *«(х)

V  П И
И квадратичная форма X X «  й>(л)ЛД1* положительно определена для V / при се О ;

і=і *=і

X = (Х,,Х3....Хт ). Ху удовлетворяют условиям (2). Построим в £> фундаментальное ре

шение (6).
Введем такие операторы: іиіоі/,.а.:з к г.. ■■■ <■' >

 ̂ • '■ '  * Г-  » . - •  ’ ’ *

^  = Е Ё " й / ( - г) Л '  + Ё /> ,>(•')/- + с уо(л ) -Х 2/ ^ и )  . 1|  н л . '.у .Г А  - ( А -4 ;оА  
Ы  * = 1 ах, ° хк /«І ахі

1
УГ'1* Очевидно, М  = А, • А2 • ...• А„,. ‘

Построим фундаментальное решение Е ^ х , у , Х ^  оператора Аг і  = 1 ,ш . Введем 

вспомогательные операторы уэтм&од« :ц <« •.••«ни.

N ;И(дг,Ху) = І  £ а ікі( у ) д ^ ( ^ Х ^- - Х 2іс І ( у ) У ( х : к і ) . *А;. л )  Л 7  -  <Л> Л)А
I; <-1*И ° \ бХк

, и. , Пусть ВЛ/(х) -  отношение алгебраического дополнения элемента а ^ ( х )  матрицы

■ 1 к  ( х ) .  и определителя матрицы.

I и л УНДЮ! .'/.31 - .Л.М.; .*■ : • • •
° М у ) =  Х1 Е Е  В яуЬ 'Н х,  -  У,)(Л* - у к ) .

¥ ,ги = 1  ;{ С \) '* 5,' . ) 0 ( о  - у  !

■ В силу равномерной эллиптичности А } можио указать такие постоянные и 

И ^ . ч т о  \ \ и г ( х , у ) < о ) (х , у )< ,у .2]г ( х , у ) , ]  = 1 т  [2]. ^ Л иИ.

* Пусть п = 3 (для определенности). . Г, I с Ч£>
Л Введем функции ■ ‘ ’ “ •:'Л;у, ,и ■ а  ' ’ "

1 | ехр|— X,с*,( г)о,(.у, г)}
у Л х .  г-;X .) =  ----- , I — - — — 1— —  . « ' '  (7)

4п ^С 1 \а1к1{х ц
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Очевидно. \|l j ^ x . y • , \ j )  удовлетворяет уравнению 

Л/,чг>(д,.у;Х;) = 0. х * у .

Главное элементарное решение уравнения А р  -  0  в области О будем искать в виде:

Е >(х ,у ;Л ,>) = Ч Г ;(х ,у ;Х ;) + У = Ц | и .  (8У
о

Плотности Лу(дг,у;Ау) должны удовлетворять интегральным уравнениям:

L
k| (x,y^,Xi ) -  К ) (х,у;Х ] ) + ^ К ^ х . ^ Х ^ И ^ у . Х ^ ^ О ,  ^  ^ . ^ 1  (

* / д г , у ; Х , ) = — "} + л

р  *  + С р { х ) у ; { х . у , х , )

Уравнения (8) при выполнении условий (2) могут быть решены методом последо- 
н г с д о ш х  приближений.

Вводится функция: ___

Л Т. у.Х) = {  V» <*.$, ;Хт ^  О • /  V»-, ($,. $2 -Хм-г У $2 °  • -
П О

/  V 2 (£ » -’ • £ж-| Д  2 )¥  1 (£*-1 • у Д  I ^ ^ я ., Р
О ■

а - . Г'аиМ».!- А). 4[£ ^
§ ;}] была доказана следующая лемма.

1гмча. Пусть функция р(£)е Сч/,(^)- Тогда интеграл вида

1 ~ / —.-а7 —̂^)^ ~ п2 (а, ,а 2 >0), (п -  размерность пространства)

•лжет быть представлен следующим образом: ■ • -*ч 1

= 2  .- £ т ^ у )+ у) *Ь П х ,у )е  ^ ' ^ ( Ъ ) .

г іі основании  лем мы  и условия равном ерной  эллиптичности  
ГА.) =  СОП8Іг 2т- \ х ,  у )  +  Е(х. у\Х) , где Е (х ,у ,Х )  является более регулярной функци- 

Я |х,>-Д ) и является фундаментальной функцией (6). Построение Р (х ,у ,Х)  дает 
ш  лож н ость  свести основную краевую задачу для уравнения Ми  = 0 к системе ГИУ. , 

Если М  * -  оператор формально сопряженный с М, то

.  . !я»-1
’ Ч и . У - М - У . и К о . / х

: (фферснциальные операторы порядка 2 т - \ - к .

Ь п и  оператор М  * имеет в /?„ фундаментальное решение, то  для любого решения 
фмш емня Ми  = 0

с л )  = -  £  I ^ « / ( > ; Х ) --------- .  -
I  4=о г в у у
■ Используя граничные условия задачи, получаем систему граничных интегральных
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3. Рассмотрим краевые условия более общего вида.

Пусть на границе области £ е  Л ,„4: иском ая функция м(л;Х) удовлетворяет
< ч  х д><= (1 л.)» Аусловиям : I  ̂ ^

„») л%с7гмиаы&& И1.ЧКЙГГЛ ц  • р .А  гю надпо«ж е 90««к1
Х ') / л,сО 0м(*)О ’;Х) =  / лО ’).Л = 1 . ^ 7 2 л7. ^  ^  ^ ( ^ 0 )

Функции ч/м (> ')е С (2ш|(Х ).

Будем считать, что ранг матрицы у м (.р)1; равен т  и система граничных условий 

(10) не противоречива при любых функциях /„ (у ) ( 3]. П устьЯ Ч у)- определитель /п 

порядка матрицы Vа* ^Д’),' * который в точке г не равен нулю.

В силу непрерывности Х ( у )  можно указать такую окрестность точки у,  в которой 

Х ( у )  будет сохранягь знак ( 2 , . ) .  Таким образом, вокруг каждой точки поверхности

1  можно построить свою окрестность. Из этого покрытия выделяется конечное по
крытие поверхности 2 : 2 , , 2 , .................................................................................................... 2 , .  *Ч**-\Ч Н г>е . % + ̂  <*• ‘

При у  6 I , , Л = 1,4- систему (10) можно разрешить относительно 1/<Л,( / ,А )  и на
**П /ЫНЛ1.1ПТ. система граничных условии примет вид: »"

/р г^гмйПыН

и а , ' ( у Л )  = / / ( > ’)../ = /,»1 . • • • • ;  ч г а '
_  ' : ’. } . " •  .*•>

Пусть I ',  - замкнутое многообразие, £ '  -  открытое многообразие на границе, при
чем такие, что V,

I » •РГ 1 .

— -------- -----------------  М

£  I С £ '/ С , (к = 1л): те<;£, -  < Е .

Тогда существуют функции /), (у )е  С~(1.).к = 1..?. которые равны 1 на I '  и 0 вне X ,. 

Обозначим //Л.(>•;Я) = и (_>;Я)ЛЛ( V), (на X).

Пусть функция ик ( х , \ )  будет решением такой задачи. 1) в области £> она удов

летворяет уравнению Ми,. = 0 :  2) на 2  -  граничным условиям и ^ 1 ( у Х )  = / ] ( у)Ик ( у ) , 

Щ (у.Х ) = 0 при у е ! \ 1 1.У /.
Решение исходной задачи можно приближенно считать равным сумме:

Л
• ! Х  м*( . х; Х)  ;лг»неир ■ кна^и^!1, и и м м аг. еН

Л*1 —4 1
;»СЛ ■ » г г ^ и й  (лТ1 . > .»  МП . и г /  ».:Л ♦ •

Функции и к(х ,Х ) можно получить ич системы граничных интегральных уравнений.

1. ХермандсрЛ. Псевлолнфференниальныс операторы и неэллиптическне краевые эалачн. 13 сб. '‘Лесв- 
додифференциальные операторы",-М .:М ир. 1967. 246 с.

2. Бииалм А.В. Краевые задачи для эллиптических уравнений второго порядка. М.:Наука.1966. 
-  312 с.

3. Лоболмнская И.Г. Применение мсю ла потенциалов для решения краевых эадач одною  типа эллип
тических уравнении высшего порядка в л-мерном пространстве II Дифференциальные уравнения. 
1973 - Т.9.№11. ('.2083-2088.

4. КеОлн Ь., Лобод)ниская И.Г. Посгроеиие в явном виде фундаментальных решений эллиптических 
уравнений,-Одесса. 1990.- 18 с. Рус. Дсп. в УкрНИИИТИ 15.03.90. >.'773-90.


