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ВСТУП

Методичнi вказiвки присвяченi чисельним методам лiнiйної алгебри.
Розглянуто такi теми: прямi методи розв’язання систем лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь (СЛАР), лiнiйна задача найменших квадратiв (ЛЗНК), класи-
чнi iтерацiйнi методи та методи пiдпросторiв Крилова побудови наближених
розв’язкiв СЛАР. До кожної теми додано необхiдний теоретичний матерiал
та завдання до лабораторних робiт.

На сьогоднiшнiй день обсяг iнформацiї в галузi методiв обчислень пра-
ктично неоглядний. Iснують великi бiблiотеки програм, такi, як бiблiотека
Netlib[14], (що включає пакети LINPACK, EISPACK, LAPACK, BLAS та iн.),
бiблiотеки чисельного аналiзу Numerical Algorithms Group NAG[15], наукова
бiблiотека GSL асоцiацiї [16]. Вказанi бiблiотеки широко застосовуються суча-
сними обчислювачами, однак у навчальних курсах використовуються досить
рiдко. До причин цього слiд вiднести деяку їхню

”
громiздкiсть“. Досить скла-

дними є угоди щодо параметрiв функцiй. Вихiдний код зазвичай написаний
на Фортранi. Цi властивостi часто ускладнюють можливiсть використання
вихiдного коду цих пакетiв у студентських лабораторних роботах. Тому, у
вказiвках приведенi псевдокоди алгоритмiв всiх розглянутих числових мето-
дiв, якi у учбових цiлях легко реалiзувати мовою програмування високого
рiвня.

Для роботи зi вказiвками необхiднi знання лiнiйної алгебри та мате-
матичного аналiзу обсягом, що вiдповiдає унiверситетським курсам. Перед-
бачається, що лабораторнi роботи виконуються паралельно з вивченням те-
оретичного матерiалу за чисельними методами. Як пiдручники з сучасних
чисельних методiв лiнiйної алгебри ми рекомендуємо[3–5, 9].

У методичних вказiвках наводяться докази лише деяких ключових твер-
джень, що, як ми вважаємо, цiлком виправдовується поставленими задачами.
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1. ПРЯМI МЕТОДИ

1.1. LU-розкладання

Головною провiдною пiдматрицею A(k) матрицi A ∈ Rn×n називається
матриця, яка утворюється з матрицi A викресленням всiх однойменних ряд-
кiв та стовпцiв починаючи з k + 1. Так

A(1) = [a11],

A(2) =
[
a11 a12
a21 a22

]
,

A(3) =

[
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
,

. . .
A(n) = A.

Теорема 1.1 Нехай усi головнi провiднi пiдматрицi матрицi A ∈ Rn×n не-
виродженi, тобто,

detA(k) 6= 0, k = 1, n, (1.1)

тодi матриця A єдино представима у виглядi

A = LU, (1.2)

де L — нижня трикутна матриця з одиницями на головнiй дiагоналi, U
— верхня трикутна матриця, дiагональнi елементи якої обчислюються за
формулою

ukk =
detA(k)

detA(k−1) , k = 1, n, (1.3)

де detA(0) = 1.

Доведення теореми можна знайти у навчальних посiбниках[3–5].

Нижче наведено алгоритм обчислення LU -розкладання. В цьому алго-
ритмi множники L i U зберiгаються на мiсцi вихiдної матрицi A.

Алгоритм 1.1 LU-розкладання

1. For k = 1 To n− 1
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2. If akk = 0 Then

3. print(”Деление на 0.”); Break

4. End If

5. For i = k + 1 To n

6. N = − aik
akk

7. aik = −N
8. For j = k + 1 To n

9. aij = aij +Nakj

10. End For

11. End For

12. End For

Якщо для матрицi A знайдено LU -розкладання, то розв’язування си-
стеми

Ax = b (1.4)

зводиться до пошуку розв’язкiв двох систем з трикутними матрицями:

Ux = y, (1.5)

Ly = b. (1.6)

Обчисливши розв’язок y системи (1.6), знаходимо розв’язок системи
(1.5).

Алгоритми розв’язання систем з трикутними матрицами приведено ниж-
че.

Алгоритм 1.2 Алгоритм розв’язання системи Ly = b.

1. y1 = b1

2. For i = 2 To n

3. yi = bi −
i−1∑
j=1

lijyj

4. End For

Алгоритм 1.3 Алгоритм розв’язання системи Ux = y.

1. xn = yn
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2. For i = n− 1 To 1 Step − 1

3. xi = (yi −
n∑

j=i+1
uijxj)/uii

4. End For

1.2. PLU-розкладання

Нехай x ∈ Rn и xk 6= 0. Якщо

τ = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, τk+1, . . . , τn]T , τi = −xi
xk
, i = k + 1, n

та
Nk = I + τeTk , (1.7)

то

Nkx =


1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ... ... ...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . τk+1 1 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 . . . τn 0 . . . 1



x1...
xk
xk+1...
xn

 =


x1...
xk
0
...
0

 .
Матриця Nk називається матрицею виключення або матрицею пере-

творення Гауса.

Елементарною матрицею перестановок називається матриця P i,γi, яка
утворюється з одиничної матрицi перестановкою i-го та γi-го рядкiв.

Множення матрицi P i,γi на вектор x мiняє мiсцями i-у та γi-у компо-
ненти вектора x.

Множення матрицi P i,γi на матрицю A злiва (праворуч) мiняє мiсцями
у матрицi A i-й та γi-й рядки (стовпцi).

Нехай γ = (γ1, . . . , γn) — деяка перестановка натуральних чисел 1, . . . , n.
Матрицею перестановок P γ називається матриця у якiй i-й рядок — це γi-й
рядок одиничної матрицi.

Будь-яка матриця перестановок може бути подана у виглядi добутку
скiнченного числа елементарних матриць перестановок. Очевидно, що добу-
ток будь-якого числа матриць перестановок є матриця перестановок.
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Якщо матрицю P γ помножити на вектор x, то у векторi x i-тою ком-
понентою стане γi-а компонента.

Якщо матрицю A помножити злiва на P γ (справа на (P γ)T ), то γi-й
рядок стане i-м (γi-й стовпець стане i-м).

Приклад 1.1 Нехай γ = (2, 3, 4, 1), тодi

P γ =

 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0


та

P γA =

 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

[ a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

]
=

[
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44
a11 a12 a13 a14

]
.

Теорема 1.2 Будь-яка невироджена матриця A ∈ Rn×n може бути пред-
ставлена у виглядi

A = PLU, (1.8)

де P — матриця перестановок, L — нижня трикутна матриця з одини-
цями на головнiй дiагоналi, U — невироджена верхня трикутна матриця.

Доведення. Покладемо

A0 = A.

Знайдемо найбiльший за модулем елемент у першому стовпцi матрицi A0:

|a(0)γ11| = max
1≤i≤n

|a(0)i1 |.

Якщо таких елементiв кiлька, вибираємо будь-який iз них. У матрицi A0 мi-
няємо мiсцями перший рядок i рядок з номером γ1, який мiстить найбiльший
за модулем елемент. Для цього множимо злiва матрицю A0 на елементарну
матрицю перестановок P 1γ1.

У першому стовпцi отриманої матрицi обнуляємо всi елементи крiм пер-
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шого:
A1 = N1P

1γ1A0.

Тут N1 — матриця виключення.

На k-му кроцi знаходимо найбiльший за модулем елемент серед n−k+1

елементiв k-го стовпця матрицi Ak−1:

|a(k−1)γkk
| = max

k≤i≤n
|a(k−1)ik |.

Якщо таких елементiв кiлька, вибираємо будь-який iз них. У матрицi Ak−1
мiняємо мiсцями k-й рядок i рядок з номером γk, який мiстить знайдений
найбiльший за модулем елемент. Для цього множимо злiва матрицю Ak−1 на
елементарну матрицю перестановок P kγk . У k-му стовпцi отриманої матрицi
обнулюємо всi елементи починаючи з k + 1-го:

Ak = NkP
kγkAk−1.

Тут Nk — матриця виключення.

Пiсля n− 1 кроку отримуємо верхню трикутну матрицю

U = Nn−1P
n−1,γn−1 · · ·N2P

2γ2N1P
1γ1A. (1.9)

Зауважимо, що у точнiй арифметицi цей алгоритм перерватися не може.
Справдi, припустимо, що на k-му кроцi елементи k-го стовпця матрицi Ak−1
починаючи з k-го елемента дорiвнюють нулю (у цьому випадку неможливо
визначити матрицю виключення Nk). Тодi

0 = det(Ak−1) = det(Nk−1P
k−1,γk−1 · · ·N2P

2γ2N1P
1γ1A) = ± det(A) 6= 0.

Отримали протирiччя.

Вiдмiтимо, що

(Nn−1P
n−1,γn−1 · · ·N2P

2γ2N1P
1γ1)−1 = P 1γ1N−11 P 2γ2N−12 · · ·P

n−1,γn−1N−1n−1 =

= (P 1γ1P 2γ2 · · ·Pn−1,γn−1)(Pn−1,γn−1 · · ·P 2γ2N−11 P 2γ2 · · ·Pn−1,γn−1)×
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×(Pn−1,γn−1 · · ·P 3γ3N−12 P 3γ3 · · ·Pn−1,γn−1) · · ·N−1n−1 = PL,

де P = P 1γ1P 2γ2 · · ·Pn−1,γn−1 — матриця перестановок, L — нижня трикутна
матриця з одиницями на головнiй дiагоналi, бо

L = Ñ1Ñ2 · · · Ñn−2N
−1
n−1,

де

Ñk = Pn−1,γn−1 · · ·P k+1γk+1N−1k P k+1γk+1 · · ·Pn−1,γn−1, k = 1, n− 2,

— деякi матрицi виключення. Нарештi, помножуючи лiворуч матричну рiв-
нiсть (1.9) на

(Nn−1P
n−1,γn−1 · · ·N2P

2γ2N1P
1γ1)−1,

отримуэмо розкладання (1.8). �

Якщо отримано розкладання матрицi A = PLU , систему Ax = b можна
замiнити двома системами {

Ly = P T b,
Ux = y,

якi легко розв’язати, оскiльки їх матрицi трикутнi.

Оскiльки
P = P 1γ1P 2γ2 · · ·Pn−1,γn−1,

то
P T = Pn−1,γn−1 · · ·P 2γ2P 1γ1.

Тодi перестановку γ, якою визначається матриця P T можна визначити так:

p = [1, 2, . . . n]T , p = P kγkp, k = 1, n− 1, γ = p.

Таким чином, щоб визначити перестановку γ треба на k-му кроцi розкла-
дання помiняти мiсцями k-у та γk-у компоненти вектора p. Зауважимо, що
(P T b)(i) = b(p(i)), i = 1, n.

Наведемо алгоритм обчислення PLU -розкладання, в якому множники
L i U зберiгаються на мiсцi вихiдної матрицi A (A = L + U − I, де I —

10



одинична матриця), а матриця перестановок P така, що

LU = PA.

Алгоритм 1.4 PLU-розкладання

1. p = [1, 2, . . . n]T

2. For k = 1 To n− 1

3. |aγkk| = max
k≤i≤n

|aik|.

4. p = P kγkp

5. A = P kγkA

6. If akk = 0 Then

7. print(”Дiлення на 0.”); Break

8. End If

9. For i = k + 1 To n

10. N = − aik
akk

11. aik = −N
12. For j = k + 1 To n

13. aij = aij +Nakj

14. End For

15. End For

16. End For

1.3. Метод Гауса з частковим вибором головного елемента

Метод Гауса з частковим вибором головного елемента (GEPP — Gaussi-
an elimination with partial pivoting) розв’язання системи

Ax = b (1.10)

з невиродженою матрицею A складається з двох етапiв.

На першому етапi (прямий хiд методу) система рiвнянь (1.10) зводиться
до системи з верхньотрикутниковою матрицею. Використовуючи наведенi ви-
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ще позначення, прямий хiд методу можна описати так:

Nn−1P
n−1,γn−1 · · ·N2P

2γ2N1P
1γ1Ax = Nn−1P

n−1,γn−1 · · ·N2P
2γ2N1P

1γ1b.

(1.11)

Зворотний хiд методу полягає у знаходженнi розв’язку системи (1.11).

1.4. Розкладання Холеського

Теорема 1.3 Будь-яку симетричну додатно визначену матрицю A ∈ Rn×n

можна єдиним чином подати у виглядi

A = LLT , (1.12)

де L — нижня трикутна матриця з позитивними дiагональними елемен-
тами.

Рiзнi доведення теореми можна знайти, наприклад, у навчальних по-
сiбниках[3–5].

Розглянемо алгоритм побудови розкладання Холеського симетричної
додатно визначеної матрицi A. Перший крок алгоритму можна отримати з
наступних очевидних рiвностей:

A =

[
a11 AT21
A21 A22

]
=

[ √
a11 0T
A21√
a11

I

] [
1 0T

0 Ã22

] [ √
a11

AT
21√
a11

0 I

]
,

де

Ã22 = A22 −
A21A

T
21

a11
.

Зауважимо, що матриця Ã22 (активна пiдматриця першого кроку) — симе-
трична та позитивно визначена. Першим стовпцем множника Холеського є
вектор [

√
a11,

AT
21√
a11

]T . Записуючи аналогiчне розкладання для матрицi Ã22,
отримаємо другий стовпець множника Холеського. Повторюючи n раз опи-
саний вище процес, знайдемо всi n стовпцiв множника Холеського. Таким
чином, алгоритм розкладання Холеського можна записати в такий спосiб.
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Алгоритм 1.5 Разкладання Холеського

1. For i = 1 To n

2. For j = 1 To i

3. lij = aij

4. End For

5. End For

6. For k = 1 To n

7. lkk =
√
lkk

8. For i = k + 1 To n

9. lik = lik/lkk

10. For j = k + 1 To i

11. lij = lij − lkilkj
12. End For

13. End For

14. End For

Добре вiдомо, що алгоритм розкладання Холеського стiйкий у арифме-
тицi з плаваючою точкою[3–5, 9, 10].

1.5. Iтерацiйне уточнення

Через помилки округлення прямий метод знаходить наближений розв’я-
зок x0 системи

Ax = b. (1.13)

Покладемо
x = x0 + ∆x,

де x — точний розв’язок системи (1.13). Тодi для визначення ∆x отримуємо
систему

A∆x = r0, (1.14)

де r0 = b − Ax0 — нев’язка наближеного розв’яка x0. Розв’язуючи рiвняння
(1.14) тим самим прямим методом, знаходимо наближене значення ∆x, яке
позначимо через ∆x0. Покладемо, x1 = x0 + ∆x0. Продовжуючи цей процес,
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отримуємо алгоритм, який називається iтерацiйним уточненням.

Алгоритм 1.6 k-а iтерацiя iтерацiйного уточнення

1. rk = b− Axk
2. A∆xk = rk

3. xk+1 = xk + ∆xk

Наступна теорема стверджує, що вiдносна покомпонентна зворотна по-
милка для x1 має максимально можливий порядок малостi[8].

Теорема 1.4 Нехай нев’язка обчислюється зi звичайною точнiстю i

||A||∞||A−1||∞
max
i

(|A| |x0|)

min
i

(|A| |x0|)
· ε < 1. (1.15)

Тодi один крок iтерацiйного уточнення дає таке наближення x1 = x0+∆x0,
що

(A+ δA)x1 = b+ δb,

де

|δaij| = O(ε)|aij|,

|δbi| = O(ε)|bi|, 1 ≤ i, j ≤ n.

1.6. Завдання до лабораторної роботи

Згiдно варiанта завдання мовою пакету MATLAB написати функцiї:

1. [A] = InitA(ob, n) для iнiцiалазацiї матрицi A ∈ Rn×n(ob = 1 — матриця
добре обумовлена, ob = 0 — матриця погано обумовлена);

2. [x] = Solve(A, b) для знаходження наближеного розв’язку СЛАР

Ax = b.

Провести наступний обчислювальний эксперимент. Для добре/погано
обумовленої матрицi рiзної розмiрностi n:
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1. Довiльно вибрати вектор x ∈ Rn, x 6= 0. Обчислити вектор b = Ax;
2. Знайти наближений розв’язок x̂ модельної задачi

Ax = b. (1.16)

за допомогою функцiї [x] = Solve(A, b);
3. Якщо виконується оцiнка,

||A−1||∞||A||∞
max
i

(|A| · |x̂|)i
min
i

(|A| · |x̂|)i
ε < 1,

виконати один крок iтерацiйного уточнення, обчислюючи нев’язку r =

b− Ax̂ в машиннiй арифметицi з тiєю ж точнiстю, яка використовува-
лась для розв’язання СЛАР;

4. перевiрити виконання апостерiорної оцiнки:

||x̂− x||1
||x̂||1

≤ ||A−1||1
||r||1
||x̂||1

.

5. знайти наближений розв’язок x̃ модельноi задачi (1.16) засобами пакету
MATLAB.

Для добре/погано обумовленої матрицi заповнити таблицю:

n cond1(A)
||x̂−x||1
||x̂||1 ||A−1||1 ||r||1||x̂||1

||x̃−x||1
|x̃||1

5
10
15
20
50
75
100
150
200

Добре обумовленi матрицi (ДОМ)

1. aii = 1, aij = 1/n (i 6= j).
2. Симетрична додатно визначена матриця Кахана розмiрностi n, яку мо-

жна побудувати функцiєю MATLAB
A = gallery(’kms’,n,0.5);
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3. Симетрична додатно визначена матриця розмiрностi n, що будється
функцiєю MATLAB
A = gallery(’gcdmat’,n);

4. Матриця роззмiрностi n спектрального диференцiювання Чебишева що
будється функцiєю MATLAB
A=gallery(’chebspec’,n,1);

5.
aij =

{
1/(i+ j − 1), i ≤ j,
−1/(i+ j − 1) i > j.

6.

aij =

{
1, i = j,
1/n, i < j,
−1/n i > j.

Погано обумовленi матрицi (ПОМ)

1. Матриця Гiльберта aij = 1/(i+ j − 1).
2. Матриця Лоткiна роззмiрностi n, що будється функцiєю MATLAB

A = gallery(’lotkin’,n);

Варiанти завдань
Варiант Метод ДОМ ПОМ

1 GEPP 4 1
2 LLT 1 1
3 GEPP 5 1
4 LLT 2 1
5 GEPP 6 1
6 LLT 3 1
7 GEPP 4 2
8 GEPP 5 2
9 GEPP 6 2
10 PLU 4 2
11 PLU 5 2
12 PLU 6 2

До звiту з виконання лабораторної роботи включити:

1. опис методу розв’язання СЛАР;
2. текст програми;
3. результати обчислювального експеримента;
4. Графiки залежностi вiдносної похибки наближеного розв’язку вiд числа

обумовленостi матрицi для добре та погано обумовлених матриць.
5. висновки.
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2. ЛIНIЙНА ЗАДАЧА НАЙМЕНЬШИХ КВАДРАТIВ

Розглянемо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Ax = b, (2.1)

де A ∈ Rm×n — матриця повного стовпцевого рангу, b ∈ Rm, m > n. Оскiль-
ки система (2.1) мiстить бiльше рiвнянь, нiж невiдомих, вона перевизначена.
Точного розв’язка системи (2.1) може не iснувати. Однак, серед наближених
розв’язкiв системи (2.1) має сенс знайти таке, 2-норма нев’язки якого най-
менша. Приходимо до лiнiйної задачi найменших квадратiв (ЛЗНК):

min
x∈Rn

||Ax− b||22. (2.2)

Розв’язок задачi мiнiмiзацiї (2.2) називають псевдорозв’язком перевизначеної
системи (2.1).

Оскiльки функцiонал

F (x) = ||Ax− b||22, (2.3)

квадратичний, та його градiєнт

∇F (x) = 2AT (Ax− b),

то необхiдна та достатня умова мiнiмуму функцiоналу F (x) має вигляд

∇F (x) = 2AT (Ax− b) = 0,

тобто,
ATAx = AT b. (2.4)

Рiвняння системи (2.4) називають нормальними рiвняннями.

Оскiльки матриця A системи (2.1) повного стовпцевого рангу, матри-
ця ATA симетрична i додатно визначена. Отже, система (2.4) має єдиний
розв’язок. Цей розв’язок є єдиним розв’язком ЛЗНК (2.2).
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Систему (2.4) можна розв’язати, використовуючи, наприклад, розкла-
дання Холеського матрицi ATA.

Загальна вартiсть обчислення ATA, AT b та наступного розкладання
Холеської матрицi ATA складає n2m + 1

3n
3 + O(n2) арифметичних дiй. Так

якm > n, то в загальнiй вартостi переважає n2m — цiна формування матрицi
ATA.

Iснують й iншi методи розв’язання лiнiйної задачi найменших квадра-
тiв. Метод, який використовує нормальнi рiвняння, найшвидший, але й най-
менш точний. Метод, що використовує QR-розкладання матрицi A, є най-
бiльш уживаним, але його вартiсть може перевищувати вартiсть першого
вдвiчi. Метод, що використовує SV D-розкладання матрицi A, найбiльш ко-
рисний для погано обумовлених задач. Його вартiсть може у кiлька разiв
перевищувати вартiсть згаданих методiв [8].

2.1. QR-розкладання

Теорема 2.1 (QR-розкладання). Для будь-якої дiйсної матрицi A ∈ Rm×n

(m ≥ n) повного стовпцевого рангу iснують такi матрицi Q ∈ Rm×n c
ортонормованими стовпцями i верхня трикутна матриця R ∈ Rn×n з до-
датними дiагональними елементами, що

A = QR. (2.5)

Доведення. Процес Грама-Шмiдта ортогоналiзацiї стовпцiв матрицi A =

[a1, . . . , an] у порядку зростання їх номерiв обчислює ортонормованi вектори
q1, . . . , qn. Нижче наведено два алгоритми процесу Грама-Шмiдта.

Алгоритм 2.1 Класичний (CGS) та модифiкований (MGS)

алгоритми Грама-Шмiдта обчислення розкладання A = QR

1. For i = 1 To n

2. qi = ai

3. For j = 1 To i− 1

4. rji = qTj ai (CGS) {rji = qTj qi (MGS)}
5. qi = qi − rjiqj
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6. End For

7. rii = ||qi||2
8. If rii = 0 Then Stop

9. qi = qi/rii

10. End For

Оскiльки матриця A має повний стовпцевий ранг, то алгоритм у точнiй ари-
фметицi перерватися не може. З рядкiв 5 та 9 алгоритму 2.1 отримуємо фор-
мули

riiqi = ai −
i−1∑
j=1

rjiqj, i = 1, n,

або

ai =

i∑
j=1

rjiqj, i = 1, n. (2.6)

Формули (2.6) — це розкладання (2.5) матрицi A, записане стовпцями.�

На жаль, в арифметицi з плаваючою точкою алгоритм CGS чисельно
нестiйкий. Найчастiше вiдбувається втрата ортогональностi обчислених ве-
кторiв qi. Модифiкований метод Грама-Шмiдта (MGS) стiйкiший. Алгоритм
MGS вимагає 2mn2 арифметичних операцiй.

2.2. Розв’язання ЛЗНК за допомогою QR-розкладання

Нехай для матрицi системи (2.1) побудовано QR-розкладання:

A = QR.

Покладемо

Ax− b = QRx− b = QRx− (QQT + I−QQT )b = Q(Rx−QT b) + (QQT − I)b.

Оскiльки вектори Q(Rx−QT b) i (QQT − I)b ортогональнi, бо

(Q(Rx−QT b))T (QQT − I)b = (Rx−QT b)TQT (QQT − I)b = 0,
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то за теоремою Пiфагора

||Ax−b||22 = ||Q(Rx−QT b)||22+||(QQT−I)b||22 = ||Rx−QT b||22+||(QQT−I)b||22.

Остання сума буде мiнiмальною, якщо її перший доданок буде дорiвнювати
нулю, тобто, якщо

Rx = QT b.

Отже, розв’язок ЛЗНК (2.2) можна записати у такому виглядi:

x = R−1QT b.

Вартiсть цього розв’язку визначається вартiстю QR-розкладання.

2.3. Розв’язання ЛЗНК за допомогою SV D-розкладання

Нехай A = UΣV T — сингулярне розкладання[3, 9, 10] матрицi A та
[U, Ũ ] ∈ Rm×m — ортогональна матриця. Тодi

||Ax− b||22 = ||UΣV Tx− b||22 =

∣∣∣∣∣∣∣∣[ UTŨT
]

(UΣV Tx− b)
∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣[ ΣV Tx− UT b
−ŨT b

]∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

= ||ΣV Tx− UT b||22 + ||ŨT b||22.

Остання сума буде мiнiмальною, якщо перший доданок дорiвнює нулю, тобто,
якщо

ΣV Tx = UT b.

Звiдси знаходимо розв’язок ЛЗНК

x = V Σ−1UT b.

Для m � n вартiсть цього розв’язку така сама, як i розв’язку, що
побудований за допомогою QR-розкладання, яке знайдено методом MGS.
Для менших m вартiсть дорiвнює 4n2m− 4

3n
3 +O(n2).
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Якщо матриця A ∈ Rm×n (m ≥ n) повного стовпцевого рангу та

A = QR = UΣV T ,

то матриця
A+ = (ATA)−1AT = R−1QT = V Σ−1UT

називається псевдозворотною (Мура-Пенроуза) для матрицi A.

Псевдозворотна матриця дозволяє записати розв’язок ЛЗНК (2.2) з ма-
трицею A повного стовпцевого рангу у виглядi

x = A+b.

2.4. Завдання до лабораторної роботи

Студенты повиннi знати:

• псевдорозв’язок перевизначеної СЛАР;
• число обумовленостi перевизначеної СЛАР;
• QR-розкладання;
• SV D-розкладання;
• методи розв’язання ЛЗНК.

Завдання

1. Обчислити значення заданої функцiї в n довiльних вузлах промiжку
[a, b].

2. До обчислених значень функцiї додати
”
шум“ iнтенсивностi ε > 0:

f̃(xi) = f(xi) + ε ∗ rand(−1, 1) ∗ |f(xi)|, i = 1, n.

3. Апроксимувати
”
зашумлену“ функцiю багаточленом ступеня m (m <

n). Коефiцiєнти апроксимующого багаточлена,

αmx
m + αm−1x

m−1 + · · ·+ α1x+ α0,
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знайти, розв’язавши методом найменьших квадратiв перевизначену СЛАР:

αmx
m
j + αm−1x

m−1
j + · · ·+ α1xj + α0 = f̃(xj), j = 1, n. (2.7)

4. Обчислити число обумовленостi перевизначеної системи (2.7).
5. Побудувати графiки апроксимующого багаточлена, заданої та

”
зашум-

леної“ функцiй.

Варiанти завдань

ε = 0.1, n = 20, m = 3, 5, 10.
Вар. f(x) [a, b]
1 sin(x) [0, π]
2 cos(x) [0, π]
3 x+ cos(x) [0, π]
4 x+ sin(x) [0, π]
5 cos(x)sin(x) [0, π]
6 x cos(x) [0, π]
7 x sin(x) [0, π]
8 1

x2+25 [−1, 1]

9 1
1.5+cos(x)

[0, π]

10 sin2(x) [0, π]

До звiту включити:

1. текст програми мовою пакета MATLAB;
2. результати обчислювального експеримента;
3. висновки.
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3. КЛАСИЧНI IТЕРАЦIЙНI МЕТОДИ

Iтерацiйний метод розв’язання СЛАР

Ax = b, A ∈ Rn×n, det(A) 6= 0, (3.1)

будує послiдовнiсть
x0, x1, . . . , xk, . . .

наближених розв’язкiв системи (3.1).

Якщо
lim
k→∞

||xk − x∗|| = 0,

де x∗ — розв’язок системи (3.1), iтерацiйний метод називається збiжним.

Для завершення iтерацiйного процесу, зазвичай, використовують умову

||xk+1 − xk|| ≤ ε||xk|| (3.2)

або
||rk|| ≤ ε||r0||, (3.3)

де ε— точнiсть шуканого розв’язку, rk = b−Axk — нев’язка k–го наближення.

Спочатку розглянемо класичнi iтерацiйнi методи, а потiм методи пiд-
простору Крилова, якi зараз широко використовуються для розв’язання ве-
ликих розрiджених систем.

3.1. Метод простої iтерацiї

Спочатку систему,
Ax = b, (3.4)

приведемо до еквiвалентної системи,

x = Gx+ f. (3.5)
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Це можна зробити багатьма способами. Наприклад, якщо покласти

x = x− α(Ax− b), α 6= 0,

то G = I − αA, f = αb, де α — дiйсний параметр, якщо ж

x = x−B−1(Ax− b),

то
G = I −B−1A, f = B−1b.

Як вибрати параметр α або невироджену матрицю B, яку називають
передобумовлювачем, буде пояснено пiзнiше.

Для знаходження розв’язку системи (3.5) будують iтерацiйний процес,

xk+1 = Gxk + f, k = 0, 1, 2, . . . , (3.6)

тут x0 — початкове наближення, яке зазвичай вибирають довiльно.

Iтерацiйний процес (3.6) називають методом простої iтерацiї розв’язан-
ня системи (3.5).

В подальшому нам знадобиться така лема[1, 9, 10].

Лема 3.1 Для того, щоб послiдовнiсть матриць

G,G2, G3, · · ·

збiгалася до нульової матрицi необхiдно i достатньо, щоб радiус спектра
матрицi G був меншим за одининицю:

ρ(G) = max
i
|λi(G)| < 1.

Наступна теорема визначає необхiдну та достатню умову збiжностi про-
стої iтерацiї[1, 3–5, 9, 10].

Теорема 3.1 Для того, щоб iтерацiйний процес (3.6) збiгався до розв’язку
рiвняння (3.5) для будь-яких початкового наближення x0 i правої частини f
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необхiдно i достатньо, щоб радiус спектра матрицi переходу G був меншим
за одиницю:

ρ(G) = max
i
|λi(G)| < 1. (3.7)

На практицi необхiдну i достатню умову збiжностi простої iтерацiї пе-
ревiрити складно, оскiльки треба визначати межi спектра матрицi G, що є
доволi складним завданням.

Розглянемо достатнi умови збiжностi простої iтерацiї, якi легко перевi-
ряються в практичних обчисленнях.

Теорема 3.2 Якщо ||G|| < 1, то метод простої iтерацiї (3.6) збiгається.

Доведення. Нехай {λ, u} (||u|| = 1) — власна пара матрицi переходу G,
тобто Gu = λu. Тодi

|λ| ||u|| = ||Gu|| ≤ ||G|| ||u||.

Значить,
|λ| ≤ ||G||.

Оскiльки ||G|| < 1, то всi власнi значення матрицi G теж менше 1, тому за
теоремою 3.1 iтерацiйний процес (3.6) збiгається.�

Отримаємо ще одну достатню умову збiжностi простої iтерацiї.

Матрицю A системи
Ax = b (3.8)

представимо у виглядi
A = L+D + U,

де D = diag{a11, a22, . . . , ann}, L — нижня трикутна матриця з нульовою дiа-
гоналлю, U — верхня трикутна матриця з нульовою дiагоналлю. Тодi систему
(3.8) можна записати так

x = −D−1(L+ U)x+D−1b.
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За теоремою 3.2 iтерацiйний процес

xk+1 = −D−1(L+ U)xk +D−1b, k = 0, 1, 2, . . . (3.9)

збiгається, якщо
||D−1(L+ U)||∞ < 1,

тобто, якщо

max
i

1

|aii|

n∑
j=1,j 6=i

|aij| < 1.

Ця умова буде виконуватись, якщо:

n∑
j=1,j 6=i

|aij| < |aii| i = 1, n. (3.10)

Матриця A, що задовольняє умовi (3.10) називається матрицею зi стро-
гою дiагональною перевагою.

Таким чином, ми отримали ще одну достатню умову збiжностi простої
iтерацiї.

Теорема 3.3 Якщо матриця A є матрицею зi строгою дiагональною пере-
вагою, то iтерацiйний процес (3.9) збiгається.

3.2. Показник збiжностi iтерацiйного процесу

Теорема 3.4 [1, 3, 9, 10] Для будь-якої матрицi A

ρ(A) = lim
k→∞

||Ak||
1
k . (3.11)

Нехай x∗ — розв’язок задачi (3.5), тобто,

x∗ = Gx∗ + f.
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Вiднiмаючи з (3.6) останню рiвнiсть, отримуємо

xk − x∗ = G(xk−1 − x∗) = G2(xk−2 − x∗) = · · · = Gk(x0 − x∗).

Значить
||xk − x∗|| ≤ ||Gk|| ||x0 − x∗||. (3.12)

Оскiльки за теоремою 3.4
||Gk|| ≈ ρk(G),

то з (3.12) випливає, що кiлькiсть iтерацiй k iтерацiйного процесу (3.6), доста-
тню для зменшення початкової помилки в e разiв, можна знайти з рiвняння

ρk(G) =
1

e
.

Звiдси
k ln ρ(G) = −1,

або
k = − 1

ln ρ(G)
. (3.13)

Величину ν = − ln ρ(G) називають показником збiжностi iтерацiйного
процесу (3.6).

З (3.13) маємо, що величина, обернена до показника збiжностi iтера-
цiйного процесу, дорiвнює числу iтерацiй, якi необхiдно зменшать початкову
помилку ||x0 − x∗|| у e разiв.

Отже, чим бiльше показник збiжностi iтерацiйного процесу, тим швид-
ше iтерацiйний процес збiгається.

3.3. Метод Рiчардсона

Метод Рiчардсона розв’язання системи

Ax = b (3.14)
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з симетричною додатно визначеною матрицею A ∈ Rn×n задається насту-
пним iтерацiйним процесом:

xk+1 = xk − αk(Axk − b), k = 0, p− 1, (3.15)

пiсля кожних p крокiв вважають x0 = xp.

Нехай x∗ — розв’язок задачi (3.14). Тодi

x∗ = x∗ − αk(Ax∗ − b), k = 0, p− 1. (3.16)

Вiднiмаючи (3.16) з (3.15), отримаємо

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − αkA(xk − x∗) = (I − αkA)(xk − x∗) =

= (I − αkA)(I − αk−1A)(xk−1 − x∗) = · · · =

= (I − αkA)(I − αk−1A) . . . (I − α0A)(x0 − x∗).

Звiдси, поклавши k = p− 1, маємо

xp − x∗ = Gp(x0 − x∗),

де
Gp = (I − αp−1A)(I − αp−2A) . . . (I − α0A).

Отже, якщо цикл (3.15) повторити m разiв, то отримаємо наближення xmp.
Причому,

xmp − x∗ = Gp(xm(p−1) − x∗) = G2
p(xm(p−2) − x∗) = · · · = Gmp (x0 − x∗).

Значить,
||xmp − x∗|| ≤ ||Gmp || ||x0 − x∗||. (3.17)

На пiдставi леми 3.1 звiдси випливає, що метод Рiчардсона (3.15) збiгається
при фiксованому p i m→∞, якщо

ρ(Gp) < 1. (3.18)
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За теоремою 3.4 про радiус спектра матрицi

||Gmp || ≈ ρm(Gp)

при великих m. Тодi з (3.17) слiдує, що кiлькiсть iтерацiй k = mp доста-
тнiх для зменшення початкової помилки ||x0 − x|| у e разiв можна знайти з
рiвняння

ρm(Gp) =
1

e
.

Звiдси

mp
ln ρ(Gp)

p
= −1,

k = mp =
1

− ln ρ(Gp)/p
,

тобто,

ν = −
ln ρ(Gp)

p
(3.19)

— показник збiжностi методу Рiчардсона.

Параметри α0, . . . , αp−1 методу Рiчардсона вибирають так, щоб пока-
зник збiжностi був найбiльшим, тобто з умови

min
α0,...,αp−1

max
i
|λi(Gp)|. (3.20)

Зауважимо, що

λ(Gp) = (1− αp−1λ(A))(1− αp−2λ(A)) · · · (1− α0λ(A)) ≡ Pp(λ(A)).

Тому задачу (3.20) можна записати у такому виглядi

min
α0,...,αp−1

max
i
|Pp(λi(A))|. (3.21)

Щоб розв’язати цю задачу, необхiдно знати всi власнi значення матрицi A.
Оскiльки матриця A симетрична та додатно визначена, то

0 < m ≤ λi(A) ≤M, i = 1, n.
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Припускаючи, що константи m i M вiдомi, задачу (3.21) замiнюють бiльш
загальною задачею:

min
α0,...,αp−1

max
m≤λ≤M

|Pp(λ)|. (3.22)

Замiною змiнних

x =
2

M −m
λ− M +m

M −m

(
λ =

M −m
2

x+
M +m

2

)
промiжок [m,M ] вiдображається у промiжок [−1, 1]. Оскiльки на промiжку
[−1, 1] найменше ухиляеться вiд нуля багаточлен 21−pTp(x) (Tp(x) — багато-
член Чебишева), то розв’язком задачi (3.22) буде багаточлен:

(1− αp−1λ)(1− αp−2λ) · · · (1− α0λ) =
Tp(

2
M−mλ−

M+m
M−m)

Tp(−M+m
M−m)

. (3.23)

Коренi багаточлена в лiвiй частинi рiвностi (3.23):

λi =
1

αi
, i = 0, p− 1.

Коренi багаточлена у правiй частинi рiвностi (3.23):

λi =
M −m

2
cos

(2i+ 1)π

2p
+
M +m

2
, i = 0, p− 1.

З умови рiвностi цих коренiв отримуємо,

αi =

(
M −m

2
cos

(2i+ 1)π

2p
+
M +m

2

)−1
, i = 0, p− 1. (3.24)

Цей набiр параметрiв iтерацiйного процесу називається чебишевським. За
такого вибору параметрiв

ρ(Gp) = max
m≤λ≤M

|(1−αp−1λ)(1−αp−2λ) · · · (1−α0λ)| = 1

|Tp(−M+m
M−m)|

. (3.25)

Оскiльки
M +m

M −m
= 1 +

2m

M −m
> 1,

30



то ∣∣∣∣Tp(−M +m

M −m

)∣∣∣∣ = Tp

(
M +m

M −m

)
> 1.

Тому умова (3.18) збiжностi iтерацiйного процесу виконується.

Обчислимо тепер показник збiжностi методу Рiчардсона (3.19). Для об-
числення

Tp

(
M +m

M −m

)
скористаємося наступним поданням багаточлена Чебишева:

Tp(x) =
(x−

√
x2 − 1)p

2
+

(x+
√
x2 − 1)p

2
.

Якщо покласти

x =
M +m

M −m
=

1 + 1
condcA

1− 1
condcA

=
1 + ξ

1− ξ
,

де ξ = 1
condcA

, то

x+
√
x2 − 1 =

1 + ξ

1− ξ
+

√
(1 + ξ)2

(1− ξ)2
− 1 =

1 + ξ

1− ξ
+

2
√
ξ

1− ξ
=

1 +
√
ξ

1−
√
ξ
,

x−
√
x2 − 1 =

1 + ξ

1− ξ
− 2
√
ξ

1− ξ
=

1−
√
ξ

1 +
√
ξ
.

Поклавши

η =
1−
√
ξ

1 +
√
ξ

маємо

Tp

(
M +m

M −m

)
=
ηp

2
+

1

2ηp
=
η2p + 1

2ηp
. (3.26)

Значить,

ρ(Gp) =
1

Tp(
M+m
M−m)

=
2ηp

η2p + 1
.

Тодi коефiцiєнт збiжностi методу Рiчардсона

ν = −
ln ρ(Gp)

p
= −1

p
ln

2ηp

η2p + 1
= −1

p
ln ηp+

1

p
ln
η2p + 1

2
= − ln η+

1

p
ln
η2p + 1

2
.
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Тому за великих p можна покласти

ν ≈ − ln η = − ln
1−
√
ξ

1 +
√
ξ

= 2
√
ξ +O(ξ).

Значить, коефiцiєнт збiжностi методу Рiчардсона

ν ≈ 2
√
ξ =

2√
condcA

. (3.27)

Якщо p = 1, то метод Рiчардсона визначає метод простої iтерацiї з
оптимальним параметром:

xk+1 = xk − α0(Axk − b), k = 0, 1, 2, · · · , (3.28)

де з (3.24)

α0 =
2

m+M
— оптимальний параметр.

Визначимо показник збiжностi простої iтерацiї з оптимальним параме-
тром. З (3.25) маємо,

ρ(G1) =
1

|T1(−M+m
M−m)|

=
M −m
M +m

=
1− m

M

1 + m
M

=
1− 1

condc(A)

1 + 1
condc(A)

,

тодi

ν = − ln ρ(G) = − ln
1− 1

condc(A)

1 + 1
condc(A)

=

= ln

(
1 +

1

condc(A)

)
− ln

(
1− 1

condc(A)

)
=

=
2

condc(A)
+O

(
1

cond2
c(A)

)
.

Таким чином, проста iтерацiя з оптимальним вибором параметром має пока-
зник збiжностi

ν ≈ 2

condc(A)
. (3.29)

Порiвнюючи показники збiжностi (3.29) i (3.27), робимо висновок, що
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для системи з додатно визначеною симетричною матрицею метод Рiчардсона
збiгається швидше простої iтерацiї з оптимальним параметром.

3.4. Завдання до лабораторної роботи

Студенти повиннi знати:

• метод простої iтерацiї розв’язання СЛАР;
• показник збiжностi iтерацiйного процесу;
• проста iтерацiя з оптимальним параметром та її показник збiжностi;
• метод Рiчардсона та його показник збiжностi.

Завдання

Функцiя A = gallery(′wathen′, nx, ny) обчислює розрiджену матрицю
A розмiру n× n, де n = 3 ∗ nx ∗ ny + 2 ∗ nx+ 2 ∗ ny + 1,яка з’являється при
апроксимацiї методом скiнченних елементiв деякої крайової задачi у прямо-
кутнику (параметри задачi при кожному виклику функцiї gallery змiнюються
випадково) i є симетричною та додатно визначеною.

Методом Рiчардсона, використовуючи рiзнi значення параметра p, зна-
йти наближений розв’язок системи

Ax = b, (3.30)

де A = gallery(′wathen′, nx, ny), b = Ax∗, x∗ = rand(n, 1). Для закiнчення
iтерацiйного процесу використати оцiнку

||xk − x∗|| ≤ ε||x0 − x∗||,

де ε = e−10.

Обчислити теоретичнi показники збiжностi простої iтерацiї з оптималь-
ним параметром νiter та методу Рiчардсона νrich. Знаючи число iтерацiй k,
яке затрачено на знаходження наближеного розв’язку системи (3.30), обчи-
слити фактичний показник збiжностi iтерацiйного процесу ν.

Провести обчислювальнi експерименти для заповнення наступної та-
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блицi:

Результати обчислювального експерименту
p = 1 p = 5 p = 10 p = 20

condc(A) νiter νrich k ν k ν k ν k ν
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Варiанти завдань
Вар. nx ny
1 3 3
2 4 4
3 5 5
4 6 6
5 3 4
6 3 5
7 3 6
8 4 5
9 5 6
10 5 6

До звiту включити:

1. текст програми мовою пакета MATLAB;
2. результати обчислювального експерименту;
3. результати обчислювального експерименту;
4. графiки залежностi показникiв збiжностi (теоретичних та фактичних)

вiд числа обумовленостi матрицi
5. висновки.
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4. IТЕРАЦIЙНI МЕТОДИ ПIДРОСТОРУ КРИЛОВА

Для матрицi A ∈ Rn×n та довiльного вектора v ∈ Rn m-ий пiдпростiр
Крилова визначається так:

Km(A, v) = span {v, Av, . . . , Am−1v}. (4.1)

Добре вiдомо, що пiдпростори Крилова утворюють вкладену послiдовнiсть
пiдпросторiв, найбiльша розмiрнiсть яких

d ≡ dimKn(A, v) ≤ n,

тобто,
K1(A, v) ⊂ · · · ⊂ Kd(A, v) = · · · = Kn(A, v).

Зокрема, для будь-якого m ≤ d розмiрнiсть пiдпростору Крилова Km(A, v)

дорiвнює m.

Алгоритм Арнольдi будує ортонормований базис пiдпростору Крилова
Km(A, v). Фактично Алгоритм Арнольдi — це процес Грама-Шмiдта побудови
ортонормованого базису {v1, v2, . . . , vm} для векторiв {v,Av, . . . , Am−1v}.

Алгоритм 4.1 Алгоритм Арнольдi

1. v1 = v/||v||2
2. For j = 1, 2, . . . ,m Do

3. For i = 1, 2, . . . , j Do

4. hij = (Avj, vi)

5. End Do

6. wj = Avj −
j∑
i=1

hijvi

7. hj+1,j = ||wj||2
8. If hj+1,j = 0 Then Stop

9. vj+1 = wj/hj+1,j

10. End Do
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Теорема 4.1 Мають мiсце такi рiвностi:

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m = (4.2)

= Vm+1Hm, (4.3)

V T
mAVm = Hm. (4.4)

Тут Vm = [v1, v2, . . . , vm], Hm — верхня Хесенбергова матриця розмiру m×
m з елементами hij, матрицю Hm отримуємо з матрицi Hm додаванням
рядка [0, . . . , 0, hm+1,m].

Доведення. З рядкiв з номерами 6 та 9 алгоритму Арнольдi слiдують рiв-
ностi

Avj =

j+1∑
i=1

hijvi j = 1,m. (4.5)

Записуючи рiвностi (4.5) матричному виглядi, отримуємо (4.2) та (4.3). Рiв-
нiсть (4.4) випливає з (4.2), оскiльки вектор vm+1 ортогональний стовпцям
матрицi Vm.�

4.1. Метод Арнольдi

Метод Арнольдi є проекцiйним методом розв’язання системи лiнiйних
рiвнянь алгебри Ax = b. Iнша його назва — FOM (Full Orthogonalization
Method)[5, 9, 10].

Метод будується наступним чином. Нехай x0 — довiльне початкове на-
ближення, r0 = b − Ax0 — нев’язка початкового наближення, Km(A, r0) —
пiдпростiр Крилова i dimKm(A, r0) = m. Знайдемо такий вектор

xm ∈ x0 +Km(A, r0), (4.6)

що
rm ≡ b− Axm ⊥ L = Km(A, r0). (4.7)
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Використовуючи алгоритм Арнольдi, побудуємо ортонормований базис

Vm = [v1, v2, . . . , vm]

пiдпростору Крилова Km(A, r0), де v1 = r0/β, β = ||r0||2. Тодi

V T
m r0 = V T

mβv1 = βe1.

Вектор xm шукатимемо у виглядi

xm = x0 + Vmym. (4.8)

Використовуючи умову (4.7) для визначення вектора ym, отримуємо ланцю-
жок рiвностей

V T
m rm = V T

m (b− Axm) = V T
m (b− A(x0 + Vmym)) = V T

m r0 − V T
mAVmym =

= V T
mβv1 −Hmym = βe1 −Hmym = 0.

З останньої рiвностi в цьому ланцюжку отримуємо рiвняння для визначення
вектора ym

Hmym = βe1. (4.9)

Звiдси
ym = H−1m βe1.

Знаючи ym, за формулою (4.8) знаходимо наближення xm до розв’яку системи
Ax = b, побудоване за m крокiв методу Арнольдi.

Має мiсце така теорема.

Теорема 4.2 Якщо xm — наближене розв’язок системи Ax = b, побудова-
ний за m крокiв методу Арнольдi, то

rm ≡ b− Axm = −hm+1,me
T
mymvm+1, (4.10)

тому
||b− Axm||2 = hm+1,m|eTmym|. (4.11)
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Доведення. З (4.8), (4.2), (4.4) та (4.9)

b− Axm = b− Ax0 − AVmym = r0 − AVmym =

= βv1 − VmHmym − hm+1,me
T
mymvm+1 =

= βv1 − Vmβe1 − hm+1,me
T
mymvm+1 = −hm+1,me

T
mymvm+1.

Для доказу (4.11) залишилося помiтити, що вектор vm+1 одиничної довжи-
ни.�

З (4.11) випливає, що для обчислення норми невязки rm немає необхi-
дностi обчислювати xm i саму нев’язку rm = b− Axm.

Iтерацiї методу Арнольдi повторюють, поки не виконується нерiвнiсть

||rm||2 = hm+1,m|eTmym| ≤ ε||r0||2

для заданого ε. Пiсля завершення iтерацiйного процесу обчислюємо xm =

Vmym.

Наведемо алгоритм методу Арнольдi.

Алгоритм 4.2 Метод Арнольдi (FOM)

1. r0 = b− Ax0; β = ||r0||2; v1 = r0/β

2. j = 0

3. Repeat

4. j = j + 1

5. For i = 1, 2, . . . , j Do

6. hij = (Avj, vi)

7. End Do

8. wj = Avj −
j∑
i=1

hijvi

9. hj+1,j = ||wj||2
10. If hj+1,j = 0 Then Stop

11. vj+1 = wj/hj+1,j

12. yj = H−1j βe1

13. Until hj+1,j|eTj yj| < ε||r0||2
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14. xj = x0 + Vjyj

4.2. Метод узагальненої мiнiмiзацiї нев’язки

В англомовнiй лiтературi цей метод називається GMRES (Generalized
Minimum Residual Method)[6, 8–13].

Нехай: x0 — початкове наближення до розв’язку системи Ax = b; r0 =

b−Ax0 — нев’язка початкового наближення x0; стовпцi матрицi Vm, побудова-
ної алгоритмом Арнольдi, що утворюють ортонормований базис пiдпростору
Крилова Km(A, r0). Тодi будь-який вектор

x ∈ x0 +Km(A, r0)

можна представити у виглядi

x = x0 + Vmy.

Визначимо функцiонал

J(y) = ||b− Ax||2 = ||b− A(x0 + Vmy)||2.

З (4.3) випливає, що

b− Ax = b− A(x0 + Vmy) = r0 − AVmy = βv1 − Vm+1Hmy =

= Vm+1(βe1 −Hmy).

Оскiльки стовпцi матрицi Vm+1 ортонормованi, то матриця Vm+1 зберiгає 2-
норму вектора. Тому

J(y) = ||b− Ax||2 = ||Vm+1(βe1 −Hmy)||2 = ||βe1 −Hmy||2. (4.12)

Розглянемо лiнiйну задачу найменших квадратiв

min
y∈Km(A,r0)

||βe1 −Hmy||2. (4.13)

39



Нехай ym = H
+
mβe1 — розв’язок задачi (4.13), де H+

m — псевдозворотня ма-
триця. Тодi,

xm = x0 + Vmym,

є наближеним розв’язком системи Ax = b, що побудований за m крокiв ал-
горитму GMRES.

З (4.12),(4.13) випливає, що метод GMRES мiнiмiзує нев’язку на пiд-
просторi Крилова Km(A, r0). Бiльше того, з (4.12) отримуємо

||rm||2 = ||b− Axm||2 = ||βe1 −Hmym||2.

Наведемо алгоритм методу GMRES.

Алгоритм 4.3 GMRES

1. r0 = b− Ax0; β = ||r0||2; v1 = r0/β

2. j = 0

3. Repeat

4. j = j + 1

5. For i = 1, 2, . . . , j Do

6. hij = (Avj, vi)

7. End Do

8. wj = Avj −
j∑
i=1

hijvi

9. hj+1,j = ||wj||2
10. If hj+1,j = 0 Then Stop

11. vj+1 = wj/hj+1,j

12. yj = H
+
j βe1

13. Until ||βe1 −Hjyj||2 < ε||r0||2
14. xj = x0 + Vjyj

4.3. Метод Ланцоша

Спочатку розглянемо алгоритм Ланцоша побудови ортонормованого
базису пiдпростору Крилова Km(A, v) для симетричної матрицi A. Алгоритм
Ланцоша — це алгоритм Арнольдi для симетричної матрицi A.
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Отже, нехай A = AT ∈ Rn×n. Нагадаємо, що алгоритм Арнольдi будує
матрицю

Vm = [v1, v2, . . . , vm],

стовпцi якої утворюють ортонормований базис Km(A, v). При цьому

V T
mAVm = Hm, (4.14)

де Hm — верхня Хесенбергова матриця. Оскiльки матриця A симетрична, то
матриця Hm теж симетрична, отже, тридiагональна. Позначимо

αi = hii, i = 1,m,
βi = hi−1,i, i = 2,m,

де hij — елементи матрицi Hm. Визначимо матрицю

Tm =

 α1 β2
β2 α2 β3· · ·

βm−1 αm−1 βm
βm αm


Тодi (4.14) набуде вигляду

V T
mAVm = Tm. (4.15)

Рiвнiсть (4.2) у нових позначеннях виглядає так

AVm = VmTm + βm+1vm+1e
T
m. (4.16)

Записуючи матричну рiвнiсть (4.16) по-векторно, отримаємо наступний
алгоритм Ланцош.

Алгоритм 4.4 Алгоритм Ланцоша

1. v1 = v/||v||2; β1 = 0; v0 = 0

2. For j = 1, 2, . . . ,m Do

3. wj = Avj − βjvj−1
4. αj = wTj vj

5. wj = wj − αjvj
6. βj+1 = ||wj||2
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7. If βj+1 = 0 Then Stop

8. vj+1 = wj/βj+1

9. End Do

Справдi, iз (4.16) маємо

Avj = βjvj−1 + αjvj + βj+1vj+1, j = 1,m, (4.17)

де v0 = 0, β1 = 1. Припустимо, що

v1, v2, . . . , vj, α1, α2, . . . , αj−1, β2, . . . , βj

вже визначено i на j-му кроцi. Треба визначити αj, βj+1 i vj+1. Спочатку
позначимо

wj = αjvj + βj+1vj+1. (4.18)

Тодi з (4.17) можна визначити

wj = Avj − βjvj−1.

Враховуючи (4.18),
αj = wTj vj.

Покладемо тепер
wj = wj − αjvj.

Знову враховуючи (4.18), знаходимо

βj+1 = ||wj||2, vj+1 = wj/βj+1.

На цьому j-й крок алгоритму закiнчується.

Розглянемо тепер метод Ланцоша розв’язання систем лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь. Фактично метод Ланцоша — це метод Арнольдi (FOM)
для симетричної матрицi. Як i метод Арнольдi, метод Ланцоша за m крокiв
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знаходить наближений розв’язок

xm = x0 + Vmym,

де
ym = H−1m (βe1) = T−1m (βe1).

При цьому формули (4.10),(4.11) набувають вигляду

rm ≡ b− Axm = −βm+1e
T
mymvm+1, (4.19)

тому
||b− Axm||2 = βm+1|eTmym|. (4.20)

Запишемо тепер алгоритм методу Ланцоша.

Алгоритм 4.5 Метод Ланцоша розв’язання СЛАР

1. r0 = b− Ax0; β = ||r0||2; v1 = r0/β

2. j = 0; β1 = 0; v0 = 0

3. Repeat

4. j = j + 1

5. wj = Avj − βjvj−1
6. αj = wTj vj

7. wj = wj − αjvj
8. βj+1 = ||wj||2
9. If βj+1 = 0 Then Stop

10. vj+1 = wj/βj+1

11. tjj = αj; tj+1,j = βj+1

12. yj = T−1j (βe1)

13. tj,j+1 = βj+1

14. Until βj+1|eTj yj| < ε||r0||2
15. xj = x0 + Vjyj
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4.4. Метод спряжених градiєнтiв

Якщо матриця системи
Ax = b (4.21)

симетрична та додатно визначена, то наближений розв’язок системи (4.21)
доцiльно шукати методом спряжених градiєнтiв (CG — Conjugate Gradient)[6,
8–13], який опишемо, удосконалюючи метод Ланцоша. Оскiльки матриця A
системи (4.21) симетрична та додатно визначена, то тридiагональна матриця
Tm у (4.15) та (4.16) також симетрична та додатно визначена. Справдi, з (4.15)
∀x ∈ Rm, x 6= 0, отримуємо

xTTmx = xTV T
mAVmx = (Vmx)TAVmx > 0.

Отже, для матрицi Tm iснує LU -розкладання

Tm = LmUm.

Тодi
xm = x0 + VmT

−1
m (βe1) = x0 + VmU

−1
m L−1m (βe1).

Позначимо
Pm = VmU

−1
m , (4.22)

zm = L−1m βe1.

Тодi,
xm = x0 + Pmzm. (4.23)

Оскiльки, Um дводiагональна матриця, то з (4.22) випливає, що останнiй стов-
пець матрицi Vm можна виразити через передостаннiй та останнiй стовпцi
матрицi Pm:

pm−1um−1,m + pmumm = vm,

або
pm =

1

umm
(vm − um−1,mpm−1). (4.24)

Лема 4.1 Нехай xm — наближений розв’язок системи Ax = b з симетри-
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чною додатно визначеною матрицею A ∈ Rn×n, який побудовано за m кро-
кiв методу Ланцоша. Тодi

rTj ri = 0, i 6= j, (i, j = 1,m), (4.25)

вектори pi A-спряженi, тобто,

pTi Apj = 0, i 6= j, (i, j = 1,m). (4.26)

Доведення. (4.25) вiдразу випливає з (4.19), оскiльки вектори vi (i = 1,m+ 1)
ортонормованi. Враховуючи (4.22), отримуємо

P TmAPm = (VmU
−1
m )TAVmU

−1
m = U−Tm V T

mAVmU
−1
m =

= U−Tm TmU
−1
m = U−Tm LmUmU

−1
m = U−Tm Lm.

Матриця U−Tm Lm нижня трикутна, як добуток нижнiх трикутних матриць, з
iншого боку, вона симетрична, отже, вона дiагональна.�

Наближений розв’язок xm системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь(4.21)
шукатимемо у виглядi (4.23). Приймемо позначення

zm = [α1, α2, . . . , αm]T .

Компоненти αi вектора zm пiдлягають визначенню. З (4.23) слiдує, що

xj = xj−1 + αjpj j = 1, 2, . . . (4.27)

Звiдси
rj = rj−1 − αjApj j = 1, 2, . . . . (4.28)

За попередньою лемою вектори rj ортогональнi один одному. Тому

rTj rj−1 = (rj−1 − αjApj)T rj−1 = rTj−1rj−1 − αj(Apj)T rj−1 = 0.
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З останньої рiвностi

αj =
rTj−1rj−1

pTj Arj−1
. (4.29)

З (4.19) i (4.24) випливає, що вектор pm є лiнiйною комбiнацiєю векторiв pm−1
i rm−1:

pm =
1

umm

(
rm−1

−βmeTm−1ym−1
− um−1,mpm−1

)
.

Звiдси отримуємо рекурентну формулу

p̃j+1 = rj + βj p̃j, j = 1, 2, . . . ,

де p̃j — це вектор pj, помножений на деяке число. Зауважимо, що вектори p̃j
теж A-спряженi. Надалi замiсть векторiв pj будемо використовувати вектори
p̃j, зберiгши попереднi позначення. Таким чином, маємо рекурентну формулу

pj+1 = rj + βjpj, j = 1, 2, . . . . (4.30)

Враховуючи A-спряженiсть векторiв pj та симетричнiсть матрицi A, отриму-
ємо

(Apj)
T rj = (Apj)

T (pj+1 − βjpj) = −βjpTj Apj.

Тепер можна визначити

βj = −
pTj Arj

pTj Apj
. (4.31)

З формул (4.27)–(4.31) отримуємо одну з реалiзацiй методу спряжених гра-
дiєнтiв (CG).

Алгоритм 4.6 Метод спряжених градiєнтiв (CG)

1. r0 = b− Ax0; p1 = r0

2. j = 0

3. Repeat

4. j = j + 1

5. αj =
rTj−1rj−1

pTj Arj−1

6. xj = xj−1 + αjpj
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7. rj = rj−1 − αjApj
8. βj = −pTj Arj

pTj Apj

9. pj+1 = rj + βjpj

10. Until ||rj||2 < ε||r0||2

4.5. Передобумовлення

Вiдомо, що швидкiсть збiжностi iтерацiйного методу залежить вiд чи-
сла обумовленостi матрицi. Щоб збiльшити швидкiсть збiжностi iтерацiйних
методiв, використовують передобумовлення. Передобумовлення полягає в на-
ступному. Система

Ax = b

замiнюється системою
M−1Ax = M−1b.

МатрицяM , яку називають передобумовлювачем, повинна бути близькою до
матрицi A i мати наступнi властивостi:

1. матриця M−1A має бути добре обумовлена;
2. система My = f має легко розв’язуватись.

Продуманий вибiр, який залежить вiд конкретної задачi, матрицi M
може зробити число обумовленостi матрицi M−1A набагато меншим числа
обумовленостi матрицi A, i тим самим прискорити збiжнiсть iтерацiйного ме-
тоду. Часто без передобумовлювача iтерацiйний метод взагалi не збiгається.

Якщо матриця A симетрична, то бажано, щоб матриця передобумовле-
ної системи теж була симетрична. Тому для системи Ax = b передумовлену
систему шукають у виглядi

M−11 AM−12 y = M−11 b,

де y = M2x, а передобумовлювачi M1 i M2 вибирають так, щоб матриця
M−11 AM−22 була симетричною. Наприклад, якщо для симетричної додатно
визначеної розрiдженої матрицi A побудовано неповне розкладання Холе-
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ського
A = LLT +R,

то можна покласти M1 = L i M2 = LT .

4.6. Завдання до лабораторної роботи

Студенти повиннi знати:

• алгоритм Ланцоша побудови ОНБ пiдпростору Крилова симетричної
матрицi;
• метод Ланцоша розв’язання СЛАР;
• метод спряжених градiєнтiв (CG);
• попереднє обумовлення СЛАР;
• Неповне розкладання Холеського.

Завдання

Функцiя A = gallery(′wathen′, nx, ny) обчислює розрiджену матрицю
A розмiру n× n, де n = 3 ∗ nx ∗ ny + 2 ∗ nx+ 2 ∗ ny + 1,яка з’являється при
апроксимацiї методом скiнченних елементiв деякої крайової задачi у прямо-
кутнику (параметри задачi при кожному виклику функцiї gallery змiнюються
випадково) i є симетричною та додатно визначеною. Параметри nx, ny ви-
значають точнiсть апроксимацiї крайової задачi.

Розглянемо систему
Ax = b (4.32)

та попередньо обумовлену систему

L−1AL−Ty = L−1b, (4.33)

де b — довiльний вектор, L — множник неполного разкладання Холеського
матрицi

A = LLT +R.
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Неповне розкладання Холеського у пакетi MATLAB можна побудувати
функцiєю

[R] = cholinc(A,′ 0′),

де R = LT .

Скласти програму мовою пакета MATLAB, яка визначає скiльки iте-
рацiй методу спряжених градiєнтiв треба провести, щоб початкова нев’язка
(для x0 = 0) системи (4.32) (системи (4.33)) зменшилася в 106 разiв.

Провести обчислювальний експеримент iз матрицями A рiзної розмiр-
ностi. Результати експерименту занести до таблицi

Результати обчислювального експеримента
nx, ny n = size(A, 1) k (Ax = b) k (L−1AL−Ty = L−1b)
(nx,ny)
2(nx,ny)
4(nx,ny)
6(nx,ny)
8(nx,ny)
10(nx,ny)

Варiанти завдань
Вар. nx ny
1 3 3
2 4 4
3 5 5
4 6 6
5 3 4
6 3 5
7 3 6
8 4 5
9 5 6
10 5 6

До звiту включити:

1. текст програми мовою пакета MATLAB;
2. результати обчислювального експерименту;
3. висновки.
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