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ВСТУП

Дипломна робота присвячена дослiдженню перестановок функцiй,
їхнiх основних властивостей та застосування.

Актуальнiсть. Теорiя перестановок бере початок в XIX столiттi, в
роботах Я. Штейнера [8] i Г. Шварца [7]. Саме в цих роботах вперше вивча-
лись симетричнi перестановки функцiй. Однак систематичнi дослiдження
перестановок функцiй були розпочатi значно пiзнiше, в роботах Хардi i
Лiттлвуда [4].

Оцiнки рiвновимiрних перестановок функцiй вiдiграють важливу роль
при вивченнi класiв функцiй, що задовольняють оберненi нерiвностi Єн-
сена або Гельдера. Завдяки точним оцiнкам перестановок було знайдено
параметри у властивостi самопокращення показника сумовностi функцiй.

Крiм цього, завдяки точним оцiнкам перестановок було доведено
теорему Джона — Нiренберга i знайдено точнi сталi у вiдповiднiй нерiвностi.

Мета i задачi роботи

Метою роботи є встановлення основних властивостей перестановок та
їх застосування. Досягненню мети сприяють такi основнi задачi роботи.

1) Визначити перестановку функцiї i вивчити її основнi властивостi.
2) Визначити клас функцiй з обмеженим середнiм коливанням.
3) Довести теорему Джона — Нiренберга за допомогою рiвновимiрних

перестановок.
4) Знайти точну константу у нерiвностi Джона — Нiренберга в однови-

мiрному випадку завдяки точним оцiнкам перестановок функцiй.

Структура роботи. Дипломна робота складається зi вступу, чоти-
рьох роздiлiв, висновкiв i списку лiтературу.

У першому роздiлi наведено основнi твердження, якi знадобляться
для формулювання i доведення основних результатiв цiєї роботи.

Другий роздiл присвячений визначенню перестановки 𝑓 * функцiї i
доведенню її основних властивостей.

У третьому роздiлi розглянутi основнi властивостi середнiх коливань,
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визначено клас 𝐵𝑀𝑂 функцiй з обмеженими середнiми коливаннями, наве-
дено приклад необмеженої функцiї, яка належить класу 𝐵𝑀𝑂.

У четвертому роздiлi доведенi теореми про точнi оцiнки перестановок
i теорема Джона — Нiренберга.

Дипломна робота має реферативний характер.
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РОЗДIЛ 1

ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ

Наведемо вiдомi твердження, якi будуть потрiбнi для визначення
перестановки i доведення її основних властивостей.

Теорема 1.1 (монотоннiсть мiри Лебега). Нехай 𝐴 i 𝐵 — вимiрнi множини.
Якщо 𝐴 ⊂ 𝐵, то |𝐴| ≤ |𝐵|.

Теорема 1.2 (неперервнiсть мiри Лебега). Нехай {𝐴𝑘}∞𝑘=1 — послiдовнiсть
вимiрних множин. Тодi:

1) якщо 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ . . . i множина 𝐴 ≡
⋃︀∞

𝑘=1𝐴𝑘 обмежена, то
|𝐴| = lim𝑘→∞ |𝐴𝑘|;

2) якщо 𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ . . . , то для множини 𝐵 ≡
⋂︀∞

𝑘=1𝐴𝑘 виконується
рiвнiсть |𝐵| = lim𝑘→∞ |𝐴𝑘|.

Означення 1.1. Для вимiрної на множинi 𝐸 ⊂ R𝑛 функцiї 𝑓 функцiєю
розподiлу називається функцiя

𝜇𝑓(𝑦) = |{𝑥 ∈ 𝐸 : |𝑓(𝑥)| > 𝑦}|, (𝑦 ≥ 0). (1.1)

Означення 1.2. Двi функцiї 𝑓 i 𝑔, означенi на множинах 𝐸1 i 𝐸2 вiдповiдно,
називаються рiвновимiрними, якщо |𝐸1| = |𝐸2| i 𝜇𝑓(𝑦) = 𝜇𝑔(𝑦) для всiх
𝑦 ≥ 0.

Теорема 1.3. Нехай 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛, (𝑛 = 1, 2, . . . ) — функцiї, означенi на мно-
жинi 𝐸 ⊂ R𝑛, 𝑐 — будь-яке ненульове число. Функцiя розподiлу 𝜇𝑓 —
невiд’ємна, спадна i неперервна справа. Крiм того,

|𝑔| ≤ |𝑓 | ⇒ 𝜇𝑔 ≤ 𝜇𝑓 ; (1.2)

𝜇𝑐𝑓(𝑦) = 𝜇𝑓

(︂
𝑦

|𝑐|

)︂
, (𝑦 ≥ 0); (1.3)

𝜇𝑓+𝑔(𝑦1 + 𝑦2) ≤ 𝜇𝑓(𝑦1) + 𝜇𝑔(𝑦2), (𝑦1, 𝑦2 ≥ 0). (1.4)

Доведення цiєї теореми можна знайти у [2, с. 37]
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Означення 1.3. Нехай функцiя 𝑓 задана на вимiрнiй множинi 𝐸 ⊂ R𝑛.
𝑓 ** називається максимальною функцiєю 𝑓 * i визначається

𝑓 **(𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑓 *(𝑠)𝑑𝑠.

Теорема 1.4. Нехай 𝑓, 𝑔 означенi на 𝐸 ⊂ R𝑛, 𝑐 — будь-яке число. Тодi
максимальна функцiя 𝑓 ** — невiд’ємна, спадна i неперервна справа. Крiм
того,

𝑓 * ≤ 𝑓 **;

|𝑔| ≤ |𝑓 | ⇒ 𝑔** ≤ 𝑓 **;

(𝑐𝑓) = |𝑐|𝑓 **.

Для визначення класу 𝐵𝑀𝑂 нам знадобляться такi означення.

Означення 1.4. Нехай функцiя 𝑓 задана на вимiрний множинi 𝐸 ⊂ R𝑛.
Функцiя 𝑓 називається локально сумовною (𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(R𝑛)), якщо 𝑓 сумовна
на всiх компактних пiдмножинах 𝐸.

Означення 1.5. Нехай функцiя 𝑓 — сумовна на множинi 𝐸 ⊂ R𝑛. Середнє
значення функцiї 𝑓 на 𝐸 позначається через

𝑓𝐸 =
1

|𝐸|

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Для доведення основних результатiв останнього роздiлу нам знадоби-
ться наступна лема про покриття.

Лема 1.1. Нехай 𝐺 — вiдкрита множина в R𝑛, |𝐺| < ∞. Тодi iснує не
бiльш, нiж зчисленний набiр кубiв 𝑄𝑗, внутрiшностi яких попарно не
перетинаються, таких, що

|𝐺 ∩𝑄𝑗| ≤
1

2
|𝑄𝑗| ≤ |𝑄𝑗 𝐺|,

𝐺 ⊂
⋃︁
𝑗

𝑄𝑗,

|𝐺| ≤
∑︁
𝑗

|𝑄𝑗| ≤ 2𝑛+1|𝐺|.
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РОЗДIЛ 2

ОЗНАЧЕННЯ ТА ОСНОВНI ВЛАСТИВОСТI

Означення 2.1. Нехай функцiя 𝑓 задана на вимiрнiй множинi 𝐸 ⊂ R𝑛.
Спадною перестановкою 𝑓 називається визначена на [0;∞) функцiя 𝑓 * така,
що

𝑓 *(𝑡) = inf{𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) ≤ 𝑡}, 𝑡 ≥ 0. (2.1)

Очевидно, що

𝑓 *(𝑡) = sup{𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) > 𝑡} = 𝜇𝜇𝑓
(𝑡).

Якщо {𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) ≤ 𝑡} = ∅, то вважаємо, що inf{𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) ≤ 𝑡} = ∞ i, якщо
{𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) > 𝑡} = ∅, то покладемо, що sup{𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) > 𝑡} = 0.

Розглянемо основнi властивостi спадної перестановки.

Теорема 2.1. Нехай 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛, (𝑛 = 1, 2, . . . ) — функцiї, означенi на мно-
жинi 𝐸 ⊂ R𝑛, 𝑐 — будь-яке ненульове число. Спадна перестановка 𝑓 * —
невiд’ємна, спадна, неперервна справа i рiвновимiрна з |𝑓 |. Крiм того,

|𝑔| ≤ |𝑓 | ⇒ 𝑔* ≤ 𝑓 *; (2.2)

(𝑐𝑓)* = |𝑐|𝑓 *; (2.3)

(𝑓 + 𝑔)*(𝑡1 + 𝑡2) ≤ 𝑓 *(𝑡1) + 𝑔*(𝑡2) (𝑡1, 𝑡2 ≥ 0). (2.4)

Доведення. Оскiльки функцiя 𝑓 * є функцiєю розподiлу, то вона невiд’ємна
i спадна, що було доводено в (1.3). Позначимо

𝐸1(𝑡) = {𝑦 > 0: 𝜇𝑓(𝑦) > 𝑡},

𝐸2(𝑡) = {𝑦 > 0: 𝜇𝑓(𝑦) ≤ 𝑡}.

Нехай 𝑡1 < 𝑡2. Тодi 𝐸2(𝑡1) ⊂ 𝐸2(𝑡2). Звiдси випливає, що inf 𝐸2(𝑡2) ≤
inf 𝐸2(𝑡1). Таким чином, функцiя 𝑓 * — спадна.
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Доведемо неперервнiсть справа. Для будь-якого 𝑡 ∈ (0, |𝐸|)

𝐸2(𝑡) =
∞⋂︁
𝑛=1

𝐸2

(︂
𝑡 +

1

𝑛

)︂
,

· · · ⊂ 𝐸2

(︂
𝑡 +

1

𝑛 + 1

)︂
⊂ 𝐸2

(︂
𝑡 +

1

𝑛

)︂
⊂ · · · ⊂ 𝐸2(𝑡 + 1).

Звiдси отримуємо, що

𝑓 *(𝑡) = inf 𝐸2(𝑡) = inf
∞⋂︁
𝑛=1

𝐸2

(︂
𝑡 +

1

𝑛

)︂
= lim

𝑛→∞
𝐸2

(︂
𝑡 +

1

𝑛

)︂
=

= lim
𝑛→∞

𝑓 *
(︂
𝑡 +

1

𝑛

)︂
,

а це означає неперерiвнiсть справа функцiї 𝑓 *.

Доведемо, що функцiя 𝑓 * рiвновимiрна з 𝑓 . Зафiксуємо довiльне 𝑦0 i
покажемо, що 𝜇*

𝑓(𝑦0) = 𝜇𝑓(𝑦0). Позначимо 𝑡0 = 𝜇𝑓(𝑦0), 𝐸0 = (0, |𝐸|). Звiдси
отримаємо, що

𝑓 *(𝜇𝑓(𝑦0)) = 𝑓 *(𝑡0) = inf{𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) ≤ 𝑡0} ≤ 𝑦0.

Очевидно, що

𝐸0(𝑓
*(𝑡) > 𝑦0) ∪ 𝐸0(𝑓

* ≤ 𝑦0) = (0, |𝐸|),

𝐸0(𝑓
*(𝑡) > 𝑦0) ∩ 𝐸0(𝑓

* ≤ 𝑦0) = ∅.

Крiм того, 𝑡1 < 𝑡2 для всiх 𝑡1 ∈ 𝐸0(𝑓
*(𝑡) > 𝑦0) i 𝑡2 ∈ 𝐸0(𝑓

* ≤ 𝑦0). Викори-
стовуючи аксiому повноти дiйсних чисел, отримуємо

sup{𝑡 > 0: 𝑓 *(𝑡) > 𝑦0} = inf{𝑡 > 0: 𝑓 *(𝑡) ≤ 𝑦0}.

Оскiльки функцiя 𝑓 * спадає, то

𝜇𝑓*(𝑦0) = sup{𝑡 > 0: 𝑓 *(𝑡) > 𝑦0} = inf{𝑡 > 0: 𝑓 *(𝑡) ≤ 𝑦0}.
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Враховуючи, що 𝑓 * неперервна справа, отримуємо, що

𝜇𝑓*(𝑦0) = min{𝑡 > 0: 𝑓 *(𝑡) ≤ 𝑦0}.

Отже, отримали, що

𝜇𝑓*(𝑦0) = inf{𝑡 > 0 : 𝑓 *(𝑡) ≤ 𝑦0} ≤ 𝑡0 = 𝜇𝑓(𝑦0).

З iншої сторони, нехай 0 < 𝑡 < 𝑡0. Тодi 𝜇𝑓(𝑦0) > 𝑡 i

𝑓 *(𝑡) = min{𝑦 > 0: 𝜇𝑓(𝑦) ≤ 𝑡} > 𝑦0.

Звiдси отримуємо, що (0, 𝑡0) ⊂ {𝑡 > 0 : 𝑓 *(𝑡) > 𝑦0}, а це означає, що

𝜇𝑓* = sup{𝑡 > 0: 𝑓 *(𝑡) > 𝑦0} ≥ 𝑡0 = 𝜇𝑓(𝑦0).

Таким чином, отримали, що 𝜇𝑓*(𝑦0) = 𝜇𝑓(𝑦0). Оскiльки, 𝑦0 довiльне, то
рiвновимiрнiсть 𝑓 * i |𝑓 | доведена.

Доведемо властивiсть (2.2). Оскiльки. |𝑔| ≤ |𝑓 |, то

𝑔*(𝑡) = inf{𝑦 : 𝜇𝑔(𝑦) ≤ 𝑡} ≤ inf{𝑦 : 𝜇𝑓(𝑦) ≤ 𝑡} = 𝑓 *(𝑡).

Отримали, що 𝑔*(𝑡) ≤ 𝑓 *(𝑡), що i треба було довести.

Доведемо властивiсть (2.3)

(𝑐𝑓)* = inf{𝑦 : 𝜇𝑐𝑓(𝑦) ≤ 𝑡} = inf{𝑦 : 𝜇𝑓

(︂
𝑦

|𝑐|

)︂
≤ 𝑡} = inf{|𝑐|𝑧 : 𝜇𝑓(𝑧) ≤ 𝑡} =

= |𝑐| inf{𝑧 : 𝜇𝑓(𝑧) ≤ 𝑡} = |𝑐|𝑓 *.

Доведемо нерiвнiсть (2.4). Нехай 𝑦 = 𝑓 *(𝑡1) + 𝑔*(𝑡2) i 𝑡 = 𝜇𝑓+𝑔(𝑦).
Враховуючи нерiвнiсть трикутника, маємо

𝑡 = |{𝑥 : |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝑓 *(𝑡1) + 𝑔*(𝑡2)}|
≤ |{𝑥 : |𝑓(𝑥)| > 𝑓 *(𝑡1)}| + |{𝑥 : |𝑔(𝑥)| > 𝑔*(𝑡2)}|
= 𝜇𝑓(𝑓 *(𝑡1)) + 𝜇𝑔(𝑔

*(𝑡2)) ≤ 𝑡1 + 𝑡2.
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Враховуючи той факт, що (𝑓 + 𝑔)* — спадна, отримуємо

(𝑓 + 𝑔)*(𝑡1 + 𝑡2) ≤ (𝑓 + 𝑔)*(𝑡) = (𝑓 + 𝑔)*(𝜇𝑓+𝑔(𝑦)) ≤ 𝑦 =

= 𝑓 *(𝑡1) + 𝑔*(𝑡2).

Також для перестановки 𝑓 * виконується така нерiвнiсть∫︁
𝐸

|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 ≤
∫︁ |𝐸|

0

𝑓 *(𝑡)𝑑𝑡.

Позначимо через 𝜒𝐸(𝑡) характеристичну функцiю вимiрної множини 𝐸.
Тодi 𝜇|𝑓 |𝜒𝐸

(𝑦) ≤ |𝐸| i 𝜇|𝑓 |𝜒𝐸
(𝑦) ≤ 𝜇|𝑓 |(𝑦), тому 𝜇|𝑓 |𝜒𝐸

(𝑦) ≤ min{|𝐸|, 𝜇|𝑓 |(𝑦)}.
Проiнтегруємо цю нерiвнiсть i отримаємо∫︁

𝐸

|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

0

𝜇|𝑓 |𝜒𝐸
(𝑦)𝑑𝑦 ≤

∫︁ ∞

0

min{|𝐸|, 𝜇|𝑓 |(𝑦)}𝑑𝑦 =

∫︁ |𝐸|

0

𝑓 *(𝑡)𝑑𝑡.
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РОЗДIЛ 3

КЛАС ФУНКЦIЙ З ОБМЕЖЕНИМ СЕРЕДНIМ

КОЛИВАННЯМ

3.1. Cереднi коливання та основнi властивостi

Означення 3.1. Нехай функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(R𝑛). Середнiм коливанням 𝑓 на
кубi 𝑄 ⊂ R𝑛 називається величина

Ω(𝑓,𝑄) =
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑥.

Розглянемо деякi властивостi середнiх коливань, якi ми будемо вико-
ристовувати для доведення основних результатiв наступного роздiлу.

Властивiсть 3.1. Нехай функцiя 𝑓 сумовна на 𝑄.Тодi

Ω(𝑓,𝑄) =
2

|𝑄|

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)>𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄)𝑑𝑥 =

=
2

|𝑄|

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)<𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄)𝑑𝑥.

Доведення. Оскiльки∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)>𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄)𝑑𝑥 +

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)<𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄)𝑑𝑥 = 0,

то ∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)>𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥)−𝑓𝑄)𝑑𝑥 = −
∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)<𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄)𝑑𝑥 =

=

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)<𝑓𝑄}

(𝑓𝑄 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥.
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Отже, ∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑥 =

=

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)>𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄)𝑑𝑥 +

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)<𝑓𝑄}

(𝑓𝑄 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)>𝑓𝑄}

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄)𝑑𝑥 = 2

∫︁
{𝑥∈𝑄 : 𝑓(𝑥)<𝑓𝑄}

(𝑓𝑄 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥.

Подiливши отриману рiвнiсть на |𝑄|, отримаємо твердження, яке i треба
було довести.

З цiєї властивостi випливає наступна лема.

Лема 3.1 ([6]). Нехай незростаюча функцiя 𝜙 локально сумовна на [0;∞),
𝐹 (𝑡) = 1

𝑡

∫︀ 𝑡

0 𝜙(𝑢)𝑑𝑢, 𝑡 > 0. Тодi для будь-якого 𝑎 > 1 виконується нерiвнiсть

𝐹

(︂
𝑡

𝑎

)︂
− 𝐹 (𝑡) =

𝑎

2

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

|𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)| 𝑑𝑢, 𝑡 > 0. (3.1)

Доведення. Нехай 𝑡 > 0. Якщо 𝜙
(︀
𝑡
2

)︀
≤ 𝐹 (𝑡), то

𝐸𝑡 = {𝑢 ∈ [0; 𝑡] : 𝜙(𝑢) > 𝐹 (𝑡)} ⊂
[︂
0,

𝑡

𝑎

]︂
,

враховуючи властивiсть (3.1), отримаємо

𝐹

(︂
𝑡

𝑎

)︂
− 𝐹 (𝑡) =

𝑎

𝑡

∫︁ 𝑡/𝑎

0

(𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑢 =

=
𝑎

𝑡

∫︁
𝐸𝑡

(𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑢 +
𝑎

𝑡

∫︁
[0, 𝑡𝑎 ]∖𝐸𝑡

(𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑢 ≤

≤ 𝑎

𝑡

∫︁
𝐸𝑡

(𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑢 =
𝑎

2

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

|𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)| 𝑑𝑢.

Якщо 𝜙
(︀
𝑡
2

)︀
> 𝐹 (𝑡), то 𝐸𝑡 ⊃

[︀
0, 𝑡

𝑎

]︀
. Використовуючи (3.1), отримаємо

𝐹

(︂
𝑡

𝑎

)︂
− 𝐹 (𝑡)

𝑎

𝑡

∫︁ 𝑡/𝑎

0

(𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑢 ≤ 𝑎

𝑡

∫︁
𝐸𝑡

(𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑢 =

=
𝑎

2

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

|𝜙(𝑢) − 𝐹 (𝑡)| 𝑑𝑢.
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Позначимо

Ω′(𝑓,𝑄) = inf
𝑐∈R

1

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑐|𝑑𝑥,

Ω′′(𝑓,𝑄) =
1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑦𝑑𝑥.

Властивiсть 3.2. Справедлива нерiвнiсть

Ω′(𝑓,𝑄) ≤ Ω(𝑓,𝑄) ≤ 2Ω′(𝑓,𝑄). (3.2)

Доведення. Оскiльки

inf
𝑐∈R

1

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑐|𝑑𝑥 ≤ 1

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑥,

то лiва нерiвнiсть в (3.2) очевидна.

Доведемо тепер праву нерiвнiсть.

Ω(𝑓,𝑄) =
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑥 =
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥) − 1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑓(𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ≤

≤ 1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 2

|𝑄|

∫︁
|𝑓(𝑥) − 𝑐|𝑑𝑥.

Перейдемо до точної нижньої межi по всiм 𝑐 i отримаємо праву нерiвнiсть
в (3.2).

Властивiсть 3.3. Справедлива нерiвнiсть

Ω(𝑓,𝑄) ≤ Ω′′(𝑓,𝑄) ≤ 2Ω(𝑓,𝑄). (3.3)

Доведення.

Ω(𝑓,𝑄) =
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑥 =
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥) − 1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑓(𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ≤

≤ 1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑦𝑑𝑥 = Ω′′(𝑓,𝑄).
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Отримали лiву нерiвнiсть в (3.3).

Ω′′(𝑓,𝑄) =
1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑦𝑑𝑥 ≤

≤ 1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑦𝑑𝑥 +
1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑦) − 𝑓𝑄|𝑑𝑦𝑑𝑥 = 2Ω(𝑓,𝑄).

Отже, отримали праву нерiвнiсть в (3.3).

Властивiсть 3.4. Справедлива нерiвнiсть

Ω(|𝑓 |, 𝑄) ≤ 2 · Ω(𝑓,𝑄). (3.4)

Доведення. Враховуючи (3.3),

Ω(|𝑓 |, 𝑄) ≤ Ω′′(𝑓,𝑄) =
1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

||𝑓(𝑥)| − |𝑓(𝑦)||𝑑𝑦𝑑𝑥 ≤

≤ 1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑦𝑑𝑥 ≤ 2 · Ω(𝑓,𝑄).

3.2. Означення класу BMO

Розглянемо клас 𝐵𝑀𝑂 функцiй з обмеженим середнiм коливанням.

Означення 3.2. Функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(R𝑛) має обмежене середнє коливання на
R𝑛 (𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂), якщо

‖𝑓‖* = sup
𝑄⊂R𝑛

Ω(𝑓,𝑄) < ∞,

де точна верхня межа береться по всiх кубах 𝑄 ⊂ R𝑛.

Означення 3.3. Зафiксуємо куб 𝑄0 ⊂ R𝑛. Функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝑄0) має
обмежене середнє коливання на кубi 𝑄0 (𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝑄0)), якщо

‖𝑓‖* = sup
𝑄⊂𝑄0

Ω(𝑓,𝑄) < ∞,

де точна верхня межа береться по всiх кубах 𝑄 ⊂ 𝑄0.
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Позначимо

‖𝑓‖′* = sup
𝑄

Ω′(𝑓,𝑄), ‖𝑓‖′′* = sup
𝑄

Ω′′(𝑓,𝑄)

З нерiвностей (3.2) i (3.3) випливає, що

‖𝑓‖′* ≤ ‖𝑓‖* ≤ 2‖𝑓‖′*

i
‖𝑓‖* ≤ ‖𝑓‖′′* ≤ 2‖𝑓‖*.

Вiзьмемо куб 𝑄 ⊂ R𝑛. Iснують кулi 𝐵1, 𝐵2 такi, що 𝐵1 ⊂ 𝑄 ⊂ 𝐵2,
𝑐2|𝐵2| ≤ |𝑄| ≤ 𝑐1|𝐵1|, де 𝑐1, 𝑐2 — додатнi сталi, якi залежать лише вiд 𝑛.

Ω(𝑓,𝑄) ≤ 1

|𝑄|2

∫︁
𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑦𝑑𝑥 ≤ 2

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝐵2
|𝑑𝑥 ≤

≤ 2

𝑐2

1

|𝐵2|

∫︁
𝐵2

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝐵2
|𝑑𝑥 =

2

𝑐2
Ω(𝑓,𝐵2),

Ω(𝑓,𝐵1) ≤
1

|𝐵1|2

∫︁
𝐵1

∫︁
𝐵1

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑦𝑑𝑥 ≤ 2

|𝐵1|

∫︁
𝐵1

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑥 ≤

≤ 2𝑐1
1

𝑄

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄|𝑑𝑥 = 2𝑐1Ω(𝑓,𝑄).

Звiдси випливає, що середнi коливання можна обчислювати по всiх кулях
𝐵 ⊂ R𝑛.

Приклад 3.1. 𝑓(𝑥) = ln 1
|𝑥| . Перевiримо, чи 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(R𝑛). Для цього нам

потрiбно буде оцiнити коливання по всiх кулях 𝐵 ⊂ R𝑛.

Зафiксуємо кулю 𝐵 ≡ 𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑥0 ∈ R𝑛 : |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑟}. Якщо
|𝑥0| ≥ 2𝑟, то для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 маємо 1

2 |𝑥| ≤ |𝑦| ≤ 3
2 |𝑥|. Отже,

1
2 ≤

|𝑦|
|𝑥| ≤

3
2 , тому

Ω(𝑓,𝐵) ≤ 1

|𝐵|2

∫︁
_𝐵

∫︁
𝐵

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|𝑑𝑦𝑑𝑥 =
1

|𝐵|2

∫︁
𝐵

∫︁
𝐵

⃒⃒⃒⃒
ln

|𝑦|
|𝑥|

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑦𝑑𝑥 ≤

≤ max

(︂
ln

3

2
,

⃒⃒⃒⃒
ln

1

2

⃒⃒⃒⃒)︂
= max

(︂
ln

3

2
, ln 2

)︂
= ln 2.
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Розглянемо тепер випадок, коли |𝑥0| < 2𝑟. Вiзьмемо 𝑅 = 3𝑟. Куля 𝐵1 ≡
𝐵1(0, 𝑅) ⊃ 𝐵. Маємо

Ω(𝑓,𝐵) ≤ 2Ω(𝑓,𝐵) = inf
𝑐∈R

1

|𝐵|

∫︁
𝐵

|𝑓(𝑥) − 𝑐|𝑑𝑥 ≤

≤ 2

|𝐵|

∫︁
𝐵

⃒⃒⃒⃒
ln

1

|𝑥|
− ln

1

𝑅

⃒⃒⃒⃒
=

|𝐵1|
|𝐵|

1

|𝐵1|

∫︁
𝐵1

ln
𝑅

|𝑥|
𝑑𝑥 =

= 2 · 3𝑛
1

𝑉𝑛𝑅𝑛

∫︁
𝐵1

ln
𝑅

|𝑥|
,

де 𝑉𝑛 = 𝜋𝑛/2

Γ(𝑛/2+1) , а Γ — гамма-функцiя Ейлера, Γ(𝑥) =
∫︀∞
0 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡. Видно,

що
1

𝑅𝑛

∫︁
𝐵1

ln
𝑅

|𝑥|
𝑑𝑥 = 2

𝜋𝑛/2

Γ(𝑛2 )

∫︁ 1

0

𝜌𝑛−1 ln
1

𝜌
𝑑𝜌

не залежить вiд радiуса кулi. Оскiльки, ми отримали, що коливання по
кулях мажоруються сталою, яка залежить лише вiд 𝑛, то 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂.
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РОЗДIЛ 4

ЗАСТОСУВАННЯ ПЕРЕСТАНОВОК

4.1. Оцiнки перестановок

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо теореми про точнi оцiнки переста-
новок, якi будуть потрiнi для доведення основого результату цього роздiлу.

Теорема 4.1 ([3]). Нехай 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(R𝑛). Тодi справедлива нерiвнiсть

𝑓 **(𝑡) − 𝑓 *(𝑡) ≤ 2𝑛+4‖𝑓‖*, 0 < 𝑡 < ∞. (4.1)

Доведення. Оскiльки ‖|𝑓 |‖* ≤ 2‖𝑓‖*, то треба довести, що

𝑓 **(𝑡) − 𝑓 *(𝑡) ≤ 2𝑛+3‖𝑓‖*. (4.2)

Зафiксуємо 𝑡 > 0 i позначимо 𝐸 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) > 𝑓 *(𝑡)}. Таким
чином, |𝐸| ≤ 𝑡. Побудуємо таку вiдкриту множину 𝐺 ⊃ 𝐸, що |𝐺| ≤ 2𝑡.
За допомогою леми (номер) знайдемо набiр кубiв 𝑄𝑗, внутрiшностi яких
попарно не перетинаються, для яких виконуються умови леми. Маємо

𝑡(𝑓 ** − 𝑓 *(𝑡)) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 *(𝑡)) =

=

∫︁ |𝐸|

0

(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 *(𝑡)) 𝑑𝑢 +

∫︁ 𝑡

|𝐸|
(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 *(𝑡)) 𝑑𝑢 =

=

∫︁ |𝐸|

0

(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 *(𝑡)) 𝑑𝑢 =

∫︁
𝐸

(𝑓(𝑥) − 𝑓 *(𝑡)) 𝑑𝑥 =

=
∑︁
𝑗

∫︁
𝐸∩𝑄𝑗

(𝑓(𝑥) − 𝑓 *(𝑡)) 𝑑𝑥 =

=
∑︁
𝑗

∫︁
𝐸∩𝑄𝑗

(𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄𝑖
) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑗

(𝑓𝑄𝑖
− 𝑓 *(𝑡)) |𝐸 ∩𝑄𝑗| ≤

≤
∑︁
𝑗

∫︁
𝐸∩𝑄𝑗

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄𝑖
| 𝑑𝑥+

∑︁′

𝑗
(𝑓𝑄𝑖

− 𝑓 *(𝑡)) |𝐸 ∩𝑄𝑗| ,
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де
∑︀′

𝑗 — сума по тих номерах 𝑗, для яких 𝑓𝑄𝑖
> 𝑓 *(𝑡). Маємо

∑︁′

𝑗
(𝑓𝑄𝑖

− 𝑓 *(𝑡)) |𝐸 ∩𝑄𝑗| ≤
∑︁′

𝑗
(𝑓𝑄𝑖

− 𝑓 *(𝑡)) |𝐺 ∩𝑄𝑗| ≤

≤
∑︁′

𝑗
(𝑓𝑄𝑖

− 𝑓 *(𝑡)) |𝑄𝑗∖𝐺| =
∑︁′

𝑗

∫︁
𝑄𝑗∖𝐺

(𝑓𝑄𝑖
− 𝑓 *(𝑡)) 𝑑𝑥 ≤

≤
∑︁′

𝑗

∫︁
𝑄𝑗∖𝐺

(𝑓𝑄𝑖
− 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 ≤

∑︁′

𝑗

∫︁
𝑄𝑗

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄𝑖
| 𝑑𝑥 ≤

≤
∑︁
𝑗

∫︁
𝑄𝑗

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄𝑖
| 𝑑𝑥.

Отже, маємо

𝑡(𝑓 **(𝑡) − 𝑓 *(𝑡)) ≤ 2
∑︁
𝑗

∫︁
𝑄𝑖

⃒⃒
𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄𝑗

⃒⃒
𝑑𝑥 ≤

≤ 2‖𝑓‖*
∑︁
𝑗

|𝑄𝑗| ≤ 2𝑛+2‖𝑓‖* · |𝐺| ≤ 2𝑛+3‖𝑓‖* · 𝑡,

а це (4.2), що i треба було довести.

Теорема 4.2 ([3]). Нехай 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(R𝑛). Тодi 𝑓 * ∈ 𝐵𝑀𝑂([0,∞)) i

‖𝑓 *‖* ≤ 𝑐‖𝑓‖*,

де 𝑐 залежить вiд вимiрностi простору 𝑛.

Доведення.
‖𝑓 *‖* = sup

𝑡>0
.Ω(𝑓 *, [0,𝑡])

За властивiстю коливань маємо

Ω(𝑓 *,[0,𝑡]) ≤ 2Ω′(𝑓 *, [0,𝑡]) = 2inf
𝑐

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

|𝑓 *(𝑢) − 𝑐|𝑑𝑢 ≤

≤ 2

𝑡

∫︁ 𝑡

0

(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 *(𝑡))𝑑𝑢 = 2(𝑓 **(𝑡) − 𝑓 *(𝑡)).

Застосуємо теорему 4.1 i отримаємо

2(𝑓 **(𝑡) − 𝑓 *(𝑡)) ≤ 2 · 2𝑛+4‖𝑓‖* = 2𝑛+5‖𝑓‖*,
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де 𝑐 = 2𝑛+5.

Теорема 4.3. Нехай 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝑄0). Тодi справедлива нерiвнiсть

𝑓 **(𝑡) − 𝑓 *(𝑡) ≤ 2𝑛+4‖𝑓‖*, 0 < 𝑡 <
1

4
|𝑄0|. (4.3)

Доведення цiєї теореми аналогiчно доведенню теореми 4.1 тiльки для
таких 𝑡, що 0 < 𝑡 < 1

4 |𝑄0|.

Теорема 4.4. Нехай 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝑄0). Тодi 𝑓 * ∈ 𝐵𝑀𝑂([0, |𝑄0|]) i

‖(𝑓 − 𝑓𝑄0
)*‖* ≤ 𝑐‖𝑓‖*,

де 𝑐 залежить вiд вимiрностi простору 𝑛.

Доведення. Нехай 𝑓𝑄0
= 0. Зафiксуємо вiдрiзок [𝛼, 𝛽] ⊂ [0, |𝑄0|].

Якщо (𝑓 *)[𝛼,𝛽] ≤ |𝑓 |𝑄0
, то

Ω(𝑓 *, [𝛼, 𝛽]) ≤ 1

𝛽 − 𝛼

𝛽∫︁
𝛼

⃒⃒
𝑓 *(𝑢) − (𝑓 *)[𝛼,𝛽]

⃒⃒
𝑑𝑢 ≤

≤ 2(𝑓 *)[𝛼,𝛽] ≤ 2|𝑓𝑄0
| =

2

|𝑄0|

∫︁
𝑄0

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ 2‖𝑓‖*.

Розглянемо тепер випадок, коли (𝑓 *)[𝛼,𝛽] > |𝑓 |𝑄0
. Знайдемо таке 𝛽0,

𝛽 ≤ 𝛽0 ≤ |𝑄0|, що (𝑓 *)[𝛼,𝛽] = (𝑓 *)[0,𝛽0]. Якщо 𝛽0 ≥ 1
4|𝑄0|, то

Ω(𝑓 *, [𝛼, 𝛽]) ≤ Ω(𝑓 *, [0, 𝛽0]) =

=
2

𝛽0

∫︁
{𝑢 : 𝑓*(𝑢)>𝑓**(𝛽0)}

(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 **(𝛽0)) 𝑑𝑢 ≤

≤ 2

𝛽0

∫︁
{𝑢 : 𝑓*(𝑢)>𝑓**(𝛽0)}

(𝑓 *(𝑢) − |𝑓 |𝑄0
) 𝑑𝑢 ≤
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≤ 2

𝛽0

∫︁
{𝑢 : 𝑓*(𝑢)>|𝑓𝑄0

|}
(𝑓 *(𝑢) − |𝑓 |𝑄0

) 𝑑𝑢 =

=
2

𝛽0

∫︁
{𝑥∈𝑄0 : |𝑓(𝑥)|>|𝑓𝑄0

|}
(|𝑓(𝑥)| − |𝑓 |𝑄0

) 𝑑𝑥 =

=
|𝑄0|
𝛽0

Ω(|𝑓 |, 𝑄0) ≤ 4 · 2 · Ω(𝑓,𝑄0) ≤ 8 sup Ω(𝑓,𝑄0) = 8‖𝑓‖*.

Якщо 𝛽0 ≤ 1
4|𝑄0|, то за теоремою 4.3,

Ω(𝑓 *, [𝛼, 𝛽]) ≤ Ω(𝑓 *, [0, 𝛽0]) ≤ 2Ω′(𝑓 *, [0; 𝛽0]) ≤

≤ 2

𝛽0

𝛽0∫︁
0

(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 *(𝛽0)) 𝑑𝑢 = 2 (𝑓 **(𝛽0) − 𝑓 *(𝛽0)) ≤ 2𝑛+5‖𝑓‖*.

Оскiльки ми брали довiльний вiдрiзок з [0; |𝑄0|], то теорему доведено.

4.2. Теорема Джона — Нiренберга

Розглянемо основну теорему цього роздiлу.

Теорема 4.5 (Джона — Нiренберга, [5]). Iснують такi сталi 𝑏 i 𝐵, якi зале-
жать вiд вимiрностi простору 𝑛, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝑄0)

i будь-якого куба 𝑄 ⊂ R𝑛, справедлива нерiвнiсть

(𝑓 − 𝑓𝑄0
)*(𝑡) ≤ ‖𝑓‖*

𝑏
ln

𝐵|𝑄0|
𝑡

, 0 < 𝑡 ≤ |𝑄0|. (4.4)

Доведення. Нехай 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝑄0), куб 𝑄0 ∈ R𝑛 i 𝑓𝑄0
= 0. Маємо

𝑓 **
(︂
𝑡

2

)︂
− 𝑓 **(𝑡) =

2

𝑡

∫︁ 𝑡/2

0

(𝑓 *(𝑢) − 𝑓 **(𝑡)) 𝑑𝑢 ≤

≤ 2

𝑡

∫︁ 𝑡

0

|𝑓 *(𝑢) − 𝑓 **(𝑡)|𝑑𝑢 ≤ 2‖𝑓 *‖*, 0 < 𝑡 ≤|𝑄0|.

Застосовуючи теорему 4.4, маємо

𝑓 **
(︂
𝑡

2

)︂
− 𝑓 **(𝑡) ≤ 2𝑐‖𝑓‖*, 0 < 𝑡 ≤ |𝑄0|, (4.5)
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𝑐 залежить вiд вимiрностi простору 𝑛.

Вiзьмемо 𝑡 ∈ (0, |𝑄0|) та знайдемо 𝑛 таке, що 2−𝑛−1|𝑄0| < 𝑡 ≤ 2−𝑛|𝑄0|.
Враховуючи (4.5), одержимо

𝑓 **(𝑡) ≤ 𝑓 ** (︀2−𝑛−1|𝑄0|
)︀
≤ 𝑓 ** (︀2−𝑛|𝑄0|

)︀
+ 2𝑐‖𝑓‖* ≤

≤ 𝑓 ** (︀2−𝑛+1|𝑄0|
)︀

+ 2 · (2𝑐‖𝑓‖*) ≤ . . . ≤ 𝑓 **(|𝑄0|) + (𝑛 + 1) (2𝑐‖𝑓‖*) .

Оскiльки ми припустили, що 𝑓𝑄0
= 0, то

𝑓 **(|𝑄0|) =
1

|𝑄0|

∫︁ |𝑄0|

0

𝑓 *(𝑢)𝑑𝑢 =
1

|𝑄0|

∫︁
𝑄0

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ ‖𝑓‖*,

отже,

𝑓 *(𝑡) ≤ 𝑓 **(𝑡) ≤ 2𝑐(𝑛 + 2)‖𝑓‖* ≤ 2𝑐

(︃
ln |𝑄0|

𝑡

ln 2
+ 2

)︃
=

=
2𝑐

ln 2
‖𝑓‖* ln

4|𝑄0|
𝑡

, 0 < 𝑡 ≤ |𝑄0|.

Враховуючи наше припущення 𝑓𝑄0
= 0, отримана нерiвнiсть - це i є (4.4),

де 𝐵 = 4, а 𝑏 = ln 2
2𝑐 .

З теореми Джона — Нiренберга випливає

Наслiдок 4.1. Якщо 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂 (R𝑛), то 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐 при будь-якому 𝑝 < ∞.

Доведення. Покажемо, що для будь-якого куба 𝑄0 ∈ R𝑛 справедливе 𝑓 −
𝑓𝑄0

∈ 𝐿𝑝(𝑄0). Cкористаємось нерiвнiстю (4.4) i отримаємо∫︁
𝑄0

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑄0
|𝑝 𝑑𝑥 =

∫︁ |𝑄0|

0

((𝑓 − 𝑓𝑄0
)*(𝑡)) 𝑑𝑡 ≤

≤
(︂
‖𝑓‖*
𝑏

)︂𝑝 ∫︁ |𝑄0|

0

ln𝑝 𝐵|𝑄0|
𝑡

𝑑𝑡 =

=

(︂
‖𝑓‖*
𝑏

)︂𝑝

|𝑄0|·𝐵
∫︁ 1/𝐵

0

ln𝑝 1

𝑢
𝑑𝑢 < ∞.

Знайдемо точну сталу в показнику експоненти в нерiвностi Джона -
Нiренберга для одновимiрного випадку.
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З леми 3.1 випливає

Наслiдок 4.2. Нехай функцiя 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂([𝑎0, 𝑏0]), де [𝑎0, 𝑏0] ⊂ R, 𝑓[𝑎0,𝑏0] = 0.
Тодi для будь-якого 𝑎 > 1 справедлива нерiвнiсть

𝑓 **
(︂
𝑡

𝑎

)︂
− 𝑓 **(𝑡) ≤ 𝑎

2
‖𝑓‖*, 0 < 𝑡 ≤ 𝑏0 − 𝑎0. (4.6)

Доведення. Вiзьмемо 𝜙 = 𝑓 * в лемi 3.1, тодi 𝐹 = 𝑓 **. З (3.1) маємо

𝑓 **
(︂
𝑡

𝑎

)︂
− 𝑓 **(𝑡) ≤ 𝑎

2
‖𝑓 *‖

Звiдси i з нерiвностi ‖𝑓 *‖* ≤ ‖𝑓‖* отримуємо (4.6).

За допомогою (4.6) можна отримати точну сталу нерiвностi Джона —
Нiренберга в одновимiрному випадку.

Теорема 4.6 ([6]). Нехай функцiя 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂([𝑎0, 𝑏0]). Тодi справедлива
нерiвнiсть

(𝑓 − 𝑓[𝑎0,𝑏0])
*(𝑡) ≤ ‖𝑓‖*

2/𝑒
ln

𝐵(𝑏0 − 𝑎0)

𝑡
, 0 < 𝑡 ≤ 𝑏0 − 𝑎0, (4.7)

де 𝐵 = exp
(︀
1 + 2

𝑒

)︀
.

Доведення. Нехай 𝑓[𝑎0,𝑏0] = 0 i 𝑎 > 1. Додаючи нерiвностi,

𝑓 **
(︂
𝑏0 − 𝑎0

𝑎𝑖

)︂
− 𝑓 **

(︂
𝑏0 − 𝑎0
𝑎𝑖−1

)︂
≤ 𝑎

2
‖𝑓‖*, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1,

якi випливають з (4.6), отримуємо

𝑓 **
(︂
𝑏0 − 𝑎0
𝑎𝑘+1

)︂
≤ (𝑘 + 1)

𝑎

2
‖𝑓‖* + 𝑓 **(𝑏0 − 𝑎0). (4.8)

Оскiльки 𝑓[𝑎0,𝑏0] = 0, то

𝑓 **(𝑏0 − 𝑎0) =
1

𝑏0 − 𝑎0

∫︁ 𝑏0−𝑎0

0

𝑓 *(𝑢)𝑑𝑢 =
1

𝑏0 − 𝑎0

∫︁ 𝑏0

𝑎0

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 =

Ω(𝑓, [𝑎0,𝑏0]) ≤ ‖𝑓‖*,
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Тодi з (4.8) маємо

𝑓 **
(︂
𝑏0 − 𝑎0
𝑎𝑘+1

)︂
≤
(︁

(𝑘 + 1)
𝑎

2
+ 1
)︁
‖𝑓‖*, 𝑘 = 0, 1, . . . (4.9)

Вiзьмемо 𝑡 ∈ (0, 𝑏0 − 𝑎0] i знайдемо таке 𝑘, що

𝑏0 − 𝑎0
𝑎𝑘+1

< 𝑡 ≤ 𝑏0 − 𝑎0
𝑎𝑘

.

Тодi 𝑘 ≤ 1
ln 𝑎 ln 𝑏0−𝑎0

𝑡 i з (1.4) отримуємо

𝑓 *(𝑡) ≤ 𝑓 **(𝑡) ≤ 𝑓 **
(︂
𝑏0 − 𝑎0
𝑎𝑘+1

)︂
≤
(︁

(𝑘 + 1)
𝑎

2
+ 1
)︁
‖𝑓‖* ≤

≤
(︂(︂

1

ln 𝑎
· ln

𝑏0 − 𝑎0
𝑡

+ 1

)︂
𝑎

2
+ 1

)︂
‖𝑓‖* =

=

(︂
1

2

𝑎

ln 𝑎
· ln

𝑏0 − 𝑎0
𝑡

+
𝑎

2
+ 1

)︂
.

𝑎
ln 𝑎 , де 𝑎 > 1, набуває найменшого значення, коли 𝑎 = 𝑒. Пiдставимо це
значення в отриману нерiвнiсть

𝑓 *(𝑡) ≤
(︂
𝑒

2
ln

𝑏0 − 𝑎0
𝑡

+
𝑒

2
+ 1

)︂
‖𝑓‖* =

‖𝑓‖*
2/𝑒

ln
exp

(︀
1 + 2

𝑒

)︀
(𝑏0 − 𝑎9)

𝑡
,

отже ми отримали нерiвнiсть Джона — Нiренберга у виглядi (4.7).
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi ми визначили перестановки функцiй i дослiдили їхнi
основнi властивостi. Розглянули поняття середнiх коливань та встановили
їхнi властивостi, визначили клас 𝐵𝑀𝑂 функцiй з обмеженими середнiми
коливаннями, довели приналежнiсть функцiї ln 1

|𝑥| до класу 𝐵𝑀𝑂. Також
довели теореми про точнi оцiнки перестановок, якi дозволили довести
нерiвнiсть Джона — Нiренберга i визначити точну сталу у нiй.
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