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ВСТУП

Вимоги сучасної технiки потребують перегляду усталеного чисто ма-
тематичного пiдходу до моделювання фiзичних процесiв. В останнi роки
з’явилася значна кiлькiсть дослiджень, зокрема в теорiї в’язкопружностi та
в спадковiй механiцi твердого тiла, де для бiльш точного опису властивостей
матерiалiв використовуються дробовi похiднi [9].

Застосування дробових похiдних у математичному моделюваннi при-
родно призводить до виникнення диференцiальних рiвнянь дробового по-
рядку. Цi рiвняння вiдрiзняються вiд традицiйних диференцiальних рiвнянь,
оскiльки в них зустрiчаються дробовi похiднi замiсть звичайних цiлих по-
рядкiв. Це ставить пiд сумнiв застосування класичних методiв розв’язання
диференцiальних рiвнянь i вимагає розробки нових чисельних алгоритмiв.

Крiм того, формулювання початкових умов для диференцiальних
рiвнянь дробового порядку також потребує спецiального пiдходу. Прикладнi
задачi вимагають визначення дробових похiдних, що дозволяють використо-
вувати фiзично iнтерпретованi початковi умови, якi враховують особливостi
системи та фiзичнi обмеження.

При дослiдженнi рiвняння з дробовими похiдними виникає проблема
початкових умов, якi мiстять граничнi значення дробових похiдних. Хоча
математично такi початково-крайовi задачi можуть бути успiшно вирiшенi,
на практицi вони мало кориснi, оскiльки не iснує фiзичної iнтерпретацiї для
таких типiв початкових умов.

Цей факт викликає конфлiкт мiж усталеною та вивченою математи-
чною теорiєю i практичними потребами. Втiм, Мiшель Капуто запропонував
певне розв’язання цього конфлiкту. Його пiдхiд полягає у застосуваннi дро-
бових похiдних Капуто[4, 9], якi дозволяють сформулювати початковi умови
з фiзичною iнтерпретацiєю, враховуючи особливостi системи та фiзичнi
обмеження.

Одним зi складних завдань є апроксимацiя рiвнянь з дробовими по-
хiдними, оскiльки вони вимагають спецiального пiдходу до їх чисельного
розв’язання.
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Об’єктом дослiдження є початково-крайова задача для дробового
рiвняння адвекцiї-дисперсiї з похiдною Капуто.

Предметом дослiдження є скiнченно-рiзницева апроксимацiя початково-
крайової задачi для дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї.

Мета роботи — отримання нових знань i практичного досвiду щодо
побудови числових розв’язкiв фiзичних моделей з дробовими похiдними.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо дробове рiвняння адвекцiї-дисперсiї

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑍

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑑

(︂
1

2
+

𝛾

2

)︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼
+ 𝑑

(︂
1

2
− 𝛾

2

)︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼
, (1.1)

де 𝑢 — це концентрацiя розчинених речовин у данiй системi, також вiдома
як щiльнiсть. 𝑍 — середня швидкiсть руху води в порах, 𝑥 i 𝑡 — вiдповiднi
просторовi та часовi координати, 𝑑 — коефiцiєнт дифузiї, 𝛼 — порядок
дробової похiдної з 1 < 𝛼 ≤ 2. Значення параметра 𝛾 вiдображає спiввiдно-
шення ймовiрностей переходу частинок розчинника вперед та назад. Якщо
−1 ≤ 𝛾 ≤ 0, то ймовiрнiсть переходу змiщена назад, а якщо 0 ≤ 𝛾 ≤ 1, то
ймовiрнiсть переходу змiщена вперед.

Треба розглянути скiнченно-рiзницеву апроксимацiю початково-крайової
задачi для дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї з похiдною Капуто.

Визначити умови стiйкостi запропонованої схеми.

Створити програмний додаток мовою пакету MATLAB, який реалiзує
вказану схему, та знаходить скiнченно-рiзницевий розв’язок для рiзних
коефiцiєнтiв дробового рiвняння та рiзних параметрiв сiтки.

Провести серiю обчислювальних експериментiв щодо встановлення
стiйкостi скiнченно-рiзницевої схеми.
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РОЗДIЛ 2

IНТЕГРАЛИ ТА ПОХIДНI ДРОБОВОГО ПОРЯДКУ

Приведемо основнi визначення щодо дробових iнтегралiв та похiдних
[4, 9]

2.1 Дробовi iнтеграли та похiднi Рiмана-Лiувiлля

Розглянемо 𝑛-кратний iнтеграл вiд деякої функцiї 𝑓(𝑥):

𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑑𝑡𝑛

𝑡𝑛∫︁
𝑎

𝑑𝑡𝑛−1 · · ·
𝑡2∫︁
𝑎

𝑑𝑡1𝑓(𝑡1).

Застосуємо правило Дiрiхле про змiну порядку iнтегрування у двократному
iнтегралi зi змiнною межею внутрiшнього

𝑥∫︁
𝑎

𝑑𝑡2

𝑡2∫︁
𝑎

𝑑𝑡1𝑓(𝑡1) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑑𝑡1

𝑥∫︁
𝑡1

𝑑𝑡2𝑓(𝑡1),

i використаємо метод математичної iндукцiї, тодi 𝑛-кратний iнтеграл можна
перетворити на одноразовий зi степеневим ядром та отримати так звану
формулу Кошi

𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑑𝑡𝑛

𝑡𝑛∫︁
𝑥

𝑑𝑡𝑛−1 · · ·
𝑡2∫︁
𝑎

𝑑𝑡1𝑓(𝑡1) =
1

(𝑛− 1)!

𝑥∫︁
𝑎

(𝑥− 𝑡)𝑛−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Таким чином ми визначили iнтегральний оператор 𝐽𝑛
𝑎 для 𝑛 ∈ N.

Означення 2.1. Нехай 𝑛 ∈ R+. Оператор 𝐽𝑛
𝑎 , визначений на 𝐿1[𝑎,𝑏] таким

чином

𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) ≡

1

Γ(𝑛)

𝑥∫︁
𝑎

(𝑥− 𝑡)𝑛−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

для 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, називається оператором Рiмана–Лiувiлля дробового iнтегру-
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вання порядку 𝑛. Для 𝑛 = 0, 𝐽0
𝑎 ≡ 𝐼, тотожнiй оператор.

Теорема 2.1. Нехай 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎,𝑏] та 𝑛 > 0. Тодi iнтеграл 𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) iснує

майже для усiх 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]. Крiм того, функцiя 𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) належить 𝐿1[𝑎,𝑏].

Теорема 2.2. Нехай 𝑚,𝑛 ≥ 0 i 𝜑 ∈ 𝐿1[𝑎,𝑏]. Тодi

𝐽𝑚
𝑎 𝐽𝑛

𝑎 𝜑 = 𝐽𝑚+𝑛
𝑎 𝜑

справедливо майже скрiзь на [𝑎,𝑏]. Якщо при цьому 𝜑 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] або 𝑚+𝑛 ≥ 1,
то цей вираз справедливий всюди на [𝑎,𝑏].

Теорема 2.3. Оператори {𝐽𝑛
𝑎 : 𝐿1[𝑎,𝑏] → 𝐿1[𝑎,𝑏]; 𝑛 ≥ 0} утворюють

комутативну напiвгрупу вiдносно конкатенацiї. Тотожнiй оператор 𝐽0 є
нейтральним елементом цiєї напiвгрупи.

Теорема 2.4. Нехай 𝑛 > 0, 𝑝 > max{1,1/𝑛} та 𝜑 ∈ 𝐿𝑝[𝑎,𝑏]. Тодi

𝐽𝑛
𝑎 𝜑(𝑥) = 𝑜

(︁
(𝑥− 𝑎)𝑛−1/𝑝

)︁
при 𝑥 → 𝑎+. Якщо при цьому 𝑛 − 1/𝑝 /∈ N, то 𝐽𝑛

𝑎 𝜑 ∈ 𝐶𝑛−1/𝑝[𝑎,𝑏],= та
𝐷⌊𝑛−1/𝑝⌋𝐽𝑛

𝑎 𝜑 ∈ 𝐻𝑛−1/𝑝−⌊𝑛−1/𝑝⌋[𝑎,𝑏].

Приклад 2.1. Нехай 𝑓(𝑥) = (𝑥− 𝑎)𝛽 для деякого 𝛽 > −1 та 𝑛 > 0. Тодi

𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) =

Γ(𝛽 + 1)

Γ(𝑛+ 𝛽 + 1)
(𝑥− 𝑎)𝑛+𝛽.

Ураховуючи вiдомий вiдповiдний результат у випадку 𝑛 ∈ N, цей результат
є саме тим, що можна очiкувати вiд узагальнення iнтегрального оператора.
Дiйсно, з урахуванням властивостей бета-функцiї,

𝐵(𝛼, 𝛽) =

1∫︁
0

𝑡𝛼−1(1− 𝑡)𝛽−1𝑑𝑡 =
Γ(𝛼)Γ(𝛽)

Γ(𝛼 + 𝛽)
, де 𝛼, 𝛽 ∈ R+,

отримаємо:

𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝑛)

𝑥∫︁
𝑎

(𝑡− 𝑎)𝛽(𝑥− 𝑡)𝑛−1𝑑𝑡
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=
1

Γ(𝑛)
(𝑥− 𝑎)𝑛+𝛽

1∫︁
0

𝑠𝛽(1− 𝑠)𝑛−1𝑑𝑠 =
Γ(𝛽 + 1)

Γ(𝑛+ 𝛽 + 1)
(𝑥− 𝑎)𝑛+𝛽.

Встановивши основнi властивостi iнтегральних операторiв Рiмана-
Лiувiлля, перейдемо до вiдповiдних диференцiальних операторiв.

Означення 2.2. Нехай 𝑛 ∈ R+ и 𝑚 = ⌈𝑛⌉. Оператор 𝐷𝑛
𝑎 , визначений як

𝐷𝑛
𝑎 ≡ 𝐷𝑚𝐽𝑚−𝑛

𝑎 ,

називається оператором Рiмана-Лiувiля дробової похiдної порядку 𝑛.

Для 𝑛 = 0, 𝐷0
𝑎 ≡ 𝐼, тотожнiй оператор.

Як наслiдок цього визначення, сформулюємо дробнi похiднi деяких
елементарних функцiй.

Приклад 2.2. Нехай 𝑓(𝑥) = (𝑥− 𝑎)𝛽 для деякого 𝛽 > −1 та 𝑛 > 0. Тодi, з
урахуванням прикладу 2.1,

𝐷𝑛
𝑎𝑓(𝑥) = 𝐷⌈𝑛⌉𝐽⌈𝑛⌉−𝑛

𝑎 𝑓(𝑥) =
Γ(𝛽 + 1)

Γ(⌈𝑛⌉ − 𝑛+ 𝛽 + 1)
𝐷⌈𝑛⌉(𝑥− 𝑎)⌈𝑛⌉−𝑛+𝛽.

Зокрема, якщо 𝑛− 𝛽 ∈ N, то права частина є ⌈𝑛⌉-ою похiдною класичного
полiнома степеня ⌈𝑛⌉− (𝑛− 𝛽) ∈ 0,1, ...,⌈𝑛⌉ − 1, тому вираз дорiвнює нулю,
тобто

𝐷𝑛
𝑎(𝑥− 𝑎)𝑛−𝑚 = 0 ∀𝑛 > 0, 𝑚 ∈ {1,2, . . . , ⌈𝑛⌉}.

З iншого боку, 𝑛− 𝛽 /∈ N, маємо, що

𝐷𝑛
𝑎(𝑥− 𝑎)𝑛−𝛽 =

Γ(𝛽 + 1)

Γ(𝛽 + 1− 𝑛)
(𝑥− 𝑎)𝛽−𝑛.

Обидва цi спiввiдношення є прямими узагальненнями того, що ми
знаємо про похiднi цiлого порядку.
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2.2 Дробовi похiднi Грюнвальда–Летнiкова

Скiнченнi рiзницi назад порядку 𝑛 з кроком ℎ визначимо як

∆𝑛
ℎ𝑓(𝑥) :=

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ), (2.1)

щоб отримати наступний результат.

Теорема 2.5. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑓 ∈ 𝐶𝑛[𝑎,𝑏] та 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏. Тодi

𝐷𝑛𝑓(𝑥) = lim
ℎ→0

∆𝑛
ℎ

ℎ𝑛
. (2.2)

Цей результат насправдi є корисним не лише для аналiтичних до-
слiджень. Використовуючи скiнчене позитивне значення для ℎ замiсть
граничного переходу ℎ → 0, отримаємо чисельну апроксимацiю похiдної.
Тому бажано мати аналог i для дробового випадку.

Дiйсно, все, що потрiбно зробити, це надати значення скiнченнiй
рiзницi в (2.1) при 𝑛 /∈ N. Нагадаємо, що бiномiальнi коефiцiєнти

(︀
𝑛
𝑘

)︀
для

𝑛 ∈ R i 𝑘 ∈ N0 визначаються спiввiдношеннями(︂
𝑛

𝑘

)︂
:=

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2) · · · (𝑛− 𝑘 + 1)

𝑘!
. (2.3)

Зауважимо, що
(︀
𝑛
𝑘

)︀
= 0, якщо 𝑛 ∈ N та 𝑛 < 𝑘. Таким чином, при 𝑛 ∈ N

(2.3) рiвносильно

∆𝑛
ℎ𝑓(𝑥) :=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ), (2.4)

Тепер згадаємо, що хочемо мати вираз для класу функцiй, який зазви-
чай є пiдмножиною 𝐶[𝑎,𝑏], тобто класу функцiй, визначених на скiнченому
iнтервалi [𝑎,𝑏]. У цьому контекстi варто зауважити, що представлення (2.4)
мають двi проблеми в разi 𝑛 /∈ N, де жоден з бiномiальних коефiцiєнтiв не
дорiвнює нулю, тому що цей вираз насправдi є нескiнченним рядом:

• щоб обчислити вираз в (2.4) для всiх 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏], необхiдно визначити
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функцiю 𝑓 на (−∞,𝑏];
• функцiя 𝑓 повинна бути такою, щоб ряд збiгався

Цi двi проблеми мають просте рiшення: для заданної функцiї 𝑓 : [𝑎,𝑏] → R
визначимо нову функцiю

𝑓 * : (−∞,𝑏] → R, 𝑥 ↣

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑓(𝑥), якщо 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏],

0, якщо 𝑥 ∈ (−∞,𝑎),

та використаємо цю функцiю замiсть 𝑓 . Ураховуючи, що 𝑓 i 𝑓 * спiвпадають
на вiдрiзку, де визначенi обидва функцiї, iнтерпретуємо 𝑓 * як продовження
𝑓 i, трохи зловживаючи позначеннями, будемо далi писати 𝑓 замiсть 𝑓 *.

Узагальнимо тепер (2.2). З метою спрощення обмежимося умовою,
що ℎ → 0. Спецiально для розглянутого значення 𝑥 ми припускаємо, що ℎ

приймає лише значення ℎ𝑁 = (𝑥 − 𝑎)/𝑁 , 𝑁 = 1, 2, . . . . Детальний аналiз
показує, що ця умова не є обов’язковою.

Означення 2.3. Нехай 𝑛 > 0, 𝑓 ∈ 𝐶⌈𝑛⌉[𝑎,𝑏] та 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏. Тодi

̃︀𝐷𝑛
𝑎𝑓(𝑥) = lim

𝑁→∞

∆𝑛
ℎ𝑁

ℎ𝑛
𝑁

= lim
𝑁→∞

1

ℎ𝑛
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ𝑁),

де ℎ𝑁 = (𝑥− 𝑎)/𝑁 , називається дробовою похiдною Грюнвальда–Летнiкова
порядку 𝑛 функцiї 𝑓 .

Наступний результат пояснює зв’язок мiж новим поняттям дробової
похiдної та вже вiдомим нам.

Теорема 2.6. Нехай 𝑛 > 0, 𝑚 = ⌈𝑛⌉ та 𝑓 ∈ 𝐶𝑚[𝑎,𝑏]. Тодi для 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏],

̃︀𝐷𝑛
𝑎𝑓(𝑥) = 𝐷𝑛

𝑎𝑓(𝑥).

В силу цiєї теореми та спiввiдношення

(−1)𝑘
(︂
−𝑛

𝑘

)︂
= (−1)𝑘

(−𝑛)(−𝑛− 1) · · · (−𝑛− 𝑘 + 1)

𝑘!
=

𝑛(𝑛+ 1) · · · (𝑛+ 𝑘 − 1)

𝑘!
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=
(𝑛+ 𝑘 − 1)(𝑛+ 𝑘 − 2) · · ·𝑛

𝑘!
=

Γ(𝑛+ 𝑘)

Γ(𝑛)Γ(𝑘 + 1)
.

є справедливим наступне означення.

Означення 2.4. Нехай 𝑛 > 0, 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] та 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏. Тодi

̃︀𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝑛)
lim
𝑁→∞

ℎ𝑛
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=0

Γ(𝑛+ 𝑘)

Γ(𝑘 + 1)
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ𝑁),

де ℎ𝑁 = (𝑥−𝑎)/𝑁, називається дробним iнтегралом Грюнвальда–Летнiкова
порядку 𝑛 функцiї 𝑓 .

2.3 Дробовi похiднi Капуто

Виявляється, дробовi похiднi Римана-Лiувiля мають певнi недолiки
при спробi моделювання явищ реального свiту за допомогою диференцi-
альних рiвнянь дробного порядку. Тому розглянемо модифiковане поняття
дробної похiдної. При порiвняннi двох концепцiй, друга з них, здається,
краще пiдходить для таких завдань.

Почнемо попередньо з означення.

Означення 2.5. Нехай 𝑛 ≥ 0 та 𝑚 = ⌈𝑛⌉. Тодi задамо оператор ̂︀𝐷𝑛
𝑎 як

̂︀𝐷𝑛
𝑎𝑓 := 𝐽𝑚−𝑛

𝑎 𝐷𝑚𝑓

для усiх 𝐷𝑚𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎,𝑏].

Розглянемо випадок, коли 𝑛 ∈ N. Тут 𝑚 = 𝑛, i, отже, з визначення
випливає ̂︀𝐷𝑛

𝑎𝑓 = 𝐽0
𝑎𝐷

𝑛𝑓 = 𝐷𝑛𝑓,

тобто, ми вiдновлюємо стандартне визначення в класичному випадку. Роз-
почнемо аналiз цього оператора в дробовому випадку 𝑛 /∈ N з простого
прикладу.
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Приклад 2.3. Нехай 𝑓(𝑥) = (𝑥− 𝑎)𝛽 для деякого 𝛽 ≥ 0. Тодi

̂︀𝐷𝑛
𝑎𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝛽 ∈ {0, 1, 2, · · · , 𝑚− 1},

Γ(𝛽+1)
Γ(𝛽+1−𝑛)(𝑥− 𝑎)𝛽−𝑛 якщо 𝛽 ∈ N i 𝛽 ≥ 𝑚,

чи 𝛽 /∈ N i 𝛽 > 𝑚− 1.

Порiвняємо це твердження з вiдповiдним твердженням для операторiв
Рiмана-Лiувiлля (приклад 2.2). Зауважимо, зокрема, на те, що два оператори
мають рiзнi ядра i що областi визначення двох операторiв (показанi тут з
точки зору допустимого дiапазону параметра 𝛽) також вiдрiзняються.

Ми вимагали 𝑚 = ⌈𝑛⌉ в означеннi 2.5. Така ж умова накладена в
означеннi 𝐷𝑛

𝑎 := 𝐷𝑚𝐽𝑚−𝑛
𝑎 дробової похiдної Рiмана-Лiувiлля (означення

2.2). Однак у останньому випадку це обмеження насправдi не є необхiдним.
Ми можемо використовувати будь-яке 𝑚 ∈ N з 𝑚 ≥ 𝑛 у випадку Рiмана-
Лiувiлля. Для введеного оператора ̂︀𝐷𝑛

𝑎 := 𝐽𝑚−𝑛
𝑎 𝐷𝑚 з означення 2.5 ситуацiя

iнша: тут ми не можемо замiнити 𝑚 = ⌈𝑛⌉ на яке-небудь 𝑚 ∈ N з 𝑚 > ⌈𝑛⌉.
Це стає очевидним, якщо подивитися на простий приклад 𝑓(𝑥) = (𝑥− 𝑎)⌈𝑛⌉.
Для такої функцiї згiдно з прикладом 2.5 маємо

̂︀𝐷𝑛
𝑎𝑓(𝑥) =

Γ(⌈𝑛⌉+ 1)

Γ(⌈𝑛⌉+ 1− 𝑛)
(𝑥− 𝑎)⌈𝑛⌉−𝑛,

але, якщо 𝑚 ∈ N з 𝑚 > ⌈𝑛⌉, отримаємо 𝐷𝑚𝑓(𝑥) = 0, отже 𝐽𝑚−𝑛
𝑎 𝐷𝑚𝑓(𝑥) = 0

також.

Важною ланкою у формуваннi альтернативного диференцiального
оператора є тотожнiсть, яка пов’язує похiднi Рiмана–Лiувiлля з одного боку
i введений новий оператор з iншого.

Теорема 2.7. Нехай 𝑛 ≥ 0 та 𝑚 = ⌈𝑛⌉. Крiм того, припустимо, що
𝑓 ∈ 𝐴𝑚[𝑎,𝑏]. Тодi ̂︀𝐷𝑛

𝑎𝑓 = 𝐷𝑛
𝑎 [𝑓 − 𝑇𝑚−1[𝑓 ; 𝑎]]
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майже всюди. Зауважимо, що

𝑇𝑚−1[𝑓 ; 𝑎] =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑎)

𝑘!
(𝑥− 𝑎)𝑘

позначає полiном Тейлора ступеня 𝑚− 1 для функцiї 𝑓 з центром в точцi
𝑎; у випадку, коли 𝑚 = 0, вважаємо, що 𝑇𝑚−1[𝑓 ; 𝑎] = 0.

Звернiть увагу, що вираз у правiй частинi рiвняння iснує, якщо iснує
𝐷𝑛

𝑎𝑓 i 𝑓 має 𝑚−1 похiдну в точцi 𝑎, причому остання умова забезпечує iснува-
ння полiнома Тейлора. Ця умова є слабшою за попередню умову 𝑓 ∈ 𝐴𝑚[𝑎,𝑏]

(це випливає з того, що 𝑓 ∈ 𝐴𝑚[𝑎,𝑏] приводить до (a) 𝑓 ∈ 𝐶𝑚−1[𝑎,𝑏], а отже,
до iснування полiнома Тейлора i його похiдної Рiмана–Лiувiлля, i (б) до
iснування 𝐷𝑛

𝑎𝑓 майже всюди). З цього моменту ми будемо використовувати
останнiй вираз.

Означення 2.6. Припустимо, що 𝑛 ≥ 0 i 𝑓 такi, що 𝐷𝑛
𝑎 [𝑓−𝑇𝑚−1[𝑓 ; 𝑎]] iснує,

де 𝑚 = ⌈𝑛⌉. Тодi визначимо функцiю 𝐷𝑛
*𝑎𝑓 рiвнiстю

𝐷𝑛
*𝑎𝑓 = 𝐷𝑛

𝑎 [𝑓 − 𝑇𝑚−1[𝑓 ; 𝑎]].

Оператор 𝐷𝑛
*𝑎 називається диференцiйним оператором Капуто порядку 𝑛.

Зазначимо, що для 𝑛 ∈ N, 𝑚 = 𝑛 i, отже,

𝐷𝑛
*𝑎𝑓 = 𝐷𝑛

𝑎 [𝑓 − 𝑇𝑛−1[𝑓 ; 𝑎]] = 𝐷𝑛𝑓 −𝐷𝑛𝑇𝑛−1[𝑓 ; 𝑎]] = 𝐷𝑛𝑓

оскiльки 𝑇𝑛−1[𝑓 ; 𝑎] — полiном степенi 𝑛 − 1, який анулюється класичним
оператором 𝐷𝑛. Таким чином, навiть у цьому випадку ми вiдновлюємо
звичайний диференцiальний оператор. Зокрема, 𝐷0

*𝑎 знову є тотожнiм опе-
ратором.
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РОЗДIЛ 3

СКIНЧЕННО-РIЗНИЦЕВА АПРОКСИМАЦIЯ

ДРОБОВОГО РIВНЯННЯ АДВЕКЦIЇ-ДИСПЕРСIЇ

Задамо дробовий оператор ∇𝛼
𝛾

2∇𝛼
𝛾 = (1 + 𝛾)

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼
+ (1− 𝛾)

𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼
, (3.1)

тодi, рiвняння (1.1) можемо записати у виглядi

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑍

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑑∇𝛼

𝛾𝑢. (3.2)

Представимо дробовi похiднi за допомогою схеми Грюнвальда-Летнiкова,
яка має наступний вигляд

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼
(𝑥, 𝑡) = lim

Δ𝑥→0

1

∆𝑥𝛼

[𝑥−𝑎
Δ𝑥 ]∑︁
𝜏=0

(−1)𝜏
(︂
𝛼

𝜏

)︂
𝑢(𝑥− 𝜏∆𝑥, 𝑡),

𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼
(𝑥, 𝑡) = lim

Δ𝑥→0

1

∆𝑥𝛼

[ 𝑏−𝑥
Δ𝑥 ]∑︁
𝜏=0

(−1)𝜏
(︂
𝛼

𝜏

)︂
𝑢(𝑥+ 𝜏∆𝑥, 𝑡),

(3.3)

де [𝑎] є цiла частина числа 𝑎 [9].

Для визначення явних схем ми використаємо варiант методу Грюнвальда-
Летнiкова, в якому оцiнки функцiї зсуваються влiво або вправо, i отримуємо
те, що вiдомо як зсунута формула Грюнвальда-Летнiкова. Зсув вище вiд-
повiдає замiнi вiдповiдних компонент 𝑢(𝑥 − 𝜏∆𝑥, 𝑡) та 𝑢(𝑥 + 𝜏∆𝑥, 𝑡) на
𝑢(𝑥 − 𝜏∆𝑥 + ∆𝑥, 𝑡) та 𝑢(𝑥 + 𝜏∆𝑥 − ∆𝑥, 𝑡), що не впливає на межу при
∆𝑥 → 0.

Вибiр зсунутої формули Грюнвальда-Летнiкова має двi причини:

• шлях отримання узагальнень наявних схем, а саме: при дробовому
порядку 𝛼 = 2 ми отримаємо стандартне рiвняння переносу-дифузiї.

• апроксимацiї похiдних, отриманi за допомогою класичного методу
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Грюнвальда-Летнiкова, досить часто призводять до нестабiльних чи-
слових схем, що може ускладнити розрахунки.

Для отримання схеми дробової скiнченно-рiзницевої апроксимацiї ми
припускаємо, що iснують апроксимацiї 𝑈 =

{︀
𝑈𝑛
𝑗

}︀
значень 𝑈(𝑥𝑗, 𝑡𝑛) в точках

сiтки
𝑥𝑗 = 𝑗∆𝑥, 𝑗 = −𝑁, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , 𝑁

та
𝑡𝑛 = 𝑛∆𝑡, 𝑛 ≥ 0,

де ∆𝑥 - це рiвномiрний крок по простору, а ∆𝑡 - рiвномiрний крок по часу.

Нехай для ∆𝑥 та ∆𝑡

𝜈 =
𝑍∆𝑡

∆𝑥
та 𝜔𝛼 =

𝑑∆𝑡

∆𝑥𝛼
.

Кiлькiсть 𝜈 вiдома як число Куранта-Фрiдрiхса-Левi (КФЛ), а пара-
метр 𝜔𝛼 пов’язаний з коефiцiєнтом дифузiї.

Схеми скiнченних рiзниць будуть описанi на основi операторiв проти
потоку, центрального та другого порядку [8], якi вiдповiдно визначаються

∆_𝑈𝑛
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 − 𝑈𝑛
𝑗−1, ∆0𝑈

𝑛
𝑗 =

𝑈𝑛
𝑗+1 − 𝑈𝑛

𝑗−1

2
, та 𝜉2𝑈𝑛

𝑗 = 𝑈𝑛
𝑗+1 − 2𝑈𝑛

𝑗 + 𝑈𝑛
𝑗−1.

За допомогою апроксимацiї на основi зсунутих формул Грюнвальда-
Летнiкова ми визначаємо дискретнi наближення до дробових похiдних

(︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂𝑛

𝑗

≃ 1

∆𝑥𝛼

𝑁+𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗+1−𝜏 ,

(︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼

)︂𝑛

𝑗

≃ 1

∆𝑥𝛼

𝑁−𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗−1+𝜏 , (3.4)

для

𝑝𝜏 = (−1)𝜏
(︂
𝛼

𝜏

)︂
= (−1)𝜏

𝛼(𝛼− 1) . . . (𝛼− 𝜏 + 1)

𝜏 !
=

Γ(𝜏 − 𝛼)

Γ(−𝛼)Γ(𝜏 + 1)
. (3.5)

Дробовий оператор ∇𝛼
𝛾 , заданний у (3.1), апроксимується на 𝜉𝛼𝛾 /2∆𝑥𝛼,

де 𝜉𝛼𝛾 визначається як
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𝜉𝛼𝛾𝑈
𝑛
𝑗 = (1 + 𝛾)

𝑁+𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗+1−𝜏 + (1− 𝛾)

𝑁−𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗−1+𝜏 . (3.6)

Отже, запишемо схему скiнченних рiзниць для апроксимацiї рiвняння
(1.1) у формi

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 − 𝜈∆_𝑈𝑛
𝑗 +

1

2
𝜔𝛼𝜉

𝛼
𝛾𝑈

𝑛
𝑗 . (3.7)

Згiдно з дискретизацiєю адвективної частини, ми називаємо вищенаве-
дену схему схемою проти потоку. Iнша апроксимацiя отримується замiною
оператора против потоку на центральний оператор у виглядi

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 − 𝜈∆0𝑈
𝑛
𝑗 +

1

2
𝜔𝛼𝜉

𝛼
𝛾𝑈

𝑛
𝑗 . (3.8)

Ми називаємо цю схему центральною схемою, вiдповiдно до дискрети-
зацiї адвективної частини. Остання схема отримується аналогiчно схемi
Лакса-Вендроффа. Якщо розкласти функцiю 𝑢 навколо часового рiвня 𝑛,
отримаємо

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 +∆𝑡
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
+

∆𝑡2

2

𝜕2𝑢𝑛

𝜕𝑡2
+𝒪(∆𝑡3). (3.9)

З рiвняння (3.2) та 𝑑 = 0 маємо

𝜕𝑢2

𝜕𝑡2
= 𝑍2𝜕𝑢

2

𝜕𝑥2
. (3.10)

Пiдставимо (3.2) та (3.10) у (3.9), тодi

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 +∆𝑡

[︃
−𝑍

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑛

𝑗

+ 𝑑(∇𝛼
𝛾𝑢)

𝑛
𝑗

]︃
+

∆𝑡2

2
𝑍2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

)︂𝑛

𝑗

.

Отже, схема Лакса-Вендроффа може бути записана у виглядi

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 − 𝜈∆0𝑈
𝑛
𝑗 +

1

2
𝜔𝛼𝜉

𝛼
𝛾𝑈

𝑛
𝑗 +

1

2
𝑧2𝜉2𝑈𝑛

𝑗 . (3.11)
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3.1 Матричне представлення схем скiнченних
рiзниць

Запишемо розглянутi вище явнi схеми у виглядi матрицi. Припустимо,
що вузловi точки мають вигляд 𝑈𝑛

𝑗 = −𝑁, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , 𝑁, також
припустимо, що граничнi умови вiдомi, тобто функцiї 𝑈𝑛

−𝑁 та 𝑈𝑛
𝑁 вiдомi

для 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Запровадивши вектор U𝑛 =
[︀
𝑈𝑛
−𝑁+1, . . . , 𝑈

𝑛
−1, 𝑈

𝑛
0 , 𝑈

𝑛
1 , 𝑈

𝑛
2 , . . . , 𝑈

𝑛
𝑁−1

]︀𝑇 ,
ми можемо записати схеми у виглядi матричного рiвняння

U𝑛+1 = 𝐺U𝑛 + z𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.12)

де G - матриця iтерацiї розмiром (2𝑁 − 1) × (2𝑁 − 1), а z𝑛 - вектор, що
мiстить граничнi значення.

Матрицю G можна записати у виглядi

G = A+
1

2
𝜔𝛼B, (3.13)

де A i B - матрицi однакового розмiру (2𝑁 − 1)× (2𝑁 − 1), i A вiдповiдає
дискретизацiї адвекцiї, тодi як B пов’язана з дискретизацiєю дифузiї. Для
всiх вищезгаданих схем матриця B є однаковою i визначається таким чином

B = (1 + 𝛾)L+ (1− 𝛾)L𝑇 ,

де

L =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝1 𝑝0 0 · · · 0

𝑝2

. . . ...

. . . 0

𝑝0

𝑝2𝑁−1 · · · 𝑝2 𝑝1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.14)
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Вектор z𝑛 складається з двох частин

z𝑛 = z𝑛A + z𝑛B,

де вектор z𝑛A мiстить граничнi значення, якi вiдповiдають матрицi A, а
вектор z𝑛B - граничнi значення, якi вiдносяться до матрицi B. Для z𝑛B маємо

z𝑛B = z𝑛𝐵+ + z𝑛𝐵−,

де

z𝑛𝐵+ =
𝜔𝛼(1 + 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝2

...

𝑝2𝑁−1

𝑝2𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 +

𝜔𝛼(1 + 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

...

0

𝑝0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
𝑁

та

z𝑛𝐵− =
𝜔𝛼(1− 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝0

0

...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 +

𝜔𝛼(1− 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝2𝑁

𝑝2𝑁−1

...

𝑝2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
𝑁

Для схеми проти потоку матриця A та вектор z𝑛A мають вiдповiдно
такий вигляд

A* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1− 𝜈

𝜈 . . .

. . .

𝜈 1− 𝜈

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
та z𝑛* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜈

0

...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 .

Для центральної схеми матриця A та вектор z𝑛A мають вiдповiдно
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такий вигляд

A** =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −𝜈/2

𝜈/2 . . . . . .

. . . −𝜈/2

𝜈/2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
та z𝑛** =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜈/2

0

...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

...

−𝜈/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
𝑁 .

Для схеми Лакса-Вендроффа матриця A та вектор z𝑛A мають вiдпо-
вiдно такий вигляд

A*** =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1− 𝜈2 𝜈(𝜈−1)
2

𝜈(𝜈+1)
2

. . .

. . . 𝜈(𝜈−1)
2

𝜈(𝜈+1)
2 1− 𝜈2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
та

z𝑛*** =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜈(𝜈+1)
2

0

...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

...

𝜈(𝜈−1)
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
𝑁 .

3.2 Аналiз збiжностi дробових скiнченно-рiз-
ницевих схем

Розглянемо збiжнiсть скiнченно-рiзницевих схем. По-перше, покажемо,
що схеми сумiснi з рiвнянням (1.1), а по-друге, дослiдимо, при яких умовах
вони стiйкi. Для аналiзу стiйкостi використаємо два методи.

Для розглянутих чисельних схем проаналiзуємо помилку вiдсiкання
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𝑇 𝑛
𝑗 . Припустимо, що 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) є розв’язком рiвняння (1.1). У кожнiй з

трьох схем ми апроксимуємо дробовий оператор ∇𝛼
𝛾 за 𝜉𝛼𝛽

2Δ𝑥𝛼 . Цей оператор
має точнiсть першого порядку для випадку однорiдних граничних умов,
тобто

𝜉𝛼𝛽𝑢
𝑛
𝑗

2∆𝑥𝛼
= (∇𝛼

𝛾𝑢)
𝑛
𝑗 +𝒪(∆𝑥).

Використаємо цей вираз для схеми проти потоку (3.7) та отримаємо

𝑇 𝑛
𝑗 =

𝑢𝑛+1
𝑗 − 𝑢𝑛𝑗
∆𝑡

+ 𝑍
𝑢𝑛𝑗 − 𝑢𝑛𝑗−1

∆𝑥
− 𝑑

2∆𝑥𝛼
𝜉𝛼𝛾 𝑢

𝑛
𝑗

=

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑡) + 𝑍

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑥)− 𝑑(∇𝛼
𝛾𝑢)

𝑛
𝑗 +𝒪(∆𝑥).

Тобто схема проти потоку має порядок точностi 𝒪(∆𝑡) + 𝒪(∆𝑥) +

𝒪(∆𝑥).

Аналогiчно для центральної схеми (3.8) маємо

𝑇 𝑛
𝑗 =

𝑢𝑛+1
𝑗 − 𝑢𝑛𝑗
∆𝑡

+ 𝑍
𝑢𝑛𝑗 − 𝑢𝑛𝑗−1

2∆𝑥
− 𝑑

2∆𝑥𝛼
𝜉𝛼𝛾 𝑢

𝑛
𝑗

=

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑡) + 𝑍

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑥2)− 𝑑(∇𝛼
𝛾𝑢)

𝑛
𝑗 +𝒪(∆𝑥).

та порядок точностi 𝒪(∆𝑡) +𝒪(∆𝑥2) +𝒪(∆𝑥).

Для схеми Лакса-Вендроффа (3.11) маємо

𝑇 𝑛
𝑗 =

𝑢𝑛+1
𝑗 − 𝑢𝑛𝑗
∆𝑡

+ 𝑍
𝑢𝑛𝑗 − 𝑢𝑛𝑗−1

2∆𝑥
− 𝑍2∆𝑡

2

𝑢𝑛𝑗+1 − 2𝑢𝑛𝑗 + 𝑢𝑛𝑗−1

2∆𝑥
− 𝑑

2∆𝑥𝛼
𝜉𝛼𝛾 𝑢

𝑛
𝑗 =

=

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂𝑛

𝑗

+
∆𝑡

2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑡2)+𝑍

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑥2)−𝑍2∆𝑡

2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

)︂𝑛

𝑗

+

+𝒪(∆𝑥2)− 𝑑(∇𝛼
𝛾𝑢)

𝑛
𝑗 +𝒪(∆𝑥).

Порядок точностi дорiвнює 𝒪(∆𝑡)+𝒪(∆𝑥2)+𝒪(∆𝑥). Для маленьких
значень 𝑑 з (3.10) випливає, що

𝑇 𝑛
𝑗 =

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑡2)+𝑍

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑛

𝑗

+𝒪(∆𝑥2)+𝒪(∆𝑥2)−𝑑(∇𝛼
𝛾𝑢)

𝑛
𝑗 +𝒪(∆𝑥),
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тодi схема Лакса-Вендроффа має порядок точностi близький до 𝒪(∆𝑡2) +

𝒪(∆𝑥2) +𝒪(∆𝑥).

3.3 Аналiз стiйкостi дробових скiнченно-рiз-
ницевих схем

Щоб отримати необхiднi умови стiйкостi для дробових скiнченно-
рiзницевих схем, використаємо аналiз Фур’є або аналiз фон Неймана, як
у класичному випадку. Крiм того, отримаємо достатнi умови стiйкостi,
обчислюючи чисельно норму iтерацiйної матрицi кожної схеми. Цi умови
дозволяють нам зробити висновок, що деякi з теоретично необхiдних умов,
отриманих за допомогою аналiзу фон Неймана, є необхiдними i достатнiми
умовами для стiйкостi.

Аналiз Фур’є або аналiз фон Неймана передбачає, що ми маємо
розв’язок, визначений на всiй дiйснiй прямiй. Вiн також застосовується
до задач з перiодичними граничними умовами, оскiльки розв’язок розгля-
дається як перiодична функцiя, обмежена в R. Хоча аналiз фон Неймана
дає необхiднi i достатнi умови стiйкостi тiльки при застосуваннi до чистої
задачi з початковими значеннями i до задач з перiодичними граничними
умовами, вiн завжди дає необхiднi умови для стiйкостi, незалежно вiд того,
чи є граничнi умови проблеми перiодичними [8].

Аналiз фон Неймана припускає, що будь-яка скiнчена функцiя сiтки,
наприклад, числове розв’язок 𝑈𝑛

𝑗 , має тенденцiю декомпозуватися на ряд
Фур’є у виглядi

𝑈𝑛
𝑗 =

𝑁∑︁
𝑠=−𝑁

𝜙𝑛
𝑠𝑒

𝑖𝜅𝑠(𝑗Δ𝑥), 𝑗 = −𝑁, . . . , 𝑁,

де 𝜙𝑛
𝑠 - це амплiтуда 𝑠-го гармонiка, а 𝜅𝑠 =

𝑠𝜋
𝑁Δ𝑥 . Добуток 𝜅∆𝑥 iнодi назива-

ється кутом фази 𝜂 = 𝜅𝑠∆𝑥, який охоплює всю область [−𝜋, 𝜋], з кроком
𝜋/𝑁 . Якщо фактор амплiтуди 𝜙 не зростає з часом, умови стiйкостi будуть
виконанi, тобто, якщо ми маємо 𝜙(𝜂) ≤ 1 для всiх 𝜂.

Спочатку, ми розглянемо деякi очевиднi властивостi, що стосуються
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коефiцiєнтiв 𝑝𝜏 , 𝜏 = 0, 1, . . . , 2𝑁.

Лема 3.1. Коефiцiєнти 𝑝𝜏 , 𝜏 = 0, 1, . . . , 2𝑁 мають наступнi властивостi:

(a) 𝑝0 = 1, 𝑝1 = −𝛼, 𝑝2 =
𝛼(𝛼−1)

2 i 𝑝𝜏 > 0, 𝜏 ≥ 3.

(б)
∑︀∞

𝜏=2 𝑝𝜏 = 𝛼− 1

Доведення. (а) Запишемо 𝑝𝜏 як

𝑝0 = 1 та 𝑝𝜏+1 = −(𝛼− 𝜏)

𝜏 + 1
𝑝𝜏 , 𝜏 ≥ 1.

З означення 𝑝𝜏 ми маємо 𝑝1 = −𝛼 i 𝑝2 =
𝛼(𝛼−1)

2 > 0. Оскiльки 𝛼− 𝜏 < 0 при
𝜏 ≥ 3, за iндукцiєю ми приходимо до висновку, що 𝑝𝜏 > 0 при 𝜏 ≥ 3.

(b) Цей результат безпосередньо випливає з того, що
∑︀∞

𝜏=0 𝑝𝜏 = 0,
оскiльки 𝑝0 = 1 i 𝑝1 = −𝛼, що дає 𝑝0 + 𝑝1 +

∑︀∞
𝜏=2 𝑝𝜏 = 0.

При 𝑍 = 0, рiвняння (1.1) зводиться до дробового рiвняння дифузiї

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 +
𝜔𝛼𝜉

𝛼
𝛾𝑈

𝑛
𝑗

2
. (3.15)

Для застосування аналiзу фон Неймана ми припустимо, що задача
визначена на R i задамо дискретний оператор 𝜉𝛼𝛾

𝜉𝛼𝛾𝑈
𝑛
𝑗 = (1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗+1−𝜏 + (1− 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗−1+𝜏 . (3.16)

Отже, ми можемо записати схему (3.15) у виглядi

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 +
𝜔𝛼

2

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗+1−𝜏 + (1− 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗−1+𝜏

}︃
. (3.17)

Слiд зазначити, що при 𝛼 = 2, маємо 𝑝0 = 1, 𝑝1 = −2, 𝑝2 = 1 та
𝑝𝜏 = 0 для всiх 𝜏 ≥ 3.

Теорема 3.1. Нехай −1 ≤ 𝛾 ≤ 1 та 1 < 𝛼 ≤ 2. Якщо числова схема (3.17)
є стiйкою за фон Нейманом, тодi 𝜔𝛼 ≤ 21−𝛼.
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Доведення. Пiдставивши моду 𝜙𝑛𝑒𝑖𝑗𝜂 у (3.17), отримаємо коефiцiєнт пiдси-
лення

𝜙(𝜂) = 1 +
𝜔𝛼

2

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
𝑖(1−𝜏)𝜂 + (1− 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
−𝑖(1−𝜏)𝜂

}︃
. (3.18)

Далi розглянемл випадки 𝜂 = 0 та 𝜂 = 𝜋 в рiвняннi (3.18). Зауважимо,
що область навколо 𝜂 = 0 та 𝜂 = 𝜋 вiдповiдає низьким та високим частотам,
вiдповiдно.

Тож для 𝜂 = 0 коефiцiєнт пiдсилення (3.18) зводиться до

𝜙(0) = 1 +
𝜔𝛼

2

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏 + (1− 𝛾)
∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏

}︃
,

так як
∑︀∞

𝜏=0 𝑝𝜏 = 0, тодi 𝜙(0) = 1.

Для 𝜂 = 𝜋 коефiцiєнт пiдсилення (3.18) матиме вигляд

𝜙(𝜋) = 1+
𝜔𝛼

2

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏 cos ((1− 𝜏)𝜋) + (1− 𝛾)
∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏 cos ((1− 𝜏)𝜋)

}︃
,

Оскiльки cos ((1− 𝜏)𝜋) = (−1)𝜏−1, з цього випливає, що

𝜙(𝜋) = 1 +
𝜔𝛼

2

{︃
−(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 − (1− 𝛾)
∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏

}︃
= 1− 𝜔𝛼

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 ,

де 𝜎𝜏 =
(︀
𝛼
𝜏

)︀
та умова |𝜙(𝜋)| ≤ 1 еквiвалентна

𝜔𝛼

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 ≤ 2.

Тому для
∑︀∞

𝜏=0 𝜎𝜏 = 2𝛼 повинна виконуватись нерiвнiсть 𝜔𝛼2
𝛼 ≤ 2,

тобто 𝜔𝛼 ≤ 21−𝛼.

Наступний результат стiйкостi стосується схеми проти потоку (3.7).
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Теорема 3.2. Нехай −1 ≤ 𝛾 ≤ 1 та 1 < 𝛼 ≤ 2. Якщо схема проти потоку
(3.7) є стiйкою за фон Нейманом, тодi 𝜈 + 𝜔𝛼2

𝛼−1 ≤ 1.

Доведення. Коефiцiєнт пiдсилення для схеми проти потоку має вигляд

𝜙𝑈(𝜂) = 1−𝜈(1−𝑒−𝑖𝜂)+
𝜔𝛼

2

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
𝑖(1−𝜏)𝜂 + (1− 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
−𝑖(1−𝜏)𝜂

}︃
.

Якщо 𝜂 = 𝜋, маємо

𝜙𝑈(𝜂) = 1− 2𝜈 − 𝜔𝛼

2

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 + (1− 𝛾)
∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏

}︃
.

Щоб задовольнити умову |𝜙𝑈(𝜋)| ≤ 1, має бути виконано

2𝜈 + 𝜔𝛼

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 ≤ 2.

Крiм того

2𝜈 + 𝜔𝛼

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 = 2𝜈 + 𝜔𝛼2
𝛼

та з 2𝜈 + 𝜔𝛼2
𝛼 ≤ 2 випливає, що 𝜈 + 𝜔𝛼2

𝛼−1 ≤ 1.

Наступний результат стiйкостi стосується схеми Лакса-Вендроффа
(3.11).

Теорема 3.3. Нехай −1 ≤ 𝛾 ≤ 1 та 1 < 𝛼 ≤ 2. Якщо схеми Лакса-
Вендроффа (3.11) є стiйкою за фон Нейманом, тодi 𝑧2 + 𝜔𝛼2

𝛼−1 ≤ 1.

Доведення. Коефiцiєнт пiдсилення для схеми Лакса-Вендроффа (3.11) має
вигляд

𝜙𝐿(𝜂) = 1− 𝜈

2
(𝑒𝑖𝜂 − 𝑒−𝑖𝜂) +

𝜈2

2
(𝑒𝑖𝜂 − 2 + 𝑒−𝑖𝜂)

+
𝜔𝛼

2

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
𝑖(1−𝜏)𝜂 + (1− 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
−𝑖(1−𝜏)𝜂

}︃
.
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Якщо 𝜂 = 𝜋, тодi

𝜙𝐿(𝜂) = 1− 2𝜈2 − 1

2
𝜔𝛼

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 + (1− 𝛾)
∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏

}︃
.

Щоб задовольнити умову |𝜙𝐿(𝜋)| ≤ 1, має бути виконано

2𝜈2 + 𝜔𝛼

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 ≤ 2.

Крiм того

2𝜈 + 𝜔𝛼

∞∑︁
𝜏=0

𝜎𝜏 = 2𝜈2 + 𝜔𝛼2
𝛼

та з 2𝜈2 + 𝜔𝛼2
𝛼 ≤ 2 випливає, що 𝜈2 + 𝜔𝛼2

𝛼−1 ≤ 1.

Отримання умов стiйкостi для центральної схеми набагато складнiше,
нiж для попереднiх схем. Для центральної схеми стандартного рiвняння
переносу-дифузiї, тобто при 𝛼 = 2, також складно. Фактично, аналiз стiйко-
стi, пов’язаний з цiєю схемою, протягом рокiв був предметом дискусiй через
явну складнiсть отримання умов стiйкостi. Наступна теорема, пов’язана з
центральною схемою, вказує необхiднi умови стiйкостi.

Теорема 3.4. Нехай −1 ≤ 𝛾 ≤ 1 та 1 < 𝛼 ≤ 2. Якщо центральна схема
(3.8) є стiйкою за фон Нейманом, тодi 𝜔𝛼2

𝛼−1 ≤ 1.

Доведення. Для центральної схеми (3.8) коефiцiєнт пiдсилення можна за-
писати у виглядi

𝜙𝐶(𝜂) = 1−𝜈

2
(𝑒𝑖𝜂−𝑒−𝑖𝜂)+

1

2
𝜔𝛼

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
𝑖(1−𝜏)𝜂 + (1− 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑒
−𝑖(1−𝜏)𝜂

}︃
.

Якщо 𝜂 = 𝜋, тодi

𝜙𝐶(𝜂) = 1− 1

2
𝜔𝛼

{︃
(1 + 𝛾)

∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏 + (1− 𝛾)
∞∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏

}︃
.

i так як |𝜙𝐶(𝜂)| ≤ 1, отримаємо, що 𝜔𝛼 ≤ 21−𝛼.
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РОЗДIЛ 4

ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ

Для побудови скiнченно-рiзницевого розв’язку початково-крайової
задачi для дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї був складений програмний
додаток мовою пакету MATLAB.

Розглянемо деякi особливостi даної програми.

Побудуємо рiвномiрну сiтку

𝑥𝑗 = 𝑗∆𝑥, 𝑗 = −𝑁, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , 𝑁,

𝑡𝑛 = 𝑛∆𝑡, 𝑛 ≥ 0.

Визначимо такi граничнi

𝑈𝑛
−𝑁 = 1− 𝑛∆𝑡, 𝑈𝑛

𝑁 = 1 + 𝑛∆𝑡

та початковi умови
𝑈 0
𝑗 = (𝑗∆𝑥)2.

Спочатку побудуємо матрицi G,B, та матрицю A** i вектор 𝑧𝑛 для
випадку коли похiдна 𝜕𝑢

𝜕𝑥 апроксимується за центральною схемою. Знаючи
скiнченно-рiзницевий розв’язок 𝑈𝑛 в момент часу 𝑡 = 𝑛∆𝑡, за формулою
(3.12) знайдемо скiнченно-рiзницевий в момент часу 𝑡 = (𝑛+ 1)∆𝑡:

L = zeros(2*N-1, 2*N-1);
v(1:2*N-2)=p(0);
L=diag(v,1);
for k=1:2*N-1

v=[];
v(1:2*N-k) = p(k);
p_v(k) = p(k+1);
L=L+diag(v,-k+1);

end
B = (1+gamma_val)*L + (1-gamma_val)*L';
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v(1:2*N-2) = nu/2;
A = diag(v, -1) + diag(-v, 1)+diag(ones(1,2*N-1),0);
for i = 1:2*N-1

U(i, 1)= U0(-1 + i*dx);
end
% матриця iтерацiй
G = A + omega_alpha/2 * B;

for nt = 0:M-2
v = zeros(2*N-1, 1);
v(1) = nu;
v_1 = zeros(2*N-1, 1);
v_1(1) = nu/2;
%central
z_N_a = v_1 * U_m_N(nt) + -v_1(end:-1:1) * U_p_N(nt);
v = zeros(2*N-1, 1);
v(2*N-1) = p(0);
z_N_b_m = p_v' * U_m_N(nt) + v* U_p_N(nt);
z_N_b_m = omega_alpha * (1+gamma_val)/2 * z_N_b_m
z_N_b_p = v(end:-1:1) * U_m_N(nt) + p_v'(end:-1:1) * U_p_N(nt);
z_N_b_p = omega_alpha * (1-gamma_val)/2 * z_N_b_p
z_b = z_N_b_m + z_N_b_p;
z_n = z_N_a + z_b;
U_n = U(:, nt+1);
U_n_1 = G*U_n + z_n;
U(:, nt+2) = U_n_1;

end

Побудуємо графiк скiнченно-рiзницевого розв’язку:

[X,Y]=meshgrid(dt:dt:T,-1+dx:dx:1-dx);
mesh(X,Y,U)

За теоремою 3.4 центральна схема (3.7) є стiйкою, якщо 𝜔𝛼2
𝛼−1 ≤ 1.

При 𝛾 = 0, 𝛼 = 1.5, 𝑍 = 0.5, 𝑑 = 0.2 ми маємо 𝜔𝛼2
𝛼−1 = 0.063246,

тобто умова виконується, скiнченно-рiзницева схема стiйка. Скiнченно-
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рiзницевий розв’язок приведено на Рис. 4.1.

Рис. 4.1. Скiнченно-рiзницевий розв’язок ( 𝑁 = 5, 𝑛 = 50)

Розглянемо приклад, коли 𝛾 = 0.5, 𝛼 = 1.5, 𝑑 = 0.2 та будемо
змiнювати значення параметра 𝑍 (рис 4.2)

Збiльшення швидкостi руху води в порах призводить до швидшого
перемiщення речовини через систему та спричиняє бiльш рiзкi змiни у
розподiлi концентрацiї. У чисельному розв’язку це може проявлятися як
бiльша змiна значень функцiї мiж сусiднiми точками сiтки за один крок
часу.

Якщо 𝛾 = 0, 𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, то 𝜔𝛼2
𝛼−1 = 2.7386 i умова

стiйкостi не виконується. Тобто, в цьому випадку скiнченно-рiзницева схема
не є стiйкою. На Рис. 4.3 приведено результати роботи програми, з яких
видно, що задовiльний розв’язок побудувати не вдалося.

Якщо 𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, умова стiйкостi також виконується.
Вiдмiтимо, що параметр 𝛾 не впливає на стiйкiсть схеми (рис. 4.4, 4.5)



29

а) Z = 1 б) Z = 3

Рис. 4.2. Скiнченно-рiзницевий розв’язок ( 𝛾 = 0.5, 𝛼 = 1.5, 𝑑 = 0.2, 𝑁 =
5, 𝑛 = 50)

Рис. 4.3. Результати роботи програми ( 𝑁 = 15, 𝑛 = 30)
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а) 𝛾 = −1 б) 𝛾 = −0.5

Рис. 4.4. Скiнченно-рiзницевий розв’язок (𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, 𝑁 =
5, 𝑛 = 50)

а) 𝛾 = 0 б) 𝛾 = 1

Рис. 4.5. Скiнченно-рiзницевий розв’язок (𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, 𝑁 =
5, 𝑛 = 50)
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ВИСНОВКИ

Розглянуто явну скiнченно-рiзницеву апроксимацiю початково-крайової
задачi для дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї з похiдною Капуто.

Схема є умовно стiйкою.

Створено програмний додаток мовою пакету MATLAB, який реалiзує
вказану схему, та знаходить скiнченно-рiзницевий розв’язок для рiзних
коефiцiєнтiв дробового рiвняння та рiзних параметрiв сiтки.

Проведено серiю обчислювальних експериментiв щодо встановлення
стiйкостi скiнченно-рiзницевої схеми.

Результати експериментiв узгоджуються з теоретичними результатами
щодо умовної стiйкостi скiнченно-рiзницевої схеми.
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ДОДАТОК А. ТЕКСТ ПРОГРАМИ

function fade
global alpha
global dt
N = 50
M = 100
T = 1
gamma_val = 0;
alpha = 1.5
Z = 0.5;
d = 0.2;
dx = 1/N
dt = T/M

nu = Z * dt/dx
omega_alpha = d * dt/(dx^alpha)

stab = omega_alpha*2^(alpha-1)

L = zeros(2*N-1, 2*N-1);

v(1:2*N-2)=p(0);
L=diag(v,1);

for k=1:2*N-1
v=[];
v(1:2*N-k) = p(k);
p_v(k) = p(k+1);
L=L+diag(v,-k+1);

end

B = (1+gamma_val)*L + (1-gamma_val)*L';
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v(1:2*N-2) = nu/2;
A = diag(v, -1) + diag(-v, 1)+diag(ones(1,2*N-1),0);

for i = 1:2*N-1
U(i, 1)= U0(-1 + i*dx);

end

% матриця iтерацiй
G = A + omega_alpha/2 * B;

for nt = 0:M-2
v = zeros(2*N-1, 1);
v(1) = nu;

v_1 = zeros(2*N-1, 1);
v_1(1) = nu/2;
%central
z_N_a = v_1 * U_m_N(nt) + -v_1(end:-1:1) * U_p_N(nt);

v = zeros(2*N-1, 1);
v(2*N-1) = p(0);

z_N_b_m = p_v' * U_m_N(nt) + v* U_p_N(nt);

z_N_b_m = omega_alpha * (1+gamma_val)/2 * z_N_b_m
z_N_b_p = v(end:-1:1) * U_m_N(nt) + p_v'(end:-1:1) * U_p_N(nt);
z_N_b_p = omega_alpha * (1-gamma_val)/2 * z_N_b_p
z_b = z_N_b_m + z_N_b_p;

z_n = z_N_a + z_b;

U_n = U(:, nt+1);

U_n_1 = G*U_n + z_n;
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U(:, nt+2) = U_n_1;
end
[X,Y]=meshgrid(dt:dt:T,-1+dx:dx:1-dx);
mesh(X,Y,U)

end

function y=U0(x)
y=x^2;

endfunction

function y=U_m_N(n)
global dt
y = 1-n*dt;

endfunction

function y=U_p_N(n)
global dt
y = 1+n*dt;

endfunction

function y = p(tau)
global alpha
y=gamma(tau-alpha)/gamma(-alpha)/gamma(tau+1);

end
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