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СТIЙКОСТI ЛIНIЙНИХ ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ З

𝐻-ОПУКЛИМИ ФАЗОВИМИ ОБМЕЖЕННЯМИ

У статтi дослiджується задача побудови оптимальних множин практичної стiйкостi лi-

нiйних однорiдних i неоднорiдних дискретних систем за наявностi 𝐻-опуклих фазових

обмежень. Подiбнi задачi виникають у математичному моделюваннi динамiчних проце-

сiв та в задачах керування системами з обмеженнями на фазовi змiннi. Для дослiджу-

ваних систем отримано аналiтичнi представлення функцiї Мiнковського та оберненої

функцiї Мiнковського оптимальної множини практичної стiйкостi. Встановлено умо-

ви побудови максимальної множини початкових станiв, для яких траєкторiї системи не

виходять за межi заданих фазових обмежень протягом скiнченного промiжку часу. Роз-

глянуто випадок фазових обмежень, заданих у виглядi багатокутникiв та полiтопiв, що

є важливим пiдкласом 𝐻-опуклих множин. Доведено теореми про 𝐻-опуклiсть опти-

мальних множин практичної стiйкостi та практичної напiвстiйкостi. Отриманi резуль-

тати можуть бути використанi для аналiзу дискретних динамiчних систем та розробки

алгоритмiв перевiрки практичної стiйкостi за наявностi фазових обмежень.
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Вступ

Обмеження на фазовi змiннi є характерною особливiстю багатьох мате-

матичних моделей реальних динамiчних систем. Такi обмеження виника-

ють у задачах керування технiчними, економiчними та бiологiчними систе-

мами i вiдображають фiзичнi, технологiчнi або ресурснi межi функцiону-

вання об’єкта. Наявнiсть фазових обмежень iстотно впливає на поведiнку

розв’язкiв та потребує спецiальних методiв дослiдження, оскiльки класи-

чнi пiдходи до аналiзу стiйкостi не завжди забезпечують виконання умов

допустимостi траєкторiй.

Одним iз ефективних пiдходiв до дослiдження систем iз фазовими

обмеженнями є теорiя практичної стiйкостi [1; 9]. Використання iдей дру-

гого методу Ляпунова дозволяє отримувати критерiї практичної стiйкостi

для широких класiв диференцiальних та дискретних систем [1; 3–6; 9].

У межах цього пiдходу важливе значення має задача побудови множи-

ни початкових умов, для яких траєкторiї системи залишаються в заданiй

допустимiй областi протягом усього часу спостереження [7–9]. Найбiльшу

за включенням множину таких початкових умов називають оптимальною

множиною практичної стiйкостi. Її визначення є складною обчислюваль-

ною задачею, складнiсть якої суттєво зростає зi збiльшенням розмiрностi

фазового простору.

Для лiнiйних систем з опуклими фазовими обмеженнями оптимальнi

множини практичної стiйкостi є опуклими компактами, що створює мо-

жливiсть застосування методiв опуклого аналiзу. Зокрема, для їх опису

можуть бути використанi функцiя Мiнковського, обернена функцiя Мiн-

ковського та опорна функцiя опуклої множини.

У данiй роботi розглядаються задачi практичної стiйкостi лiнiйних

однорiдних та неоднорiдних дискретних систем за умови 𝐻-опуклих фазо-

вих обмежень. До класу𝐻-опуклих множин належать, зокрема, опуклi по-

лiтопи та багатокутники, якi широко застосовуються при математичному

моделюваннi та в задачах керування [11]. Метою роботи є побудова опти-

мальних множин практичної стiйкостi та практичної напiвстiйкостi для

зазначеного класу систем. Для досягнення цiєї мети отримано аналiтичнi

представлення функцiї Мiнковського та оберненої функцiї Мiнковського

оптимальних множин, а також доведено теореми про їх 𝐻-опуклiсть.
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В статтi використовуються такi позначення: R𝑛 – 𝑛-вимiрний евклiдiв
простiр зi скалярним добутком ⟨𝑥, 𝑦⟩ i нормою ‖𝑥‖ =

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩, 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛;

𝑘,𝑚 = {𝑘, 𝑘 + 1, . . . ,𝑚}; 𝑀𝑇 – транспонування матрицi (вектора) 𝑀 ; 𝜕𝐴,

𝑖𝑛𝑡𝐴 – границя i внутрiшнiсть множини 𝐴 ⊂ R𝑛; 𝑐(𝐴,𝜓) = sup𝑥∈𝐴⟨𝑥, 𝜓⟩ –
опорна функцiя множини 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝜓 ∈ R𝑛 [12; 13]; 𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1}.

1. Основнi означення.

Розглянемо лiнiйну дискретну систему вигляду

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡), (1)

де 𝐴(𝑡) – невироджена матриця розмiрностi 𝑛×𝑛, 𝑏(𝑡) – вектор розмiр-
ностi 𝑛, 𝑡 ∈ 0, 𝑁 − 1. Позначимо як 𝑥 (𝑡, 𝑥0) розв’язок системи (1) з умовою

Кошi 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . Запишемо загальний розв’язок (1) у виглядi

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ 1, 𝑁,

де Θ(𝑡, 𝑠) = 𝐴(𝑡− 1)𝐴(𝑡− 2) . . . 𝐴(𝑠) =
∏︀
𝑠≤𝑖≤𝑡−1𝐴(𝑖) – невирождена ма-

триця, Θ(𝑡) = Θ(𝑡, 0), 𝑦(𝑡) =
∑︀

0≤𝑖≤𝑡−1Θ(𝑡, 𝑖+1)𝑏(𝑖), Θ(𝑠, 𝑠) = 𝐼 – одинична

матриця, 𝑠 ∈ 1, 𝑡, 𝑡 ∈ 1, 𝑁 , зокрема Θ(0) = 𝐼, 𝑦(0) = 0.

Фазовi обмеження задають багатозначним вiдображенням з𝐻(𝑡)-опуклими

компактними значеннями Φ : 0, 𝑁 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 [11]. Це означає,

що

Φ(𝑡) = ∩𝜓∈𝐻(𝑡){𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)}. (2)

Тут 𝐻(𝑡) є замкненою пiдмножиною одиничної сфери 𝑆. Розв’язок 𝑦(𝑡) =

𝑥 (𝑡, 0) системи (1), який вiдповiдає нульовiй початковiй умовi, будемо на-

зивати незбуреним, тобто таким, який дослiджується на вiдповiдний вид

практичної стiйкостi. При цьому 𝑦(𝑡) ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

Нехай 𝐺0 ⊂ R𝑛, 0 ∈ 𝐺0. Наведемо такi означення [1; 7; 9].

Означення 1. Незбурений розв’язок системи (1) називають {𝐺0,Φ(𝑡), 0, 𝑁}-
стiйким, якщо для довiльного 𝑥0 ∈ 𝐺0 розв’язок

𝑥 (𝑡, 𝑥0) ∈ Φ(𝑡)

для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Означення 2. Множина 𝐺* ⊂ R𝑛 називається максимальною множиною

практичної стiйкостi, яка визначається фазовими обмеженнями Φ(𝑡) ⊂ R𝑛,
𝑡 ∈ 0, 𝑁 , якщо:
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1. незбурений розв’язок системи (1) є {𝐺*,Φ(𝑡), 0, 𝑁}-стiйким;

2. множина 𝐺0 ⊂ R𝑛 мiститься в 𝐺*, якщо має мiсце {𝐺0,Φ(𝑡), 0, 𝑁}-
стiйкiсть незбуреного розв’язку системи (1).

Множина 𝐺* є опуклим компактом, 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐺* [7; 9].

2. Випадок однорiдної системи.

Розглянемо систему (1) за умови 𝑏(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 0, 𝑁 − 1. Тодi 𝑦(𝑡) = 0,

𝑡 ∈ 0, 𝑁 i 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Теорема 1. Функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

, 𝑥0 ∈ R𝑛. (3)

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) ≤ 1}, 𝜕𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) = 1},

𝑖𝑛𝑡𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) < 1}.

Доведення.

За означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = inf
{︁
𝜆 > 0 :

𝑥0
𝜆

∈ 𝐺*

}︁
,

𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Якщо 𝑥0
𝜆 ∈ 𝐺*, то Θ(𝑡)𝑥0𝜆 ∈ Φ(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . За властиво-

стями опорних функцiй маємо

⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 та 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Враховуючи умову 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної

функцiї [12; 13], одержуємо⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁. (4)

Оскiльки 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), то 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓) > 0 для всiх 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡). Тому з (4) маємо

𝜆 ≥ ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.
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Звiдси

𝜆 ≥ max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

.

Тодi за означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

, 𝑥0 ∈ R𝑛. (5)

Обґрунтуємо другу частину теореми. Точка 𝑥0 ∈ 𝜕𝐺* тодi i тiльки тодi,

коли [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

i знайдеться такий момент 𝑠0 ∈ 0, 𝑁 , що

Θ(𝑠0)𝑥0 ∈ 𝜕Φ(𝑠0).

Звiдси з властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈
𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

але iснує вектор 𝜓0 ∈ 𝐻(𝑡) такий, що

⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩ = 𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0).

Тому при 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 має мiсце нерiвнiсть

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

≤ 1,

але
⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩
𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0)

= 1.

Остаточно одержуємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

= 1.

Точка 𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐺* тодi i тiльки тодi, коли виконується [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡),

𝑡 ∈ 0, 𝑁 маємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ < 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),
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як наслiдок,
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

< 1.

Звiдси, враховуючи неперервнiсть опорної функцiї маємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

< 1.

Теорема 2. Обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
, 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝑃 (𝑡) = {𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) : ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0}.

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑑(𝑥0) ≥ 1} =

= ∪𝑒∈𝑆𝐿(𝑒), 𝐿(𝑒) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 = 𝑘𝑒, 𝑘 ∈ [0, 𝑑(𝑒)]} = [0, 𝑑(𝑒)]𝑒.

Доведення. Запишемо обернену функцiю Мiнковського множини 𝐺*

𝑑(𝑥0) = sup {𝜆 > 0 : 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺*} ,

𝑥0 ∈ R𝑛. Точка 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺* тодi i тiльки тодi, коли

𝜆Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї

⟨𝜆Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Звiдси

𝜆 ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
,

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 за умови ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0.

Остаточно

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
.

Тут 𝑃 (𝑡) = {𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) : ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0}.
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Наслiдок 1. Нехай фазовi обмеження мають вигляд

Φ(𝑡) = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 ∈ R𝑛 : |𝑥𝑘| ≤ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛},

де 𝑟𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тодi функцiя Мiнковського множини 𝐺* має

вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝑘=1,2,...,𝑛

|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|
𝑟𝑘

,

а обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* записується так

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁

min
𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘
|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|

, 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝐼(𝑡) = {𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 : (Θ(𝑡)𝑥0)𝑘 ̸= 0}.

Доведення. Розглянемо

𝐻(𝑡) = {𝑒(1), 𝑒(2), . . . , 𝑒(𝑛),−𝑒(1),−𝑒(2), . . . ,−𝑒(𝑛)},

де 𝑒(1), 𝑒(2), . . . , 𝑒(𝑛) – стандартний ортонормований базис в R𝑛. Тодi

Φ(𝑡) = {𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑟𝑘, ⟨𝑥,−𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛}.

За означенням опорної функцiї [12; 13]

𝑐(Φ(𝑡), 𝑒(𝑘)) = 𝑐(Φ(𝑡),−𝑒(𝑘)) = 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Отже,

Φ(𝑡) = ∩𝑘=1,2,...,𝑛{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝑒(𝑘)), ⟨𝑥,−𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡),−𝑒(𝑘))} =

= ∩𝜓∈𝐻(𝑡){𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)}.

Робимо висновок, що множина Φ(𝑡) є 𝐻(𝑡)-опуклою [11]. Помiтимо, що

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

= max
𝑘=1,2,...,𝑛

{︃⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, 𝑒(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

,

⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0,−𝑒(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

}︃
=

= max
𝑘=1,2,...,𝑛

|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|
𝑟𝑘

.

Аналогiчно показуємо, що

min
𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
= min

𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘
|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|

.

За теорем 1, 2 випливає твердження наслiдку.
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Наслiдок 2. Нехай фазовi обмеження мають вигляд

Φ(𝑡) = {𝑥 ∈ R𝑛 :
⟨︀
ℎ(𝑘), 𝑥

⟩︀
≤ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀},

де ℎ(𝑘) ∈ R𝑛, ‖ℎ(𝑘)‖ = 1, 𝑟𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Тодi функцiя Мiнковського

множини 𝐺* має вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝑘=1,2,...,𝑀

⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

,

а обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* записується так

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁

min
𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀ , 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝐼(𝑡) = {𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 :
⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀
> 0}.

Доведення. Розглянемо

𝐻(𝑡) = {ℎ(1), ℎ(2), . . . , ℎ(𝑀)}.

Тодi за означенням опорної функцiї [12; 13]

𝑐(Φ(𝑡), ℎ(𝑘)) = 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀.

Отже,

Φ(𝑡) = ∩𝑘=1,2,...,𝑀{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, ℎ(𝑘)⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), ℎ(𝑘))} =

= ∩𝜓∈𝐻(𝑡){𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)}.

Робимо висновок, що множина Φ(𝑡) є 𝐻(𝑡)-опуклою [11]. Далi

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

= max
𝑘=1,2,...,𝑀

⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

.

Аналогiчно показуємо, що

min
𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
= min

𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀ .
З теорем 1, 2 випливає твердження наслiдку.

Теорема 3. Множина 𝐺* є 𝐻-опуклим компактом, де

𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡),

𝑅(𝑡) =

{︂
𝜉 ∈ 𝑆 : 𝜉 =

Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡)

}︂
, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.
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Доведення. Виберемо довiльну точку 𝑥0 ∈ 𝐺*. За означенням 2 маємо

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Тодi за умовою 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної функцiї

[12; 13]

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ = ⟨𝑥0,Θ𝑇 (𝑡)𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Зафiксуємо 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . Оскiльки фундаментальна матрицяΘ(𝑡) є невиродже-

ною, то для довiльного 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) знайдеться таке 𝑝 ∈ R𝑛, що 𝑝 = Θ𝑇 (𝑡)𝜓

i

⟨𝑥0, 𝑝⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝑝).

Позначимо 𝜉 = 𝑝
‖𝑝‖ . Тодi, враховуючи додатну однорiднiсть опорної фун-

кцiї [12]

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉).

При цьому

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
∈ 𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Оскiльки 𝑡 ∈ 0, 𝑁 є довiльною точкою, то

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ min
𝑡∈0,𝑁

𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉) = 𝐹 (𝜉),

де

𝜉 ∈ 𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Отже,

𝐺* ⊆ ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

Разом з тим, якщо для деякої точки 𝑥0 ∈ R𝑛 має мiсце

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐻,

то для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 виконується

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)

для всiх 𝜉 ∈ 𝐻, зокрема i для 𝜉 ∈ 𝑅(𝑡). Пiдставляємо в останнiй вираз

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
,
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одержуємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Це означає, що

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

За означенням 2 маємо 𝑥0 ∈ 𝐺*. Отже,

𝐺* = ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

З означення опорної функцiї випливає, що при фiксованих 𝜉 ∈ 𝐻 значення

𝑐(𝐺*, 𝜉) спiвпадає з 𝐹 (𝜉), разом з тим 𝑐(𝐺*, 𝜉) = 𝑐𝑜𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆, де 𝑐𝑜𝐹 (𝜓)

– опукле замикання функцiї 𝐹 (𝜓) [9].

3. Випадок неоднорiдної лiнiйної дискретної системи.

Розглянемо систему (1) за умови, що iснує 𝑡 ∈ 0, 𝑁 − 1, для якого 𝑏(𝑡) ̸=
0. Тодi незбурений розв’язок 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 системи (1) не дорiвнює тотожно

нулевi. У цьому випадку умову 𝑦(𝑡) ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 можемо записати

так

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ > 0, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Теорема 4. Функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

, 𝑥0 ∈ R𝑛.

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) ≤ 1}, 𝜕𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) = 1},

𝑖𝑛𝑡𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) < 1}.

Доведення.

За означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = inf
{︁
𝜆 > 0 :

𝑥0
𝜆

∈ 𝐺*

}︁
,

𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Якщо 𝑥0
𝜆 ∈ 𝐺*, то Θ(𝑡)𝑥0𝜆 ∈ Φ(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . За властиво-

стями опорних функцiй маємо

⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),
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для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 та 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Враховуючи умову 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної

функцiї [12; 13], одержуємо⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ , 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁. (6)

Для всiх 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), враховуючи що 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ > 0 з (6) маємо

𝜆 ≥ ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Звiдси

𝜆 ≥ max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

.

Тодi за означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

, 𝑥0 ∈ R𝑛. (7)

Обґрунтуємо другу частину теореми. Точка 𝑥0 ∈ 𝜕𝐺* тодi i тiльки тодi,

коли [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

i знайдеться такий момент 𝑠0 ∈ 0, 𝑁 , що

Θ(𝑠0)𝑥0 + 𝑦(𝑠0) ∈ 𝜕Φ(𝑠0).

Звiдси з властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈
𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

але iснує вектор 𝜓0 ∈ 𝐻(𝑡) такий, що

⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩+ ⟨𝑦(𝑠0), 𝜓0⟩ = 𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0),

⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩ = 𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0)− ⟨𝑦(𝑠0), 𝜓0⟩ .

Тому при 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 має мiсце нерiвнiсть

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

≤ 1,

але
⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩

𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0)− ⟨𝑦(𝑠0), 𝜓0⟩
= 1.
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Остаточно одержуємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

= 1.

Точка 𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐺* тодi i тiльки тодi, коли виконується [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡),

𝑡 ∈ 0, 𝑁 маємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ < 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

як наслiдок,
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
< 1.

Звiдси, враховуючи неперервнiсть опорної функцiї маємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

< 1.

Теорема 5. Обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

, 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝑃 (𝑡) = {𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) : ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0}.

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑑(𝑥0) ≥ 1} =

= ∪𝑒∈𝑆𝐿(𝑒), 𝐿(𝑒) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 = 𝑘𝑒, 𝑘 ∈ [0, 𝑑(𝑒)]} = [0, 𝑑(𝑒)]𝑒.

Доведення. Запишемо обернену функцiю Мiнковського множини 𝐺*

𝑑(𝑥0) = sup {𝜆 > 0 : 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺*} ,

𝑥0 ∈ R𝑛. Точка 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺* тодi i тiльки тодi, коли

𝜆Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї

⟨𝜆Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.
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Звiдси

𝜆 ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

,

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 за умови ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0.

Остаточно

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

.

Теорема 6. Множина 𝐺* є 𝐻-опуклим компактом, де

𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡),

𝑅(𝑡) =

{︂
𝜉 ∈ 𝑆 : 𝜉 =

Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡)

}︂
, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Доведення. Виберемо довiльну точку 𝑥0 ∈ 𝐺*. За означенням 2 маємо

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Тодi за умовою 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної функцiї

[12; 13]

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ = ⟨𝑥0,Θ𝑇 (𝑡)𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ , 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Зафiксуємо 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . Оскiльки фундаментальна матрицяΘ(𝑡) є невиродже-

ною, то для довiльного 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) знайдеться таке 𝑝 ∈ R𝑛, що 𝑝 = Θ𝑇 (𝑡)𝜓

i

⟨𝑥0, 𝑝⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝑝)−
⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝑝

⟩︀
.

Позначимо 𝜉 = 𝑝
‖𝑝‖ . Тодi, враховуючи додатну однорiднiсть опорної фун-

кцiї [12].

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)−
⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉

⟩︀
.

При цьому

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
∈ 𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Оскiльки 𝑡 ∈ 0, 𝑁 є довiльною точкою, то

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ min
𝑡∈0,𝑁

(︀
𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)−

⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉

⟩︀)︀
= 𝐹 (𝜉),
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де

𝜉 ∈ 𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Отже,

𝐺* ⊆ ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

Разом з тим, якщо для деякої точки 𝑥0 ∈ R𝑛 має мiсце

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐻,

то для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 виконується

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)−
⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉

⟩︀
для всiх 𝜉 ∈ 𝐻, зокрема i для 𝜉 ∈ 𝑅(𝑡). Пiдставляємо в останнiй вираз

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
,

одержуємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ , 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Це означає, що

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

За означенням 2 маємо 𝑥0 ∈ 𝐺*. Отже,

𝐺* = ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

З означення опорної функцiї випливає, що при фiксованих 𝜉 ∈ 𝐻 значення

𝑐(𝐺*, 𝜉) спiвпадає з 𝐹 (𝜉), разом з тим 𝑐(𝐺*, 𝜉) = 𝑐𝑜𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆, де 𝑐𝑜𝐹 (𝜓)

– опукле замикання функцiї 𝐹 (𝜓) [9].

Висновки

Стаття висвiтлює побудову максимальної множини практичної стiй-

костi лiнiйної дискретної системи з 𝐻-опуклими фазовими обмеженнями.

Знайдено функцiю Мiнковського i обернену функцiю Мiнковського таких

множин. Як наслiдок, наведено випадок фазових обмежень у формi бага-

токутникiв. Обґрунтовано теорему про𝐻-опуклiсть оптимальної множини

практичної стiйкостi.
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Tairova M. S.

CONSTRUCTION OF OPTIMAL SETS OF PRACTICAL STABILITY

FOR LINEAR DISCRETE SYSTEMSWITH 𝐻-CONVEX PHASE CON-

STRAINTS

Summary

The paper investigates the problem of constructing optimal sets of practical

stability for linear homogeneous and nonhomogeneous discrete systems under

𝐻-convex phase constraints. Such problems arise in the mathematical model-

ing of dynamical processes and in control problems with state constraints. An-

alytical representations of the Minkowski function and the inverse Minkowski

function of the optimal practical stability set are obtained. Conditions for con-

structing the maximal set of initial states whose trajectories remain within the

prescribed phase constraints over a finite time interval are established. Partic-

ular attention is paid to phase constraints represented by polygons and poly-

topes, which form an important subclass of 𝐻-convex sets. The 𝐻-convexity

of optimal practical stability and practical semistability sets is proved. The

obtained results can be applied to the analysis of discrete dynamical systems

and to the development of computational methods for verifying practical sta-

bility under phase constraints.

Keywords: H-convexity, practical stability, practical semistability, discrete

systems, optimal practical stability set, Minkowski function, inverse Minkowski

function, phase constraints.
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