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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Розглянемо простiр афiнної зв’язностi без скру-
ту 𝐴𝑛, вiднесений до довiльної системи координат {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}, з об’єктом
зв’язностi Γℎ𝑖𝑗(𝑥); 𝑀0(𝑥

ℎ
0) ∈ 𝐴𝑛. Побудуємо новий простiр 𝐴𝑛, вiднесений до

координат {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛}, зi своїм об’єктом зв’язностi Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦), який задається
спiввiдношенням

Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦) = −1

3
𝑅
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝑙 𝑦

𝑙, де 𝑅
0

ℎ
.𝑖𝑗𝑙 = 𝑅ℎ

.𝑖𝑗𝑙(𝑀0).

Якщо система координат у вихiдному просторi 𝐴𝑛 є канонiчною з початком
у точцi 𝑀0, то об’єкт зв’язностi Γ̃ℎ𝑖𝑗 реалiзує наближення першого порядку
для Γℎ𝑖𝑗 вихiдного простору i тому вiдображає геометричнi властивостi 𝐴𝑛 з
деяким ступенем точностi [11, 12].

Зазначимо , що наближенi методи дослiджень для вирiшення рiзнома-
нiтних задач розробляються й ефективно застосовують у рiзних роздiлах
математики: в теорiї диференцiальних рiвнянь [6, 7]; в крайових задачах
i рiвняннях математичної фiзики [1, 4]; в нелiнiйнiй механiцi та механiцi
суцiльного середовища [10, 20]; в деяких областях теоретичної фiзики: при-
кладнiй астрономiї i оптицi атмосфери [8]; теорiї перенесення випромiнювань
[14], динамiцi космiчних апаратiв, загальнiй теорiї вiдносностi [9].

Мета та завдання роботи. Метою роботи є вивчення наближення
для простору афiнної зв’язностi та деяких його геометричних властивостей.

Структура та обсяг роботи. Дипломна робота складається зi змiсту,
вступу, двох роздiлiв та списку лiтератури. Текст роботи викладено на 33
сторiнках. Список лiтератури мiстить 20 найменувань.
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РОЗДIЛ 1

ПРОСТОРИ АФIННОЇ ЗВ’ЯЗНОСТI

1.1. Тензорний аналiз

Розглянемо 𝑛-мiрний дiйсний диференцiйований многовид 𝑋𝑛 класу
𝐶𝑟(𝑟 > 1). Його елементи будемо називати точками i позначати 𝑀,𝑁,𝑀1

тощо.

Кожна точка многовида 𝑋𝑛, як вiдомо, належить принаймнi однiй
його координатнiй областi Ω. Нехай поточна точка 𝑀 ∈ Ω має у нiй локальнi
координати 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Вони можуть набувати довiльних значень у деякiй
областi змiни 𝐷:

𝑥𝑘0 < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘1 (𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛).

Коли точка 𝑀 ∈ Ω фiксована, ми будемо називати iнодi область типу 𝐷,
якiй належать її координати, околом точки 𝑀 .

У областi Ω або у перетинi її з iншою координатною областю Ω′ завжди
можливий перехiд вiд однiєї локальної системи координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 до
iншої 𝑥′1, 𝑥′2, . . . , 𝑥′𝑛 за формулами виду

𝑥′𝑘 = 𝑥′𝑘
(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
(𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛), (1.1)

Функцiї 𝑥′1
(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
, 𝑥′2

(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
, . . . , 𝑥′𝑛

(︀
𝑥1, , 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
тут

вважаються такими, що належать класу 𝐶𝑟, тобто мають неперервнi ча-
стиннi похiднi за всiма аргументами до порядку 𝑟 включно, а якобiан їх
вiдмiнний вiд нуля в кожнiй точцi:

det

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑥′𝑘

𝜕𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
̸= 0 (𝑘, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.2)

Внаслiдок цього закон перетворення (1.1) локальної системи координат в
околi кожної точки однозначно оборотний, тобто припускає еквiвалентне
подання у формi

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖
(︀
𝑥′1, 𝑥′2, . . . , 𝑥′𝑛

)︀
, (1.3)



5

яка розв’язна вiдносно початкових координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 точки 𝑀 як фун-
кцiй нових її координат 𝑥′1, 𝑥′2, . . . , 𝑥′𝑛. Надалi зазначенi системи локальних
координат ми називатимемо припустимими.

Якщо 𝑟 = ∞, функцiї (1.1) i (1.3) мають неперервнi частиннi похiднi
скiльки завгодно високого порядку за всiма змiнними в околi кожної точки.
При 𝑟 = 𝜔 вони за означенням вважаються дiйсними i аналiтичними, тобто
припускають у деякому околi кожної точки подання у формi степеневих
рядiв.

У подальшому ми будемо припускати iснування i неперервнiсть всiх
тих похiдних функцiй, якi використовуються в мiркуваннях, не обумовлю-
ючи цього щоразу спецiально. Як правило, будемо працювати у дiйсному
диференцiйованому многовидi 𝑋𝑛 кiнцевого класу 𝐶𝑟 i притому локально,
тобто в деякому околi довiльної його точки.

У багатьох задачах виникає необхiднiсть вивчення на диференцiйо-
ваному многовидi 𝑋𝑛 i складнiших, нiж тензори, геометричних об’єктiв.
Одним з таких є так званий об’єкт афiнної зв’язностi Γ𝑘𝑖𝑗(𝑘, 𝑖, 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛),
який характеризується наступним законом перетворення при змiнi системи
координат виду (1.1), (1.3) :

Γ′𝑘
𝑖𝑗 (𝑥

′) =

(︂
Γ𝛼𝛽𝛾(𝑥(𝑥

′))
𝜕𝑥𝛽

𝜕𝑥′𝑖
𝜕𝑥𝛾

𝜕𝑥′𝑗
+

𝜕2𝑥𝛼

𝜕𝑥′𝑖𝜕𝑥′𝑗

)︂
𝜕𝑥′𝑘 (𝑥 (𝑥′))

𝜕𝑥𝛼
. (1.4)

Тут Γ𝑘𝑖𝑗(𝑥)— компоненти об’єкта афiнної зв’язностi у вихiднiй системi коор-
динат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛; Γ′𝑘

𝑖𝑗 (𝑥
′)— у новiй 𝑥′1, 𝑥′2, . . . , 𝑥′𝑛; 𝜕𝑥′𝑘

𝜕𝑥𝑙
— частиннi похiднi

вiд функцiй (1.1), 𝜕𝑥
ℎ

𝜕𝑥′𝑖 — вiд зворотних до них функцiй (1.3). Праворуч у (1.4)
за 𝛼, 𝛽, 𝛾 передбачається пiдсумовування вiд 1 до 𝑛 незалежно один вiд
одного. Об’єкт зв’язностi на 𝑋𝑛 класу 𝐶𝑟(𝑟 ⩾ 2) у подальшому вважатимемо
симетричним, тобто такий, який задовольняє умовам

Γ𝑘𝑖𝑗(𝑥) ≡ Γ𝑘𝑗𝑖(𝑥). (1.5)

Вони, слiдуючи з (1.4), мають iнварiантний характер щодо вибору системи
координат. Вiдповiдно до (1.4) об’єкт афiнної зв’язностi є лiнiйним, але не
однорiдним геометричним об’єктом другого порядку.
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Означення 1.1. Простором 𝐴𝑛 афiнної зв’язностi 𝑛 вимiрювань називає-
ться дiйсний диференцiйований многовид 𝑋𝑛 класу 𝐶𝑟, в якому визначено
об’єкт афiнної зв’язностi Γ.

Це означає, що у кожнiй локальнiй системi координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

на 𝑋𝑛 задана сукупнiсть функцiй Γ𝑘𝑖𝑗
(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
, яка задовольняє умо-

вам (1.5) i змiнюється при будь-якому перетвореннi координат виду (1.1),
(1.3) за законом (1.4).

Означення 1.2. Тензор Рiмана зв’язностi Γ, що визначається формулами

𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑗Γ

ℎ
𝑖𝑘(𝑥) + Γ𝛼𝑖𝑘(𝑥)Γ

ℎ
𝑗𝛼(𝑥)− 𝜕𝑘Γ

ℎ
𝑖𝑗(𝑥)− Γ𝛼𝑖𝑗(𝑥)Γ

ℎ
𝑘𝛼(𝑥), (1.6)

називають тензором кривини простору 𝐴𝑛.

У силу своєї конструкцiї тензор кривини простору 𝐴𝑛 (1.6) має насту-
пнi алгебраїчнi властивостi:

𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘(𝑥) +𝑅ℎ

.𝑖𝑘𝑗(𝑥) ≡ 0, (1.7)

𝑅ℎ
.(𝑖𝑗𝑘)(𝑥) = 𝑅ℎ

.𝑖𝑗𝑘(𝑥) +𝑅ℎ
.𝑗𝑘𝑖(𝑥) +𝑅ℎ

.𝑘𝑖𝑗(𝑥) ≡ 0. (1.8)

Для тензора кривини (1.6) має мiсце диференцiальна тотожность
Бiанки:

𝑅ℎ
.𝑖(𝑗𝑘,𝑙)(𝑥) = 𝑅ℎ

.𝑖𝑗𝑘,𝑙(𝑥) +𝑅ℎ
.𝑖𝑘𝑙,𝑗(𝑥) +𝑅ℎ

.𝑖𝑙𝑗,𝑘(𝑥) ≡ 0. (1.9)

Тут 𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘,𝑙 — коварiантна похiдна тензора Рiмана зв’язностi Γ за тiєю самою

зв’язнiстю.

Результат згортання тензора Рiмана 𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘(𝑥) простру 𝐴𝑛 за iндексами

ℎ та 𝑘 позначається через 𝑅.𝑖𝑗(𝑥):

𝑅.𝑖𝑗(𝑥) = 𝑅𝛼
.𝑖𝑗𝛼(𝑥) (𝑖, 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.10)

Вiн є тензором типу

⎛⎜⎝ 0

2

⎞⎟⎠, який називається тензором Рiччi простору 𝐴𝑛.

За умови
𝑅.𝑖𝑗(𝑥) ≡ 𝑅.𝑗𝑖(𝑥) (1.11)
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прострiр 𝐴𝑛 називається еквiафiнним. У просторi афiнної зв’язностi 𝐴𝑛

вводиться коварiантне диференцiювання тензорiв вiдносно його об’єкта
зв’язностi. На основi цього в 𝐴𝑛 будується iнварiантна теорiя паралельного
перенесення векторiв та тензорiв уздовж даної кривої.

1.2. Абсолютний паралелiзм

Означення 1.3. Поле контраварiантного вектора 𝜙ℎ(𝑡), що визначено на
кривiй 𝐿, яка задана в параметричнiй формi

𝑥ℎ = 𝑥ℎ(𝑡) (𝑇0 < 𝑡 < 𝑇1; ℎ = 1,2, . . . , 𝑛) , (1.12)

називається паралельним уздовж неї у просторi 𝐴𝑛, якщо

𝜙ℎ,𝛼𝜆
𝛼 ≡ 𝑑𝜙ℎ

𝑑𝑡
+ Γℎ𝛼𝛽(𝑥)𝜆

𝛼𝜙𝛽 = 0 (ℎ, 𝛼, 𝛽 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.13)

Тут 𝜆ℎ — дотичний вектор кривої 𝐿 ; Γ(𝑥)— об’єкт зв’язностi 𝐴𝑛,
у компоненти якого пiдставленi функцiї (1.12) параметра 𝑡. При цьому
рiвняння (1.13) повиннi мати тотожний вiдносно 𝑡 характер.

Легко бачити, що в результатi (1.4) властивiсть паралельностi ве-
кторного поля 𝜙ℎ(𝑡) вздовж кривої 𝐿 iнварiантна щодо вибору системи
координат у просторi 𝐴𝑛 та параметра 𝑡 на кривiй. Справа в тому, що
рiвняння (1.13) висловлюють вимогу рiвностi нулю коварiантної похiдної
векторного поля 𝜙ℎ(𝑡) у напрямку дотичного вектора 𝜆ℎ кривої 𝐿 (або
вздовж неї).

Очевидно, якщо векторнi поля 𝜙ℎ(𝑡) i 𝜉ℎ(𝑡) паралельнi в 𝐴𝑛 вздовж
однiєї кривої 𝐿, то й поле вектора 𝑎𝜙ℎ(𝑡) + 𝑏𝜉ℎ(𝑡) при довiльних постiйних
𝑎 i 𝑏 також паралельне вздовж 𝐿.

Тепер вiзьмемо точку 𝑀0 кривої 𝐿, яка вiдповiдає значенню параметра
𝑡0, та вектор паралельного вздовж неї векторного поля 𝜙ℎ(𝑡) у цiй точцi
𝜙ℎ0 = 𝜙ℎ (𝑡0). Тодi вектор поля 𝜙ℎ(𝑡), взятий у будь-якiй iншiй її точцi,
наприклад𝑀1, яка вiдповiдає значенню параметра 𝑡1, 𝜙ℎ1 = 𝜙ℎ (𝑡1), прийнято
називати результатом паралельного перенесення вектора 𝜙ℎ0 в 𝐴𝑛 вздовж
кривої 𝐿 з точки 𝑀0 в точку 𝑀1. Очевидно, у просторi 𝐴𝑛 будь-який вектор
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𝜙ℎ0 , заданий у деякiй точцi 𝑀0 (𝑡0) даної кривої 𝐿, можна i притому єдиним
чином перенести паралельно вздовж 𝐿 у будь-яку iншу близьку до неї
точку 𝑀1 (𝑡1). Справдi, система звичайних диференцiальних рiвнянь (1.13)
вiдносно 𝜙ℎ на околi точки 𝑀0 (𝑡0) в просторi 𝐴𝑛 класу 𝐶𝑟(𝑟 > 2) має єдине
рiшення 𝜙ℎ(𝑡), яке вiдповає початковим значенням Кошi 𝜙ℎ (𝑡0) = 𝜙ℎ0 .

Отже, вектор 𝜙ℎ1 = 𝜙ℎ (𝑡1), який є результатом паралельного перенесе-
ння вектора 𝜙ℎ0 з точки 𝑀0 в точку 𝑀1, визначено i до того ж однозначно.

У загальному випадку результат паралельного перенесення вектора з
однiєї точки простору 𝐴𝑛 в iншу його точку суттєво залежить вiд шляху.
Iнакше кажучи, в 𝐴𝑛 при паралельному перенесеннi вектора 𝜙ℎ0 з точки
𝑀0 в точку 𝑀1 вздовж однiєї кривої 𝐿 ми отримаємо в 𝑀1 один вектор 𝜙ℎ1 ,
а при паралельному перенесеннi 𝜙ℎ0 з 𝑀0 в 𝑀1 вздовж iншої кривої 𝐿̃ ми
отримаємо в 𝑀1, взагалi кажучи, iнший вектор 𝜙ℎ1 .

Проте iснують спецiальнi простори афiнної зв’язностi 𝐴𝑛, в яких є поля
контраварiантних векторiв, що мають так звану властивiсть абсолютного
паралелiзму.

Означення 1.4. Векторне поле 𝜙ℎ
(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
, яке визначено у деякiй

областi 𝐷 простору 𝐴𝑛, називається абсолютно паралельним у 𝐷, якщо
воно паралельно в 𝐴𝑛 уздовж будь-якої кривої 𝐿, що належить цiй областi.
З (1.13) випливає, що необхiдна та достатня умови абсолютної паралельностi
векторного поля має вигляд:

𝜙ℎ,𝑖(𝑥) ≡
𝜕𝜙ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+ Γℎ𝑖𝛼(𝑥)𝜙

𝛼(𝑥) ≡ 0 (ℎ, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.14)

Аналогiчно, умовами

𝜇𝑖,𝛼𝜆
𝛼 ≡ 𝑑𝜇𝑖

𝑑𝑡
− Γ𝛼𝛽𝑖𝜇𝛽𝜆

𝛼 ≡ 0 (1.15)

вводиться поняття паралельностi вздовж кривої 𝐿, яку задано у параме-
тричному виглядi (1.12), у просторi 𝐴𝑛 поля коварiантного вектора 𝜇𝑖(𝑡)
та паралельного перенесення коварiантного вектора 𝜇𝑖

0
з точки 𝑀0 в то-

чку 𝑀 вздовж кривої 𝐿. Вони мають iнварiантний характер щодо вибору
системи координат у просторi 𝐴𝑛 i параметра 𝑡 на кривiй 𝐿, а також володi-
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ють зазначеними вище властивостями у випадку контраварiантних векторiв.
Умова абсолютної паралельностi поля коварiантного вектора 𝜇𝑖

(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
у просторi 𝐴𝑛 має вигляд

𝜇𝑖,𝑗(𝑥) ≡
𝜕𝜇𝑖(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
− Γ𝛼𝑗𝑖(𝑥)𝜇𝛼(𝑥) ≡ 0. (1.16)

Нарештi, умовою

𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞,𝛼

𝜆𝛼 =
𝑑𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑡)

𝑑𝑡 + 𝜆𝛽
(︁
Γ𝑖1𝛽𝛼𝑆

𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑡) + . . .+ Γ
𝑖𝑝
𝛽𝛼𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑡)−

− Γ𝛼𝛽𝑗1𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛼𝑗2...𝑗𝑞

(𝑡)− . . .− Γ𝛼𝛽𝑗𝑞𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖

𝛼
𝑝−1

𝑗1...𝑗𝑞−1𝛼
(𝑡)

)︁
(1.17)

у 𝐴𝑛 вводиться поняття паралельностi вздовж кривої 𝐿, заданої у виглядi

(1.12), поля тензора 𝑆(𝑡) довiльного типу

⎛⎜⎝ 𝑝

𝑞

⎞⎟⎠. Воно iнварiантне щодо

вибору системи координат у 𝐴𝑛 та параметра 𝑡 на кривiй 𝐿. Подiбно до того,
як i у випадку векторiв, за допомогою умови (1.17) визначається паралельне

перенесення тензора 𝑆
0

⎛⎜⎝ 𝑝

𝑞

⎞⎟⎠ вздовж кривої 𝐿 з точки 𝑀0 в будь-яку iншу

(близьку) точку 𝑀1, вводиться поняття та виникають умови абсолютної
паралельностi тензорного поля 𝑆𝑖1𝑖2...𝑖𝑝𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
, якi мають вигляд

𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞,𝑘

(𝑥) ≡ 0. (1.18)

Злiва тут стоїть коварiантна похiдна даного тензорного поля у просторi 𝐴𝑛.
До речi, абсолютно паралельнi тензори нерiдко називають на пiдставi (1.18)
коварiантно постiйними.

Означення 1.5. Простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 називається локально симе-
тричним, якщо тензор Рiмана у ньому абсолютно паралельний [15, 18].

Таким чином, симетричнi простори 𝐴𝑛 характеризуються умовою

𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘,𝑙(𝑥) ≡ 0. (1.19)
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Вона, будучи тензорною, має iнварiантний характер щодо вибору системи
координат.

1.3. Рекурентне тензорне поле

Бiльш загальним є поняття рекурентного векторного або тензорного
поля вздовж кривої у просторi афiнної зв’язностi 𝐴𝑛.

Означення 1.6. Векторне поле 𝜙ℎ(𝑡) називається рекурентним уздовж
кривої 𝐿, яку задано в виглядi (1.12), якщо в кожнiй її точцi виконується
умова

𝜙ℎ,𝛼𝜆
𝛼 = 𝜌𝜙ℎ (ℎ = 1,2, . . . , 𝑛). (1.20)

Тут 𝜌(𝑡)— деякий iнварiант, а лiва частина є коварiантною похiдною
векторного поля 𝜙ℎ(𝑡) у напрямку вектора 𝜆ℎ(𝑡), дотичного до кривої 𝐿.
Властивiсть рекурентностi векторного поля 𝜙ℎ(𝑡) вздовж кривої 𝐿 iнварiан-
тна щодо вибору системи координат в 𝐴𝑛, параметра 𝑡 на кривiй та замiни
цього векторного поля колiнеарним йому полем 𝜙ℎ = 𝜎(𝑡)𝜙ℎ(𝑡).

Означення 1.7. Крива 𝐿, задана у виглядi (1.12), простору афiнної зв’язностi
𝐴𝑛 називається геодезичною лiнiєю цього простору, якщо дотичне векторне
поле 𝜆ℎ(𝑡) цiєї кривої рекурентно вздовж неї, тобто задовольняє умовам

𝜆ℎ,𝛼𝜆
𝛼 = 𝜌𝜆ℎ (ℎ = 1,2, . . . , 𝑛). (1.21)

Вiдповiдно до (1.13) вони мають вигляд

𝑑𝜆ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
+ Γℎ𝛼𝛽(𝑥)𝜆

𝛼(𝑡)𝜆𝛽(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝜆ℎ(𝑡) (1.22)

або, оскiльки 𝜆ℎ = 𝑑𝑥ℎ

𝑑𝑡 ,

𝑑2𝑥ℎ

𝑑𝑡2
+ Γℎ𝛼𝛽(𝑥)

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝛽

𝑑𝑡
= 𝜌(𝑡)

𝑑𝑥ℎ

𝑑𝑡
(ℎ, 𝛼, 𝛽 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.23)

Отже, крива 𝐿 є геодезичною лiнiєю простору 𝐴𝑛 тодi i лише тодi, коли
функцiї (1.12) задовольняють у ньому рiвнянням (1.23) при деякому 𝜌(𝑡).
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На пiдставi вищесказаного, крива 𝐿 являє собою геодезичну лiнiю простору
𝐴𝑛 i не залежить нi вiд вибору системи координат у цьому просторi, нi вiд
вибору на нiй параметра 𝑡.

Параметр 𝑡 кривої 𝐿 у параметричному поданнi (1.12) передбачає, що
вiн припускає перетворення виду

𝑡 = 𝑡(𝜏), (1.24)

де дiйсна функцiя 𝑡(𝜏) має неперервнi похiднi до порядку 𝑟, причому 𝑑𝑡
𝑑𝜏 ̸= 0.

Рiвняння кривої 𝐿 пiсля переходу до нового параметра 𝜏 за законом (1.24)
будуть такими:

𝑥̃ℎ = 𝑥̃ℎ(𝜏) ≡ 𝑥ℎ(𝑥(𝜏)). (1.25)

Тому для дотичного вектора 𝜆̃ℎ кривої 𝐿 при новiй параметризацiї отримує-
мо вираз

𝜆̃ℎ =
𝑑𝑡

𝑑𝜏
𝜆ℎ. (1.26)

Значення iнварiанту 𝜌(𝑡) в результатi перетворення виду (1.24) параме-
тра 𝑡 змiнюється, оскiльки змiнюється за формулами (1.26) дотичний вектор
кривої. Тому у просторi 𝐴𝑛 для кожної геодезичної лiнiї 𝐿 завжди можна
за законом (1.24) перейти вiд вихiдного параметра 𝑡 до нового параметра 𝜏 ,
при якому для дотичного вектора 𝜆ℎ(𝑡) замiсть (1.21) виконуватимуться
умови

𝜆̃ℎ,𝛼𝜆̃
𝛼 ≡ 0.

Такий параметр геодезичної лiнiї називається канонiчним. Вiдповiдно до
(1.13) остання умова означає, що дотичний вектор 𝜆̃ℎ геодезичної лiнiї,
вiднесеної до канонiчного параметра, паралельний уздовж неї.

Таким чином, для функцiй

𝑥̃ℎ = 𝑥̃ℎ(𝜏) (ℎ = 1,2, . . . , 𝑛), (1.27)

де 𝑑𝑥
ℎ

𝑑𝜏 = 𝜆̃ℎ ̸= 0, що визначають геодезичну лiнiю 𝐿 простору 𝐴𝑛, вiднесену
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до канонiчного параметра 𝜏 , виконуються рiвняння

𝑑2𝑥̃ℎ

𝑑𝜏 2
+ Γℎ𝛼𝛽(𝑥)

𝑑𝑥
𝛼

𝑑𝜏

𝑑𝑥
𝛽

𝑑𝜏
= 0 (ℎ, 𝛼, 𝛽 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.28)

Вони є системою звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку
типу Кошi. На пiдставi теореми теорiї диференцiальних рiвнянь [13] для
будь-яких початкових значень Кошi

𝑥̃ℎ (𝜏0) = 𝑥̃ℎ0 ,
𝑑𝑥

ℎ

𝑑𝜏
(𝜏0) = 𝜆̃ℎ0

у просторi 𝐴𝑛 класу 𝐶𝑟−2(𝑟 > 2) ця система має єдине рiшення. Тому в будь-
якому просторi афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 зазначеного класу через кожну його
фiксовану точку 𝑀0

(︁
𝑥ℎ0

)︁
у кожному напрямку 𝜆̃ℎ0 ∈ 𝑇𝑀0

можна провести i
при тому єдину геодезичну лiнiю.

У просторах афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 може бути побудована теорiя кри-
вини кривих. Вiдповiдно до неї для кривої 𝐿 з 𝐴𝑛 у загальному випадку
в кожнiй точцi у певному порядку виникає 𝑛− 1 кривина: 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛−1.
Якщо деяка з кривин для кривої 𝐿 тотожно дорiвнює нулю, то тотожно
звертаються в нуль i всi наступнi кривини цiєї кривої. Кривими ж просторiв
афiнної зв’язностi 𝐴𝑛, у яких тотожно дорiвнює нулю перша кривина 𝑘1,
є геодезичнi лiнiї i тiльки вони. Тому геодезичнi лiнiї в геометрiї просто-
рiв афiнної зв’язностi вiдiграють роль, подiбну до прямих в евклiдовому
просторi.

У просторах афiнної зв’язностi та для тензорних полiв довiльного
типу може бути введено поняття рекурентностi.

Означення 1.8. Тензорне поле 𝑆

⎛⎜⎝ 𝑝

𝑞

⎞⎟⎠ називається рекурентним уздовж

кривої 𝐿 у просторi 𝐴𝑛, якщо у кожнiй точцi цiєї кривої воно задовольняє
умовам

𝑆
𝑖1𝑖2···𝑖𝑝
𝑗1𝑗2···𝑗𝑞,𝛼𝜆

𝛼 = 𝜌𝑆
𝑖1𝑖2···𝑖𝑝
𝑗1𝑗2···𝑗𝑞

(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑞;𝛼 = 1,2, . . . , 𝑛) .
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Означення 1.9. Тензорне поле 𝑆

⎛⎜⎝ 𝑝

𝑎

⎞⎟⎠ називається абсолютно рекурен-

тним, якщо воно рекурентно вздовж будь-якої кривої простору 𝐴𝑛.

Необхiдна та достатня умови абсолютної рекурентностi тензорного

поля 𝑆

⎛⎜⎝ 𝑝

𝑞

⎞⎟⎠ має вигляд

𝑆
𝑖1𝑖2···𝑖𝑝
𝑗1𝑗2···𝑗𝑞,𝑘(𝑥) = 𝜌𝑘(𝑥)𝑆

𝑖1𝑖2···𝑖𝑝
𝑗1𝑗2,···𝑗𝑞(𝑥). (1.29)

Означення 1.10. Якщо тензор Рiмана простору 𝐴𝑛 є абсолютно рекурен-
тним у ньому, тобто якщо

𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘,𝑙(𝑥) = 𝜌𝑙(𝑥)𝑅

ℎ
.𝑖𝑗𝑘(𝑥), (1.30)

то 𝐴𝑛 називається рекурентним.

1.4. Локально плоский простiр

Означення 1.11. Простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 називається локально
плоским або афiнним, якщо в деякiй околицi 𝐷 кожної його точки може
бути обрана така система координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, звана афiнною, щодо
якої в цiй околицi об’єкт зв’язностi 𝐴𝑛 тотожно дорiвнює нулю:

Γℎ𝑖𝑗(𝑦) ≡ 0 (ℎ, 𝑖, 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.31)

Для плоского простору афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 в афiннiй системi коор-
динат з (1.31) на пiдставi (1.6) випливає, що 𝑅ℎ

.𝑖𝑗𝑘(𝑦) ≡ 0. Проте рiвнiсть
тензора нулю є фактом, iнварiантним щодо вибору системи координат. От-
же, для плоского простору 𝐴𝑛, до якої б системи координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

вiн не був би вiднесений, ми маємо

𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘(𝑥) ≡ 0 (ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛). (1.32)
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З (1.4) неважко переконатися в тому, що умова (1.32) є не тiльки необхiдною,
але й достатньою для того, щоб простiр 𝐴𝑛 був локально плоским.

Для плоского простору 𝐴𝑛, вiднесеного до афiнних координат, з рiв-
нянь виду (1.28) внаслiдок (1.31) отримуємо

𝑦ℎ(𝜏) = 𝑦ℎ0 + (𝜏 − 𝜏0) 𝜆̃
ℎ
0 ,

де 𝑦ℎ0 = 𝑦ℎ (𝜏0) ,
𝑑𝑦ℎ

𝑑𝜏 (𝜏0) = 𝜆̃ℎ0 . Це означає, що геодезичнi лiнiї плоского
простору 𝐴𝑛 є прямими. Подiбним чином можна переконатися в тому, що
кривими плоского простору, для яких друга кривина 𝑘2 тотожно дорiвнює
нулю, є кривi, що лежать у двовимiрних площинах, i тiльки вони.

1.5. Афiнне вiдображення

Розглянемо локально взаємно однозначне вiдображення 𝑓 𝑛-мiрного
диференцiйованого многовида 𝑋𝑛 класу 𝐶𝑟 на диференцiйований многовид
𝑋̄𝑛 того ж класу. Нехай поточнiй точцi 𝑀 ∈ 𝑋𝑛 при вiдображеннi 𝑓 вiд-
повiдає точка 𝑀̄ ∈ 𝑋̄𝑛 : 𝑀

𝑓−→ 𝑀̄ . Вiдображення 𝑋𝑛 на 𝑋̄𝑛 iндукує певне
вiдображення дотичних просторiв до даних многовидiв у вiдповiдних точках.
Воно зветься диференцiалом вiдображення 𝑓 i позначається 𝑑𝑓 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀̄

або 𝑇𝑀
𝑑𝑓−→ 𝑇𝑀 .

Якщо точка 𝑀 має в 𝑋𝑛 локальнi координати 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, а вiд-
повiдна їй за вiдображенням 𝑓 точка 𝑀̄ має в 𝑋𝑛 локальнi координати
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, то будемо припускати, що

𝑥̄ℎ = 𝑓ℎ
(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
(ℎ = 1,2, . . . , 𝑛), (1.33)

де функцiї 𝑓ℎ
(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
належать класу 𝐶𝑟(𝑟 > 2) i

det

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓ℎ

𝜕𝑥𝑘

⃦⃦⃦⃦
̸= 0.

За цих умов для функцiй (1.33) в околицi кожної точки iснують зворотнi
функцiї

𝑥𝑘 = 𝑓𝑘
(︀
𝑥̄1, 𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛

)︀
(1.34)
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того ж класу.
Крива 𝐿 з 𝑋𝑛, яку задано в параметричнiй формi рiвняннями (1.12) при
вiдображеннi 𝑓 , яке визначено системою функцiй (1.33), переходить у криву
𝐿̄ з 𝑋̄𝑛, параметричне подання якої ми отримаємо у виглядi

𝑥̄ℎ = 𝑥̄ℎ(𝑡) = 𝑓ℎ(𝑥(𝑡)). (1.35)

Звiдси випливає, що
𝑑𝑥̄ℎ

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓ℎ

𝜕𝑥𝛼
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡
,

тобто

𝜆̄ℎ =
𝜕𝑓ℎ

𝜕𝑥𝛼
𝜆𝛼, (1.36)

де 𝜆ℎ ∈ 𝑇𝑀 i є дотичним вектором кривої 𝐿 у точцi 𝑀 , а 𝜆̄ℎ ∈ 𝑇𝑀̄ —
дотичним вектором 𝐿̄ в 𝑀̄ . 𝜆̄ℎ вважається вiдповiдним вектору 𝜆ℎ при вiд-
ображеннi 𝑓 . Оскiльки 𝜆ℎ можна розглядати як довiльний вектор простору
𝑇𝑀 , рiвняння (1.36) визначають вiдображення 𝑇𝑀 на 𝑇𝑀̄ , яке iндуковане
вiдображенням 𝑋𝑛

𝑓−→ 𝑋̄𝑛 i яке зветься його диференцiалом: 𝜆ℎ 𝑑𝑓−→ 𝜆̄ℎ.
Внаслiдок умови det

⃦⃦⃦
𝜕𝑓ℎ

𝜕𝑥𝑘

⃦⃦⃦
̸= 0 це вiдображення взаємно однозначне.

Якщо в 𝑋̄𝑛 вiд вихiдної системи координат 𝑥̄1, 𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛 ми пере-
йдемо до нової за формулами (1.34), то пiсля цього вiдповiднi за вiд-
ображенням 𝑓 точки 𝑀 ∈ 𝑋𝑛 i 𝑀̄ ∈ 𝑋̄𝑛 матимуть однаковi координа-
ти: 𝑀

(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀ 𝑓−→ 𝑀̄
(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
. Iнакше кажучи, вiдображення

𝑋𝑛
𝑓−→ 𝑋̄𝑛 здiйснюватиметься за принципом рiвностi координат вiдповiдних

точок. У цьому випадку прийнято говорити, що 𝑋𝑛 i 𝑋̄𝑛 вiднесенi до загаль-
ної за вiдображенням 𝑓 системi координат. Оскiльки тепер рiвняння (1.33)
набувають вигляду 𝑥̄ℎ = 𝑥ℎ, з (1.36) випливає, що 𝜆̄ℎ = 𝜆ℎ, тобто вiдобра-
ження 𝑇𝑀

𝑑𝑓−→ 𝑇𝑀̄ буде здiйснюватися за принципом рiвностi компонент
вiдповiдних векторiв.

Припустимо, що на 𝑋𝑛 визначено афiнну зв’язнiсть Γ, а на 𝑋̄𝑛 —
афiнна зв’язнiсть Γ̄, i ми розглядаємо вiдображення 𝑓 простору афiнної
зв’язностi 𝐴𝑛 на простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛.

Означення 1.12. Вiдображення 𝐴𝑛
𝑓−→ 𝐴𝑛 називається афiнним, якщо його

диференцiал 𝑑𝑓 кожне паралельне вздовж будь-якої кривої 𝐿 в 𝐴𝑛 векторне
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поле 𝜙ℎ переводить у паралельне вздовж вiдповiдної в 𝐴𝑛 кривої 𝐿̄ векторне
поле 𝜙ℎ.

З цього означення неважко зробити висновок про те, що вiдображення
𝐴𝑛 на 𝐴𝑛, що визначається в локальних координатах рiвняннями (1.33)
або (1.34), є афiнним тодi i тiльки тодi, коли мiж їх об’єктами зв’язностi
має мiсце наступна залежнiсть:

𝜕𝑓ℎ

𝜕𝑥̄𝛼
Γ̄𝛼𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝛼𝛽(𝑥)

𝜕𝑓𝛼

𝜕𝑥̄𝑖
𝜕𝑓𝛽

𝜕𝑥̄𝑗
+

𝜕2𝑓ℎ

𝜕𝑥̄𝑖𝜕𝑥̄𝑗
.

Порiвняння отриманої залежностi з (1.4) показує, що два простори афiнної
зв’язностi 𝐴𝑛 i 𝐴𝑛, що припускають афiнне вiдображення один на одного,
являють собою той самий простiр, що розглядається в рiзних системах
координат. Для цих просторiв у загальнiй за вiдображенням 𝑓 системi
координат ми отримуємо

Γ̄ℎ𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑖𝑗(𝑥) (1.37)

Таким чином, вiдображення 𝐴𝑛
𝑓−→ 𝐴𝑛 є афiнним тодi i лише тодi, коли

у загальнiй за вiдображенням системi координат у вiдповiдних точках
однойменнi компоненти об’єктiв зв’язностi цих просторiв збiгаються.

1.6. Афiнорна структура

Означення 1.13. Дiйсний диференцiйований многовид 𝑋𝑛 класу 𝐶𝑟 за
визначенням вважається надiленим афiнорною структурою, якщо на ньому

задано поле 𝐹 тензора типу

⎛⎜⎝ 1

1

⎞⎟⎠.

У кожнiй локальнiй системi координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 на 𝑋𝑛 його ком-
поненти 𝐹 ℎ

𝑖 (ℎ, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛) є певними функцiями класу 𝐶𝑟−1 координат
поточної точки: 𝐹 ℎ

𝑖 = 𝐹 ℎ
𝑖

(︀
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
.

Означення 1.14. Афiнорна структура 𝐹 ℎ
𝑖 на 𝑋𝑛 називається локально

iнтегрованою, якщо в деякому невиродженому околi 𝐷 кожної його точки
iснує така система координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, вiдносно якої всi компоненти
𝐹 ℎ
𝑖 в областi 𝐷 є постiйними.
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Очевидно, у цьому випадку афiнорна структура 𝐹 ℎ
𝑖 , шляхом переходу

до канонiчної системи координат, може бути приведена до нормальної
жорданової форми в усiх точках областi 𝐷 одночасно. Вiдомо [17], що
необхiдною та достатньою ознакою локальної iнтегрованостi афiнорної
структури 𝐹 ℎ

𝑖 є iснування на 𝑋𝑛 симетричної афiнної зв’язностi Γ, вiдносно
якої ця структура абсолютно паралельна, тобто задовольняє умовам

𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 ≡ 0. (1.38)

Умовимося рахувати 𝑋𝑛 надiленим 𝑒-структурою, якщо у ньому задана
афiнорна структура 𝐹 ℎ

𝑖 , яка задовольняє в кожнiй точцi умовам

𝐹 ℎ
𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = 𝑒𝛿ℎ𝑖 (ℎ, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛), (1.39)

де 𝑒 = 1,−1 або 0. Коли 𝑒 = 1, кажуть, що 𝑋𝑛 має структуру майже добутку.
Коли 𝑒 = −1, 𝑋𝑛 називається майже комплексним многовидом. Коли 𝑒 = 0—
майже тангенцiальним. Водночас з (1.39) необхiдною та достатньою умовою
локальної iнтегрованостi 𝑒-структури є тотожна рiвнiсть нулю її тензора
Нейєнхейса

𝑁ℎ
𝑖𝑗 = 𝐹 𝛼

𝑖

(︀
𝜕𝑗𝐹

ℎ
𝛼 − 𝜕𝛼𝐹

ℎ
𝑗

)︀
− 𝐹 𝛼

𝑗

(︀
𝜕𝑖𝐹

ℎ
𝛼 − 𝜕𝛼𝐹

ℎ
𝑖

)︀
(ℎ, 𝑖, 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛).

(1.40)

Легко бачити, що частиннi похiднi тут можна замiнити коварiантними
похiдними за будь-якої зв’язностi без кручення.

1.7. Похiдна Лi

Припустимо спочатку, що у многовидi 𝑋𝑛 заданi диференцiально-
геометричний об’єкт Ω𝑎 класу 𝐶 𝑙 та деяке точкове перетворення класу
𝐶 𝑙(𝑙 ⩽ 𝑝), яке переводить деяку область 𝑈 в область ̃︀𝑈 . Зберiгаючи за
кожною точкою ̃︀𝑝 областi ̃︀𝑈 координати точки 𝑝 ∈ 𝑈 — прообразу точки̃︀𝑝, ми отримаємо в ̃︀𝑈 перетворену локальну систему координат. При ана-
лiзованому точковому перетвореннi разом з точками перетворюються за
вiдповiдними iндукованими законами та зв’язнi з ними дотичнi простори та
геометричнi об’єкти.
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Геометричний об’єкт Ω𝑎 у точцi 𝑝 перетворюється на об’єкт ̃︁Ω𝑎 у
точцi ̃︀𝑝 так, що координати останнього у перетворенiй локальнiй системi
координат за визначенням приймаються рiвними вiдповiдним координатам
даного об’єкта Ω𝑎 у вихiднiй системi координат. За вiдомими формулами
перетворення локальних координат зазвичай визначаються координати
перетвореного об’єкта у вихiднiй системi координат.

Перейдемо тепер до означення похiдної Лi. Нехай 𝜉𝛼(𝑥) є вектором
iнфiнiтезимального перетворення, тобто перетворення, при якому точки
𝑝 (𝑥𝛼) переходять у ̃︀𝑝̃︂(𝑥𝛼) за законом:

̃︁𝑥𝛼 = 𝑥𝛼 + 𝜉𝛼(𝑥)𝑑𝑡, (1.41)

де 𝑑𝑡 позначає прирiст деякої незалежної змiнної 𝑡. Точцi 𝑝 (𝑥𝛼) зiставляється
точка ̃︀𝑝 (︀̃︁𝑥𝛼)︀.
Означення 1.15. Похiдною Лi заданого диференцiально-геометричного
об’єкта Ω(𝑝) у точцi 𝑝 називається такий об’єкт, координати якого є гра-
ницями рiзниць вiдповiдних координат у точцi ̃︀𝑝 даного об’єкта Ω(̃︀𝑝) та
перетвореного об’єкту ̃︀Ω(̃︀𝑝), вiднесених до приросту ∆𝑡(𝑡 = 0), що викликав
перехiд точки 𝑝 в точку ̃︀𝑝, за умови, що ∆𝑡 прямує до нуля. Позначаючи
похiдну вiд об’єкта Ω символом 𝐿Ω, маємо:

𝐿Ω(𝑝) = lim
Δ𝑡→0

Ω(̃︀𝑝)− ̃︀Ω(̃︀𝑝)
∆𝑡

. (1.42)

Похiдна Лi виходячи з (1.42) характеризує ступiнь вiдхилення природ-
ного значення об’єкта вiд перетвореного. Слiд також зазначити, що при
складаннi рiзниць вiдповiдних координат природного значення диференцi-
ально-геометричного об’єкта Ω(𝑝) i перетвореного об’єкта ̃︀Ω(̃︀𝑝), координати
останнього передбачаються обчисленими у вихiднiй системi координат.

З (1.42) випливає також закон перетворення 𝐿Ω𝑏 при перетвореннi
локальних координат:

𝐿Ω𝑎′ =
𝜕𝐹 𝑎

𝜕Ω𝑏
𝐿Ω𝑏. (1.43)

З формули (1.43) випливає насамперед, що властивiсть обернення в нуль
усiх 𝐿Ω𝑎 не залежить вiд вибору координат. Цi формули визначають за-
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кон перетворення похiдної Лi при перетвореннi локальних координат (𝑥𝛼).
Оскiльки частиннi похiднi вiд функцiї 𝐹 𝑎 за Ω𝑏 мiстять у загальному випад-
ку координати самого об’єкта Ω, то похiдна Лi вiд геометричного об’єкта,
взагалi кажучи, не є геометричним об’єктом.

Правi частини (1.43) показують, що похiдна Лi вiд геометричного
об’єкта тодi i тiльки тодi є геометричним об’єктом, коли частиннi похiднi
вiд правих частин формул

Ω𝛼′
= 𝐹 𝑎′

(︁
Ω, 𝑥, 𝑥′, 𝜕𝛽1𝑥

𝛼′
, . . . , 𝜕𝛽𝑙...𝛽1𝑥

𝛼′
)︁(︂

𝜕𝛽𝑘...𝛽1𝑥
𝛼′
=

𝜕𝑘𝑥𝛼
′

𝜕𝑥𝛽1 . . . 𝜕𝑥𝛽𝑘

)︂
,

(1.44)
за Ω𝑎 не залежать вiд Ω. Отже, даний геометричний об’єкт має бути лiнiйним
об’єктом:

Ω𝑎 = 𝐴𝑎
𝑏

(︀
𝑥, 𝑥̄, 𝑓𝛼𝛽1, . . . , 𝑓

𝛼
𝛽1...𝛽𝑙

)︀
Ω𝑏 +𝐵𝑎

(︀
𝑥, 𝑥̄, 𝑓𝛼𝛽1, . . . , 𝑓

𝛼
𝛽1...𝛽𝑙

)︀
. (1.45)

Ясно, що в цьому випадку при тотожному перетвореннi координат коефi-
цiєнти 𝐴𝑎

𝑏 у формулах перетворення лiнiйного об’єкта перетворюються на
символи Кронекера, 𝐵𝑎 — у нулi. При цих значеннях коефiцiєнтiв перетво-
рення координат об’єкта Ω𝑎 тотожне.

Крiм того, з (1.43) випливає, що координати похiдної Лi лiнiйного
диференцiально-геометричного об’єкта перетворюються за наступним зако-
ном:

𝐿Ω𝑎′ = 𝐴𝑎′

𝑎

(︀
𝑥, 𝑥̄, 𝑓𝛼𝛽1, . . . , 𝑓

𝛼
𝛽1...𝛽𝑙

)︀
𝐿Ω𝑎. (1.46)

Таким чином, (1.46) показує, що похiдна вiд тензора є тензором того ж типу.
Наведемо приклади обчислення похiдної Лi для тензора 𝑔𝑖𝑗 i для Γℎ𝑖𝑗.

𝐿𝜉𝑔𝑖𝑗 =
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝑔𝛼𝑗 +

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝑗
𝑔𝛼𝑗 + 𝜉𝛼

𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝛼

(1.47)

𝐿𝜉Γ
ℎ
𝑖𝑗 =

𝜕2𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
+ 𝜉𝛽

𝜕Γℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛽

+
𝜕𝜉𝛽

𝜕𝑦𝑖
Γℎ𝛽𝑗 +

𝜕𝜉𝛽

𝜕𝑦𝑗
Γℎ𝛽𝑖 −

𝜕𝜉ℎ

𝜕𝑦𝛽
Γ𝛽𝑖𝑗. (1.48)
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РОЗДIЛ 2

НАБЛИЖЕННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ ДЛЯ

АФIННОЗВ’ЯЗНОГО ПРОСТОРУ

Нехай задано простiр 𝐴𝑛, вiднесений до координат {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}, з
об’єктом зв’язностi Γℎ𝑖𝑗(𝑥). 𝑀0 — фiксована точка цього простору. Будуємо
новий простiр 𝐴𝑛, вiднесений до координат {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛}, зi своїм об’єктом
зв’язностi Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦), який задається формулою

Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦) = −1

3
𝑅
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝑙 𝑦

𝑙, (2.1)

де 𝑅
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑅ℎ

.(𝑖𝑗)𝑙(𝑀0)— компоненти тензора кривини простору 𝐴𝑛, круглi
дужки позначають симетрування без дiлення за вмiщеними у них iндексами.

2.1. Деякi геометричнi об’єкти простору 𝐴𝑛

Розглянемо тензор Рiмана:

𝑅̃ℎ
.𝑖𝑗𝑘(𝑦) =

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑘
𝜕𝑦𝑗

−
𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝑘

+ Γ̃𝛼𝑖𝑘(𝑥)Γ̃
ℎ
𝑗𝛼 − Γ̃𝛼𝑖𝑗(𝑥)Γ̃

ℎ
𝑘𝛼 . (2.2)

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝑘

= −1

3
𝑅
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝑘

Γ̃𝛼𝑖𝑗Γ̃
ℎ
𝛼𝑘 =

1

9
𝑅
0

𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

𝑅
0

ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 ,

тому

𝑅̃ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = −1

3

(︁
𝑅ℎ
.(𝑖𝑘)𝑗 −𝑅ℎ

.(𝑖𝑗)𝑘

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

+
1

9

(︁
𝑅𝛼
.(𝑖𝑘)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 .

Враховуючи алгебраїчнi властивостi тензора Рiмана (1.7) i (1.8),

𝑅ℎ
.(𝑖𝑘)𝑗 −𝑅ℎ

.(𝑖𝑗)𝑘 = 𝑅ℎ
.𝑖𝑘𝑗 +𝑅ℎ

.𝑘𝑖𝑗 −𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ

.𝑗𝑖𝑘 = 𝑅ℎ
.𝑖𝑘𝑗 −𝑅ℎ

.𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘 =

= −𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘 − 2𝑅ℎ

.𝑖𝑗𝑘 = −3𝑅ℎ
.𝑖𝑗𝑘 .
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Таким чином

𝑅̃ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅

0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 +

1

9

(︁
𝑅𝛼
.(𝑖𝑘)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . (2.3)

Останнє спiввiдношення згорнемо за iндексами ℎ та 𝑘 i отримуємо тензор
Рiччi:

𝑅̃.𝑖𝑗 = 𝑅
0
.𝑖𝑗 +

1

9

(︁
𝑅.𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝛼

.(𝑖𝑗)𝑙1
𝑅.𝛼𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . (2.4)

Пiдрахуємо компоненти параметрiв Томаса.

𝑇 ℎ𝑖𝑗 = Γ̃ℎ.𝑖𝑗 −
1

𝑛+ 1

(︁
Γ̃𝛼𝛼𝑖𝛿

ℎ
𝑗 + Γ̃𝛼𝛼𝑗𝛿

ℎ
𝑖

)︁
(2.5)

Згорнемо (2.1) за iндексами ℎ та 𝑗.

Γ̃𝛼𝛼𝑖 = −1

3
𝑅
0

𝛼
.(𝑖𝛼)𝑙 𝑦

𝑙 = −1

3
𝑅
0

𝛼
.𝑖𝛼𝑙 𝑦

𝑙 − 1

3
𝑅
0

𝛼
.𝛼𝑖𝑙 𝑦

𝑙

Γ̃𝛼𝛼𝑖(𝑦) =
1

3
𝑅
0
.𝑖𝑙 𝑦

𝑙 (2.6)

Пiдставимо (2.6) в (2.5), тодi проєктивнi параметри Томаса мають вигляд

𝑇 ℎ𝑖𝑗 = −1

3

[︂
𝑅ℎ
.(𝑖𝑗)𝑙 +

1

𝑛+ 1

(︀
𝑅.𝑖𝑙𝛿

ℎ
𝑗 +𝑅.𝑗𝑙𝛿

ℎ
𝑖

)︀]︂ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙 (2.7)

Наразi пiдрахуємо компоненти тензора проєктивної кривини (тензора
Вейля).

𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅̃ℎ

.𝑖𝑗𝑘 −
1

𝑛− 1

(︁
𝑅̃.𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 − 𝑅̃.𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗

)︁
(2.8)

Пiдставимо спiввiдношення (2.3) i (2.4) в (2.8) та отримаємо

𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅

0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 +

1

9

(︁
𝑅𝛼
.(𝑖𝑘)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 − 1

𝑛− 1
×

×

⎡⎣⎛⎝𝑅
0
.𝑖𝑗 +

1

9

(︁
𝑅.𝑖𝑙1𝑅.𝑗𝑙2 +𝑅𝛼

.(𝑖𝑗)𝑙1
𝑅.𝛼𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2

⎞⎠ 𝛿ℎ𝑘 −
(︂
𝑅
0
.𝑖𝑘 +

1

9
×
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(︁
𝑅.𝑖𝑙1𝑅.𝑘𝑙2 +𝑅𝛼

.(𝑖𝑘)𝑙1
𝑅.𝛼𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2

⎞⎠ 𝛿ℎ𝑗

⎤⎦ .
Пiсля приведення подiбних маємо

𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 𝑊

0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 +

1

9

[︂
𝑅𝛼
.(𝑖𝑘)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

− 1

𝑛− 1
×

×
[︁(︁
𝑅.𝑖𝑙1𝑅.𝑗𝑙2 +𝑅𝛼

.(𝑖𝑗)𝑙1
𝑅.𝛼𝑙2

)︁
𝛿ℎ𝑘 −

(︁
𝑅.𝑖𝑙1𝑅.𝑘𝑙2 +𝑅𝛼

.(𝑖𝑘)𝑙1
𝑅.𝛼𝑙2

)︁
𝛿ℎ𝑗

]︁]︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2.

2.2. Нескiнченно малi рухи в 𝐴𝑛

Означення 2.1. Вiдображення простору 𝐴𝑛 на себе, яке зберiгає об’єкт
Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦), називається рухом даного простору афiнної зв’язностi.

Будемо дослiджувати перехiд вiд координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 до нових
координат 𝑦′1, 𝑦′2, . . . , 𝑦′𝑛 на лiнiйному перетвореннi вiдносно приросту па-
раметра 𝑡

𝑦′ℎ = 𝑦ℎ + 𝜉ℎ(𝑦) 𝛿𝑡, (2.9)

де 𝜉ℎ(𝑦)— вектор змiщення рухiв.
Компоненти вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) будемо шукати в такому виглядi:

𝜉ℎ(𝑦) = 𝑎ℎ. + 𝑎ℎ.𝑙1𝑦
𝑙1 + 𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + 𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+ 𝑎ℎ.𝑙1𝑙2...𝑙𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

або

𝜉ℎ(𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ.
𝑘

, (2.10)

де введено позначення

𝑎ℎ.
𝑝
= 𝑎ℎ.𝑙1𝑙2...𝑙𝑝𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑝 . (2.11)

Зауваження 2.1. У (2.11) 𝑎ℎ. , 𝑎ℎ.𝑙1𝑙2...𝑙𝑝 — деякi постiйнi, причому 𝑎ℎ.𝑙1...𝑙𝑝(𝑝 ⩾ 2)

симетричнi за будь-якою парою нижнiх iндексiв.
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Введемо позначення:

𝑡ℎ𝛼 =
1

3
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

𝑦𝑙1𝑦𝑙2, 𝑡(2)ℎ𝛼 = 𝑡ℎ𝛽𝑡
𝛽
𝛼, . . . (2.12)

Лема 2.1. Для того, щоб ряди (2.10) визначали компоненти вектора
змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, необхiдно, щоб члени цих рядiв ви-
значалися з рекурентних спiввiдношень

𝑎ℎ.
2𝑘

= − 2𝑘 − 3

𝑘(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼.
2𝑘−2

𝑡ℎ𝛼, (2.13)

𝑎ℎ.
2𝑘+1

= 0, 𝑘 ∈ N. (2.14)

Доведення. Вiдомо [3], що векторне поле змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) тодi i тiльки
тодi переводить об’єкт Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦) в себе, коли

𝐿𝜉Γ̃
ℎ
𝑖𝑗(𝑦) = 0. (2.15)

Вiдносно компонент вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) рiвняння (2.15) представ-
ляють систему диференцiальних рiвнянь другого порядку:

𝜕2𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
+ 𝜉𝛼

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

+
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
Γ̃ℎ𝛼𝑗 +

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
Γ̃ℎ𝛼𝑖 −

𝜕𝜉ℎ

𝜕𝑦𝛼
Γ̃𝛼𝑖𝑗 = 0. (2.16)

Диференцiюємо спiввiдношення (2.10) як степеневу функцiю:

𝜕𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖
= 𝑎ℎ.𝑖 + 2𝑎ℎ.𝑖𝑙𝑦

𝑙 + 3𝑎ℎ.𝑖𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑘 + 1)𝑎ℎ.𝑖𝑙1𝑙2...𝑙𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

Розпишемо перший доданок рiвняння (2.16):

𝜕2𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
= 2𝑎ℎ.𝑖𝑗 + 2 · 3𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑦

𝑙1 + 3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+

+(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑘𝑦
𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .



24

Тепер розпишемо другий доданок:

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= −1

3
𝑅
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

𝜉𝛼
𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= −1

3

⎡⎣(︁𝑎𝛼. 𝑅ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

+
(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 +
(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2+

+ . . .+
(︁
𝑎𝛼.𝑙1...𝑙𝑘𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘

⎤⎦
Третiй доданок має вигляд:

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
Γ̃ℎ𝛼𝑗 = −1

3

⎡⎣(︁𝑎𝛼.𝑖𝑅ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 + 2
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 2×

×
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙3

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+ 𝑘
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙𝑘

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

⎤⎦
Аналогiчно четвертий доданок:

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
Γ̃ℎ𝛼𝑖 = −1

3

⎡⎣(︁𝑎𝛼.𝑗𝑅ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 + 2
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 2×

×
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙3

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+ 𝑘
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙𝑘

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

⎤⎦
П’ятий доданок:

−𝜕𝜉
ℎ

𝜕𝑦𝛼
Γ̃𝛼𝑖𝑗 =

1

3
𝑅𝛼
.(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚
(︀
𝑎ℎ.𝛼 + 2𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑦

𝑙1 + 2𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+

+𝑘𝑎ℎ.𝛼𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘−1 + . . .

)︀
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Отриманi спiввiдношення пiдставляємо в рiвняння (2.16) i зведемо подiбнi:(︂
2𝑎ℎ.𝑖𝑗 −

1

3
𝑎𝛼. 𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︂ ⃒⃒⃒⃒
0

+

[︂
2 · 3𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑅𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

)︁]︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 +

[︂
3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+

+𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

− 𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+
[︀
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑘𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘−

−1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1...𝑙𝑘𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑘

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙𝑘

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑅ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙𝑘

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑅𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙𝑘

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘

⎞⎠ = 0 (2.17)

Оскiльки рiвняння (2.17) виконується при будь-яких 𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑛, то зведенi
коефiцiєнти дорiвнюють нулю.
Спочатку прирiвняємо нулю доданок першого степеня.[︂

2 · 3𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1 −
1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

− 𝑎ℎ.𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

)︁]︂ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 = 0

Згортаємо його з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо за iндексами 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑛.

2 · 3𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
2𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.𝑙2𝑙3𝛼

+ 2𝑎𝛼.𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑙2)𝑙3

− 2𝑎ℎ.𝛼𝑅
𝛼
.𝑙2𝑙3𝑙1

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

З (1.8) випливає, що 𝑅ℎ
.𝛼𝑙1𝑙2𝑙3

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 ≡ 0, тому

3𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︀
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.𝑙2𝑙3𝛼

+ 𝑎𝛼.𝑙1𝑅
ℎ
.𝛼𝑙2𝑙3

+ 𝑎𝛼.𝑙1𝑅
ℎ
.𝑙2𝛼𝑙3

)︀
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

3𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 𝑎𝛼.𝑙1(𝑅

ℎ
.𝑙2𝑙3𝛼

−𝑅ℎ
.𝑙2𝑙3𝛼

)𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0

𝑎ℎ.
3
= 0. (2.18)
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Тепер розглянемо рiвнiсть нулю коефiцiєнта при 𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3.

4 · 5𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑙3𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 3

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙3

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙3

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑙2𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙3

)︁)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

Обидвi частини попереднього спiввiдношення згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо
за iндексами 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑛.

4 · 5𝑎ℎ.
5
=

1

3

(︂
2𝑎𝛼.

3
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

+ 2 · 3𝑎𝛼.
3
𝑅ℎ
.𝛼𝑙1𝑙2

− 2 · 3𝑎𝛼.
3
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

𝑎ℎ.
5
= 0

Продовжуючи цей процес, на (2𝑘 − 1)-ому кроцi ми бачимо, що 𝑎ℎ.
2𝑘+1

вира-

жаються через добуток, у якому присутнiй множник 𝑎ℎ.
2𝑘−1

= 0, тому має

мiсце спiввiдношення (2.14).
Наразi доведемо (2.13), для цього спочатку прирiвняємо нулю вiльний член.

2𝑎ℎ.𝑖𝑗 −
1

3
𝑎𝛼𝑅ℎ

.(𝑖𝑗)𝛼 = 0

𝑎ℎ.𝑖𝑗 =
1

6
𝑎𝛼𝑅ℎ

.(𝑖𝑗)𝛼

Якщо домножити попереднє рiвняння на 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумувати за iндексами
𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑛, то отримаємо

𝑎ℎ.
2
= 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼. (2.19)

Легко бачити, що (2.19) можна отримати i з (2.13) при 𝑘 = 1. Розглянемо
тепер рiвнiсть нулю доданка другого степеня вiдносно 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑘.[︂

3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −
1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 = 0

3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 =

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

−
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−𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

Лiву та праву частини останнього спiввiдношення згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсу-
муємо за iндексами 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑛.

3 · 4𝑎ℎ.
4
=

1

3

(︂
2𝑎𝛼.

2
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

+ 4𝑎𝛼.
2
𝑅ℎ
.(𝛼𝑙1)𝑙2

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑎ℎ.
4
=

1

3

(︂
2𝑎𝛼.

2
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

+ 4𝑎𝛼.
2
𝑅ℎ
.𝛼𝑙1𝑙2

− 4𝑎𝛼.
2
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑎ℎ.
4
= −2

3
𝑎𝛼.
2
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

𝑦𝑙1𝑦𝑙2

Враховуючи рiвняння (2.12), отримаємо

𝑎ℎ.
4
= −1

6
𝑎𝛼.
2
𝑡ℎ𝛼 (2.20)

Але до того ж результату приходимо i з (2.13) при 𝑘 = 2. Тепер розглянемо
рiнiсть нулю коефiцiєнта при 𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4.

5 · 6𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙4𝑦
𝑙1 . . . 𝑦𝑙4 =

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1...𝑙4𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 4

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑙3𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙4

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑙3𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙4

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑙2𝑙3𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙4

)︁)︁
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙4

Обидвi частини попереднього спiввiдношення згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо
за iндексами 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑛.

5 · 6𝑎ℎ.
6
=

1

3

(︂
2𝑎𝛼.

4
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

+ 2 · 4𝑎𝛼.
4
𝑅ℎ
.𝛼𝑙1𝑙2

− 2 · 4𝑎𝛼.
4
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

5 · 3𝑎ℎ.
6
= −4− 1

3
𝑎𝛼.
4
𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝛼

𝑦𝑙1𝑦𝑙2

𝑎ℎ.
6
= −1

5
𝑎𝛼.
4
𝑡ℎ𝛼 (2.21)

Легко бачити, що (2.21) можна отримати i з (2.13) при 𝑘 = 3.
Таким чином, формула (2.13) вiрна для 𝑘 = 1, 2, 3. Нехай вона має мiсце
для 𝑘 = 𝑝, тобто

𝑎ℎ.
2𝑝

= − 2𝑝− 3

𝑝(2𝑝− 1)
𝑎𝛼.
2𝑝−2

𝑡ℎ𝛼.
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Доведемо, що вона справедлива i для 𝑘 = 𝑝+ 1. Враховуючи припущення
iндукцiї, отримуємо

𝑎ℎ.
2𝑝+2

= − 2𝑝− 1

(𝑝+ 1)(2𝑝+ 1)
𝑎𝛼.
2𝑝
𝑡ℎ𝛼, (2.22)

що й завершує доведення леми.

Лема 2.2. Для того, щоб ряди (2.10) визначали компоненти вектора
змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, необхiдно, щоб виконувалися спiввiд-
ношення (2.14), а загальнi члени рядiв мали вигляд

𝑎ℎ.
2𝑘

=
(−1)𝑘+1

𝑘!(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝛼 . (2.23)

Доведення. Спiввiдношення (2.19) можна отримати з (2.23) при 𝑘 = 1.
Пiдставляючи (2.19) у (2.20), отримаємо

𝑎ℎ.
4
= −1

6
𝑎𝛼. 𝑡

(2)ℎ
𝛼 . (2.24)

Легко бачити, що (2.24) можна отримати i з (2.23) при 𝑘 = 2. Враховуючи
рiвняння (2.24), з (2.21) отримаємо

𝑎ℎ.
6
=

1

30
𝑎𝛼. 𝑡

(3)ℎ
𝛼 . (2.25)

Цей же результат можна отримати i з (2.23) при 𝑘 = 3. Таким чином
формула (2.23) вiрна для 𝑘 = 1, 2, 3. Нехай вона має мiсце для 𝑘 = 𝑝, тобто

𝑎ℎ.
2𝑝

=
(−1)𝑝+1

𝑝!(2𝑝− 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑝)ℎ
𝛼 .

Доведемо, що вона справедлива i для 𝑘 = 𝑝+ 1. Враховуючи припущення
iндукцiї i спiввiдношення (2.22), отримуємо

𝑎ℎ.
2𝑝+2

= − (−1)𝑝+1

(𝑝+ 1)!(2𝑝+ 1)
𝑎𝛽. 𝑡

(𝑝)𝛼
𝛽 𝑡ℎ𝛼 =

(−1)𝑝+2

(𝑝+ 1)!(2𝑝+ 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑝+1)ℎ
𝛼 ,

що i завершує доказ леми.
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Пiдставляючи (2.14) i (2.23) у спiввiдношення (2.10), отримуємо

𝜉ℎ(𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘+1

𝑘!(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝛼 . (2.26)

Введемо позначення
𝑀 = max{

⃒⃒
𝑎ℎ.
⃒⃒
}. (2.27)

Оскiльки 𝑡ℎ𝑝 — квадратична функцiя вiдносно 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑛, то вона обмежена
на будь-якiй компактнiй множинi. Позначимо

𝑐

𝑛
= max{

⃒⃒
𝑡ℎ𝑝
⃒⃒
}. (2.28)

Тодi справедливi наступнi оцiнки:⃒⃒⃒
𝑡(2)ℎ𝑝

⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒
𝑡ℎ1𝑡

1
𝑝

⃒⃒
+
⃒⃒
𝑡ℎ2𝑡

2
𝑝

⃒⃒
+ . . .+

⃒⃒
𝑡ℎ𝑛𝑡

𝑛
𝑝

⃒⃒
⩽
𝑐2

𝑛⃒⃒⃒
𝑡(3)ℎ𝑝

⃒⃒⃒
⩽
𝑐3

𝑛
. . .

⃒⃒⃒
𝑡(𝑘)ℎ𝑝

⃒⃒⃒
⩽
𝑐𝑘

𝑛

Тому ⃒⃒⃒
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝛼

⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒⃒
𝑎1. 𝑡

(𝑘)ℎ
1

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝑎2. 𝑡

(𝑘)ℎ
2

⃒⃒⃒
+ . . .+

⃒⃒⃒
𝑎𝑛. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝑛

⃒⃒⃒
⩽𝑀 · 𝑐𝑘

Отже, ряд (2.26) мажорується числовим рядом

𝑀

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘+1𝑐𝑘

𝑘!(2𝑘 − 1)
,

який сходиться абсолютно при 𝑐 ⩽ 1. На пiдставi проведених мiркувань та
ознаки Веєрштрасу [5] доведено наступну лему.

Лема 2.3. Ряди (2.26) при ℎ = 1, 2, . . . , 𝑛 сходяться абсолютно i рiвно-
мiрно на множинi ⃒⃒

𝑅ℎ
.𝑙1𝑙2𝑘

𝑦𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒
⩽

3

𝑛

Об’єднуючи Лему (2.1) – Лему (2.3), отримуємо наступну теорему.

Теорема 2.1. Для того, щоб у просторi 𝐴𝑛 iснував вектор змiщення
рухiв 𝜉ℎ(𝑦) виду (2.10), необхiдно, щоб виконувалися спiввiдношення (2.23)
i (2.14).
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2.3. Iндукованi вiдображення для наближення афiнних просторiв

Розглянемо два простори афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 з об’єктом зв’язностi
Γ̄ℎ𝑖𝑗 (𝑀̄0 ∈ 𝐴𝑛) i 𝐴𝑛 з об’єктом зв’язностi Γℎ𝑖𝑗, якi допускають нетривiальне
геодезичне вiдображення у загальнiй системi координат {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}. По-
будуємо їх наближення першого порядку — простiр 𝐴𝑛 з об’єктом зв’язностi
(2.1) i ˜̄𝐴𝑛 зi своїм об’єктом зв’язностi

˜̄Γℎ𝑖𝑗 = −1

3
𝑅̄
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝑙 𝑦

𝑙, (2.29)

де 𝑅̄
0

ℎ
.𝑖𝑗𝑙 = 𝑅̃ℎ

.𝑖𝑗𝑙(𝑀̄0).
Виникає питання: яку властивiсть має iндуковане вiдображення мiж про-
сторами наближення 𝐴𝑛 i ˜̄𝐴𝑛?
Вiдома наступна теорема [19].

Теорема 2.2. Пара просторiв 𝐴𝑛 та 𝐴𝑛 допускає нетривiальне геодезичне
вiдображення 𝐴𝑛

𝜓−→ 𝐴𝑛 тодi i тiльки тодi, коли об’єкти зв’язностi
пов’язанi мiж собою рiвнянням Левi — Чiвiта

Γ̄ℎ𝑖𝑗 = Γℎ𝑖𝑗 + 𝜓(𝑖𝛿
ℎ
𝑗). (2.30)

З (2.30) випливає, що

𝑅̄ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

.𝑖𝑗𝑘 + 𝜓(𝑖𝑘 𝛿
ℎ
𝑗) − 𝜓(𝑖𝑗 𝛿

ℎ
𝑘), (2.31)

де
𝜓𝑖𝑗 = 𝜓𝑖,𝑗 − 𝜓𝑖𝜓𝑗. (2.32)

Пiдставимо рiвняння (2.31) в (2.29):

˜̄Γℎ𝑖𝑗 = −1

3

(︁
𝑅ℎ
.(𝑖𝑗)𝑙 + 𝜓(𝑖𝑙 𝛿

ℎ
𝑗) + 𝜓(𝑗 𝛿

ℎ
𝑖) − 2𝜓(𝑖𝑗 𝛿

ℎ
𝑙)

)︁ ⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙

˜̄Γℎ𝑖𝑗 = Γ̃ℎ𝑖𝑗 + 𝜙(𝑖𝛿
ℎ
𝑗) + 𝜙(𝑗 𝛿

ℎ
𝑖) +

2

3
𝜓
0
𝑖𝑗𝑦

ℎ, (2.33)
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де
𝜙𝑖 = −1

3
𝜓
0
𝑖𝑙𝑦

𝑙. (2.34)

Таким чином тензор деформацiї 𝑃 ℎ
𝑖𝑗 =

˜̄Γℎ𝑖𝑗−Γ̃ℎ𝑖𝑗 вiдображення мiж просторами
наближення має вигляд

𝑃 ℎ
𝑖𝑗 = 𝜙(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) +

2

3
𝜓
0
𝑖𝑗𝑦

ℎ. (2.35)

Для того, щоб iндуковане вiдображення мiж просторами 𝐴𝑛 i ˜̄𝐴𝑛 було
геодезичним, потрiбно, щоб 𝜓

0
𝑖𝑗 = 0. З (2.34) i (2.33) випливає, що 𝜙𝑖 = 0 i

˜̄Γℎ𝑖𝑗 = Γ̃ℎ𝑖𝑗 вiдповiдно. Таким чином, тензор деформацiї 𝑃 ℎ
𝑖𝑗 дорiвнює нулю,

iндуковане вiдображення не є геодезичним.

Теорема 2.3. Вiдображення просторiв наближення, яке iндукується гео-
дезичним вiдображенням вихiдних просторiв, не є геодезичним.
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