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ДИСКРЕТНИЙ ВАРIАНТ
МЕТОДУ ДИНАМIЧНОГО ПРОГРАМУВАННЯ

В ЗАДАЧI СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ

В. В. Пiчкур, Є. М. Страхов

Резюме. В роботi обгрунтовано принцип оптимальностi Белма-
на для задачi структурно–параметричної оптимiзацiї дискретної
динамiчної системи з фiксованими моментами перемикання. Для
цiєї задачi одержано дискретне рiвняння Белмана. Створено чи-
сельний метод для задачi оптимiзацiї лiнiйної дискретної системи
з квадратичним термiнальним функцiоналом в класi структур-
них керувань.

Вступ

При оптимiзацiї складних технiчних систем функцiї керування, як пра-
вило, вибираються у структурно–параметричнiй формi. В працi [2] одер-
жано обчислювальнi методи, що базуються на побудовi градiєнтних про-
цедур, виходячи з варiацiйного методу. Важливим випадком структурного
представлення керування є випадок релейних керувань, або, бiльш широко,
керувань, що вибираються з дискретної множини. В [4] обгрунтовано ал-
горитм, який використовує структуризацiю фазового простору, при цьому
керування обирається в класi кусково–постiйних. В статтях [3, 5] пропону-
ються методи апроксимацiї керувань у випадку обмежень на час дiї керува-
ння та кiлькiсть точок перемикань. Робота [1] обгрунтовує принцип опти-
мальностi Белмана для задачi вибору оптимальної структури, в нiй одер-
жано рiвняння Белмана в iнтегральнiй та диференцiальнiй формах. Втiм,
метод динамiчного програмування для задач структурно–параметричної
оптимiзацiї дослiджений не в достатнiй мiрi. Вiдкритими залишаються ряд
питань, зокрема i вибiр керування в структурах, що мiстять фазову змiнну.

У статтi метод динамiчного програмування застосовується для задачi
структурно–параметричної оптимiзацiї дискретної системи керування з фi-
ксованими моментами перемикання. Доведено принцип оптимальностi i об-
грунтовано рiзницеве рiвняння Белмана. Запропонований чисельний алго-
ритм розв’язування у випадку лiнiйної системи з квадратичним термiналь-
ним критерiєм якостi.

1. Принцип оптимальностi

Розглянемо задачу оптимального керування
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J (x, u) =
N−1∑

k=0

gk (x (k) , u (k)) + Φ (x (N)) → inf (1)

при умовах

x (k + 1) = fk (x (k) , u (k)) , k = 0, 1, ... N − 1. (2)

Тут x (k) ∈ Xk, k = 0, 1, ... , N — вектор фазових координат розмiрностi n,
Xk ⊆ Rn — замкнена множина фазових обмежень в момент k = 0, 1, ... N ,
u (k) ∈ Uk, k = 0, 1, ... , N − 1 — вектор керування розмiрностi m, Uk ⊆ Rm

— замкнена множина обмежень на керування в момент k = 0, 1, ... , N −
1, gk (x, u) , Φ(x) — неперервнi функцiї, fk (x, u) — неперервна вектор–
функцiя розмiрностi n, k = 0, 1, ... , N − 1.

Нехай керування в задачi (1)–(2) задано в структурнiй формi

u (k) = Ψk (bk, x) , k = 0, 1, ... , N − 1, (3)

де функцiї Ψk (bk, x) є неперервно диференцiйованими за bk ∈ Mk i непе-
рервними за x, Mk ⊂ Rik , k = 0, 1, ... , N−1, ik — натуральнi числа. Задача
(1)–(2) є задачею структурно–параметричної оптимiзацiї з керуванням, за-
даним в структурному класi (3).

Припустимо, що розв’язок задачi (1)-(3) iснує, u∗ (k), k = 0, 1, ... , N − 1
— оптимальне керування, x∗ (k), k = 0, 1, ... , N — оптимальна траєкторiя.
Розглянемо допомiжну задачу. Зафiксуємо s ∈ {1, 2, ... , N − 1}. Задача
полягає в тому, щоб мiнiмiзувати функцiонал

Js (x, u) =
N−1∑

k=s

gk (x (k) , u (k)) + Φ (x (N)) (4)

при умовах

x (k + 1) = fk (x (k) , u (k)) , k = s, s + 1, ... , N − 1, (5)

x (s) = x∗ (s) , (6)
u (k) = Ψk (bk, x) , k = s, s + 1, ... , N − 1. (7)

При цьому виконуються включення x (k) ∈ Xk, k = s, s + 1, ... , N ,
u (k) ∈ Uk, k = s, s + 1, ... , N − 1. Має мiсце така теорема.

Теорема 1 (принцип оптимальностi Белмана). Якщо пара
({

b̃k

}
, {x̃ (k)}

)

є розв’язком задачi (4)–(7), то
({

b̃k

}
, {x̃ (k)}

)
= ({b∗k} , {x∗ (k)}) для

k = s, s + 1, ... , N .

Доведення. Припустимо, що iснує номер k ∈ {s, s + 1, ..., N} такий, що(
b̃k, x̃ (k)

)
6= (b∗k, x∗ (k)). Тодi

Js (x̃, ũ) < Js (x∗, u∗) .

Побудуємо керування

υ (k) =

{
Ψk (b∗k, x) , k = 0, 1, ... , s− 1,

Ψk

(
b̃k, x

)
, k = s, s + 1, ... , N − 1.
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Тодi вiдповiдна траєкторiя матиме вигляд

y (k) =
{

x∗ (k) , k = 0, 1, ... , s− 1,
x̃ (k) , k = s, s + 1, ... , N.

Позначимо Ψk (b∗k) = Ψk (b∗k, x
∗ (k)), Ψk

(
b̃k

)
= Ψk

(
b̃k, x̃ (k)

)
, k = 0, 1, . . . ,

N − 1. Таким чином,

J (y, υ) =
N−1∑

k=0

gk (y (k) , υ (k)) + Φ (y (N)) =

=
s−1∑

k=0

gk (x∗ (k) , Ψk (b∗k)) +
N−1∑

k=s

gk

(
x̃ (k) , Ψk

(
b̃k

))
+ Φ (x̃ (N)) =

=
s−1∑

k=0

gk (x∗ (k) , Ψk (b∗k)) + Js (x̃, ũ) <

<
s−1∑

k=0

gk (x∗ (k) , Ψk (b∗k)) + Js (x∗, u∗) = J (x∗, u∗) .

Отже, отримали спiввiдношення J (y, υ) < J (x∗, u∗), а це означає, що ке-
рування u∗ не є оптимальним. Одержане протирiччя доводить теорему. ¤

2. Дискретне рiвняння Белмана

Розглянемо задачу (1)–(2) з керуванням, заданим у структурному класi
(3). Зафiксуємо s ∈ {1, 2, ... , N − 1} та позначимо

Bs (z) = min
bk

{
N−1∑

k=s

gk (x (k) , Ψk (bk, x (k))) + Φ (x (N))

}
(8)

за умов, що

x (k + 1) = fk (x (k) , Ψk (bk, x (k))) , k = s, s + 1, ... , N − 1, (9)

x (s) = z (10)

i мають мiсце включення x (k) ∈ Xk, k = s, s + 1, ... , N та u (k) ∈ Uk,
k = s, s + 1, ... , N − 1. Функцiя (8) називається функцiєю Белмана для
задачi (1)–(3). З цього означення випливає, що Bs (z) = min

bk

Js (x, u).

Нехай пара ({b∗k} , {x∗ (k)}) доставляє мiнiмум правiй частинi рiвностi
(8). Тодi

Bs (z) = min
bk

{
N−1∑

k=s

gk (x (k) , Ψk (bk, x (k))) + Φ (x (N))

}
= (11)
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=
N−1∑

k=s

gk (x∗ (k) , Ψk (b∗k, x
∗ (k))) + Φ (x∗ (N)) =

= gs (z, Ψs (b∗s, z)) +
N−1∑

k=s+1

gk (x∗ (k) , Ψk (b∗k, x
∗ (k))) + Φ (x∗ (N)) .

За принципом оптимальностi i з означення функцiї Белмана випливає
N−1∑

k=s+1

gk (x∗ (k) , Ψk (b∗k, x
∗ (k))) + Φ (x∗ (N)) =

= min
bk

{
N−1∑

k=s+1

gk (x (k) , Ψk (bk, x (k))) + Φ (x (N))

}
= Bs+1 (x (s + 1, z)) .

Тут {x (k, z)} — розв’язок задачi Кошi (9)–(10) за умови
{Ψk (bk, x)} = {Ψk (b∗k, x)}. Отже,

Bs (z) = gs (z, Ψs (b∗s, z)) + Bs+1 (x (s + 1, z)) .

Враховуючи, що x (s + 1, z) = fs (z, Ψs (b∗s)), отримаємо

Bs (z) = gs (z, Ψs (b∗s, z)) + Bs+1 (fs (z, Ψs (b∗s, z))) . (12)

Якщо замiсть ({b∗k} , {x∗ (k)}) в (11) пiдставити довiльну допустиму пару
({bk} , {x (k)}), то права частина рiвностi може тiльки збiльшитись. Тобто,

Bs (z) = min
bk

{
N−1∑

k=s

gk (x (k) , Ψk (bk, x (k))) + Φ (x (N))

}
≤ (13)

≤
N−1∑

k=s

gk (x (k) , Ψk (bk, x (k))) + Φ (x (N)) .

Тому в (12) ми маємо

Bs (z) ≤ gs (z, Ψs (bs, z)) + Bs+1 (fs (z, Ψs (bs, z))) .

Враховуючи (9), для оптимальної пари ({b∗k} , {x∗ (k)}) у (13) ми отримуємо
рiвнiсть

Bs (z) = min
bs

{gs (z, Ψs (bs, z)) + Bs+1 (fs (z, Ψs (bs, z)))} . (14)

Спiввiдношення (14) називається дискретним рiвнянням Белмана.

3. Алгоритм структурно–параметричної оптимiзацiї лiнiйної
дискретної системи керування

Розглянемо лiнiйну систему керування з квадратичним критерiєм якостi

J (x, u) = 〈P0 x (N) , x (N)〉 → inf (15)

при умовах

x (k + 1) = A (k) x (k) + B (k) u (k) , k = 0, 1, ... , N − 1, (16)

x (0) = x0. (17)
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Тут x ∈ Rn — вектор фазових координат, u ∈ Rm — функцiя керування,
P0 — невiд’ємновизначена симетрична матриця nхn, A (k) — матриця n×n,
k = 0, 1, ... , N − 1, B (k) — матриця n×m, k = 0, 1, ... , N − 1. Керування
задано у виглядi

u (k) = R (bk) x (k) , k = 0, 1, ... , N − 1, (18)

де R (bk) — матриця розмiрностi m × n, яка залежить вiд параметрiв
bk ∈ Rik . Запишемо дискретне рiвняння Белмана для задачi (15)–(18).

Bs (z) = min
bs

{0 + Bs+1 (A (s) z + B (s) R (bs) z)} , s = 0, 1, ... , N − 1,

BN (z) = 〈P0 z, z〉 .
Функцiю Белмана будемо шукати у виглядi

Bs (z) = 〈P (s) z, z〉 ,
де P (s) — матриця n× n. При цьому P (N) = P0. Розглянемо функцiю

I = Bs+1 (A (s) z + B (s) R (bs) z) =

= 〈P (s + 1) (A (s) z + B (s) R (bs) z) , A (s) z + B (s) R (bs) z〉 =

= 〈P (s + 1) A (s) z, A (s) z〉+ 〈P (s + 1) A (s) z, B (s) R (bs) z〉+
+ 〈P (s + 1) B (s) R (bs) z, B (s) R (bs) z〉+

+ 〈P (s + 1) B (s) R (bs) z, A (s) z〉 =

= 〈P (s + 1) A (s) z, A (s) z〉+
〈
P (s + 1) A (s) z zT , B (s) R (bs)

〉
+

+
〈
P (s + 1) B (s) R (bs) z zT , B (s) R (bs)

〉
+

+
〈
B (s) R (bs) , P T (s + 1)A (s) z zT

〉
.

Перепишемо цю функцiю у виглядi

I =
〈
AT (s) P (s + 1) A (s) z, z

〉
+

〈
RT (bs) BT (s) P (s + 1) A (s) z, z

〉
+

+
〈
RT (bs) BT (s) P (s + 1) B (s) R (bs) z, z

〉
+

+
〈
AT (s) P (s + 1)B (s) R (bs) z, z

〉
= 〈C (s) z, z〉 ,

де C (s) — матриця n× n. Рiвняння Белмана записується так

Bs (z) = min
bs

I. (19)

Необхiдна умова мiнiмуму має вигляд dI
dbs

= 0. Знайдемо похiдну

dI

dbs
=

〈
P (s + 1) A (s) z zT , B (s)

∂R (bs)
∂bs

〉
+

+
〈

P T (s + 1) A (s) z zT , B (s)
∂R (bs)

∂bs

〉
+

+
〈

P (s + 1) B (s)
∂R (bs)

∂bs
, B (s) R (bs) z zT

〉
+

+
〈

P (s + 1) B (s) R (bs) , B (s)
∂R (bs)

∂bs
z zT

〉
.
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Пiсля перетворень отримаємо

dI

dbs
=

〈
∂RT (bs)

∂bs
BT (s) P (s + 1) A (s) z, z

〉
+ (20)

+
〈

AT (s) P (s + 1) B (s)
∂R (bs)

∂bs
z, z

〉
+

〈
RT (bs) BT (s) P (s + 1) B (s)

∂R (bs)
∂bs

z, z

〉
+

+
〈

∂RT (bs)
∂bs

BT (s) P (s + 1) B (s) R (bs) z, z

〉
.

З того, що оптимальний розв’язок, а отже, i оптимальний набiр параметрiв
у задачi (1)–(3) iснує, випливає, що мiнiмум в правiй частинi спiввiдноше-
ння (19) досягається. Тому ми можемо виписати матричне рiвняння для
знаходження невiдомої матрицi P

〈P (s) z, z〉 = 〈C (s) z, z〉 .
Тому що z ∈ Rn — довiльне, то P (s) = C (s) i

P (s) = AT (s) P (s + 1) A (s) + RT (bs) BT (s) P (s + 1) A (s)+ (21)

+RT (bs) BT (s) P (s + 1) B (s) R (bs) + AT (s) P (s + 1)B (s) R (bs) ,

P (N) = P0.

Отже, чисельний алгоритм визначення оптимальних значень параметрiв
bk в даному випадку може бути таким:

– Задаємо початковi наближення векторiв параметрiв b
(0)
k ,

k = 0, 1, ... , N − 1.
– Знаходимо R

(
b
(0)
k

)
та ∂R

∂bk

(
b
(0)
k

)
, k = 0, 1, ... , N − 1.

– Розв’язуємо матричне рiвняння (21) та знаходимо матрицю P (k)
для кожного k = 0, 1, ... , N − 1.

– Знаходимо dI
dbk

, використовуючи спiввiдношення (20).
– Iтерацiйна процедура для визначення оптимальних значень b∗k буде

мати вигляд

b
(i+1)
k = b

(i)
k + αi

dI

dbk
, i = 0, 1, .... (22)

– Пiсля визначення оптимального набору параметрiв b∗k за допомо-
гою процедури (22), пiдставляємо його у систему (16) та знаходимо
оптимальну траєкторiю x∗ (k), k = 0, 1, ... N − 1.

– Знаходимо оптимальне керування u∗ (k) = R (b∗k) x∗ (k).
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