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Вайсфельд Н. Д., Реут А. В. Вісесиметрична задача теорії пружності 
для кругового конуса з вістрем при врахуванні його власної ваги. Ме
тод розв’язання базується на редукції вихідної крайової задачі методом інтегральних 
перетворень до векторної крайової задачі. Особливість застосування інтегрального пе
ретворення полягає в тому, що воно застосовується безпосередньо до рівнянь Ламе. 
Векторна задача розв’язується точно з використанням апарата матричного диферен
ціального числення.
Ключові слова: круговий конус, векторна крайова задача, інтегральне перетворен
ня.

Вайсфельд Н. Д., Реут А. В. Осесимметричная задача теории упругости 
для кругового конуса с острием при учете его собственного веса. Метод ре
шения базируется на сведении исходной задачи методом интегральных преобразований 
к векторной краевой задаче. Особенность применения интегрального преобразования 
состоит в том, что оно применяется непосредственно к уравнениям Ламе. Векторная 
задача решается точно с использованием аппарата матричного дифференциального ис
числения.
Ключевые слова: круговой конус, векторная краевая задача, интегральное преоб
разование.

Vaysfeld N . D., Reut А. V. Axisymmetric problem of elasticity for a circular 
cone with a edge, taking into account its own weight. The solving method is based 
on the reduction of the initial boundary problem with the integral transformations’ method 
to the vector boundary problem. The feature of the transformation application consists of 
the directly applying of the transformations to the Lame’s equations. The vector boundary 
problem is solved exactly with the use of the matrix differential calculus.
Key words: circular cone, vector boundary value problem, the integral transformation.

В в е д е н и е . Часто встречающейся задачей инженерной практики является 
пенетрация объекта, возникающая при производстве различного вида деталей. 
При этом требуется учет собственного веса объекта пенетрации. Математи
ческие модели таких задач встречаются нечасто [1, 2], что объясняется как 
геометрической сложностью объекта (наличие острия, необходимость привле
чения сферической системы координат), так и математическими проблемами, 
связанными с характером краевых условий, задаваемых на конической по
верхности тела. Новый подход к решению такого рода задач предложен в 
[3]. На основе него в предлагаемой работе строится точное решение задачи о 
напряженном состоянии конуса с острием, на конической поверхности которого 
заданы условия скользящей заделки.
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1. Постановка задачи.
Упругий (коэффициент Пуассона /i, модуль сдвига G) конус, ось которого 

направлена вниз, и занимаемая им область в сферической системе координат 
определена соотношениями

O < r < a , O < 0 < c j ,  —7г < ip < 7г. (1)

На сферической поверхности г =  а,0 < 6 < и заданы напряжения

сгг(а, 0) =  О,тГ0(а, 0) =  0. (2)

На конической поверхности 0 < г < а,6 =  си выполнены условия скользящей 
заделки:

V(r,w) =  0,тгв(г,ш) =  0. (3)

Смещения U (г, 9) =  2GUr(r,9) и V(r,9) =  2GU$(r,9) удовлетворяют уравнениям 
Ламе:

{г* и у  _  ж + ±  =  _ a r ! „ r M ),
/i* sm 0 /i* sm 0 /i* sm 0 /i*

(r2^ ')' +  j--------Л 7 ] +  + 2^ ’  =  ~2r2qe(r,e). (4)sm d sm 0
Здесь qr(r,0) =  —7 cos 6,qe =  —7 sin 0,7 — удельный вес материала конуса, /io =  
=  (1 2/i) , /i* =  2(1 /i)/io5 /̂  =  2 +  /По

требуется построить решение краевой задачи (2)-(4), регулярное при г=0 в 
области (1).

2. Сведение поставленной задачи к одномерной. Применим к урав
нениям (4) интегральное преобразование Г. Я. Попова [3] по схеме

Ы г )  =  Г  (cos 0) sin 0t /(r ,0)d0, ( .
vk(r) =  /0 p vk (cos0) sin0V(r, 0)d0 1 j

P^(cos6>) 
ІР  ̂(cos 112 ’

с формулами обращения

и(г,9) =  ^ = о ик(г)-

у (  а\ V 00 Ї Рч ( совв'> ^У(г,9) =  т,к=1Ук( г ) 11р̂ совв)1Г

Здесь V — V}- — корни трансцендентного уравнения

Р*(собш) =  0, V — г/*., к =  0,1, 2.... (7)

С учетом краевых условий (3), переформулированных в терминах смещений, 
уравнения Ламе (4) примут вид

(■г2и'к(г)У ~ 2ик(г) - / с Ч л д а г )  -  /іТ*(г) + /*,гУ^г)] = /Цг), 

(г2УІ(г)У -  + ц0гН„и 'к(г) + 2ц .Ы „и к(г) = /|(г), 1 ;
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где Иу =  рк(рк +  1 ) ,Л(г)  =  -2р^ 1г2 /д 8т9дг(г,в)РУк(созв)(1в,
IV

/ 2(г) =  —2 г2 /  Шiвqe(r^ 0)Р^к (соб 6)с№ . Краевые условия (2), сформулированные 
о

в терминах смещений, запишутся следующим образом

(1 -  /л)аи'к{а) +  2ц11к(а) -  рУк(а) =  0, ( ,
а У ' ( а ) - У к( а ) + М кик( а ) =  0. 1 ;

Требуется найти регулярное в нуле решение краевой одномерной задачи (8), (9).
3. Сведение одномерной краевой задачи к векторной краевой за

даче и ее решение.
Сделаем замену переменных г =  ар, р =  Е [0; 1]. Введем обозначения 
и к(г)^=Цк(ар) =  и к(р),Ук(г) =  Ук(ар) =  Ук(р), а также введем вектора } к(р) =

=  ^ ^ и Ук(р) =  ^ ^ , /^ (р )  =  Я ( аР)Лк(Р) =  / | М -  Тогда систе-

му уравнений (8) можно записать в виде векторного уравнения

[р2Ук(рУ\ +  РРоЯу'к(р) + Ш ( Р )  = /к(р), (ю )

где и Р — матрицы порядка 2x2.

0 - р * 1 \ р  =  (  - 2 -  Р * 1]Ук Р * 1^
0 )  ’ 2ц ^ к —ц ^ к

Граничные условия (9) сформулируем в виде краевого функционала 

У[у(р)\ =  В у ' (1) +  Ау(1) = 0 ,
г , _ ( 1 - р  о \  А _ ( 2р - ц  
В - \  о 1 -1

Окончательный вид векторной краевой задачи в пространстве трансформант бу
дет следующим

Г ЫУк(р)\ = Л (р),р е (0,1), П1ч

I у [ш (р )\ =  о. 111;

4. Решение векторной задачи для случая к =  0.
В этом случае лишь 11о(р) ф 0, потому требуется решить следующую задачу

{  [Р2и М - 2 и о(р) =  Ц (р ) ,р е [0 ,1 ] ,

\ 2^ . ( 1) +  (1 - Л ( 1) = 0.

Данное уравнение — это уравнение Эйлера, решение которого строим как 
сумму общего решения однородного уравнения и частного решения неоднород
ного. Легко проверить, что

и0(р) =  Вр +  ар2дГо (р) (13)
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до (р) =  — 2 8Ш 0ог(г,0) ^  удовлетворив граничному условию в (12) найдем 
вид постоянной Б. Тогда окончательное решение задачи (12) запишется так:

и 0(р) =  - аМ т и  -  ^ и е о ( р )  =  4 ( 1 -2Г )°(1 -со вс)[2 -  (1 +  2 ІЇР ], 
1о(р) =  2^7(! -  сое2и>).

(14)

5. Решение векторной краевой задачи для случая к > 1.
В этом случае сначала следует решить однородное матричное уравнение

ЫУ(р)\ =  0,0 < р <  1 (15)

и построить его решение, регулярное при р — 0, где У (р) — матрица порядка 2x2. 
Решение согласно подхода предложенного в [4], будем искать в виде У(р) =
=  рБ1, где /  — единичная матрица. Подстановка его в уравнение (15) приведет к 
результату:

Ь2\р81\ =  М(з)р8. (16)

Откуда согласно (16) решение уравнения (15) будет иметь вид

<17)

Тут приняты следующие обозначения:

Д(я) =  54 +  2в3 -  (2Щ +  1)з2 -  2{Мк +  1)5 -  -  2), (18)

М ( ч ) = (  ^'3 +  !) "  2 “  >л* 1Мк +  И*1й'
у в/лоН). +  2 й(в +  1) —

М - 1( 8 ) = М с(8)[А(8)]-1, М с( 8 )=  (  ^  Ы VV -ро^к в -2 р ^ И к ф  +  1 ) - 2  -  р ^ к )

с — замкнутый контур, окружающий нули знаменателя Д(з) =  0, которые нахо
дятся точно

$1 =  V +  1, $2 =  У — 1, 3̂ =  — -54 =  —V — 2. (19)

Учитывая требование регулярности решения в нуле по теореме о вычетах, вычис
лим интеграл в (17) по контуру, содержащему простые нули в =  и +  1 н в =  и — 1. 
Это приведет к решению вида

У{р) =  р ^ Е ^ А ^ у )  -  р ^ Е уВ(у),  (20)

где
Ку — [(2и +  1)(2г/ — 1) 2]—1,

А (и) =  (  20  +  Х) “  * > * „  Р * 1 (ро» ~  2)
\ — Ро^(г/  +  х  +  2) +  2г/

тэ( \ _  (  ~Р0^1У — 2V 2 — Р\У \
I ,,„АТ ( „  _1_ лЛ , , -АТРо̂ іу(у + х) PlN1s — 2(іу + 1) у ’ 2(1 — р)
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В приведенных формулах под у следует понимать собственные числа г//., к =
=  1,2....
Построение частного решения уравнения (11) проведем без использования ап
парата функции Грина, для чего отыщем решение уравнения по виду правой 
части:

ик(р) =  I V ,  В Д  =  В 2р2, (21)

где — неизвестные постоянные. Подставив представление (21) в краевые
условия (11) получим систему линейных алгебраических уравнений относительно 
В\ , -О2 • Их вид следующий

 ̂ - _________ - _________  (  +  к  +  2/* -  61к -  1кМк
V -  12){Щ - 2 ) \  -4 ^ 0 ( Я  +  № )  -  4/2 -  21к +  % М к

— /̂ * N к •

Частное решение уравнения (17) примет вид

ТЛр) = Р20. (22)

Тогда общее решение неоднородного уравнения (11) запишется в виде суммы 
решений, определяемых формулами (20) и (22):

У( „ ) = П „ ) (  § ) + , . > ( £ ■ ) .  (23)

С  тем, чтобы найти неизвестные постоянные С \  и С 2 удовлетворим краевым
условиям при р — 1 и решим полученную систему линейных алгебраических
уравнений:

С1 "1 -  ВТ1 г - 1I  ̂  ̂ 5

К =  К 1 Д„+1 (АО +  2 ВО), (24)

=  А[Ь„А+ (и) -  В+ (р)] + В[(у +  1 )Ь„А+(и) -  (у -  1 )В+ (р)\.

Таким образом, трансформанты смещений, которые являются решениями крае
вой задачи (11) найдены точно по формулам (22)-(24).
С тем^ чтобы получить решение задачи в оригиналах применим к трансформан
там ик(р),Ук(р) обратное интегральное преобразование (6), (7) соответственно. 
Полученные при этом ряды нужно исследовать при больших значениях индекса 
суммирования к.
Как установлено ранее в [5] асимптотика собственных чисел преобразования V — 
— определяется соотношением
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Использование асимптотических формул для определения характера поведения 
присоединенных функций Лежандра при больших значениях порядка приводит 
к определению асимптотического поведения соотношений:

Pv (cos в) _  1 /2 cos[(i/+l/2)6>—f ]  Г1 Г)/1\П
||P,(cos0)||2

“ * ( (■ '+ 5>»+ Я П + "(Я1-

Подставив в (26) асимптотическое разложение корней получим

P*,(cos<9) г- 7г г Ьгл/ в . <9Ч
-----------------------5- =  V к — ■— . cos — 6ч cos -  +  sm  - )  +
\\Pu(cosO)\\ co3/2Vsin6 и 2 2

. kir , в . 0 Ч, /Н ^ Д чч 
+  sin — 6»(cos -  -  sm - )  (1 +  0 ( -) ) ,

CO 2 2 к

(26)

P lic a sO )  i/o 1 r kir , в . 9
' = k 1/2—r = = [ cos— 6 * (c o s - -s m -)  +

ЦР,} (cos 6») ||2 V oj sin в и/ 2 2

+ sin cos ^ -  sin ^)](1 +  0(±)). (27)

Отыскав асимптотические разложения трансформант Uk (р) , Vk (р) и подставив 
их, а также соотношения (27) в формулу обратного преобразования учтем, что 
ряды, состоящие из асимптотик, сходятся по признаку Лейбница, а значит чис
ленное суммирование рядов, от которых взята асимптотика — законно. 
Окончательно получаем расчетные формулы для смещений в виде:

и(р, в) = и0(р,в) +  -^ и \  ^ sinuh(to)*
7tz V sm и

00 ( 2 ^
* £ ( - 1  )кк-*В + (к, 9 ) \ р Ь ^ ( р  +  p - ^ i p ) )  - 2 р А ,

к= 1  ̂ ^

v (P’ e) = ЗБ
fe=i

w . w ( 4 / / -  3)(1 - / / )  + 2//(1 -  2/х)
Л И  =  cos -  +  sm g(/x) =  ^ ----------------------  5/ Г - 3 --------- ’

^+/7 ч̂ ,ктГ.„,  ̂ . #ч . &7ГЛ/  ̂ /^чВ (к, 0) =  cos( —  )#(cos -  =Ь sm - )  +  sm — 6(±  cos -  — sm - ) .  (28)
uj 2 2 uj 2 2

Если угол раствора конуса положить равным и =  то задача сведется к отыс
канию напряженного состояния шара. Такая задача была рассмотрена в работе 
[6]. Предложенный здесь подход позволит получить решение такой задачи как
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решение частного случая исходной. В этом случае корни трансцендентного урав
нения Р^(со8с<;) =  0, V — =  0,1, 2... находятся в явном виде. Уравнение для
определения корней переходит в уравнение вида

рц 0) =  0.

Воспользуемся представлением присоединенной функции Лежандра через гамма- 
функцию

2 7Г 7ГЧ Г(1 +  £) . ,
^ ^ 2 + , ’ 2 ) Щ Т $ ) = 0 - {П)

Серия корней определяется равенством сов(^ +  =  0, г? =  2к, к =  0, 1, 2....
Из равенства Г(1 +  |) =  0 вытекает, что V < — 2. Кроме того, область допустимых 
решений уравнения (29) должна удовлетворить требованию Г(| +  |) ф 0, из чего 
следует, что V > —1. Таким образом, корни у — 2к,к =  0,1,2... удовлетворяют 
этому требованию.
Как указано в [1], в этом случае вместо интегрального преобразования (6, 7) мож
но применить интегральное преобразование, ядром которого будут многочлены 
Гегенбауэра, так как для целых значений у — ук — 2к,к =  0,1,2... функции 
Лежандра можно представить в виде:

ч - 1 / 2

Р2к( х ) = С ^ ( х ) , Р } к( х ) =  'Ы ( „ \ -  С2к+і(Х)
2к(2к +  1) ’

Все формулы асимптотик в этом случае существенно упрощаются.

{
оо

^ 2 к ~ 3[тк(р) -  2р2]+

ОО ОО ^

+ р '^ 2 к~31тк(р) - V ]  -  (1 -  й ) ^ к - 3тк(р) \ . (30)
к= 1 к= 1 )

Выражение а0в (р,6) в виду громадности здесь не приводим.
З а к л ю ч е н и е .

1. Получено точное решение осесимметричной задачи для конуса с острием с 
учетом собственного веса при выполнении условий скользящей заделки на 
конической поверхности.

2. Построено точное решение осесимметричной задачи для полушара с учетом
собственного веса тела, полученное из решения исходной задачи в случае, 
когда угол раствора конуса гп =  .

3. Предложенный подход позволяет решить осесимметричную задачу для 
дважды усеченного по сферическим поверхностям конуса, с учетом его 
собственного веса.
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