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1 ВСТУП

Будь-якi методи системного аналiзу, як i методи дослiдження операцiй,
i теорiї керування, грунтуються на математичному описi тих чи iнших
фактiв, явищ, процесiв, тобто на математичному моделюваннi.

Моделювання – це спецiальна форма експерименту, тобто дослiдже-
ння системи за допомогою її моделi.

Модель – у широкому розумiннi – це образ (можливо абстрактний)
будь-якого об’єкта чи системи об’єктiв, який використовується для
дослiдження замiсть реального об’єкта. Точнiсть i якiсть такого опису
визначаються, насамперед, вiдповiднiстю моделей до тих вимог, якi
пред’являються до дослiдження. Тому iснує ряд суб’єктивних факторiв,
що впливають на якiсть моделей. Один з них – це вибiрковiсть: модель
будується, виходячи iз спостережень за об’єктом, але фахiвець, навiть
найкращий, помiчає властивостi об’єкта вибiрково. Другий такий фа-
ктор – конструювання: ми починаємо бачити те, чого немає. Третiй
суб’єктивний фактор – це спотворення: ми будуємо моделi навколи-
шнього свiту, видiляючи однi сторони за рахунок замовчування iнших.
Ще один такий фактор – це узагальнення: дослiдник, взявши за основу
один випадок, прагне перенести данi на решту схожих випадкiв.

Побудова математичних моделей є основою всього системного ана-
лiзу. Це є центральний етап дослiдження чи проектування будь-якої
системи.

Побудова моделей – завжди процедура неформальна, i, звичайно,
вона сильно залежить вiд дослiдника, вiд його досвiду, таланту, завжди
спирається на певний дослiдний матерiал. Однаковi об’єкти моделю-
вання в залежностi вiд цiлi та задачi дослiдження можуть мати рiзнi
моделi.

Модель має достатньо правильно вiдображати явища. Однак одного
цього ще мало, вона повинна бути зручною для використання, тому
ступiнь деталiзацiї моделi, форма її уявлення визначаються метою
дослiдження та безпосередньо залежать вiд дослiдника.Працюючи з тим
самим дослiдним матерiалом, рiзнi дослiдники можуть представляти
його по-рiзному.

Загальних способiв побудови математичних моделей операцiй не
iснує. В кожному випадку модель будують виходячи iз цiльової спря-
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мованостi операцiй i задачi наукового дослiдження з урахуванням
необхiдної точностi рiшення, а також точностi iз якою вiдомi вихiднi
данi. При побудовi математичної моделi явище (в даному випадку
операцiя) деяким чином спрощується, схематизується. З безлiчi факто-
рiв, що впливають на явище видiляють порiвняно невелику кiлькiсть
найважливiших, а потiм отримана схема опису явища повинна бути
представлена в найбiльш вiдповiдних для неї математичних термiнах
(як кажуть, iз використанням адекватного математичного апарату). В
результатi встановлюються кiлькiснi зв’язки мiж умовами операцiї, її
параметрами та результатом операцiї, який оцiнюється показником
ефективностi або сукупнiстю показникiв, якщо їх в данiй задачi декiль-
ка.

Побудова математичної моделi – найбiльш важлива i вiдповiдальна
частина дослiдження, яка вимагає як глибоких математичних знань,
так i знань предметної областi, тобто сутi явища, яке моделюється.

Даний посiбник для самосiйної роботи не є збiрником готових моде-
лей рiзноманiтних ситуацiй задач i процесiв, але вiн може стати в нагодi
читачевi при застосуваннi декiлькох типiв моделей, що поданi у виглядi
прикладiв, та через розкриття теоретичних засад методологiї моделю-
вання при самостiйному використаннi iнструментарiю моделювання,
здiйснюючи вибiр ефективних рiшень у будьякiй сферi дiяльностi.
Ця книга присвячена розкриттю сутi основних принципiв моделюва-
ння, котрi можна застосувати до найрiзноманiтнiших управлiнських
ситуацiй. Вона показує, яким чином реальнi життєвi ситуацiї можна
дослiджувати i аналiзувати за допомогою модельних експериментiв,
а також розкриває економiчну iнтерпретацiю математичних методiв
аналiзу моделей.

Перший параграф представляє огляд способiв побудови моделей,
задач та методiв моделювання, i процесу моделювання. Особлива
увага придiляється системному пiдходу до побудови моделей. Другий –
мiстить iндивiдуальнi завдання на складання економiко-математичних
моделей для самостiйного розв’язання. Особливу увагу придiлено
розвитку практичних навичок з побудови економiко-математичних
моделей.
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2 Приклади побудови лiнiйних
оптимiзацiйних моделей

У багатьох галузях практики виникають своєрiднi завдання оптимiзацiї
рiшень, котрим характернi такi риси:

• показник ефективностi W являє собою лiнiйну функцiю вiд еле-
ментiв розв’язкiв x1, x2, ...;

• обмежувальнi умови, що накладаються на можливi розв’язкi, мають
вигляд лiнiйних рiвностей або нерiвностей.

Такi задачи принято називати задачами лiнiйного програмування.
Щоб побудувати математичну модель економiчної ситуацiї як завда-

ння лiнiйного програмування, передусiм необхiдно запровадити змiннi
цiєї задачи. Вони повиннi бути введенi таким чином, щоб їх значення
визначали шукане рiшення задачi (отримавши значення змiнних ми
отримуємо вiдповiдь на поставлене питання).

Наступним кроком є визначення мети, критерiю ефективностi опера-
цiї, ту величину, яку необхiдно екстремiзувати (оптимiзувати) у задачi.
Її виражають через введенi змiннi – отримують лiнiйне вираження для
цiльової функцiї.

Пiсля цього необхiдно встановити, чим обмежується зростання
чи спадання цiльової функцiї, тобто визначити обмеження задачi. Їх
потрiбно також висловити через змiннi та записати у виглядi системи
рiвнянь та/або нерiвностей.

Крiм того, при побудовi моделi корисно скористатися наступними
рекомендацiями. При визначеннi змiнних слiд заздалегiдь обмiркува-
ти, чи дозволять вони вiдобразити моделi всi умови завдання (якщо
вiдомо, що немає надлишкових умов). У конкретнiй задачi вказують
одиницi вимiру для змiнних. Якщо у вихiдних даних завдання одна
й та сама величина вимiрюється в рiзних одиницях (наприклад, маса
в грамах, кiлограмах, тоннах), то необхiдно перевести цi данi в однi
й тi самi одиницi вимiру. Виражаючи цiльову функцiю та обмеження
через змiннi, слiд перевiрити, якими одиницями вимiрюватимуться
отриманi величини i чи не є вони безглуздими з економiчної точки
зору (наприклад, чи не вимiрюються лiва та права частини обмежень у
рiзних одиницях). Окремо слiд продумати обмеження на знак змiнних.
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У деяких завданнях змiннi можуть набувати лише цiлi значення. Цей
факт такожнеобхiдно записати як обмеження. Таке обмеження виводить
поставлену задачу iз класу задач лiнiйного програмування до класу
задач цiлочисельного лiнiйного програмування. Однак, розглянутих
тут понять достатньо для того, щоб побудувати математичну модель i
для цiлочисельної задачi.

Наведемо деякi приклади економiчних задач, математичнi моделi
яких є задачi лiнiйного програмування. Слiд зазначити, що тут буде
розглянуто далеко не всi такi завдання, та, крiм того, навiть тi, що роз-
глянутi, iснують у рiзноманiтних модифiкацiях. Треба також вiдмiтити,
що i класифiкацiя цих задач, значною мiрою умовна, та вiдрiзняється у
рiзних авторiв.

Наведемо кiлька прикладiв побудови математичної моделi задач
лiнiйного програмування з рiзних областей практики.

2.1 Задача про харчовий рацiон
Нехай маємо чотири види продуктiв харчування:

Π1, Π2, Π3, Π4,

та вiдома вартiсть одиницi кожного продукту:

c1, c2, c3, c4.

З цих продуктiв необхiдно скласти харчовий рацiон, який повинен
мiстити:

– бiлкiв не менше b1 одиниць,
– вуглеводiв не менше b2 одиниць,
– жирiв не менше b3 одиниць.
Одиниця продукту Πi мiстить ai1 одиниць бiлкiв, ai2 одиниць ву-

глеводiв, ai3 одиниць жирiв для кожного i = 1, 2, 3, 4. Вiдомий змiст
елементiв в одиницi кожного продукту можна задати таблицею:

Продукти Елементи
бiлки вуглеводи жири

Π1 a11 a12 a13
Π2 a21 a22 a23
Π3 a31 a32 a33
Π4 a41 a42 a43
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Потрiбно скласти такий харчовий рацiон, щоб заданi умови по вмiсту
корисних речовин були витриманi, але при цьому вартiсть рацiону була
мiнiмальною.

Побудуємо математичну модель цiєї задачi. Запишемо сформульова-
нi словесно умови задачi у виглядi математичних формул.

Змiннi моделi. Позначимо через x1, x2, x3, x4 кiлькiсть продуктiв
виду Π1, Π2, Π3, Π4 вiдповiдно, що входять у рацiон.

Цiльовою функцiею або функцiею мети, вочевидь, буде загальна
вартiсть рацiону, яка буде мати вигляд:

L = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4. (2.1.1)

Запишемо математично обмеження задачi. За умовою в однiй оди-
ницi продукту Π1 мiститься a11 одиниць бiлка, значить, в x1 одиницях
мiститься a11x1 одиниць бiлка, в x2 одиницях продукту Π2 мiститься
a21x2 одиниць бiлка, в x3 одиницях продукту Π3 – a31x3 одиниць бiлка,
в x4 одиницях продукту Π4 – a41x4 одиниць бiлка. Загальна кiлькiсть
бiлкiв, якi мiстяться у рацiонi, за умовою не повинна бути менш нiж b1.
Звiдси отримуємо перше обмеження задачi:

a11x1 + a21x2 + a31x3 + a41x4 ≥ b1.

Записуючи аналогiчнi умови на змiст вуглеводiв i жирiв у рацiонi,
одержимо наступну систему обмежень у виглядi нерiвностей:

a11x1 + a21x2 + a31x3 + a41x4 ≥ b1,

a12x1 + a22x2 + a32x3 + a42x4 ≥ b2,

a13x1 + a23x2 + a33x3 + a43x4 ≥ b3.

(2.1.2)

Цi умови є обмеження, що накладаються на розв’язки. Повиннi ви-
конуватися також змiстовнi обмеження на змiннi xi, а саме xi ≥ 0
i = 1, 2, 3, 4.

Тодi математичну модель можна записати таким чином:
знайти такi невiд’ємнi значення змiнних x1, x2, x3, x4, якi задоволь-
няють лiнiйним нерiвностям (2.1.2), та при яких лiнiйна функцiя цих
змiнних (2.1.1) набуває мiнiмальне значення.

Математична модель 2.1.1

L = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 −→ min
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a11x1 + a21x2 + a31x3 + a41x4 ≥ b1,

a12x1 + a22x2 + a32x3 + a42x4 ≥ b2,

a13x1 + a23x2 + a33x3 + a43x4 ≥ b3,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4.

Поставлена задача та побудована модель цiєї задачi являють собою
типову задачу лiнiйного програмування. Розглянємоще кiлька подiбних
задач.

2.2 Задача про завантаження верстатiв
ТкацькафабрикамаєN1 одиниць верстатiв типу 1 iN2 одиниць верстатiв
типу 2. Верстати можуть виробляти чотири рiзнi види тканин:

T1, T2, T3, T4.

Кожен тип верстата може виробляти будь-який iз видiв тканин, але в
неоднаковiй кiлькостi. Верстат типу 1 виробляє в мiсяць a11 метрiв
тканини виду T1, a12 метрiв тканини виду T2, a13 метрiв тканини T3,
a14 метрiв тканини T4. Вiдповiднi числа для верстата типу 2 будуть
a21, a22, a23, a24. Продуктивнiсть верстатiв пiд час виробництва кожно-
го виду тканини задана у таблицi:

Вид тканиниТип верстата
T1 T2 T3 T4

1 a11 a12 a13 a14
2 a21 a22 a23 a24

Кожен метр тканини виду T1 приносить фабрицi дохiд c1 грошових
одиниць, тканини T2 – дохiд c2, тканини T3 – дохiд c3 i тканини T4 –
дохiд c4.

Фабрицi наказано план виробництва, за яким вона зобов’язана виго-
товити протягом мiсяця:

– не менше b1 метрiв тканини виду T1,
– не менше b2 метрiв тканини виду T2,
– не менше b3 метрiв тканини виду T3,
– не менше b4 метрiв тканини виду T4,

тобто планове завдання виражається числами b1, b2, b3, b4.
Потрiбно так розподiлити завантаження верстатiв виробництвом

тканин рiзного виду, щоб план був виконаний i при цьому мiсячний
прибуток був максимальним.
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Запишемо математичну модель задачi.
Побудова математичної моделi.
Змiннi задачi. За умовою кожен тип верстата може виробляти будь-

який iз видiв тканин, i необхiдно визначити кiлькiсть верстатiв кожного
типу зайнятих виробництвом тканини кожного типу. Позначимо через
x11 – кiлькiсть одиниць верстатiв типу 1, що зайняти виробництвом
тканини виду T1, x12 – кiлькiсть одиниць верстатiв типу 1, зайнятих
виробництвом тканини T2, тобто x1j – кiлькiсть верстатiв типу 1,
зайнятих виробництвом тканини виду Tj (j = 1, 2, 3, 4). За аналогiею
x21 – кiлькiсть верстатiв типу 2, що зайняти виробництвом тканини виду
T1, x22 – кiлькiсть верстатiв типу 2, зайнятих виробництвом тканини T2,
тобто x2j – кiлькiсть верстатiв типу 2, зайнятих виробництвом тканини
виду Tj (j = 1, 2, 3, 4).

Взагалi xij – кiлькiсть верстатiв типу i, зайнятих виробництвом
тканини виду Tj, де перший iндекс i = 1, 2 вiдповiдає типу верстата,
другий – виду тканини j = 1, 2, 3, 4.Таким чином виникають вiсiм
змiнних задачi або елементiв розв’язку:

x11, x12, x13, x14,

x21, x22, x23, x24,
(2.2.1)

якi ми повиннi вибрати так, щоб мiсячний прибуток був максимальним.
Запишемо формулу для обчислення цього прибутку.

Цiльова функцiя задачi. Тканина виду T1 виробляється на верстатi
типу 1 у кiлькостi a11x11 метрiв та на верстатi типу 2 у кiлькостi
a21x21 метрiв. На обох – у кiлькостi a11x11 + a21x21 метрiв. За умовою
задачi кожен метр тканини виду T1 приносить прибуток у c1 грошових
одиниць, тодi a11x11+a21x21 метрiв тканини видуT1 принесуть прибуток
c1(a11x11+ a21x21) грошових одиниць. Продовжуючи мiркування таким
чином отримаємо, що загальний прибуток вiд реалiзацiї тканин всiх
видiв складе:

L = c1(a11x11 + a21x21) + c2(a12x12 + a22x22)+

+c3(a13x13 + a23x23) + c4(a14x14 + a24x24).
(2.2.2)

Потрiбно вибрати такi невiд’ємнi значення змiнних (2.2.1), щоб
лiнiйна функцiя вiд них (2.2.2) набувала максимуму. При цьому повиннi
виконуватися наступнi обмежувальнi умови.

Обмеження задачi. Обмеження на кiлькiсть наявних верстатiв. Ре-
сурси по верстатах не повиннi бути перевищенi, тобто сума кiлькостей
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верстатiв кожного типу, що зайняти виробництвом усiх тканин, не
повинна перевищувати наявного запасу верстатiв:

x11 + x12 + x13 + x14 ≤ N1,

x21 + x22 + x23 + x24 ≤ N2.
(2.2.3)

Обмеження за планом виробництва. Завдання з асортименту, якi
передбаченi у планi виробництва, мають бути виконанi (або перевико-
нанi). З урахуванням даних цi умови запишуться у виглядi нерiвностей:


a11x11 + a21x21 ≥ b1,

a12x12 + a22x22 ≥ b2,

a13x13 + a23x23 ≥ b3,

a14x14 + a24x24 ≥ b4.

(2.2.4)

Таким чином, побудована математична модель задачi:
знайти такi невiд’ємнi цiлочисельнi значення змiнних xij(i = 1, 2, j =
1, 2, 3, 4),що задовольняють лiнiйним нерiвностям (2.2.3) i (2.2.4), при
яких лiнiйна функцiя цих змiнних (2.2.2) набувала б максимуму.

Математична модель 2.2.1

max L = c1(a11x11 + a21x21) + c2(a12x12 + a22x22)+

+c3(a13x13 + a23x23) + c4(a14x14 + a24x24).

x11 + x12 + x13 + x14 ≤ N1,

x21 + x22 + x23 + x24 ≤ N2,

a11x11 + a21x21 ≥ b1,

a12x12 + a22x22 ≥ b2,

a13x13 + a23x23 ≥ b3,

a14x14 + a24x24 ≥ b4,

xij ≥ 0, xij ∈ Z, i = 1, 2, j = 1, 4.
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2.3 Задача про розподiл ресурсiв
Розглянемо задачу у якiй заданi m рiзних видiв ресурсiв:

R1, R2, . . . , Rm

(на кшталт сировина, робоча сила, обладнання) в кiлькостях одиниць
вiдповiдно:

b1, b2, . . . , bm.

За допомогою цих ресурсiв є можливiсть виготовити товари виду:

T1, T2, . . . , Tn.

Для виробництва однiєї одиницi товару виду T1 необхiдно:
a11 одиниць ресурсу R1,
a21 одиниць ресурсу R2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a31 одиниць ресурсу R3,
i, вiдповiдно, am1 одиниць ресурсу Rm.

Для виробництва однiєї одиницi товару виду T2 необхiдно:
a12 одиниць ресурсу R1,
a22 одиниць ресурсу R2,
a32 одиниць ресурсу R3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
i, вiдповiдно, am2 одиниць ресурсу Rm i так далi.

Отже, для виробництва однiєї одиницi товару виду Tj для j = 1, n
необхiдно aij одиниць кожного з ресурсiв Ri i = 1,m. Таким чином
вiдома матриця витрат ресурсiв для виробництва всiх видiв тканини:

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Кожна одиниця ресурсу Ri (i = 1,m) коштує di грошових одиниць
вiдповiдно. Кожна одиниця товару Tj (j = 1, n) може бути реалiзована
за цiною cj вiдповiдно. Стосовно кожного виду товару кiлькiсть ви-
роблених одиниць обмежується попитом. Biдомо, що ринок не може
поглинути бiльше, нiж kj (j = 1, n) одиниць товару Tj вiдповiдно.

Знайти, скiльки одиниць та якого товару потрiбно виробляти для
того, щоб отримати максимальний прибуток вiд реалiзацiї?
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Побудова математичної моделi задачi.
Складемо математичну модель задачi. Для цього введемо змiннi.
Змiннi задачi. Позначимо через:

x1, x2, . . . , xn

кiлькостi одиниць товару виду T1, T2, . . . , Tn вiдповiдно, якi запланова-
но до виробництва.

Обмеження задачi. Умови попиту накладають на величини товару,
що заплановано до виробництва, наступнi обмеження:

x1 ≤ k1, x2 ≤ k2, . . . , xn ≤ kn. (2.3.1)

За умовою задачi ресурсR1 є в обмеженої кiлькостi b1 та витрачається
для виробництва товарiвT1, T2, . . . , Tn у кiлькостях a11, a12, . . . , a1n на
кожну одиницю вiдповдного типу товару, що виробляється у кiлькостi
x1, x2, . . . , xn вiдповiдно. Загальна кiлькiсть витраченого ресурсу R1:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn.

Ресурсiв має вистачити, звiдси виникає обмеження на виробництво за
кiлькiстю витраченого ресурсу R1:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≤ b1.

Продовжуючи такi мiркування отримаємо систему обмежень:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≤ b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn ≤ b2,

a31x1 + a32x2 + . . .+ a3nxn ≤ b3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn ≤ bm.

Цi ж умови можна записати коротше у виглядi:

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, для кожного i = 1, 2, . . . ,m. (2.3.2)

Цiльова функцiя задачi. Завданням задачi є максимiзацiя прибутку
вiд реалiзацiї виробленого товару. Знайдемо прибуток L. Собiвартiсть
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sj одиницi товару Tj дорiвнює:

sj = a1jd1 + a2jd2 + . . . + amjdm =

=
m∑
i=1

aijdi для кожного j = 1, n.
(2.3.3)

Обчисливши за цiєю формулою собiвартiсть одиницi кожного товару,
отримаємо ряд значень s1, s2, . . . , sn. Чистий прибуток qj, що отри-
мується вiд реалiзацiї однiєї одиницi товару Tj , дорiвнює рiзницi мiж її
продажною цiною cj i собiвартiстю sj :

qj = cj − sj для кожного j = 1, n.

За цiєю формулою отримуємо чистi прибутки на одиницю для всiх
товарiв q1, q2, . . . , qn. Загальний чистий прибуток вiд реалiзацiї всiх
товарiв складає:

L = q1x1 + q2x2 + . . .+ qnxn =
n∑

j=1

qjxj =

=
n∑

j=1

(cj − sj)xj =
n∑

j=1

(
cj −

m∑
i=1

aijdi

)
xj.

(2.3.4)

Отже, побудовано математичну модель задачi про оптимальний роз-
подiл ресурсiв:
знайти такi невiд’ємнi значення змiнних x1, x2, . . . , xn, якi задоволь-
няють лiнiйним нерiвностям (2.3.1), (2.3.2) i при якiх лiнiйна функцiя
цих змiнних (2.3.4) набуває максимум.

Математична модель 2.3.1

max L = q1x1 + q2x2 + . . .+ qnxn =
n∑

j=1

(
cj −

m∑
i=1

aijdi

)
xj,


xj ≤ kj для кожного j = 1, n,
n∑

j=1

aijxj ≤ bi для кожного i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n.
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2.4 Задача про перевезення
Нехай є m складiв:

C1, C2, . . . , Cm

i n пунктiв споживання:

Π1, Π2, . . . , Πn.

Мова йде про складання плану перевезень зi складiв Ci (i = 1,m)
в пункти Πj (j = 1, n) деякого товару. На складах Ci (i = 1,m)
є запаси однорiдного товару в кiлькостях a1, a2, . . . , am одиниць
вiдповiдно. Пункти споживання Πj (j = 1, n) подали заявки вiдповiдно
на b1, b2, . . . , bn одиниць товару. Заявки здiйсненнi, тобто сума всiх
заявок не перевищує суми всiх наявних запасiв:

n∑
j=1

bj ≤
m∑
i=1

ai.

Склади Ci (i = 1,m) пов’язанi з пунктами споживання Πj (j = 1, n)
якоюсь мережею дорiг iз певними тарифами на перевезення. Вартiсть
перевезення однiєї одиницi товару зi складу Ci в пункт Πj дорiвнює cij
(i = 1,m, j = 1, n).

Потрiбно скласти план перевезень, тобто вказати, з якого складу, в
якi пункти i яку кiлькiсть товару потрiбно направляти так, щоб заявки
були виконанi, а загальнi витрати на всi перевезення були мiнiмальними.

Побудова математичної моделi задачi.
Змiннi задачi. Позначимо через xij (i = 1,m, j = 1, n) кiлькiсть

одиниць товару, що направляється зi складу Ci в пункт Πj (якщо з
цього складу в цей пункт товари не направляються, тодi покладемо
xij = 0). Розв’язок (або план перевезень) складається зm · n чисел:

x11, x12, . . . , x1n,
x21, x22, . . . , x2n,
. . . . . . . . . . . .

xm1, xm2, . . . , xmn,

якi утворюють прямокутну таблицю (матрицю). Скорочено будемо
позначати її (xij). Потрiбно вибрати такi невiд’ємнi значення змiнних
xij (i = 1,m, j = 1, n), щоб були виконанi наступнi умови-обмеження.

Обмеження задачi.
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1). Ємнiсть складiв не повинна перевищувати загальну кiлькiсть
наявного товару:

x11 + x12 + . . .+ x1n ≤ a1,

x21 + x22 + . . .+ x2n ≤ a2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm1 + xm2 + . . .+ xmn ≤ am

або коротше:
n∑

j=1

xij ≤ ai, i = 1, 2, . . . ,m. (2.4.1)

2). Заявки, що поданi пунктами споживання, повиннi бути виконанi:
x11 + x21 + . . .+ xm1 = b1,

x12 + x22 + . . .+ xm2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1n + x2n + . . .+ xmn = bn

або коротше:
m∑
i=1

xij = bj, j = 1, 2, . . . , n. (2.4.2)

Цiльова функцiя задачi. Загальна вартiсть перевезень L буде дорiв-
нювати:

L = c11x11 + c12x12 + . . .+ c1nx1n+
+c21x21 + c22x22 + . . .+ c2nx2n+

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
+cm1xm1 + cm2xm2 + . . .+ cmnxmn

або набагато коротше:

L =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij. (2.4.3)

Потрiбно обрати такий план перевезень (xij) (i = 1,m, j = 1, n),
щоб вартiсть L цих перевезень була мiнiмальною.

Побудовано математичну модель задачi про перевезення:
знайти невiд’ємнi значення змiнних (xij) такi, щоб при виконаннi умов
(2.4.1), (2.4.2) лiнiйна функцiя цих змiнних (2.4.3) досягала мiнiмуму.
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Математична модель 2.4.1

min L =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij.



n∑
j=1

xij ≤ ai, i = 1,m,

m∑
i=1

xij = bj, j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

Деяка особливiсть цього завдання, в порiвняннi з ранiше розглянутими,
полягає в тому, що не всi обмеження, накладенi на змiннi, є лiнiйними
нерiвностями, а саме, умови (2.4.2) записанi у виглядi лiнiйних рiвно-
стей.

Зауважимо, що при деякiй постановцi задачи про перевезення всi
умови-обмеження стають рiвностями. А саме, якщо сума всiх заявок
дорiвнює сумi всiх запасiв

n∑
j=1

bj =
m∑
i=1

ai,

то неминуче з кожного складу буде вивезено все, що на ньому є, i
нерiвностi (2.4.1) перетворяться в рiвностi. Така задача про перевезення
називається закритою транспортною задачею математична модель
якої виглядає наступним чином

Математична модель 2.4.2

min L =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij.



n∑
j=1

xij = ai, i = 1,m,

m∑
i=1

xij = bj, j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.
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2.5 Задача про виробництво складного обладнання
Планується виробництво складного обладнання, кожен комплект якого
складається з n елементiв:

O1, O2, . . . , On.

Замовлення на виробництво цих елементiв можуть бути розмiщенi
на m рiзних пiдприємствах:

P1, P2, . . . , Pm.

Протягом певного часу T на пiдприємствi Pi можна виготовити
aij елементiв типу Oj (i = 1,m, j = 1, n). Здачi пiдлягають тiльки
повнi комплекти обладнання, що складаються з набору всiх елементiв
O1, O2, . . . , On.

Потрiбно розподiлити замовлення по пiдприємствах так, щоб число
повних комплектiв обладнання, виготовлених за час T було максималь-
но.

Побудова математичної моделi задачi. Плануючи виробництво
обладнання, ми повиннi для кожного пiдприємстваPi (i = 1,m) вказати,
яку частину наявного в його розпорядженнi часу воно має вiддати на
виробництво елементiв Oj (j = 1, n).

Змiннi задачi. Позначимо через xij частку часу, яку пiдприємство Pi

буде придiляти виробництву елемента Oj (i = 1,m, j = 1, n). Якщо
цей елемент на даному пiдприємствi взагалi не виготовляється, тодi
покладемо xij = 0.

Обмеження задачi. При плануваннi ми повиннi дотримуватися
наступних обмежувальних умов: кiлькiсть часу, яке кожне пiдприємство
витрачає на виробництво всiх елементiв, не повинно перевищувати
загального запасу часу T (а «частка» - одиницi):

x11 + x12 + . . .+ x1n ≤ 1;

x21 + x22 + . . .+ x2n ≤ 1;

. . . . . . . . . . . . . . .

xm1 + xm2 + . . .+ xmn ≤ 1

або коротше
n∑

j=1

xij ≤ 1, для кожного i = 1, 2, . . . ,m. (2.5.1)
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Цiльова функцiя задачi. Визначимо кiлькiсть повних комплектiв
обладнання, яке за час T поставлять всi пiдприємства разом.

Загальна кiлькiсть елементiв Oj, яку вироблять усi пiдприємства
разом, дорiвнюватиме:

Nj = a1jx1j + a2jx2j + . . .+ amjxmj =

=
m∑
i=1

aijxij (j = 1, 2, . . . , n).
(2.5.2)

Таким чином, при заданому планi розподiлу замовлень, тобто при
заданих xij (i = 1,m, j = 1, n) буде вироблено:

– N1 примiрникiв елемента O1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

– N2 примiрникiв елемента O2,
– Nn примiрникiв елемента On.

Скiльки ж повних комплектiв обладнання можна зiбрати з цих елемен-
тiв? Очевидно стiльки, скiльки складає яке мiнiмальне з усiх чисел
N1, N2, . . . , Nn. Дiйсно, якщо, наприклад, елементiв типуO1 вироблено
100 шт., a елементiв типу O2 – всього 10 шт., то ми нiяк не зможемо
зiбрати з цих елементiв бiльше 10 повних комплектiв.

Позначимо через Z кiлькiсть повних комплектiв обладнання, яку
можна зiбрати при цьому планi розмiщення замовлень (xij). Маємо:

Z = min
1≤j≤n

Nj. (2.5.3)

З урахуванням (2.5.2), умова (2.5.3) може бути записана у виглядi:

Z = min
1≤j≤n

m∑
i=1

aijxij. (2.5.4)

Таким чином, ми приходимо до наступної математичної постановцi
задачи:

знайти такi невiд’ємнi значення змiнних (xij), щоб виконувалися
нерiвностi (2.5.1) i при цьому функцiя цих змiнних (2.5.4) набувала
максимуму.
Математична модель 2.5.1

max Z = min
1≤j≤n

m∑
i=1

aijxij,
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n∑

j=1

xij ≤ 1, i = 1,m,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

Вiдмiннiсть цього завдання вiд всiх ранiше розглянутих полягає
в тому, що тут максiмiзiруемая функцiя Z не є лiнiйною функцiєю
вiд змiнних (xij) i, таким чином, завдання, власне, не є завданням
лiнiйного програмування. Однак її легко звести до задачi лiнiйного
програмування наступними мiркуваннями.

Так як величина Z є мiнiмальною з усiх величин Nj =
m∑
i=1

aijxij

j = 1, n, то можна написати ряд нерiвностей
m∑
i=1

aijxij ≥ Z, j = 1, n. (2.5.5)

Величину Z можна розглянути як нову невiд’ємну змiнну i розв’язати
наступну задачу:

знайти такi невiд’ємнi значення змiнних xij (i = 1,m, j = 1, n) i
Z, щоб вони задовольняли лiнiйним нерiвностям (2.5.1) i (2.5.5) i при
цьому величина Z досягала свого максимуму.

Так як величина Z є лiнiйна функцiя нових змiнних xij (i = 1,m, j =
1, n) :

Z = 0 · x11 + 0 · x12 + . . .+ 0 · xmn + 1 · Z,
то задача зведена до звичайної задачi лiнiйного програмування, шляхом
введення «зайвої» змiнної Z, яка в початкової постановки задачi не
фiгурувала.

Здачи такого типу, де потрiбно звернути до максимуму мiнiмальне
значення якоїсь величини (або, навпаки, в мiнiмум - максимальне),
досить часто зустрiчаються на практицi i називаються «задачами на
минимакс».

Отже, ми розглянули цiлий ряд задач дослiдження операцiй з самих
рiзних областей практики. Цi задачи характеризуються деякими загаль-
ними рисами. У кожнiй з них елементи розв’язкiв являють собою ряд
невiд’ємних змiнних x1, x2, . . . . Потрiбно так вибрати значення цих
змiнних, щоб:

1) виконувалися деякi обмеження, якi мають вигляд лiнiйних нерiв-
ностей або рiвностей щодо змiнних x1, x2, . . .;

2) деяка лiнiйна функцiя L тих же змiнних набувала максимуму
(мiнiмуму).
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2.6 Задача про рацiональне використання посiвних площ
Є m земельних угiдь S1, S2, ..., Sm, якi призначени для засiву тiєї чи
iншої сiльськогосподарської культурою. Цi площi вiдрiзняються або
положенням, або характером грунту. На кожному з угiдь (полей) Si,
i = 1, 2, ...,m можуть бути розмiщенi одна або кiлька з n сiльськогоспо-
дарських культур Q1, Q2, ..., Qn (пшениця, жито, кукурудза, картопля i
т. д.). Нехай вiдома врожайнiсть культури Qj, на полi Si яка дорiвнює
aij центнерiв з гектара. Будемо позначати площу поля Si (i = 1,m) в
гектарах через ri (i = 1,m). Вiдомi також закупiвельнi цiни cj (j = 1, n)
на кожен вид сiльськогосподарської культуриQj (j = 1, n). Обмеження
в цьому завданнi такi: заданий план виробництва bj (j = 1, n) кожної
сiльськогосподарської культури Qj (j = 1, n).

Потрiбно визначити план засiву посiвних площ з метою максимiзацiї
доходу вiд продажу сiльськогосподарської продукцiї.

Нехай xij – площа (у гектарах) на i-му полi, зайнята культурою Qj.
Тодi математична модель задачi рацiонального використання посiвних
площ така:
Математична модель 2.6.1

max
n∑

j=1

cj

m∑
i=1

aijxij,



n∑
j=1

xij = ri,

m∑
i=1

aijxij ≥ bj,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

2.7 Завдання складання плану виробництва
Розглядається дiяльнiсть виробничої одиницi (заводу, цеху). Потрiбно
скласти план виробництва, що забезпечує максимально виконання зав-
дання. Щодо даної виробничої одиницi вiдомi її технологiчнi можливо-
стi, а також кiлькостi сировинних ресурсiв, якi можна використовувати.
Нехай кiлькiсть всiх видiв ресурсiв дорiвнює m. Позначимо їх:

R1, R2, ..., Rm.
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Це можуть бути: метал, електроенергiя, рiзнi види поставок з iнших
пiдприємств. Припустимо, що у нашому виробництвi можуть випуска-
тися n типiв товарiв:

G1, G2, ..., Gn.

Технологiєю виробництва товару Gj називається набiр чисел aij,
i = 1, 2, ...,m, що показують, якi кiлькостi ресурсiв Ri необхiднi для
випуску однiєї одиницi товару Gj. Так, виробництво товару G1 можна
мислити як конвеєр, на всьому протязi якого подаються ресурси в
кiлькостях a11, a21, a31, ..., am1, а на кiнцi конвеєра виходить готова
одиниця продукту G1.

Можна скласти технологiчну матрицю

G1 G2 . . . Gj . . . Gn

R1 a11 a12 . . . a1j . . . a1n
R2 a21 a22 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ri ai1 ai2 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Rm am1 am2 . . . amj . . . amn

яка повнiстю визначає технологiчнi можливостi виробництва. Позначи-
мо її через A.

Нехай заданi кiлькостi bi ресурсiв Ri (i = 1, 2, ...,m), якi можуть
бути використанi у виробництвi. Покладемо b = (b1, b2, ..., bm) – вектор
ресурсiв.

Планом виробництва називається вектор x = (x1, x2, ..., xm), що
показує, якi кiлькостi товарiв G1, G2, ..., Gn будуть зробленi. Вважа-
тимемо технологiю виробництва лiнiйною, тобто припустимо, що всi
витрати ресурсiв зростають прямо пропорцiйно обсягу випуску. То-
чнiше, припустимо, що витрати при випуску xj одиниць продукту Gj

описуються вектором (a1xj, a2xj, ..., amxj), причому одночасне фун-
кцiонування кiлькох технологiчних процесiв призводить до сумарних
витрат.

Таким чином, витрати ресурсiв, необхiднi для виконання плану
виробництва x = (x1, x2, ..., xm) описуються вектором, координати
якого мають вигляд:

a11x1 + a12x12 + ...+ a1nxn,
a21x1 + a22x12 + ...+ a2nxn,
..............................................
am1x1 + am2x12 + ...+ amnxn
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або, в матричнiй формi, вектором Ax. Умова обмеженостi ресурсiв
записується у виглядi Ax ≤ b. Отже, при заданому векторi ресурсiв b
розглянутою виробничою одиницею може бути випущений будь-який
набiр товарiв x, що задовольняє обмеженнямAx ≤ b, x ≥ 0. Як правило,
такий вектор x не є єдиним. У зв’язку з цим з’являється можливiсть
вибору найкращого (у певному сенсi) плану.

Розглянемо двi можливi постановки оптимiзацiйної задачi. Нехай
заданi цiни c = (c1, c2, ..., cm) на продукти виробництва G1, G2, ..., Gn.
Потрiбно визначити план виробництва, що максимiзує вартiсть випу-
щеної продукцiї. Формальний запис цього завдання такий:

max⟨c, x⟩,
Ax ≤ b, x ≥ 0.

Подiбна постановка питання вiдповiдає принципу планування «по
валу». Той випадок, коли планування випуску ведеться «за номен-
клатурою», можна змоделювати iнакше. Нехай заданий вектор x̂ =
(x̂1, x̂2, ..., x̂n), що визначає один комплект випуску; потрiбно випустити
як можна бiльше таких комплектiв. Нехай α означає кiлькiсть компле-
ктiв, що випускаються. Розглянемо завдання:

maxα,

Ax ≤ b, x ≥ αx̂, x ≥ 0.

Тут нерiвнiсть x ≥ αx̂ означає, що вектор x = (x1, x2, ..., xm) мiстить
не менше α повних комплектiв x = (x̂1, x̂2, ..., x̂n) продукцiї, що випу-
скається.

2.8 Задача про оптимальний розкрий
Бiльшiсть матерiалiв, що використовуються у промисловостi, надходить
на виробництво у виглядi стандартних форм. Безпосереднє використан-
ня такихматерiалiв, як правило, неможливе.Попередньо їх подiляють на
заготiвлi необхiдних розмiрiв. Це можна зробити, використовуючи рiзнi
способи розкрою матерiалу. Завдання оптимального розкрою полягає
в тому, щоб вибрати один або кiлька способiв розкрою матерiалу i
визначити, яку кiлькiсть матерiалу слiд розкроювати, застосовуючи
кожен з обраних способiв. Сутнiсть рацiонального розкрою полягає у
розробцi та впровадженнi таких технологiчних доповнень розкрiйних
планiв, у яких виходить необхiдний асортимент (комплект) заготовок,
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а вiдходи за довжиною, чи площею, чи вагою зводяться до мiнiмуму.
Розробка планiв розкрою особливо важлива, коли кiлькiсть рiзних
варiантiв дуже велика.

Формулювання завдання по рацiональному розкрою матерiалiв за-
лежить вiд форми матерiалу, що розкраюється (довгомiрнi, листовi,
рулоннi) i тих умов, якi повиннi враховуватися при розкрої (властивiсть
матерiалу). Також розкрiй може бути прямолiнiйним та фiгурним.

Видiляють два етапи розв’язання задачi оптимального розкрою. У
першому етапi визначаються рацiональнi методи розкрою матерiалу,
другому — вирiшується завдання лiнiйного програмування: визна-
чення iнтенсивностi використання рацiональних методiв розкрою. У
завданнях оптимального розкрою розглядаються так званi рацiональнi
(оптимальнi за Парето) способи розкрою. Припустимо, що з одиницi
матерiалу можна виготовити заготiвлi кiлькох видiв. Спосiб розкрою
одиницi матерiалу називається рацiональним (оптимальним за Парето),
якщо збiльшення кiлькостi заготовок одного виду можливе лише за
рахунок скорочення кiлькостi заготовок iншого виду.

У наступному етапi визначають iнтенсивность використання опти-
мальних методiв розкрою.

Введемо такi позначення:

i – iндекс матерiалу, i = 1, ..., n;

k – iндекс виду заготiвлi, k = 1, ..., q;

j – iндекс способу розкрою одиницi матерiалу, j = 1, ..., p;

aijk – кiлькiсть (цiле число) заготiвель виду k, що отримани при
розкрої одиницi i-го матерiалу j-м способом;

bk – кiлькiсть заготовок виду k у комплектi, що постачається замов-
нику;

di – кiлькiсть матерiалу i-го виду;

xij – кiлькiсть одиниць i-го матерiалу, що розкраюються за j-м
способом (iнтенсивнiсть використання способу розкрою);

cij – величина вiдходу,що отриман при розкрої одиницi i-го матерiалу
за j-м способом;

x – число комплектiв заготiвель рiзного виду, що поставляються
замовнику.
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2.8.1 Модель розкрою з мiнiмальною витратою матерiалiв
Цiльова функцiя (мiнiмум кiлькостi використаних матерiалiв):

n∑
i=1

p∑
j=1

xij −→ min;

система обмежень, що визначають кiлькiсть заготiвель, необхiдних для
виконання замовлення:

n∑
i=1

p∑
j=1

aijkxij ≥ bk, k = 1, q;

умови невiд’ємностi та цiлочисельностi змiнних:

xij ≥ 0, xij ∈ Z, i = 1, n, j = 1, p.

Специфiчними для даної моделi розкрою є обмеження, що визначають
кiлькiсть заготiвель.

2.8.2 Модель розкрою з мiнiмальними вiдходами
Цiльова функцiя (мiнiмум вiдходiв при розкрої матерiалiв):

n∑
i=1

p∑
j=1

cijxij −→ min;

система обмежень, що визначають кiлькiсть заготiвель, необхiдних для
виконання замовлення:

n∑
i=1

p∑
j=1

aijkxij = bk, k = 1, q;

умови невiд’ємностi та цiлочисельностi змiнних:

xij ≥ 0, xij ∈ Z, i = 1, n, j = 1, p.

Приклад 2.1 — Приклад математичної моделi прямолi-
нiйного розкрою з мiнiмальними вiдходами. Завод уклав
договiр на постачання комплектiв стрижнiв завдовжки 20, 45 i 50
см, причому, кiлькiсть стрижнiв рiзної довжини в комплектi має
бути у спiввiдношеннi 4 : 3 : 2. На сьогоднiшнiй день є 60 стрижнiв
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завдовжки 95 см. Як їх слiд розрiзати, щоб величина вiдходiв була
мiнiмальною? ■

Складємо математичну модель розкрою з урахуванням комплектацiї
та обмежень на використаний матерiал. Визначємо всi рацiональнi
способи розкрою матерiалу на заготовки типу A (стрижнi завдовжки
20 см), на заготовки типу B (стрижнi завдовжки 45 см) i на заготовки
типу C (стрижнi завдовжки 50 см).

Варiант Кiлькiсть стрижнiв, од. Величина
розкрою A B C вiдходiв, см.

1 4 – – 15
2 – 2 – 5
3 2 – 1 5
4 – 1 1 0
5 2 1 – 10

Побудуємо математичну модель. У задачi необхiдно визначити,
яким способом слiд розрiзати 60 стрижнiв, щоб величина вiдходiв була
мiнiмальною.

Введемо змiннi:
xi – кiлькiсть стрижнiв, розпиляних i-тим способом, i = 1, 5;
x – кiлькiсть комплектiв стрижнiв.
Цiльова функцiя L– мiнiмум вiдходiв при розкрої матерiалiв:

15x1 + 5x2 + 5x3 + 0 · x4 + 10x5 −→ min .

За умовою є всього 60 стрижнiв, отже:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 60.

Пiдрахуємо кiлькiсть комплектiв стрижнiв рiзної довжини з ураху-
ванням виду розпилу. Загальна кiлькiсть всiх стрижнiв виду A, що
отримана при розкрої дорiвнює 4x1+2x3+2x5, видуB – 2x2+x4+x5,
виду C – x3 + x4. В кожному комплектi має бути рiвно 4x стрижнiв
виду A, так як у кожен з цих комплектiв має увiйти по 4 стрижнi виду
A (i частина не може залишитися зайвими, так як при даному розпилi
вiдходи повиннi бути мiнiмальними). Таким чином:

4x1 + 2x3 + 2x5 = 4x.

Аналогiчнi обмеження будуються для стрижнiв виду B:

2x2 + x4 + x5 = 3x
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та для стрижнiв виду C:

x3 + x4 = 2x.

Крiм того, тут за змiстом завдання змiннi мають бути не лише не-
вiд’ємними, а й цiлими. Тодi модель набуде вигляду:

15x1 + 5x2 + 5x3 + 0 · x4 + 10x5 −→ min,

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 60;

4x1 + 2x3 + 2x5 = 4x;

2x2 + x4 + x5 = 3x;

x3 + x4 = 2x;

xi ≥ 0, x ≥ 0, xi, x ∈ Z, i = 1, 5.

Приклад 2.2—Прикладматематичної моделi фiгурного
розкрою з мiнiмальною кiлькiстю вiдходiв. Для пошиття
одного виробу потрiбно викроїти з тканини 6 деталей. На швейнiй
фабрицi було розроблено два варiанти розкрою тканини. У таблицi
наведено параметри варiантiв розкрою 10 м2 тканини, комплектнiсть,
тобто кiлькiсть деталей певного виду, якi необхiднi для пошиття
одного виробу. Щомiсячний запас тканини для пошиття виробiв
цього типу становить 405 м2. Мiсячний план пошиття 90 виробiв на
мiсяць.

Побудувати математичну модель завдання, що у найближчий
мiсяць виконати план з пошиття з мiнiмальною кiлькiстю вiдходiв. ■

Варiант Кiлькiсть деталей, шт./вiдрiз Вiдходи,
розкрою 1 2 3 4 5 6 м2/вiдрiз

1 60 0 90 40 70 90 0.5
2 80 35 20 78 15 0 0.35

Комплектнiсть,
шт./вирiб 1 2 2 2 2 2

У цьому завданнi шуканi величини явно не зазначенi, але вiдомо,
що має бути виконаний план з пошиття 90 виробiв на мiсяць. Для
пошиття 90 виробiв потрiбно розкроїти певну кiлькiсть деталей. Крiй
виробляється з вiдрiзiв тканини по 10 м2 двома рiзними способами,
що дозволяють отримати рiзну кiлькiсть деталей. Оскiльки заздалегiдь
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невiдомо, скiльки тканини буде розкроюватися першим способом i
скiльки – другим, то як шуканi величини можна задати кiлькiсть вiдрiзiв
тканини по 10 м2, розкроєних кожним iз способiв:

x1 – кiлькiсть вiдрiзкiв тканини по 10 м2, розкроєних першим спосо-
бом протягом мiсяця, (вiдрiз./мiс.);

x2 – кiлькiсть вiдрiзкiв тканини по 10 м2, розкроєних другим спосо-
бом протягом мiсяця, (вiдрiз./мiс.).

Метою розв’язання задачi є виконання плану за мiнiмальної кiлькостi
вiдходiв. Оскiльки кiлькiсть виробiв строго заплановано (90 шт./мiс.),
цей параметр не описує цiльову функцiю, а вiдноситься до обмеження,
невиконання якого означає, що завдання не вирiшено. А критерiєм
ефективностi виконання плану є параметр – кiлькiсть вiдходiв, який
необхiдно звести до мiнiмуму. Загальна кiлькiсть вiдходiв при крої
доривнює 0, 5x1 + 0, 35x2.

Цiльова функцiя має вигляд:

L(x) = 0, 5x1 + 0, 35x2 −→ min .

У таблицi вказано комплектнiсть викроєних деталей, так деталей
першого виду треба одна штука на вирiб, а iнших по двi штуки на вирiб.
Загальна кiлькiсть викроєних деталей має бути такою, щоб з них можна
було пошити 90 виробiв на мiсяць. Отже деталей першого виду має
бути як мiнiмум 90 шт., деталей iнших видiв – як мiнiмум 180 шт.:

60x1 + 80x2 ≥ 90;
35x2 ≥ 180;
90x1 + 20x2 ≥ 180;
40x1 + 78x2 ≥ 180;
70x1 + 15x2 ≥ 180;
90x1 ≥ 180.

Витрата тканини не повинна перевищувати мiсячного запасу на складi:

x1 + x2 ≤
405

10
.

Кiлькiсть вiдрiзкiв розкроєної тканини не може бути негативним.
Таким чином, математична модель набуває вигляд:

L(x) = 0, 5x1 + 0, 35x2 −→ min,
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60x1 + 80x2 ≥ 90;

35x2 ≥ 180;

90x1 + 20x2 ≥ 180;

40x1 + 78x2 ≥ 180;

70x1 + 15x2 ≥ 180;

90x1 ≥ 180;

x1 + x2 ≤ 40, 5;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1, x2 ∈ Z.

2.8.3 Модель розкрою з урахуванням комплектацiї
Цiльова функцiя (максимум комплектiв, що включають заготiвлi рiзних
видiв):

x −→ max;

обмеження щодо кiлькостi матерiалiв:

p∑
j=1

xij ≤ dj, i = 1, . . . , n;

система обмежень, що визначають кiлькiсть заготiвель, необхiдних для
формування комплектiв:

n∑
i=1

p∑
j=1

aijkxij ≥ bkx, k = 1, . . . , q;

умови невiд’ємностi та цiлочисельностi змiнних:

xij ≥ 0, x ≥ 0, xij, x ∈ Z, i = 1, n, j = 1, p.

Приклад 2.3 — Приклад математичної моделi прямолi-
нiйного розкрою з максимальною кiлькiстю комплектiв.
Зi 100 листiв фанери виготовляють деталi трьох видiв A, B i C, пiсля
чого з них складають комплекти, яки включають 3 деталi виду A i по
2 деталi B i C. З кожного листа можна виготовити або 4 деталi A i 1
деталь C, або по 2 деталi A i C та 3 деталi B. Необхiдно розкроїти
листи так, щоб максимiзувати кiлькiсть комплектiв деталей. ■
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Побудуємо математичну модель. У задачi необхiдно визначити, скiльки
листiв розкроїти i яким способом. Введемо змiннi x1 – кiлькiсть листiв
фанери, що оброблени першим способом (при якому отримують 4
деталi виду A i 1 деталь виду C), x2 – кiлькiсть листiв, що оброблени
iншим способом.

Мета операцiї – отримати якнайбiльше комплектiв. Для цього введе-
мо ще одну змiнну: x – кiлькiсть комплектiв деталей.

За умовою є всього 100 аркушiв, отже x1 + x2 ≤ 100. За рахунок
першого способу обробки буде отримано 4x1 деталей виду A, а за
рахунок другого – 2x2. Загальна кiлькiсть деталейA має бути не менше
3x, так як у кожен з цих комплектiв має увiйти по 3 деталi A (i частина
деталей A може залишитися зайвими). Таким чином, 4x1 + 2x2 ≥ 3x.
Аналогiчнi обмеження будуються для деталей виду B (3x2 ≥ 2x) та
виду C (x1 + 2x2 ≥ 2x). Крiм того, тут за змiстом завдання змiннi
мають бути не лише невiд’ємними, а й цiлими. Тодi модель набуде
вигляду:

x −→ max;

x1 + x2 ≤ 100;

4x1 + 2x2 ≥ 3x;

3x2 ≥ 2x;

x1 + 2x2 ≥ 2x;

x1, x2, x ∈ N ∪ {0}.

2.9 Задача про розвiдника
Iноземний резидент потрапив до «закритого мiста», у якому три вiйсько-
вi заводи. Його завдання визначити кiлькiсть працюючих на «закритих»
вiйськових заводах «закритого мiста» з населенням 100 тис осiб, серед
яких 70% – працевлаштованo; безробiття немає. Якщо доступна iнфор-
мацiя про текучiсть кадрiв:

з кожної тисячi працюючих на заводi P1 щорiчно звiльняється 7 чол.
i працевлаштовуються на два iнших заводи 4 на завод P2 та 3 – на P3;

з кожної тисячi працюючих на заводi P2 щорiчно звiльняється 15 чол.
i працевлаштовуються на два iнших заводи 3 на завод P1 та 12 — на P3;

з кожної тисячi працюючих на заводi P3 щорiчно звiльняється 3 чол.
i працевлаштовуються на два iнших заводи 2 на завод P1 та 1 — на P2.
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Запишемо сформульованi словесно умови задачi у виглядi мате-
матичних формул. Позначимо через x1, x2, x3 кiлькiсть працюючих
на «закритих» вiйськових заводах Π1, Π2, Π3 вiдповiдно. Загальна
кiлькiсть працюючих складає за умовою 70% або:

x1 + x2 + x3 = 70000. (2.9.1)

Запишемо математично заданi умови. З кожної тисячi працюючих
на заводi P1 щорiчно звiльняється 7 чол. i працевлаштовуються на цей
завод 5 чол.: 2 з заводу P2 та 3 – iз P3. Отримаємо рiвняння балансу
(скiльки звiльнилося, стiльки ж i прийшло):

7
x1

1000
= 4

x2
1000

+ 3
x3

1000
. (2.9.2)

З кожної тисячi працюючих на заводi P2 щорiчно звiльняється 15
чол. i працевлаштовуються на цей завод 5 чол.: 4 з заводу P1 та 1 –
iз P3. Отримаємо рiвняння балансу (скiльки звiльнилося, стiльки ж i
прийшло):

15
x2

1000
= 4

x1
1000

+
x3

1000
. (2.9.3)

Записуючи аналогiчнi умови для звiльнених з третього заводу, отри-
маємо:

3
x3

1000
= 3

x1
1000

+ 12
x2

1000
. (2.9.4)

Виникає наступна задача:
обрати такi невiд’ємнi, цiлочисленнi значення змiнних x1, x2, x3,

якi задовольняють лiнiйним рiвнянням (2.9.1–2.9.4).
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3 Завдання на складання
математичних моделей

1. Для виготовлення трьох видiв виробiв A,B та C використовується
токарне, фрезерне, зварювальне та шлiфувальне обладнання. Витрати
часу на обробку одного виробу для кожного з типiв обладнання наведено
в таблицi. У нiй же зазначено загальний фонд робочого часу кожного з
типiв використовуваного устаткування, i навiть прибуток вiд одного
виробу кожного виду.

Тип Витрати часу на обробку
одного виробу

Загальний фонд
робочого часу

обладнання A B C обладнання
Фрезерне 2 4 5 120
Токарне 1 8 6 280

Зварювальне 7 4 5 240
Шлiфувальне 4 6 7 360
Прибуток 10 14 12

Потрiбно визначити, скiльки виробiв та якого виду слiд виготовити пiд-
приємству, щоб прибуток вiд їх реалiзацiї був максимальним. Скласти
математичну модель завдання.

2. Продукцiєю мiського молочного заводу є молоко, кефiр та сметана,
що розфасованi у пляшки. На виробництво 1 т молока, кефiру та
сметани потрiбно вiдповiдно 1010, 1010 та 9450 кг молока. При цьому
витрати робочого часу при розливi 1 т молока та кефiру становлять 0,18
та 0,19 машино-годин. На розфасовцi 1 т сметани зайнятi спецiальнi
автомати протягом 3,25 год. Усього для виробництва цiльномолочной
продукцiї завод може використовувати 136 000 кг молока. Основне
обладнання може бути зайняте протягом 21,4 машино-годин, а автомати
з розфасовки сметани—протягом 16,25 год. Прибуток вiд реалiзацiї 1 т
молока, кефiру та сметани вiдповiдно дорiвнює 30, 22 та 136 гр. од. Завод
повинен щодня виробляти щонайменше 100 т молока, розфасованого
у пляшки. На виробництво iншої продукцiї немає жодних обмежень.
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Потрiбно визначити, яку продукцiю та в якiй кiлькостi слiд щодня
виготовляти заводу, щоб прибуток вiд її реалiзацiї був максимальним.
Скласти математичну модель завдання.

3. На швейнiй фабрицi тканина може бути розкроєна декiлькома спосо-
бами для виготовлення потрiбних деталей швейних виробiв. Нехай при
j−м варiантi розкрою (j = 1, . . . , n) 100 м2 тканини виготовляється
bij деталей i-го виду (i = 1, . . . ,m),а величина вiдходiв при даному
варiантi розкрою дорiвнює cj м2. Знаючи, що деталей i-го виду слiд ви-
готовлятиBi штук, потрiбно розкроїти тканину так, щоб була отримана
необхiдна кiлькiсть деталей кожного виду при мiнiмальних загальних
вiдходах. Скласти математичну модель завдання.

4. У трьох пунктах вiдправлення зосереджений однорiдний вантаж у
кiлькостях, вiдповiдно рiвних 420, 380 та 400 т. Цей вантаж необхiдно
перевезти у три пункти призначення у кiлькостях, вiдповiдно рiвних
260, 520 та 420 т. Вартiсть перевезень 1 т вантажу з кожного пункту
вiдправлення в кожен пункт призначення є вiдомими величинами i
задається матрицею:

(cij) =

2 4 3
7 5 8
6 9 7

 .

Знайти план перевезень, що забезпечує вивезення наявного в пунктах
вiдправлення та завезення необхiдного у пунктах призначення вантажу
за мiнiмальної загальної вартостi перевезень.

5.Кондитерська фабрика для виробництва трьох видiв карамелiA,B та
C використовує три види основної сировини: цукровий пiсок, патоку та
фруктове пюре. Норми витрат сировини кожного виду на виробництво 1
т карамелi даного виду наведено у таблицi. У нiй же зазначено загальну
кiлькiсть сировини кожного виду, яка може бути використана фабрикою,
а також наведено прибуток вiд реалiзацiї 1 т карамелi цього виду.
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Вид сировини Норми витрати Загальна кiлькiсть
сировини (т.)

A B C
Цукровий пiсок 0.8 0.5 0.6 800

Патока 0.4 0.4 0.3 600
Фруктове пюре - 0.1 0.1 120
Прибуток вiд 1 т.
продукцiї (гр. од.) 108 112 126

Знайти план виробництва карамелi, який би забезпечив максимальний
прибуток вiд її реалiзацiї.

6. При вiдгодiвлi тварин кожна тварина щодня має отримати щонай-
менше 60 од. поживної речовини A, щонайменше 50 од. речовини B, та
не менше 12 од. речовини C. Зазначенi поживнi речовини мiстять три
види корму. Вмiст одиниць поживних речовин в 1 кг кожного з видiв
корму наведено в таблицi:

Поживнi Кiлькiсть одиниць поживних речовин
на 1 кг корму виду

речовини I II III
A 1 3 4
B 2 4 2
C 1 4 3

Скласти денний рацiон, що забезпечує отримання необхiдної кiлькостi
поживних речовин за мiнiмальних грошових витрат, якщо цiна 1 кг
корму I виду становить 9 гр. од., корми II виду — 12 гр. од. i корми III
виду — 10 гр. од.

7. У m пунктах можуть бути розмiщенi пiдприємства, якi виробляють
деяку однорiдну продукцiю. Ця продукцiя надходить у n пунктiв її
споживання, причому у j-му пунктi (j = 1, n) потреби в продукцiї
рiвнi aj одиницям. Витрати, пов’язанi з доставкою одиницi продукцiї
з i-го пункту вiдправлення в j-й пункт споживання, становлять cij
гр. од. Вiдомо, що у i-му (i = 1,m) пунктi виготовлення продукцiї
максимальний обсяг її виробництва не може перевищувати bi одиниць
(i = 1,m), а витрати, пов’язанi з виготовленням одиницi виробленої
продукцiї, становлять di гр. од.(i = 1,m). Визначити таке розмiщення
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пiдприємств, у якому забезпечуються потреби у продукцiї кожному з
пунктiв її споживання при найменших загальних витратах, що пов’язанi
з виробництвом i доставкою продукцiї.

8. Для виробництва n видiв виробiв пiдприємство використовуєm груп
взаємозамiнного обладнання. Виробiв i-го виду необхiдно виготовити
Bi одиниць (i = 1, n), причому j-та група обладнання може бути
зайнята виготовленням виробiв не бiльше нiж aj годин (j = 1,m). Час
виготовлення одного виробу i-го виду на j-й групi обладнання дорiвнює
aij годинам, а цiна виробництва дорiвнює cij гр. од. Визначити, скiльки
виробiв даного виду з використанням кожної з груп обладнання слiд
виготовити, щоб зробити потрiбну кiлькiсть виробiв кожного виду за
найменшої загальної вартостi їх виготовлення.

9. При вирощуваннi деякої культури (або групи спорiднених культур)
може бути використаний i-й вид добрив у кiлькостi, не бiльшiй нiж
bi (i = 1,m) кг. Вся посiвна площа мiстить n ґрунтово-клiматичних
зон, причому площа j-ї зони дорiвнює dj (j = 1, n) га. Внесення на
кожен гектар площi j-ї зони 1 кг добрив i-го виду збiльшує середню
врожайнiсть на cij центнерiв. Потрiбно розподiлити видiлений фонд
добрив мiж посiвними зонами так щоб сумарний прирiст врожайностi
культур за рахунок внесення добрив був максимальний.

10. Для виробництва чавунного лиття використовується n рiзних ви-
хiдних шихтових матерiалiв (чавун рiзних марок, сталевий брухт,
ферофосфор i др.) Хiмiчний склад чавунного лиття визначається вмi-
стом у ньомуm хiмiчних елементiв (кремнiю, марганцю, фосфору та
iн.) Готовий чавун повинен мати суворо визначений хiмiчний склад,
який задається величинами Hj, що представляють собою частки (у
вiдсотках) j-го (j = 1,m) хiмiчного елемента у готовому продуктi.
При цьому вiдомi величини: hij – змiст (у вiдсотках) j-го хiмiчного
елемента в i-му (i = 1, n) вихiдному шихтовому матерiалi, ci – цiна
одиницi кожного i-го шихтового матерiалу. Визначити склад шихти,
що забезпечує отримання лиття заданої якостi за мiнiмальної загальної
вартостi використовуваних шихтових матерiалiв.
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11. Для виробництва столiв та шаф меблева фабрика використовує
необхiднi ресурси. Норми витрат ресурсiв на один вирiб даного виду,
прибуток вiд реалiзацiї одного виробу та загальна кiлькiсть наявних
ресурсiв кожного виду наведено у наступнiй таблицi:

Ресурси Норми витрат ресурсiв
на один вирiб

Загальна
кiлькiсть
ресурсiв

стiл шафа
Деревина (м3):

I виду 0,2 0,1 40
II виду 0,1 0,3 60

Трудомiсткiсть (люд-год.) 1,2 1,5 371,4
Прибуток вiд реалiзацiї
одного виробу (гр. од.) 6 8

Визначити, скiльки столiв та шаф фабрицi слiд виготовляти, щоб
прибуток вiд їх реалiзацiї був максимальним.

12. Для виробництва двох видiв виробiв використовується токарне,
фрезерне та шлiфувальне обладнання. Норми витрат часу кожного
з типiв устаткування на один вирiб даного виду наведено у таблицi.
У нiй же зазначений загальний фонд робочого часу кожного з типiв
устаткування, а також прибуток вiд одного виробу.

Тип
обладнання

Витрати часу (верстат-год.)
на обробку одного виробу

Загальний фонд
корисного

робочого часу
обладнання

A B (год.)
Фрезерне 10 8 168
Токарне 5 10 180

Шлiфувальне 6 12 144
Прибуток вiд

реалiзацiї одного
виробу (гр. од.)

14 18

Знайти план випуску виробiв, який би забезпечував максимальний
прибуток вiд реалiзацiї.
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13. На меблевiй фабрицi iз стандартних листiв фанери необхiдно
вирiзати заготiвлi трьох видiв у кiлькостях, вiдповiдно рiвних 24, 31
та 18 шт. Кожен аркуш фанери може бути розрiзаний на заготовки
двома способами. Кiлькiсть одержуваних заготовок при даному способi
розкрою наведено у таблицi. У нiй же зазначена кiлькiсть вiдходiв, що
утворюються при даному способi розкрою одного листа фанери.

Вид заготiвлi Кiлькiсть заготовок (шт.)
при розкрої за способом

1 2
I 2 6
II 5 4
III 2 3

Кiлькiсть
вiдходiв (см2) 12 16

Визначити, скiльки листiв фанери i яким способом слiд розкроїти
так, щоб було отримано не менше потрiбної кiлькостi заготовок при
мiнiмальних вiдходах.

14.На звiрофермi можуть вирощуватися чорно-бурi лисицi та песцi. Для
забезпечення нормальних умов їхнього вирощування використовується
три види кормiв. Кiлькiсть корму кожного виду, яку повиннi щодня
отримувати лисицi та песцi, наведено у таблицi. У нiй же зазначено
загальну кiлькiсть корму кожного виду, яка може бути використана
звiрофермою, та прибуток вiд реалiзацiї однiєї шкiрки лисицi та песця.

Вид корму
Кiлькiсть одиниць корму,

якi щодня повиннi
отримувати

Загальна
кiлькiсть
корму

лисиця песець
I 2 3 180
II 4 1 240
III 6 7 426

Прибуток
вiд реалiзацiї

однiєї шкiри (гр. од.)
16 12

Визначити, скiльки лисиць i песцiв слiд вирощувати на звiрофермi,
щоб прибуток вiд реалiзацiї їх шкурок був максимальним.
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15.Для виготовлення рiзних виробiвA,B таC пiдприємство використо-
вує три рiзнi види сировини. Норми витрати сировини на виробництво
одного виробу кожного виду, цiна одного виробу A,B i C, а також
загальна кiлькiсть сировини кожного виду, яка може бути використана
пiдприємством, наведено у таблицi.

Вид сировини
Норми затрат
сировини (кг)
на один вирiб

Загальна
кiлькiсть
сировини

A B C
I 18 15 12 360
II 6 4 8 192
III 5 3 3 180

Вартiсть
одного виробу

(гр. од.)
9 10 16

Вироби A,B та C можуть вироблятися у будь-яких спiввiдношеннях
(збут забезпечений), але виробництво обмежено видiленою пiдприєм-
ству сировиною кожного виду. Скласти план виробництва виробiв, у
якому загальна вартiсть усiєї виробленої пiдприємством продукцiї є
максимальною.

16. На швейнiй фабрицi для виготовлення чотирьох видiв виробiв може
бути використана тканина трьох артикулiв. Норми витрати тканин всiх
артикулiв на пошиття одного виробу наведено у таблицi. У нiй же
вказанi наявна у розпорядженнi фабрики загальна кiлькiсть тканин
кожного артикула та цiна одного виробу даного виду. Визначити, скiльки
виробiв кожного виду має зробити фабрика, щоб вартiсть виготовленої
продукцiї була максимальною.
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Артикул
тканини

Норма витрати тканини (м)
на один вирiб виду

Загальна
кiлькiсть
тканин (м)

1 2 3 4
I 1 — 2 1 180
II — 1 3 2 210
III 4 2 — 4 800
Цiна

одного виробу
(гр. од.)

9 6 4 7

17. Пiдприємство випускає чотири види продукцiї та використовує
три типи основного обладнання: токарне, фрезерне та шлiфувальне.
Витрати часу на виготовлення одиницi виробленої продукцiї кожного
з типiв обладнання наведено в таблицi. В нiй же зазначенi загальний
фонд робочого часу кожного з типiв обладнання, а також прибуток вiд
одного виробу цього виду. Визначити такий обсяг випуску шкiряних
виробiв, у якому загальний прибуток вiд реалiзацiї є максимальною.

Тип обладнання

Витрати часу
(верстат-год.)

на одиницю продукцiї
виду

Загальний
фонд

робочого часу

1 2 3 4 (верстат-год.)
Токарне 2 1 1 3 300
Фрезерне 1 – 2 1 70

Шлiфувальне 1 2 1 – 340
Прибуток

вiд реалiзацiї
одиницi продукцiї

(гр. од.)

8 3 2 1

18. Для перевезень вантажу на трьох лiнiях можуть бути використанi
судна трьох типiв. Продуктивнiсть судiв пiд час використання їх у
рiзних лiнiях характеризується даними, наведеними у таблицi. У нiй же
зазначено загальний час, протягом якого судна кожного типу перебува-
ють у експлуатацiї, i мiнiмально необхiднi обсяги перевезень кожної з
лiнiй. Визначити, якi судна, на якiй лiнiї та протягом якого часу слiд
використовувати, щоб забезпечити максимальне завантаження судiв з
урахуванням можливого часу їх експлуатацiї.
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Тип судна
Продуктивнiсть суден

(млн. тонно-мiль
на добу) на лiнiї

Загальний час
експлуатацiї
суден (доб.)

1 2 3
I 8 14 11 300
II 6 15 13 300
III 12 12 4 300

Заданий обсяг
перевезень

(млн. тонно-мiль)
3000 5400 3300

19. На ткацькiй фабрицi для виготовлення трьох артикулiв тканини
використовуються ткацькi верстати двох типiв, пряжа та барвники. У
таблицi вказанi продуктивнiсть верстатiв кожного типу, норми витрати
пряжi та барвникiв, цiна 1 м тканини даного артикула, а також загальний
фонд робочого часу верстатiв кожного типу, що є у розпорядженнi
фабрики, фонди пряжi та барвникiв та обмеження на можливий випуск
тканин даного артикула. Скласти такий план виготовлення тканин,
згiдно з яким буде вироблена можлива кiлькiсть тканин даного артикулу,
а загальна вартiсть всiх тканин максимальна.

Ресурси Норми витрат на
1 м тканини артикулу

Загальна
кiлькiсть
ресурсiв

1 2 3
Продуктивнiсть

верстатiв
(станко-год.):

I типа 0.02 – 0.04 200
II типа 0.04 0.03 0.01 500

Пряжа (кг) 1.0 1.5 2.0 15000
Барвники (кг) 0.03 0.02 0.025 450

Цiна 1 м
тканини (гр. од.) 5 8 8 –

Випуск тканини (м):
мiнiмальний 1000 2000 2500 –
максимальний 2000 9000 4000 –

20.Машинобудiвне пiдприємство для виготовлення чотирьох видiв про-
дукцiї використовує токарне, фрезерне, свердлильне, розточувальне та
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шлiфувальне обладнання, а також комплектуючi вироби. Крiм того, зби-
рання виробiв вимагає виконання певних складально-налагоджувальних
робiт. Норми витрат всiх видiв ресурсiв виготовлення кожного з виробiв
наведено у таблицi. У цiй же таблицi зазначенi готiвковий фонд ко-
жного з ресурсiв, прибуток вiд одиницi продукцiї даного виду, а також
обмеження на можливий випуск продукцiї 2-го i 3-го видiв. Знайти план
випуску продукцiї, за яким прибуток вiд її реалiзацiї є максимальним.

Ресурси Норми витрат на виготовлення Загальний
одного виробу об’єм

1 2 3 4 ресурсiв
Продуктивнiсть
обладнання
(люд.-год.):
токарного 550 – 620 – 64270
фрезерного 40 30 20 20 4800

свердлувального 86 110 150 52 22360
розточувального 160 92 158 128 26240
шлiфувального – 158 30 50 7900
Комплектуючi
вироби (шт.) 3 4 3 3 520

Складально-
налагоджувальнi

роботи (людина-ч.)
4.5 4.5 4.5 4.5 720

Прибуток вiд
реалiзацiї одного
виробу (гр. од.)

315 278 573 370 –

Випуск (шт.):
мiнiмальний – 40 – – –
максимальний – – 120 – –

21. Для обiгрiву примiщень використовують чотири агрегати, кожен
з яких може працювати на будь-якому з п’яти сортiв палива, що є в
кiлькостях 90, 110. 70, 80 та 150т. Потреба у паливi кожного з агрегатiв
вiдповiдно дорiвнює 80, 120, 140 та 160т. Теплотворна здатнiсть i-го
сорту палива при використаннi його на j-м агрегатi задається матрицею:
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(cij) =


8 7 9 11 8
6 5 8 7 6
7 11 5 8 7
9 8 7 9 11

 .

Знайти такий розподiл палива мiж агрегатами, при якому виходить
максимальна кiлькiсть теплоти вiд використання всього палива.

22. Цегла, що виготовляється на п’яти цегельних заводах, надходить на
шiсть об’єктiв, що будуються. Щоденне виробництво цегли та потреба
в ньому вказанi в таблицi. У нiй же вказано вартiсть перевезення 1000
шт. цеглини з кожного iз заводiв до кожного з об’єктiв.

Цегляний Цiна перевезення 1 тис. шт. цегли Виробництво
завод до об’єкту, що будується цегли

1 2 3 4 5 6 (тис. шт)
1 8 7 5 10 12 8 240
2 13 8 10 7 6 13 360
3 12 4 11 9 10 11 180
4 14 6 12 13 7 14 120
5 9 12 14 15 8 13 150

Потреба
в цеглi

(тис. шт.)
230 220 130 170 190 110

Скласти план перевезень, згiдно з яким забезпечуються потреби в
цеглi на кожному з об’єктiв, що будуються, при мiнiмальнiй загальнiй
вартостi перевезень.

23.Для пiдтримки нормальної життєдiяльностi людинiщодня необхiдно
споживати щонайменше 118 г бiлкiв, 56 г жирiв, 500 г вуглеводiв, 8 г
мiнеральних солей. Кiлькiсть поживних речовин, що мiстяться в 1 кг
кожного виду споживаних продуктiв, а також цiна 1 кг кожного з цих
продуктiв наведенi в таблицi нижче. Скласти денний рацiон, що мiстить
не менше мiнiмальної добової норми потреби людини у необхiдних
поживних речовинах при мiнiмальнiй загальнiй вартостi споживаних
продуктiв.



50 Роздiл 3. Завдання на складання математичних моделей

Поживнi
речовини

Змiст (г) поживних речовин
в 1 кг продуктiв

м’ясо риба молоко масло сир крупа картопля
Бiлки 180 190 30 10 260 130 21
Жири 20 3 40 865 310 30 2

Вуглеводи – – 50 6 20 650 200
Мiнеральнi

солi 9 10 7 12 60 20 10

Цiна 1 кг
продуктiв
(гр. од.)

1,8 1,0 0,28 34 2,9 0,5 0,1

24. Для виробництва трьох видiв продукцiї пiдприємство використовує
два типи технологiчного обладнання та два види сировини. Норми
витрат сировини та часу на виготовлення одного виробу кожного виду
наведено у таблицi. У нiй же зазначенi загальний фонд робочого часу
кожної з груп технологiчного устаткування, обсяги наявної сировини
кожного виду, а також вартiсть одного виробу цього виду та обмеження
можливого випуску кожного з виробiв.

Ресурси Норми витрат
на один вирiб виду

Загальна
кiлькiсть

1 2 3 ресурсiв
Продуктивнiсть
обладнання
(нормо-год.):

I типу 2 — 4 200
II типу 4 3 1 500

Сировина (кг):
1-го виду 10 15 20 1495
2-го виду 30 20 25 4500

Цiна одного
виробу (гр. од.) 10 15 20 —
Випуск (шт.):
мiнiмальний 10 20 25 —
максимальний 20 40 100 —

Скласти такий план виробництва продукцiї, за яким буде виготовлено
необхiдну кiлькiсть виробiв кожного виду, а загальна вартiсть усiєї
продукцiї максимальна.
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25. Пiд час виробництва чотирьох видiв кабелю виконується п’ять груп
технологiчних операцiй. Норми витрат на 1 км кабелю цього виду на
кожної з груп операцiй, прибуток вiд реалiзацiї 1 км кожного виду
кабелю, i навiть загальний фонд робочого час, протягом якого можуть
виконуватися цi операцiї, зазначенi у таблицi.

Технологiчна
операцiя

Норми витрат часу (год.)
на обробку 1 км кабелю виду

Загальний
фонд

робочого часу
(год.)

1 2 3 4
Волочiння 1,2 1,8 1,6 2,4 7200
Накладання
iзоляцiй 1,0 0,4 0,8 0,7 5 600

Скручування
елементiв
в кабель

6,4 5,6 6,0 8,0 11 176

Покрити
свинцем 30 — 1,8 2,4 3 600

Випробування
та контроль 2,1 1,5 0,8 3,0 4 200

Прибуток
вiд реалiзацiї
1 км кабелю
(гр. од.)

1,2 0,8 1,0 1,3

Визначити такий план випуску кабелю, у якому загальний прибуток
вiд продукцiї, що виготовляється, є максимальним.

26. Для виробництва трьох видiв виробiв A,B та C використовується
три рiзних види сировини. Кожен iз видiв сировини може бути викори-
станий у кiлькостi, вiдповiдно не бiльшiй за 180, 210 та 244 кг. Норми
витрат кожного з видiв сировини на одиницю продукцiї даного виду та
цiна одиницi продукцiї кожного виду наведено у таблицi. Визначити
план випуску продукцiї, за яким забезпечується її максимальна вар-
тiсть.
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Вид сировини Норми витрат сировини (кг)
на одиницю

A B C
I 4 2 1
II 3 1 3
III 1 2 5

Цiна одиницi
продукцiї
(гр. од.)

10 14 12

27. Для виготовлення чотирьох видiв продукцiї пiдприємство вико-
ристовує три типи ресурсiв. Норми витрат ресурсiв кожного типу на
одиницю продукцiї, їх наявнiсть у розпорядженнi пiдприємства, а також
цiна одиницi продукцiї наведено в таблицi. Потрiбно визначити план
випуску продукцiї, при якому забезпечується її максимальна вартiсть.

Тип Норма витрати ресурсiв Наявнiсть
ресурсу на одиницю продукцiї ресурсу

A B C D
I 1 0 2 1 180
II 0 1 3 2 210
III 4 2 0 4 800

Прибуток
вiд реалiзацiї
1 км кабелю
(гр. од.)

9 6 4 7

28. Для виробництва продукцiї трьох видiв A,B та C використовується
три рiзнi види сировини. Кожен iз видiв сировини може бути викори-
станий в обсязi, вiдповiдно не бiльшому, нiж 180, 210 та 236 кг. Норми
витрат кожного з видiв сировини на одиницю продукцiї даного виду та
цiна одиницi продукцiї кожного виду наведено у таблицi.

Вид сировини Норми витрат сировини (кг)
на одиницю продукцiї

вирiб A вирiб B вирiб C
I 4 4 1
II 3 1 3
III 1 2 5

Цiна одиницi
продукцiї (гр. од.) 10 14 12
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Потрiбно визначити план випуску продукцiї, що забезпечує макси-
мальний випуск у вартiсному виразi.

29. З чотирьох видiв сировини необхiдно скласти сумiш, в склад якої
має входити 26 од. хiмiчної речовини A, 30 од. — речовини B i не
менше 24 од. — речовини C. Кiлькiсть одиниць хiмiчної речовини, що
мiститься в 1 кг сировини кожного виду, зазначено у таблицi. У нiй же
наведена цiна 1 кг сировини кожного виду.

Речовина Кiлькiсть одиниць речовини,
що мiститься в 1 кг сировини виду

1 2 3 4
A 1 1 — 4
B 2 — 3 5
C 1 2 4 6

Цiна 1 кг
сировини (гр. од.) 5 6 7 4

Скласти сумiш, що мiстить не менше потрiбної кiлькостi речовин
даного виду i має мiнiмальну вартiсть.

30. Сталевi прути довжиною 110 см необхiдно розрiзати на заготовки
довжиною 45, 35 i 50 см. Необхiдна кiлькiсть заготовок даного виду
становить вiдповiдно 40, 30 та 20 шт. Можливi варiанти розрiзу та
величина вiдходiв при кожному з них наведенi у наступнiй таблицi.

Варiант розрiзуДовжина заготовки (см)
1 2 3 4 5 6

45 2 1 1 — — —
35 — 1 — 3 1 —
50 — — 1 — 1 2

Величина вiдходiв (см) 20 30 15 5 25 10

Визначити, скiльки лозин по кожному з можливих варiантiв слiд розрi-
зати, щоб отримати не меншу кiлькiсть заготовок кожного виду при
мiнiмальних вiдходах.

31. З вiдходiв виробництва пiдприємство може органiзувати випуск
чотирьох видiв продукцiї. Для цього воно планує використовувати два
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типи обладнання, що взаємозамiнюється. Кiлькiсть виробiв кожного
виду, яке може бути виготовлено на вiдповiдному устаткуваннi протя-
гом 1 год, а також витрати, пов’язанi з виробництвом одного виробу,
наведенi у таблицi нижче.

Тип
обладнання

Кiлькiсть виробiв,
що виготовляються

протягом 1 години, виду

Витрати (грн.)
на виробництво

протягом 1 години
виробу виду

1 2 3 4 1 2 3 4
I 8 7 4 5 2,7 2,6 2,7 2,4
II 6 8 6 4 2,6 2,7 2,6 2,5

Обладнання I типу пiдприємство може використовувати не бiльше
80 год, а обладнання II типу – не бiльше 60 год. Враховуючи, що
пiдприємству слiд виготовити виробiв кожного виду вiдповiдно не
менше 240,160,150 та 220 од., визначити, за який час i на якому
обладнаннi слiд виготовляти кожен iз виробiв так, щоб отримати
щонайменше потрiбної кiлькостi виробiв за мiнiмальних витрат на їх
виробництво.

32. На меблевiй фабрицi виготовляється п’ять видiв продукцiї: столи,
шафи, дивани-лiжка, крiсла-лiжка та тахти. Норми витрат працi, а
також деревини та тканини на виробництво одиницi продукцiї даного
виду наведенi в таблицi нижче.

У цiй же таблицi зазначено прибуток вiд одного виробу кожного виду,
наведено загальну кiлькiсть ресурсiв даного виду, що є у розпорядженнi
фабрики, а також зазначено (на основi вивчення попиту), в межах яких
обсягiв може виготовлятися кожен вид продукцiї. Визначити план
виробництва продукцiї меблевою фабрикою, згiдно з яким прибуток
вiд її реалiзацiї є максимальним.
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Ресурси Норма витрати ресурсу
на одиницю продукцiї

Загальна
кiлькiсть
ресурсiв

стiл шафа диван-
лiжко

крiсло-
лiжко

тахта

Трудовитрати
(людина-ч.) 4 8 12 9 10 3456

Деревина м3 0,4 0,6 0,3 0,2 0,3 432
Тканина (м) — — 6 4 5 2000
Прибуток вiд
реалiзацiї
одного

виробу(грн.)

8 10 16 14 12 —

Випуск (шт.):
мiнiмальний 120 90 20 40 30 —
максимальний 480 560 180 160 120 —

33. На молочному комбiнатi для виробництва двох видiв вершкового
морозива та двох видiв пломбiру потрiбно молоко натуральне, молоко
сухе, молоко сухе знежирене, масло вершкове, цукор, молоко згуще-
не, молоко згущене знежирене, а також використовується вiдповiдне
обладнання для розфасовки та пакування морозива. Норми витрат
зазначених ресурсiв виробництва 1 т морозива наведено у таблицi
(дивись нижче).

У цiй же таблицi зазначено прибуток вiд реалiзацiї 1 т морозива
кожного виду, наведено загальну кiлькiсть ресурсiв даного виду, що
є у розпорядженнi молочного комбiнату, а також вказано мiнiмально
можливий випуск вершкового морозива II-го виду та максимально
можливий — пломбiру I-го виду (цi межi визначенi на основi попиту на
морозиво). Визначити план виробництва морозива молочним комбiна-
том, який би забезпечив максимальний прибуток вiд його реалiзацiї.
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Ресурси (кг) Норма витрат ресурсу
на 1 т морозива

Загальна
кiлькiсть

вершкове
I виду

вершкове
II виду

пломбiр
I виду

пломбiр
II виду

ресурсiв

Молоко
натуральне 550 — 620 — 64 100

Молоко сухе 40 30 20 20 4800
Молоко сухе
знежирене 30 40 30 30 55200

Масло вершкове 86 110 150 52 22360
Цукор 160 92 158 128 26240

Молоко згущене — — — 50 800
Молоко згущене

знежирене — 158 30 50 7910

Продуктивнiсть
обладнання

(машино-год.)
4,5 4,5 4,5 4,5 720

Прибуток вiд
реалiзацiї 1 т

морозива (гр.од.)
315 278 573 370 —

Випуск (т.):
мiнiмальний — 40 — — —
максимальний — — 120 — —

34. Чотири пiдприємства даного економiчного району для виробництва
продукцiї використовують три види сировини. Потреби у сировинi
кожного з пiдприємств вiдповiдно дорiвнюють 120, 50, 190 та 110 од.
Сировина зосереджена у трьох мiсцях її отримання, а запаси вiдповiдно
дорiвнюють 160, 140, 170 од. На кожне з пiдприємств сировина може
завозитись з будь-якого пункту її отримання. Тарифи перевезень є
вiдомими величинами та задаються матрицею:

C =

7 8 1 2
4 5 9 8
9 2 3 6

 .

Скласти такий план перевезень, за яким загальна вартiсть перевезень є
мiнiмальною.
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35. На трьох складах оптової бази зосереджено однорiдний вантаж
у кiлькостях 180, 60 та 80 од. Цей вантаж необхiдно перевезти до
чотирьох магазинiв. Кожен iз магазинiв повинен отримати вiдповiдно
120, 40, 60 та 80 од. вантажу. Тарифи перевезень одиницi вантажу з
кожного зi складiв у всi магазини задаються матрицею:

C =

2 3 4 3
5 3 1 2
2 1 4 2

 .

Скласти такий план перевезень, за яким загальна вартiсть перевезень є
мiнiмальною.

36. Виробниче об’єднання має у своєму складi три фiлiї, якi виробляють
однорiдну продукцiю вiдповiдно у кiлькостях, рiвних 50, 30 та 10 од. Цю
продукцiю отримують чотири споживачi, розташованi у рiзних мiсцях.
Їхнi потреби вiдповiдно рiвнi 30, 30, 10 i 20 од. Тарифи перевезень
одиницi продукцiї вiд кожної з фiлiй вiдповiдним споживачам задаються
матрицею:

C =

1 2 4 1
2 3 1 5
3 2 4 4

 .

Скласти такий план прикрiплення одержувачiв продукцiї до її поста-
чальникiв, за яким загальна вартiсть перевезень є мiнiмальною.

37. Три пiдприємства даного економiчного району можуть виробляти
деяку однорiдну продукцiю у кiлькостях, вiдповiдно рiвних 180, 350
та 20 од. Ця продукцiя має бути поставлена п’ятьом споживачам у
кiлькостях, вiдповiдно рiвних 110, 90, 120, 80 та 150 од. Витрати,
пов’язанi з виробництвом та доставкою одиницi продукцiї, задаються
матрицею:

C =

7 12 4 6 5
1 8 6 5 3
6 13 8 7 4

 .



58 Роздiл 3. Завдання на складання математичних моделей

Скласти такий план прикрiплення споживачiв до постачальникiв, у
якому загальнi витрати є мiнiмальними.

38. На три бази A1, A2, A3 надiйшов однорiдний вантаж у кiлькостях,
вiдповiдно рiвних 140, 180 та 160 од. Цей вантаж потрiбно перевезти в
п’ять пунктiв призначення B1, B2, B3, B4, B5 вiдповiдно в кiлькостях
60, 70, 120, 130 та 100 од. Тарифи перевезень одиницi вантажу з кожного
з пунктiв вiдправлення до вiдповiдних пунктiв призначення вказанi в
наступнiй таблицi:

Пункти
вiдправлення Пункти призначення Запаси

B1 B2 B3 B4 B5

A1 2 3 4 2 4 140
A2 8 4 1 4 1 180
A3 9 7 3 7 2 160

Потреби 60 70 120 130 100 480

Знайти план перевезень цiєї транспортної задачi.

39. Для будiвництва чотирьох дорiг використовується гравiй iз трьох
кар’єрiв. Запаси гравiю у кожному з кар’єрiв вiдповiдно дорiвнюють
120, 280 та 160 у. од. Потреби у гравiю для будiвництва кожної з дорiг
вiдповiдно дорiвнюють 130, 220, 60 та 70 у. од. Вiдомi також тарифи
перевезень 1 у. од. гравiю з кожного з кар’єрiв до кожної з дорiг, що
будуються, якi задаються матрицею:

L =

1 7 9 5
4 2 6 8
3 8 1 2

 .

Скласти такий план перевезень гравiю, при якому потреби в ньому ко-
жної з дорiг, що будуються, були б задоволенi при найменшiй загальнiй
вартостi перевезень.

40. Для будiвництва чотирьох об’єктiв використовується цегла, що
виготовляється на трьох заводах. Щодня кожен iз заводiв може виго-
товляти 100, 150 та 50 од. цегли. Щоденнi потреби в цеглi на кожному
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з об’єктiв, що будуються вiдповiдно рiвнi 75, 80, 60 i 85 од. Вiдомi
також тарифи перевезень 1 од. цегли з кожного iз заводiв до кожного з
об’єктiв, що будуються, якi задаються матрицею:

C =

6 7 3 5
1 2 5 6
8 10 20 1

 .

Скласти такий план перевезень цегли до об’єктiв, що будуються, при
якому загальна вартiсть перевезень є мiнiмальною.

41. На трьох хлiбокомбiнатах щодня виробляється 110, 190 та 90 т
борошна. Це борошно споживається чотирма хлiбозаводами, щоденнi
потреби яких рiвнi вiдповiдно 80, 60, 170 i 80 т. Тарифи перевезень
1 т борошна з хлiбокомбiнатiв до кожного з хлiбозаводiв задаються
матрицею:

C =

8 1 9 7
4 6 2 12
3 5 8 9

 .

Скласти такий план доставки борошна, за яким загальна вартiсть
перевезеннь є мiнiмальною.

42. У трьох сховищах пального щодня зберiгається 175, 125 та 140
т бензину. Цей бензин щодня отримують чотири заправнi станцiї в
кiлькостях, рiвних вiдповiдно 180, 110, 60 i 40 т. Вартiсть перевезення
1 т. бензину iз сховищ до заправних станцiй задана матрицею:

C =

9 7 5 3
1 2 4 6
8 10 12 1

 .

Скласти такий план перевезень бензину, за яким загальна вартiсть
перевезень є мiнiмальною.
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43. На трьох складах оптової бази зосереджено борошно в кiлькостях,
рiвних вiдповiдно 140, 360 i 180 т. Це борошно необхiдно завезти до
п’яти магазинiв, кожен з яких повинен отримати вiдповiдно 90, 120,
230, 180 i 60 т. З першого складу муку неможливо перевозити в 2-й
i 5-й магазини, а з 2-го складу в 3-й магазин має бути завезено 100 т
борошна. Знаючи тарифи перевезення 1 т борошна з кожного зi складiв
до вiдповiдних магазинiв, що визначаються матрицею:

C =

7 − 8 2 −
4 3 1 5 6
5 2 3 2 8

 ,

скласти план перевезень, який забезпечує мiнiмальну загальну вартiсть
цих перевезень.

44. На трьох залiзничних станцiях A1, A2, A3 зiбралося 120, 110 i 130
незавантажених вагонiв. Цi вагони необхiдно перегнати на залiзничнi
станцiї B1, B2, B3, B4 i B5. На кожнiй iз цих станцiй потреба у вагонах
вiдповiдно дорiвнює 80, 60, 70, 100 i 50. Враховуючи, що з залiзничної
станцiї A2 неможливо перегнати вагони на станцiї B2 та B4 i, знаючи,
що тарифи перегонки одного вагона визначаються матрицею:

C =

2 4 1 6 7
3 − 5 − 2
8 9 6 3 4

 ,

cкласти такий план перегону вагонiв, щоб загальна вартiсть була мiнi-
мальною.

45. На текстильному пiдприємствi є три типи ткацьких верстатiв. На
верстатах кожного з типiв можуть вироблятися чотири види тканин:
мiткаль, бязь, ситець та сатин. Продуктивнiсть кожного верстата та
собiвартiсть тканин наведенi у таблицi.
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Тип
вер-
стата

Продуктивнiсть верстата
(м/год) при виробленнi

Собiвартiсть (гр од.)
тканини при виробленнi

1 м/год
мiткалi бязi ситця сатина мiткалi бязi ситця сатина

I 24 30 18 42 2 1 3 1
II 12 15 9 21 3 2 4 1
III 8 10 6 14 6 3 5 2

Враховуючи, що фонд робочого часу кожної з груп ткацьких верстатiв
вiдповiдно дорiвнює 90, 220 i 180 верстат-годин, скласти такий план їх
завантаження, при якому загальна собiвартiсть тканин, що випускаю-
ться у кiлькостi 1200 м мiткалi, 900 м бязi, 1800 м ситця i 840 м сатину
є мiнiмальною.

46. На п’яти токарних верстатах рiзних типiв можна виконувати п’ять
операцiй обробки деталi. При цьому за кожним з верстатiв може бути
закрiплена лише одна операцiя i та сама операцiя може виконуватися
тiльки одним верстатом. Знаючи час виконання кожної з операцiй на
кожному станку, яке задається матрицею:

C =


2 4 6 8 3
1 3 2 7 6
7 2 4 5 8
9 1 3 4 6
3 2 1 4 5

 ,

cкласти такий розподiл операцiй мiж верстатами, при якому сумарнi
витрати часу на обробку деталi є мiнiмальними.

47. Є три земельнi дiлянки на яких можуть бути засiянi кукурудза,
пшениця, ячмiнь та просо. Площа кожної з дiлянок вiдповiдно дорiвнює
600, 180 та 220 га. З урахуванням наявностi насiння кукурудзою,
пшеницею, ячменем та просом слiд вiдповiдно засiяти 290, 180, 110
та 420 га. Урожайнiсть кожної з культур для кожної з дiлянок рiзна i
задається матрицею:
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C =


40 45 50
30 28 22
18 22 14
24 18 16

 .

Визначити, скiльки гектарiв кожної культури на кожнiй дiлянцi слiд
засiяти так, щоб загальний збiр зерна був максимальним.

48. На кожної iз чотирьох фiлiй виробничого об’єднання можуть ви-
готовлятися вироби чотирьох видiв. Враховуючи необхiднiсть погли-
блення спецiалiзацiї, на фiлiях вирiшено зосередити випуск лише по
одному виду виробiв. Собiвартiсть кожного з виробiв на кожному з
фiлiй рiзна i визначається матрицею:

C =


9 8 9 7
4 6 3 2
7 2 1 4
8 3 5 6

 .

Знайти такий розподiл випуску продукцiї мiж фiлiями, щоб загальна
собiвартiсть продукцiї була мiнiмальною.

49. М’ясокомбiнат має у своєму складi чотири заводи, на кожному
з яких може виготовлятися три види ковбасних виробiв. Потужностi
кожного iз заводiв вiдповiдно дорiвнюють 320, 280, 270 i 350 т/доб.
Щоденнi потреби у ковбасних виробах кожного виду також вiдомi
i вiдповiдно дорiвнюють 450, 370 та 400 т. Знаючи собiвартiсть 1 т
кожного виду ковбасних виробiв на кожному заводi, якi визначаються
матрицею:

C =


2 3 4
1 5 3
6 4 2
7 8 5

 .

Знайти такий розподiл випуску ковбасних виробiв мiж заводами, при
якому собiвартiсть продукцiї, що виготовляється, є мiнiмальною.
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50. У цеху пiдприємства вирiшено встановити додаткове обладнання.
Для його розмiщення видiлено 193 м2 площi. На придбання обладнання
пiдприємство може витратити 10 000 грош. од., при цьому воно може
купити устаткування двох видiв. Комплект обладнання I-го виду коштує
1000 грош. од., а II-го виду – 3000 грош. од.Придбання одного комплекту
обладнання I-го виду дозволяє збiльшити випуск продукцiї за змiну на
2 од., а одного комплекту обладнання II-го виду – на 4 од. Знаючи, що
для встановлення одного комплекту обладнання I-го виду потрiбно 2
м2 площi, а обладнання II-го виду – 1 м2 площi, визначити такий набiр
додаткового обладнання, що дає можливiсть максимально збiльшити
випуск продукцiї.

51. Для виконання робiт можуть бути використанi n механiзмiв. Проду-
ктивнiсть i-го механiзму (i = 1, n) при виконаннi j-й роботи (j = 1, n)
дорiвнює cij. Припускаючи, що кожен механiзм може бути використа-
ний тiльки на однiй роботi та кожна робота може виконуватися тiльки
одним механiзмом, визначити закрiплення механiзмiв за роботами,
що забезпечує максимальну продуктивнiсть. Побудувати математичну
модель завдання.

52.Мiнiстерству необхiдно скласти план розвитку кожного зm пiдпри-
ємств, що випускають однорiдну продукцiю. Число можливих варiантiв
розвитку i-го пiдприємства рiзне i дорiвнює n. Реалiзацiя j-го варiанта
розвитку i-го пiдприємства (j = 1, . . . , ni) вимагає капiтальних витрат,
рiвних Kij, i забезпечує випуск продукцiї обсягом bij одиниць. При
цьому економiчний ефект вiд капiтальних вкладень на розвиток i-го
пiдприємства за j-м варiантом дорiвнює cij . Враховуючи, що необхiдно
випустити продукцiї в кiлькостi B одиниць i що загальна величина
капiталовкладень обмежена i дорiвнюєK, скласти такий план розвитку
пiдприємств, при якому економiчний ефект вiд реалiзацiї обраних
варiантiв розвитку пiдприємств є максимальним.

53. В аеропорту для перевезення пасажирiв за n маршрутами може
бути використано m типiв лiтакiв. Мiсткiсть лiтака i-го типу дорiвнює
ai людей, а кiлькiсть пасажирiв, що перевозяться по j-му маршруту за
сезон, становить bj людей. Витрати, пов’язанi з використанням лiтака
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i-го типу на j-м маршрутi, складають cij гр. од. Визначити, скiльки
лiтакiв даного типу та на якому з маршрутiв слiд використовувати, щоб
задовольнити потреби у перевезеннях за найменших загальних витрат.

54. У взуттєвому виробничому об’єднаннi проводиться розкрiй m
рiзних партiй матерiалiв, причому кожна з партiй складається з bi
одиниць матерiалу, що має однакову форму (наприклад, пластини)
i розмiр. З матерiалiв всiх партiй потрiбно викроїти максимальну
кiлькiсть комплектiв деталей взуття, у кожен з яких входить dj(j =
1, . . . , n) деталей j-го виду, якщо при розкрої одиницi матерiалу i-ї
партiї k-му варiанту (k = 1, . . . , K) виходить akj деталей j-го виду.

55.Маємо n мiст, вiдстань мiж будь-якими двома з яких дорiвнює cij
(i = 1, n, j = 1, n). Знайти маршрут, що має мiнiмальну довжину, що
починається i закiнчується в тому самому мiстi i включає по одному
разу всi iншi мiста.

56. Для виконання чотирьох видiв землерийних робiт можна викори-
стовувати екскаватори чотирьох типiв. Продуктивнiсть екскаватора
i-го типу при виконаннi j-ї роботи задається матрицею

C =


0, 9 0, 8 0, 7 0, 9
0, 7 0, 8 0, 9 0, 8
0, 8 0, 6 0, 8 0, 9
0, 8 0, 7 0, 9 0, 7

 .

Враховуючи, що на кожнiй з робiт може бути зайнятий лише один екс-
каватор i всi екскаватори повиннi бути задiянi, знайти такий розподiл
екскаваторiв мiж роботами, який забезпечує максимальну продуктив-
нiсть.

57. Пароплав може бути використаний для перевезення 11 найменувань
вантажу, маса, обсяг та цiна одиницi кожного з яких наведенi в таблицi
нижче. На пароплав може бути завантажено не бiльше 800 т вантажу
загальним обсягом,що не перевищує 600м3. Визначити скiльки одиниць
кожного вантажу слiд помiстити на пароплав так, щоб загальна вартiсть
розмiщеного вантажу була максимальною.
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Параметри
одиницi Номер вантажу
вантажу 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Маса (т) 80 62 92 82 90 60 81 83 86 65 83
Об’єм (м3) 100 90 96 110 120 80 114 60 106 114 86

Цiна
(гр. од.) 4,4 2,7 3,2 2,8 2,7 2,8 3,3 3,5 4,7 3,9 4,0

58. З листового прокату потрiбно викроїти заготовки чотирьох видiв.
Один лист довжиною 184 см можна розрiзати на заготовки довжиною 45,
50, 65 i 85 см. Усього заготовок кожного виду необхiдно вiдповiдно 90,
96, 88 та 56 шт. Способи розрiзу одного листа на заготiвлi та величина
вiдходiв при кожному способi наведенi в наступнiй таблицi:

Довжина
заготовки

Кiлькiсть заготовок, що викроюються
з одного листа при розрiзi способом

(см) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
45 4 2 2 2 1 1 1 1 — — — — —
50 — 1 — — 2 — 1 1 3 2 1 — 2
65 — — 1 — — 2 1 — — 1 2 1 —
85 — — — 1 — — — 1 — — — 1 —

Величина
вiдходiв
(см)

4 44 29 9 39 9 24 4 34 19 4 34 14

Визначити, скiльки листiв по кожному з способiв слiд розрiзати, щоб
отримати потрiбну кiлькiсть заготовок даного виду при мiнiмальних
загальних вiдходах.

59. Пiдприємство має випустити два види продукцiї A та B для виго-
товлення яких використовується три види сировини. Норми витрати
сировини кожного виду на виробництво одиницi продукцiї даного виду
наведено у таблицi. У нiй же зазначенi запаси сировини кожного виду,
яка може бути використана на виробництво одиницi продукцiї даного
виду. Вiдомо, що цiна одиницi виробленої продукцiї може змiнюватися
для виробу A вiд 2 до 12 гр. од, виробуB — вiд 13 до 3 гр. од., причому
цi змiни визначаються спiввiдношеннями c1 = 2 + t, c2 = 13 − t, де
0 ≤ t ≤ 10. Для кожного з можливих значень цiни одиницi продукцiї
кожного з видiв знайти такий план їх виробництва, при якому загальна
вартiсть продукцiї є максимальною.
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Вид Норми витрати сировини Запаси
сировини на виробництво одиницi продукцiї сировини

A B
I 4 1 16
II 2 2 22
III 6 3 36

60. У задачi бурiння нафтових свердловин на двох нафтоносних дiлян-
ках необхiдно розмiстити чотири рiзнi свердловини. Витрати пiдготовки
до бурiння на кожнiй дiлянцi та витрати на бурiння свердловин j на
дiлянках i (i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4) наведенi нижче. Потрiбно визначити
порядок розмiщення свердловин на дiлянках, у якому сумарнi витрати
мiнiмальнi.

Дiлянка Витрати на бурiння свердловин Витрати на пiдго-
1 2 3 4 товку до бурiння

1 2 1 8 5 5
2 4 6 3 1 6

Побудуйте модель цiлiсного програмування, яка вiдповiдає умовам
цiєї задачi.

61. Для виробництва n видiв продукцiї, збут якої забезпечений, пiд-
приємство використовуєm видiв сировини. Норми витрати сировини
i-го виду на виробництво одиницi продукцiї j-го виду дорiвнюють
aij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n). Вiдомий прибуток вiд реалiзацiї оди-
ницi продукцiї j-го виду, що дорiвнює cj(j = 1, . . . , n). Пiдприємство
може використовувати не бiльше нiж bi + di · t одиниць сировини
i-го виду (i = 1,m), де t – деякий параметр, значення якого належать
промiжку (α, β). Для кожного значення t визначити план виробництва
продукцiї, при якому прибуток вiд її реалiзацiї є максимальним.

62.У виробничому об’єднаннi n видiв продукцiї можуть вироблятисяm
технологiчними способами. Потреба продукцiї кожного виду визначає-
ться числами bi( i = 1, n). Кiлькiсть i-ї продукцiї, що виготовляється
j-м технологiчним способом в одиницю часу, дорiвнює aij + cij · t
(i = 1, n, j = 1,m), де t — певний параметр (α ≤ t ≤ β). Для кожного
значення параметра t визначити план виробництва продукцiї, згiдно з
яким необхiднa кiлькiсть продукцiї кожного виду буде виготовлена за
мiнiмальний час.
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63. Пiдприємство для виготовлення рiзних виробiв A,B та C викори-
стовує три види сировини. Норми витрати сировини кожного виду на
виробництво одиницi продукцiї даного виду наведено у таблицi. У нiй
же вказана цiна виробу кожного виду.

Вид
сировини

Норми витрат сировини (кг)
на одиницю продукцiї
A B C

I 18 15 12
II 6 4 8
III 5 3 3

Цiна одиницi
продукцiї (гр. од.) 9 10 16

Вироби A,B та C можуть виконуватись у будь-яких спiввiдноше-
ннях (збут забезпечений). Однак виробництво обмежено наявною у
розпорядженнi пiдприємства сировиною I-го виду в кiлькостi 360 кг,
II-го виду – у кiлькостi 192 кг i III-го виду – в кiлькостi 180 кг. Знайти
план виробництва виробiв, реалiзацiя якого забезпечує максимальний
випуск продукцiї у вартiсному вираженнi.

64. Для виробництва продукцiї трьох видiв A,B та C необхiднi три
рiзнi види сировини. Кожен iз видiв сировини може бути використаний
в обсязi, вiдповiдно не бiльшому нiж 180, 210 та 244 кг.

Вид
сировини

Норми витрат сировини (кг)
на одиницю продукцiї

вирiб A вирiб B вирiб C
I 4 2 1
II 3 1 3
III 1 2 5

Цiна одиницi
продукцiї (гр. од.) 10 14 12

Норми витрат кожного з видiв сировини на одиницю продукцiї
даного виду та цiна одиницi продукцiї даного виду наведенi у таблицi.
Визначити план виробництва продукцiї, що забезпечує максимальний
випуск у вартiсному розумiннi.
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65. Для виробництва трьох видiв виробiв пiдприємство використовує
три види сировини. Норми витрати кожного виду сировини визначаю-
ться матрицею:

A =

1 1 2
2 0 1
0 1 0

 .

Пiдприємство може використовувати сировини I-го виду не бiльше
20 од., II-го виду — не бiльше 42 од. III-го виду — не бiльше 36 од.
Цiна одиницi продукцiї кожного виду лiнiйно залежить вiд деякого
параметра t. Ця залежнiсть вiдповiдно має вигляд 2 + t, 12− t, 6 + t
(0 ≤ t ≤ 10).

Для кожного значення параметра t (0 ≤ t ≤ 10) знайти такий план
випуску продукцiї, реалiзацiя якого забезпечує максимальний випуск
виробiв у вартiсному розумiннi.

66. Для виробництва трьох видiв виробiв A,B та C пiдприємство
використовує чотири види сировини. Норми витрат сировини кожного
виду на виробництво одиницi продукцiї даного виду наведено у таблицi.
У нiй же зазначено прибуток вiд реалiзацiї одного виробу кожного
виду.

Вид сировини Норми витрат сировини (кг)
на одиницю продукцiї
A B C

I 2 3 —
II — 4 6
III 5 5 2
IV 4 — 7

Прибуток вiд реалiзацiї
одного виробу (гр. од.) 25 28 27

Вироби A,B та C можуть вироблятися у будь-яких спiввiдношеннях
(збут забезпечений), але для їх виробництва пiдприємство може викори-
стовувати сировини I-го виду не бiльше 200 кг, II-го виду — не бiльше
120 кг, III-го виду — не бiльше 180 кг, IV-го виду — не бiльше 138 кг.
Визначте план виробництва, у якому загальний прибуток пiдприємства
вiд реалiзацiї всiєї продукцiї був би найбiльшим.
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67. Для виробництва двох видiв виробiв A та B пiдприємство викори-
стовує три типи технологiчного обладнання. Кожен iз виробiв повинен
пройти обробку на кожному з типiв обладнання. Час обробки кожного
з виробiв на обладнаннi даного типу наведено в таблицi. У нiй же за-
значенi витрати, якi пов’язанi з виробництвом одного виробу кожного
виду.

Тип
обладнання

Витрати часу (год.)
на обробку одного виробу

A B
I 2 8
II 1 1
III 12 3

Витрати на виготов-
лення одного виробу (гр. од.) 2 3

Обладнання I-го та III-го типiв пiдприємство може використовувати
не бiльше 26 та 39 год. При цьому, обладнання II-го типу доцiльно
використовувати не менше 4 год. Потрiбно визначити скiльки виробiв
кожного виду слiд виготовити пiдприємству, щоб собiвартiсть одного
виробу була мiнiмальною.

68. Для виробництва n видiв виробiв пiдприємство використовує m
типiв взаємозамiнного обладнання. Кожен iз n видiв виробiв необхiдно
виготовити в кiлькостi bi одиниць (i = 1, n) вiдповiдно, причому
кожен iзm типiв обладнання може бути зайнятий виготовленням цих
виробiв не бiльше нiж aj годин (j = 1,m) вiдповiдно. Час виготовлення
одного виробу i-го виду на j-му типi обладнання дорiвнює kij годин, а
витрати, якi пов’язанi з виробництвом одного виробу на даному типi
обладнання, становлять cij гр. од. Визначити, скiльки виробiв кожного
виду на кожному з типiв обладнання слiд зробити так, щоб собiвартiсть
одного виробу була мiнiмальною.

69. Взуттєве виробниче об’єднання для виготовлення n рiзних моделей
взуття використовує m видiв шкiртоварiв. На виготовлення однiєї
пари взуття j-ї моделi (j = 1, . . . , n) потрiбно aij м2 шкiртоварiв i-го
виду (i = 1, . . . ,m) а всього їх може бути використано bi м2. Величина
виробничих фондiв, що використовуються при виробництвi однiєї пари
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взуття j-й моделi, дорiвнює cj гр. од., а прибуток вiд реалiзацiї дорiвнює
dj ден. од. Припускаючи, що об’єднання може випускати взуття рiзних
моделей будь-яких спiввiдношеннях, знайти план випуску, який би мав
максимальну рентабельнiсть.

70. Для виконання n рiзних робiт можуть бути використанi робiтникиm
квалiфiкацiйних груп. При виконаннi j-й роботи i-й групою робiтникiв
вироблення в одиницю часу дорiвнює cij гр. од. ( i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , n). Загальний фонд часу, протягом якого i-а група робочих може
бути зайнята виконанням робiт, не перевищує bi одиниць часу, а обсяг
j-й роботи дорiвнює aj гр. од. Скласти такий план виконання робiт, у
якому продуктивнiсть працi є максимальною.

71. Для виробництва двох видiв виробiв на двох пiдприємствах галузi
може бути використано 480 од. сировини. Норми витрат сировини на
один вирiб вiдповiдно дорiвнюють 4 та 3 од., а прибуток вiд реалi-
зацiї одного виробу вiдповiдно дорiвнює 5 та 6 гр. од. На кожному
з пiдприємств сировина проходить послiдовну обробку, причому ви-
користовуються два типи технологiчного обладнання. Витрати часу
при обробцi сировини на кожному з типiв устаткування на кожному
пiдприємствi наведено у таблицi. У нiй же зазначено загальний фонд
робочого часу кожного з типiв устаткування на кожному з пiдприємств.

Тип I-е пiдприємство II-е пiдприємство Загальний фонд
облад- Витрати часу на робочого часу
нання виготовлення одного виробу пiдприємства

A B A B I II
I 2 1 2 3 360 420
II 1 3 4 5 420 340

З урахуванням наявної сировини та можливостей використання пiд-
приємствами технологiчного обладнання визначити, скiльки виробiв
кожного виду слiд виготовити на кожному з пiдприємств, так щоб
прибуток вiд їх реалiзацiї був максимальним.

72. I-й склад A1 має сталь двох марок: 3000 т марки «а» та 4000 т
марки «б». II-й склад A2 також має сталь двох марок: 5000 т марки «а»
i 2000 т марки «б». Сталь має бути вивезена в два пункти споживання:
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у пункт B1 необхiдно поставити 2000 т сталi марки «а», 3000 т марки
«б» та iншi 2000 т сталi будь-якої марки. Аналогiчно, другий пункт
споживання B2 повинен отримати 8250 т сталi, з них 1000 т марки «а» i
1500 т марки «б». Вiдомо, що 2 т сталi марки «а» можуть замiнити 1,6 т
сталi мартки «б». Вартiсть перевезень у гривнях за тонну становлять: з
пунктуA1 до пунктiвB1 iB2 1 гр. од. та 1,5 гр. од. вiдповiдно, iз пункту
A2 в B1 i B2 2 гр. од. та 1 гр. од. вiдповiдно. Скласти оптимальний план
перевезень.

73. Визначити оптимальний план перевезень тих же вантажiв (з попе-
редньої задачi) при коефiцiєнтi взаємозамiнностi α = 2 та наступних
даних про трьох постачальникiв та двох споживачiв.

Поста-
чаль- A1 A2 A3

ники 400 «а» 250 «б» 300 «а» 200 «б» 200 «а» 150 «б»
Спожи-
вачi B1 B2

350 «а» 200 «б» 450 «а» 250 «б» 100 «а» 100 «б»

B1 B2

A1 2 3
A2 4 1
A3 5 6

74. Визначити оптимальний план перевезень iз умови доставки вантажу
у найкоротший термiн.

Вiдомi ресурси ai(i = 1, 2, 3) вiдповiдно: 30, 35, 40;
потреби bj (j = 1, 5) вiдповiдно: 20, 34, 16, 10, 25
i матриця:

T = (tij) =

2 6 3 4 8
1 5 6 9 7
3 4 1 6 10

 ,

де tij – час, що витрачається на перевезення вантажу з i-го пункту
вiдправлення в j-й пункт призначення.
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75.Маємо випуск продукцiї на трьох заводах:

a1 = 460, a2 = 340, a3 = 300;

вимоги до цiєї продукцiї чотирьох споживачiв:

b1 = 350, b2 = 200, b3 = 450, b4 = 100;

витрати на виробництво 1 од. продукцiї на кожному заводi:

d1 = 9, d2 = 8, d3 = 2

i матриця C транспортних витрат на доставку 1 од. продукцiї з i-го
заводу k-му споживачу:

C =

3 4 6 1
5 1 2 3
4 5 8 1

 .

Визначити оптимальний план прикрiплення споживачiв до заводiв за
умови мiнiмiзацiї сумарних витрат на виробництво та транспортування.

Вказiвка. Розглянути як звичайне транспортне завдання, попередньо
перетворивши матрицю транспортних витрат на матрицю сумарних
витрат wik, де wik = cik + di.

76. Будiвельний пiсок видобувається у трьох кар’єрах та доставляється
на чотири будiвельнi майданчики. Данi про продуктивнiсть кар’єрiв за
добу (ai т.), потреби в пiску будiвельних майданчикiв (bk в т), витрати на
видобуток пiску (di в гр. од./т) та транспортних витратах (cij) наведено
в наступнiй таблицi:

ai bk di
40 35 30 45

46 4 3 2 5 2
34 1 1 6 4 3
40 3 5 9 4 1

Нестачу пiску – 30 т на день можна забезпечити такими трьомашляхами:
1) збiльшення продуктивностi I-го кар’єру, що спричинить додатковi

витрати в 3 гр. од. на видобуток 1 т;
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2) збiльшення продуктивностi II-го кар’єру з додатковими витратами
на 2 гр. од./т;

3) експлуатацiя нового кар’єру iз витратами на видобуток 5 гр. од./т
i на транспортування до зазначених будiвельних майданчикiв c41 = 2,
c42 = 3 та c43 = 1 (гр. од./т).

Визначити оптимальний план закрiплення будiвельних майданчикiв
за кар’єрами та оптимальний варiант розширення постачання пiску.

77. Скласти моделi розподiльних задач за наступних даних:

1) ai – ресурси i-го виду обладнання в станко-годинах (i = 1, n), bk –
планове завдання на виготовлення k-х виробiв у штуках (k = 1,m),
λik – продуктивнiсть i-го обладнання по k-у виробу в шт./год.,
cik – собiвартiсть одиницi k-го виробу при його виготовленнi i-му
устаткуваннi у гр.од./шт.(i = 1, n, k = 1,m);

2) ai, bk, λik тi ж, cik – прибуток у гр.од./шт. (i = 1, n, k = 1,m);

3) ai, bk, λik тi ж, cik – витрати на гр.од./год (i = 1, n, k = 1,m);

4) ai, bk, тi ж, λik – норми витрат часу в год./шт., cik – прибуток у гр.
од./шт. (i = 1, n, k = 1,m);

5) ai, bk, тi ж, λik – норми витрат часу в год./шт., cik – собiвартiсть у
гр. од./шт. (i = 1, n, k = 1,m);

6) ai, bk, λik, тi ж, що й у (5), cik – витрати на гр. од./год (i = 1, n, k =
1,m);

7) ai, bk, λik, тi ж, що й у (5), умова — мiнiмiзацiя часу завантаження
обладнання;

8) ai, bk, тi ж, λik – продуктивнiсть в шт./год., умова — мiнiмiзацiя
завантаження обладнання.
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78. Знайти оптимальне розподiлення трьох видiв механiзмiв, що є в
кiлькостях a1 = 45, a2 = 20 i a3 = 35 мiж чотирма дiлянками робiт,
потреби яких вiдповiдно рiвнi b1 = 10, b2 = 20, b3 =30 , b4 = 40 при
наступнiй матрицi продуктивностi кожного з механiзмiв на вiдповiднiй
дiлянцi роботи:

C =

5 4 0 5
3 5 3 0
0 6 7 6

 .

Нульовi елементи означають, що цей механiзм на данiй дiлянцi не може
бути використаний.

79. Скласти оптимальне розподiлення фахiвцiв чотирьох профiлiв,
наявних у кiлькостях 60, 30, 45, 25 мiж п’ятьма видами робiт, потреби
у спецiалiстах для кожного виду роботи вiдповiдно дорiвнюють 20, 40,
25, 45, та 30; матриця

C =


7 5 2 0 4
4 0 8 6 3
5 7 0 9 8
6 4 5 7 6


характеризує ефективнiсть використання спецiалiста на данiй роботi.

80. Розподiлити 4 сорти палива в кiлькостi 70, 40, 50 та 40 т мiж чотирма
агрегатами, потреби яких вiдповiдно дорiвнюють 30, 50, 30, 80 т; вiдома
матриця

C =


8 3 5 9
4 7 2 6
6 5 8 6
4 2 7 4

 ,

елементи cik якої характеризують теплотворну здатнiсть i-го сорту
палива при використаннi його в k-м агрегатi. Знайти оптимальний
розподiл палива мiж агрегатами, при якому буде досягнута максимальна
кiлькiсть теплоти вiд усього запасу палива.
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81. Чотири рiзнi пiдприємства можуть випускати будь-який iз чотирьох
видiв продукцiї. Виробничi потужностi пiдприємств дозволяють забез-
печити випуск продукцiї кожного виду в кiлькостях 50, 70, 100 та 30
тис. шт., а планове завдання становить вiдповiдно 30, 80, 20 та 100 тис.
шт. Матриця

C = {cik} =


9 5 4 8
5 7 9 4
6 4 8 6
8 6 7 5


характеризує собiвартiсть одиницi k-го виду продукцiї пiд час ви-
робництва його на i-му пiдприємствi. Знайти оптимальний розподiл
планового завдання мiж пiдприємствами.

82. Чотири ремонтнi майстернi можуть протягом року вiдремонтувати
вiдповiдно 700, 500, 450 i 550 машин при собiвартостi ремонту однiєї
машини в 250, 270, 265 i 260 грн. Кожна з п’яти автомобiльних баз
планує ремонт машин у кiлькостях вiдповiдно: 350, 350, 300, 300
та 200 машин. Надлишковi потужностi I-ї та II-ї майстерень можуть
бути використанi для обслуговування iнших видiв робiт, а III-ї та IV-ї
майстерень – тiльки на зазначений вид робiт. Матриця

C = (cik) =


40 10 70 50
20 80 30 10
60 30 30 40
10 40 50 50
20 30 10 40


характеризує транспортнi витрати на доставку машини з i-ї автобази
в k-ю ремонтну майстерню. Визначити мiнiмальну рiчну потребу в
кредитах на виконання зазначеного обсягу ремонтних робiт по всiх
автобазах.

83. На трьох дiлянках посiвних площ розмiром 300, 500 i 400 га можуть
бути посадженi 4 види с.-г. культур, якi необхiдно виростити у кiлькостi
вiдповiдно 600, 1500, 225 та 1250 т. Матриця



76 Роздiл 3. Завдання на складання математичних моделей

C =


20 25 30
50 40 15
24 10 20
10 20 15


характеризує собiвартiсть 1 т при вирощуваннi i-ї культури на k-й
дiлянцi. Скласти оптимальний план посiву, якщо врожайнiсть рiзних
культур не залежить вiд дiлянки посiву i становить 20, 30, 15 i 50 ц/га.

84. Ресурси вугiлля трьох сортiв становлять 300, 800 i 400 т, а їх
теплотворна здатнiсть вiдповiдно 1800, 2500, 3000 кал/кг. Вугiлля
спалюється у чотирьох печах, потреби яких становлять 750, 920, 1100
та 800 млн. кал. Сумарнi витрати на виробництво та доставку кожного
сорту вугiлля до кожної печi (у гр. од./т) задаються наступною матри-
цею:

C =

20 36 18 18
30 25 15 20
36 30 24 21

 .

Скласти оптимальний план розподiлу ресурсiв вугiлля по печах.

85. Знайти оптимальний розподiл трьох взаємозамiнних механiзмiв
за чотирма видами земляних робiт при заданих ресурсах часу кожнго
механiзму 240, 160 та 150 год, продуктивностi механiзмiв 30, 55, 18
м3/год, обсязi робiт, що пiдлягають виконанню 5, 2, 3 та 8 тис м3 i
матрицi C собiвартостi робiт у гр. од./м3:

C =

 2 1 0, 5 1, 2
0, 8 1, 2 0, 9 0, 8
0, 5 1, 0 0, 6 0, 9

 .

86. На чотирьох ткацьких верстатах з обсягом робочого часу 200, 300,
250 i 400 верстат-годин може виготовлятися тканина трьох артикулiв у
кiлькостях 260, 200, 340 i 500м за 1 год. Скласти програму завантаження
верстатiв, якщо прибуток ( у гривнях) вiд реалiзацiї 1-го метра тканини



77

i-го артикула при її виготовленнi на станку k задається елементами
матрицi

C =

2, 5 2, 2 2, 0 2, 8
1, 6 1, 0 1, 9 1, 2
0, 8 1, 0 0, 6 0, 9

 ,

а сумарна потреба в тканинi кожного з артикулiв дорiвнює 200, 100 та
150 тис. м.

87. Є три сорти паперу в кiлькостях 10, 8 i 5 т, який можна використо-
вувати на видання чотирьох книг тиражем у 8000, 6000, 15000 та 10000
прим. Витрата паперу на одну книгу становить 0,6, 0,8, 0,4 та 0,5 кг
вiдповiдно, а собiвартiсть (у гр.од.) друкування книги при використаннi
i-го сорту паперу задається матрицею

C =

24 16 32 25
18 24 24 20
30 24 16 20

 .

Визначити оптимальний розподiл паперових ресурсiв.

88. Скласти оптимальну виробничу програму з обробки чотирьох видiв
виробiв А, Б, В i Г на трьох взаємозамiнних верстатах за такими
вихiдними даними:

Верстати
Ресурси
часу
(год)

Собiвартiсть
гр. од./шт

Продуктивнiсть
шт/год

А Б В Г А Б В Г
I 240 2,0 1,0 0,5 1,2 30 50 30 20
II 150 0,8 1,2 0,9 0,8 60 100 60 40
III 150 0,5 1,0 0,6 0,9 18 30 18 12

Планове завдання
тис. од. 3 15 4,5 1,5

89. Знайти оптимальний план випуску п’яти виробiв (А, Б, В, Р та Д)
на чотирьох пiдприємствах за вихiдними даними в наведенiй нижче
таблицi.
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Пiдпри-
ємство

Ресурси
часу
(год)

Продуктивнi
витрати гр. од./шт.

Продуктивнiсть
шт./год.

А Б В Г Д А Б В Г Д
I 100 — 4 5 4 8 — 21 9 15 18
II 60 2,4 5 — 4 6 30 42 — 30 36
III 120 — 3 9 3 7 — 14 6 10 12
IV 60 3,6 4 8 — 6 45 63 27 — 54

Планове завдання
тис.од. 1,5 2,1 0,36 0,6 3,6

Розв’язати задачу за такими критерiями оптимальностi:

1) мiнiмiзацiя виробничих витрат;

2) мiнiмiзацiя часу завантаження обладнання;

3) максимiзацiя прибутку, при заданих вiдпускних цiнах на вироби
10, 7, 12, 8 та 10 гр.од./шт.

90. Скласти оптимальний план посiву чотирьох культур на трьох дiлян-
ках посiвної площi за такими вихiдними даними:

Дiлянки
Розмiр
посiвної
площi (га)

Врожайнiсть, ц/г (В)
Собiвартiсть, гр.од./ц. (С)

Кукурудза Горох Капуста Жито
В С В С В С В С

I 300 100 10 20 60 25 80 35 40
II 500 85 15 25 50 15 65 30 40
III 400 120 18 20 70 10 100 40 20

91. Чотири рiзнi види виробiв (А, Б, В i Г) можуть виготовлятися з
трьох видiв сировини (I, II та III). У зв’язку з рiзними вiдпускними
цiнами на одиницю виробу в залежностi вiд використовуваної сировини,
рiзними виробничими витратами при використаннi рiзної сировини,
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прибуток, що отримується вiд реалiзацiї одиницi виробу, залежить
вiд виду продукту та виду сировини, що використовується при його
виготовленнi. У таблицi наведено вихiднi данi задачi.

Скласти оптимальний план використання сировини за такими крите-
рiями:

1) максимiзацiя сумарного прибутку;

2) мiнiмiзацiя використання сировини.

Сировина Норми витрат
(кг.шт.)

Прибуток
(гр.од./шт.)

Запаси
сировини

А Б В Г А Б В Г (кг)
I 12 8 16 6 72 56 32 54 300
II 6 4 8 3 60 24 80 42 200
III 9 6 12 4,5 36 96 64 24 450

Планове
завдання (шт.) 20 30 40 25

92. Знайти оптимальну програму обробки трьох виробiв (А, Б, В) на
двох взаємозамiнних верстатах (I, II) за наступними вихiдними даними:

Верстати Норми часу
(год./шт.)

Робочий
час
(год)

Собiвартiсть
(гр.од./год.)

А Б В А Б В
I 2 5 3 200 3 2 4
II 4 7 5 350 2,5 2 3

План
(шт.) 80 30 10 Прибуток

(гр.од./год.) 20 40 30

Як критерiй оптимальностi oбрати:

1) мiнiмум собiвартостi;

2) мiнiмум витрат часу роботи верстатiв;

3) максимум прибутку.
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93.Є три сорти взаємозамiнної сировини в кiлькостi 200, 100, 300 кг, яка
використовується при виробництвi чотирьох продуктiв у кiлькостi 25,
45, 30, 70 одиниць. У матрицях зазначенi вiдповiдно витрати сировини
(в кг) та виробничi витрати на одиницю продукту (гр.од.):

Λ =

 3 2 4 2
2 4 2, 4 3
3, 5 2 2 4

 , C =

30 40 20 35
30 25 45 40
20 45 30 35

 .

Скласти математичну модель задачi визначення оптимального плану
використання сировини.

94. Є три пiдприємства (1, 2, 3), що мають у своєму розпорядженнi
для випуску продукцiї А, Б, В два види ресурсiв (I, II ), обсяги яких
становлять для 1-го пiдприємства 250 i 150 од., для 2-го 100 та 200 од. та
для 3-го вiдповiдно 240 та 300 од. Задано норми витрат кожного ресурсу
на i-му пiдприємствi для виробництва одиницi k-ї продукцiї (k = 1, 2, 3).
Cобiвартiсть виробництва одиницi k-ї продукцiї на i-м пiдприємствi та
обсяги виробництва k-ї продукцiї передбаченi виробничою програмою.
Всi зазначенi числовi данi розмiщенi в таблицi.

Пiдприємства
Норми витрат Собiвартiсть

А Б В А Б ВI II I II I II
1 2 4 1,1 2 2,5 3 2 8 5
2 1,5 5 1,6 3 2,2 2,5 3 7 6
3 2,2 3 1,2 2,4 2,4 4,2 2,5 9 7

Виробнича програма 300 170 260

Скласти математичну модель для визначення оптимальної спецiалiзацiї
виробництва за умови мiнiмiзацiї сумарної собiвартостi. Вирiшити те
саме завдання з припущення, що I-й вид ресурсiв жорстко закрiплений
за пiдприємством, а II-й вид можна передавати з одного пiдприємства
iншому.

95. Планове завдання з виготовлення чотирьох моделей костюмiв
необхiдно розподiлити мiж трьома швейними фабриками. Виробничi
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потужностi i-ї фабрики (i = 1, 2, 3) дозволяють за розглядаємий час
випустити λik костюмiв k-ї моделi (k = 1, 4). Задано цiни ck на костюм
k-ї моделi та собiвартостi sik-ї виготовлення k-ї моделi костюма на i-ї
фабрицi. Числовi данi вказанi у таблицi.

Фабрики

План
180 150 100 100

Моделi костюмiв
1 2 3 4

sik λik sik λik sik λik sik λik

I 40 120 40 240 50 300 20 150
II 25 240 30 300 25 200 40 300
III 40 150 50 240 40 300 30 200
Цiна 50 65 80 50

Вирiшити, спираючись на цi данi, такi завдання:

1. Скласти оптимальний план завантаження фабрик iз умови мiнiмi-
зацiї собiвартостi планової продукцiї.

2. Скласти оптимальний план завантаження з умови максимiзацiї
прибутку за точного виконання планового завдання.

3. Те саме, при допустимостi перевиконання плану.

4. Скласти оптимальний план завантаження фабрик, що забезпечує
максимальну кiлькiсть комплектiв костюмiв, якщо числа планового
завдання розглядати як асортиментнi вiдносини.

96. На трьох дiлянках фермерського угiддя можуть вирощуватися
три культури: жито, пшениця та ячмiнь. У наступнiй таблицi вказанi
розмiри дiлянок у гектарах, урожайнiсть λik (у ц/га) на кожнiй iз дiлянок
по кожнiй культурi, витрати cik у люд.-год. на 1 ц i планове завдання
збору цих культур (в ц):
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Дiлянки
(га)

Культури
Жито Пшениця Ячмiнь

Врожайнiсть (λik) та витрати (cik)
λik cik λik cik λik cik

30 2 12 2,5 16 3 16
50 2,4 10 3 12 3 20
20 1,8 15 2 16 2,5 24

План 500 200 400

Розв’язати такi завдання:

1. Визначити оптимальну структуру посiвiв, що мiнiмiзує сумарнi
витрати.

2. Визначити оптимальну структуру посiвiв, що забезпечує макси-
мальне перевиконання плану за збереження планового асортименту
(5: 2: 4).

3. Вiдомо додатково, що фермер має в своєму розпорядженнi парк
тракторiв, який може видiлити для обробки даних дiлянок 12000
тракторо-годин, витрачаючи на обробку 1 га на вiдповiдних дi-
лянках 160, 140 i 120 год. Скласти оптимальну структуру посiвiв,
максимiзуючи плановому асортиментному спiввiдношеннi 5:2:4.

4. При додаткових даних задачi 3 визначити оптимальну структуру
посiвiв, що забезпечує виконання планового завдання з мiнiмаль-
ними витратами.

97.Авiакомпанiя для органiзацiї пасажирських перевезень мiж центром
i чотирма мiстами має в своєму розпорядженнi три групи лiтакiв: I
група з 10 чотиримоторних лiтакiв, II — з 25 двомоторних i III група —
з 40 двомоторних старого зразка. Кiлькiсть пасажирiв у тис. осiб, що
перевозяться одним лiтаком даного типу по кожному маршруту за 1
мiсяць, та пов’язанi з цим експлуатацiйнi витрати на 1 лiтак у тис.гр.
од. зазначенi вiдповiдно у правих та лiвих половинках кожної клiтини
нижченаведеної таблицi. В нiй же у двох останнiх рядках наведено
кiлькiсть пасажирiв, яку потрiбно перевезти за цим маршрутом на
мiсяць, та вартiсть одного квитка. Розподiлити лiтаки за маршрутами
за умови досягнення максимального прибутку авiакомпанiї.
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Лiтак
Маршрут
Мiста

1 2 3 4
I 16 1,6 20 2,2 15 1,3 — —
II 30 2,8 25 3,0 20 2,4 25 2
III 15 0,8 — — 12 1,0 16 1,5

Кiлькiсть
пасажирiв
(тис.люд.)

20 50 40 30

Вартiсть
квитка 25 15 20 15

98. Три пiдприємства (I, II, III) можуть забезпечити випуск трьох видiв
виробiв (А, Б, В) на кожному з них. Основнi виробничо-економiчнi данi
наведено у наступнiй таблицi.

Пiдприємство Мiсячна
продуктивнiсть (шт.)

Собiвартiсть
(гр.од./шт.)

А Б В А Б В
I 3000 4000 6000 15 20 25
II 5000 4000 9000 16 18 20
III 4000 2000 6000 12 15 16

Скласти оптимальний рiчний план завантаження пiдприємств iз
умови отримання максимальної кiлькостi комплектiв, у кожен iз яких
вироби входять в спiввiдношеннi 1 : 2 : 3.

99. Фiрма об’єднує три пiдприємства, кожне з яких виробляє три види
виробiв. Продуктивнiсть кожного пiдприємства при виготовленнi одно-
го виробу (у грошових одиницях) характеризується такою таблицею:

Пiдприємство Вироби
1 2 3

1 15 6 12
2 6 9 13
3 8 11 2

Враховуючи необхiднiсть спецiалiзацiї кожного пiдприємства тiльки
по одному виробу, розподiлити виробництво виробiв на пiдприємствах
так, щоб сумарна продуктивнiсть фiрми при цьому розподiлi була
максимальною.
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100. Вирiшити попереднє завдання, якщо фiрма включає ще два пiд-
приємства з продуктивностями 7, 13, 6 i, вiдповiдно, 4, 9 та 12.

101. Є 5 робiт та 5 осiб, кожна з яких може виконати будь-яку з
цих робiт. При цьому кожен працiвник виконує лише одну роботу.
Продуктивностi працiвника Ai при виконаннi роботи Bk представленi
в наступнiй таблицi.

B1 B2 B3 B4 B5

A1 3 4 2 2 1
A2 4 5 3 1 3
A3 4 3 1 1 1
A4 3 1 2 2 2
A5 1 3 1 2 1

Розподiлити людей працювати так, щоб сумарний ефект їх працi (про-
дуктивнiсть) був максимальним.

102. Є 5 видiв сировини та 5 рiзних пiдприємств, що переробляють цю
сировину. Задано матрицю:

C = (cik) =


3 9 9 2 5
4 5 1 6 3
8 4 5 7 2
1 2 4 3 7
7 4 3 8 2

 ,

де cik характеризує прибуток, який одержує k-е пiдприємство пiд
час переробки i-го виду сировини. Визначити оптимальний розподiл
сировини мiж пiдприємствами, що максимiзує сумарний прибуток,
якщо кожне пiдприємство за умовами технологiчного процесу може
працювати тiльки на одному видi сировини та кожен iз видiв сировини
внаслiдок обмеженостi її запасуможна використовувати лишена одному
пiдприємствi.

103. На деякому заводi є 4 верстати (I, II, III та IV), якi можуть
виконувати 3 види робiт (1, 2 та 3). Кожну роботу може одночасно
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виконувати тiльки один верстат i кожен верстат можна завантажити
лише однiєю роботою. Матриця витрат часу пiд час виконання i-м
верстатом k-ї роботи (i = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, 3) має вигляд:

C =


12 6 9
8 7 3
5 4 6
9 10 8

 .

Визначити найбiльш рацiональний розподiл робiт мiж верстатами, що
мiнiмiзує сумарнi витрати часу.

104. У двогалузевiй лiнiйнiй моделi заданi розмiри фонду накопичення
60 та 50 млн. гр. од. та матриця коефiцiєнтiв повних капiтальних витрат:

A = (aik) =

(
1, 4 1, 1
1, 25 0, 8

)
,

де aik є розмiр капiталовкладень з фонду накопичення i-ї галузi для
збiльшення на 1 од. випуску кiнцевої продукцiї k-ї галузi. При цих
вихiдних даних вирiшити такi завдання:

1. Визначити оптимальний план розвитку виробництва за умови
отримання максимального сумарного приросту кiнцевої продукцiї.

2. Вирiшити те саме завдання, якщо задана додаткова умова, що при-
рiст кiнцевого продукту 1-ї та 2-ї галузей знаходиться у вiдношеннi
3 : 1.

3. Розв’язати задачу 1 за додаткової умови, що полягає в обмеженостi
трудових ресурсiв для розвитку виробництва величиною 200 тис.
люд.-дн. при коефiцiєнтах витрат на 1 од. кiнцевого продукту
вiдповiдно 2 та 5 тис. люд.-дн.

105. Виробнича потужнiсть заводу дозволяє виробляти за мiсяць 200
електродвигунiв типу A або 600 електродвигунiв типу B. Визначити
кiлькiсть електродвигунiв кожного типу, яку повинен виробляти завод
для досягнення максимуму товарної продукцiї за наступних умов:
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1. Двигуни обох типiв мають однакову цiну.

2. Цiна на двигун типу A у 3 рази бiльша за цiну двигуна типу B.

3. Цiни на двигуни типiв A та B вiдносяться як 9:2.

106. Механiчний цех може виготовити за змiну 600 деталей № 1 або
1200 деталей № 2. Виробнича потужнiсть термiчного цеху, куди цi
деталi надходять на термообробку в той же день, дозволяє обробити
за змiну 1200 деталей № 1 або 800 деталей № 2. Цiни на деталi
однаковi. Визначити щоденну виробничу програму випуску деталей, що
максимiзує товарну продукцiю пiдприємства, за наступних додаткових
умов:

1. Обидва цехи працюють одну змiну.

2. Механiчний цех працює три змiни, а термiчний — двi змiни.

3. Пiдприємство працює у двi змiни, при цьому деталей № 1 має бути
виготовлено не бiльше нiж 800 шт. та деталей № 2 не бiльше 1000
шт.

107. Автомобiльний завод випускає машини типiв A та B. Виробничi
потужностi окремих цехiв або вiддiлiв наведенi в наступнiй таблицi.

Найменування цехiв
чи дiлянок

Кiлькiсть
машин за рiк

типу A типу B
Пiдготовка виробництва

автомобiлiв 125 110

Кузовний 80 320
Виробництво шасi 110 110

Виробництво двигунiв 240 120
Складальний 160 80

Дiлянка випробувань 280 70

Визначити найбiльш рентабельну виробничу програму за наступних
додаткових умов:

1. Прибуток вiд випуску однiєї машини типiв A i B вiдповiдно дорiв-
нюють 2000 i 2400 гр.од.
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2. Випуск однiєї машини A приносить прибуток, удвiчi менший, нiж
випуск однiєї машини B.

3. Виробнича потужнiсть цеху з пiдготовки виробництва автомобiлiв
та складального цеху збiльшена в 1,5 рази за рахунок використання
понаднормових робiт, що призводить до зменшення прибутку вiд
випуску однiєї машини типу A до 1500 гр.од. i типу B — до 2100
гр.од.

4. У задачi 1 виробнича програма обмежена зверху умовами: машин
типу A не бiльше 50 i машин типу B не бiльше 60.

108. З пункту А до пункту В щодня вiдправляються пасажирськi та
швидкi поїзди. У наступнiй таблицi вказано наявний парк вагонiв рiзних
типiв, з яких щодня можна комплектувати данi поїзди, та кiлькiсть
пасажирiв, що вмiщуються у кожному вагонi:

Вагони
багажн. почт. ж. плацк. куп. м’який

Швидкий
поїзд 1 1 5 6 3

Пасажирсь-
кий поїзд 1 — 8 4 1

Кiлькiсть
пасажирiв — — 58 40 32

Парк
вагонiв 12 8 81 70 26

Визначити оптимальну кiлькiсть швидких i пасажирських поїздiв, у
яких кiлькiсть перевезених пасажирiв досягає максимуму.

109. Вирiшити попереднє завдання, якщо пропускна спроможнiсть
дороги не дозволяє в день пройти бiльш нiж шiстьом пасажирським
поїздам.

110.Обладнанняфабрики дозволяє випускатифруктовi компоти у трьох
видах тари: склянiй – у кiлькостi 100 шт.; бляшанiй – у кiлькостi 80 шт.;
полiетиленової – 50 шт. Знайти виробничу програму пiдприємства, що
максимiзує прибуток, якщо собiвартiсть компоту становить: у склянiй
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тарi — 16 гр.од. за шт.; в бляшаний — 10 гр.од.за шт.; в полiетиленовiй
— 16 гр.од. за шт. Вiдпускна цiна незалежно вiд тари становить 40 гр.од.
за 1 шт.

111. При складаннi добового рацiону годiвлi худоби можна використо-
вувати свiже сiно (не бiльше 50 кг) та силос (не бiльше 85 кг). Рацiон
повинен мати певну поживнiсть (число кормових одиниць не менше
30 ) i мiстити поживнi речовини: бiлок (не менше 1 кг), кальцiй (не
менше 100 г) та фосфор (не менше 80 г). У таблицi наведенi данi про
вмiст зазначених компонентiв в 1 кг кожного продукту харчування та
собiвартостi (гр. од./кг) цих продуктiв. Визначити оптимальний рацiон
за умови мiнiмуму собiвартостi.

Продукти Компонент
Кiлькiсть
кормових
одиниць

Бiлок
( г/кг)

Кальцiй
(г/кг)

Фосфор
(г/кг)

Собiвар-
тiсть

(гр.од./кг)

Сiно свiже 0,5 40 1,25 2 1,2

Сiлос 0,5 10 2,5 1 0,8

112.Уцеху три токарнi верстати i один автомат. Необхiдно органiзувати
виробництво двох деталей у комплектi: на кожну деталь № 1 три
деталi № 2 та двi деталi № 3. Скласти програму роботи верстатiв,
при якiй буде вироблено максимальну кiлькiсть комплектiв, якщо
денна продуктивнiсть кожного верстата по кожнiй з деталей задана в
наступнiй таблицi.

Верстати Деталi
№ 1 № 2 № 3

Токарний 50 40 80
Автомат 120 90 60

113. Для виготовлення двох видiв виробiв A та Б фабрика витрачає
як сировину сталь та кольоровi метали, що є в обмеженiй кiлькостi.
На виготовленнi зазначених двох виробiв зайнятi токарнi та фрезернi
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верстати. У таблицi наведенi вихiднi данi завдання. Визначити план
випуску продукцiї, за якого буде досягнуто максимального прибутку.

Види ресурсiв Обсяг
ресурсiв

Норма витрат на 1 вирiб

Вирiб А Вирiб Б
Сталь (кг) 570 10 70

Кольоровi метали
(кг)

420 20 50

Токарнi верстати
(верстат-год.)

5600 300 400

Фрезернi
верстати

(верстат-год.)

3400 200 100

Прибуток (гр.од.) 3 8

114. Пiдприємство має в своєму розпорядженнi ресурси сировини,
робочу силу та обладнання, яки необхiднi для виробництва будь-якого
з чотирьох видiв товарiв, що виготовляються. Витрати ресурсiв на
одиницю цього виду товару, прибуток, що одержуєваний пiдприємство,
i запаси ресурсiв вказанi в таблицi. За цими вихiдними даними вирiшити
такi завдання.

1. Який асортимент товару треба випускати, щоб прибуток був ма-
ксимальним?

2. Визначити оптимальний асортимент за додаткової умови: 1-го
товару випустити не бiльше 5 од., 2-го — не менше 8 од., а 3-го та
4-го — в спiввiдношеннi 3:2.

3. Додатково до завдання 1 знайти оптимальний асортимент, який
максимiзує прибуток, за умови, що сумарнi виробничi витрати не
повиннi перевищувати 96 гр. од. i вiдомi виробничi витрати в гр.
од. на 1 од. кожного вироба: 6, 9, 12, 3.

4. Визначити оптимальний асортимент, що максимiзує нормативну
вартiсть обробки, якщо нормативнi вартостi обробки одиницi ко-
жного виду товарiв заданi числами 37, 35, 20, 15.



90 Роздiл 3. Завдання на складання математичних моделей

Вид ресурсу Вид товару Обсяг
ресурсiв

1 2 3 4
Сировина (кг) 3 5 2 4 60

Робоча
сила (год.) 22 14 18 30 400

Обладнання
(верстат-ч.) 10 14 8 16 128

Прибуток
на одиницю товару

( грн. од.)
30 25 56 48

115.Меблева фабрика випускає столи, стiльцi, бюро та книжковi шафи.
При виготовленнi цих товарiв використовуються два рiзнi типи дощок,
причому, фабрика має в наявностi 1500 м дошок I-го типу i 1000 м
дошок II-го типу. Крiм того, заданi трудовi ресурси у кiлькостi 800 люд.-
год. У таблицi наведено нормативи витрат кожного з видiв ресурсiв на
виготовлення 1 од. вироба та прибуток на 1 од. вироба.

Ресурси Вироби
Витрати на 1 од. виробу

столи стiльцi бюро книжковi
шафи

Дошки I типу (м) 5 1 9 12
Дошки II типу (м) 2 3 4 1
Трудовi ресурси

(люд.-год.) 3 2 5 10

Прибуток
(грн. од.) 12 5 15 10

За цими вихiдними даними вирiшити такi завдання:

1. Визначити оптимальний асортимент, що максимiзує прибуток.

2. Вирiшити те саме завдання за додаткових умов, що накладаються
на асортимент: столiв — не менше 40, стiльцiв — не менше 130,
бюро — не менше 30 i книжкових шаф — не бiльше 10.

3. Розв’язати задачу 1 за умови комплектностi: кiлькiсть столiв вiд-
носиться до кiлькостi стiльцiв, як 1:6.
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4. Задано додатково цiни: стiл — 32 гр.од., стiлець — 15 гр. од.,
бюро — 12 гр. од. та книжкова шафа — 80 гр.од. Визначити
оптимальний асортимент, що максимiзує товарну продукцiю, за
єдиного обмеження на асортимент — умови комплектностi столiв
та стiльцiв 1:6.

5. Фабрика може додатково придбати дошки I типу по 0,12 гр.од./м
та II типу по 0,08 гр.од./м. Крiм того, можна збiльшити трудовi
ресурси за рахунок понаднормової роботи, здiйснюючи додаткову
оплату кожної години в сумi 0,8 гр.од. Визначити за умов завдання
1, збiльшення якого з видiв ресурсiв доцiльнiше.

116. Тканина трьох артикулiв виготовляється на ткацьких верстатах
двох типiв з рiзною продуктивнiстю. Для виготовлення тканини викори-
стовується пряжа та барвники. У наступнiй таблицi вказанi потужностi
верстатiв (у тис. верстатiв-год.), ресурси пряжi та барвникiв (в тис.
кг), продуктивностi верстатiв по кожному виду пряжi (в м/год), норми
витрати пряжi та фарби (в кг на 1000 м) та цiна (в гр. од. ) 1 м тканини.

Види
ресурсiв

Обсяг
ресурсiв

Продуктивнiсть
та норми витрати

1 2 3
Верстати
I типу (м) 30 20 10 25

Верстати
II типу (м) 45 8 20 10

Пряжа 30 120 180 210
Барвники 1 10 5 8

Цiна 15 15 20

За цими вихiдними даними вирiшити такi завдання:

1. Визначити оптимальний асортимент, який максимiзує товарну
продукцiю фабрики.

2. За умови, що кiлькiсть тканин трьох артикулiв має бути в спiввiд-
ношеннi 2:1:3, визначити, яку максимальну кiлькiсть комплектiв
тканини може випустити фабрика.
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3. Визначити оптимальний асортимент, що максимiзує прибуток,
якщо собiвартiсть 1 м тканини становить вiдповiдно 8, 5 та 15
гр.од.

4. Розв’язати задачу 1 за умови, що верстати I типу тканину 1-го
артикула не виробляють.

117. Нафтопереробний завод отримує 4 напiвфабрикати: 400 тис. л
алкiлату, 250 тис. л крекiнг-бензину, 350 тис. л бензину прямої пере-
гонки та 100 тис. л iзопентону. Внаслiдок змiшування цих чотирьох
компонентiв у рiзних пропорцiях утворюються три сорти авiацiйного
бензину: бензин А — 2 : 3 : 5 : 2, бензин В — 3 : 1 : 2 : 1 та бензин C —
2: 2: 1: 3. Вартiсть 1 тис. л зазначених сортiв бензину характеризується
числами: 120 гр.од., 100 гр. од. та 150 гр. од.

1. Визначити план змiшування компонентiв, за якого буде досягнуто
максимальної вартостi всiєї продукцiї.

2. Визначити оптимальний план змiшування за умови максимального
використання компонентiв.

118. До складу рацiону годiвлi входять три продукти: сiно, силос та
концентрати, що мiстять поживнi речовини: бiлок, кальцiй та вiтамiни.
Вмiст поживних речовин (в г на 1 кг) вiдповiдного продукту харчува-
ння та мiнiмально необхiднi норми їх споживання заданi наступною
таблицею:

№ Продукти Поживнi речовини
Бiлок Кальцiй Вiтамiни

1 Сiно 50 6 2
2 Сiлос 20 4 1
3 Концентрати 180 3 1

Норми споживання 2000 120 40

Використовуючи цi вихiднi данi, вирiшити такi завдання.

1. Визначити оптимальний рацiон годiвлi за умови мiнiмальної варто-
стi, якщо цiна 1 кг продукту харчування вiдповiдно становить: сiна
— 0,03 гр.од.; силосу — 0,02 гр.од.; концентратiв — 0,05 гр. од.
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2. Розв’язати задачу 1, якщо додатково заданi граничнi норми до-
бової видачi: сiна — не бiльше 12 кг; силосу — не бiльше 20 кг;
концентратiв — не бiльше 16 кг.

3. Включити в завдання 2 умови обмеженостi ресурсiв продуктiв на
один рацiон: сiна — не бiльше 10 кг; силосу — не бiльше 15 кг;
концентратiв — не бiльше 20 кг.

119. Тваринницька ферма складає рацiон годiвлi корiв на зиму. Є два
науково розробленi рацiони A i B та довiльний рацiон C, яки мають
наступний склад:

Рацiон А Не менше 40% кукурудзяного силосу,
не бiльше 40% кормових трав

Рацiон В Не менше 30% кукурудзяного силосу,
не бiльше 50% кормових трав

Рацiон С Корм без обмежень

Задано такi граничнi норми витрати кожного продукту, виходячи з
вироблених заготiвель кормiв: кукурудзяного силосу—200 ц, кормових
трав — 300 ц. Яка кiлькiсть кожного з рацiонiв повинна скласти ферма,
щоб отримати максимальний прибуток, якщо при рацiонi А вона
становить 10 гр.од./ц, при рацiонi В — 12 гр. од./ц, при довiльному
рацiонi С — 5 гр.од./ц ?

120. Для годування пiддослiдної тварини їй необхiдно давати щодня
щонайменше 15 од. хiмiчної речовини A1 (вiтамiну або деякої солi) та
15 од. хiмiчної речовини A2. Не маючи можливостi давати речовину A1

або A2 у чистому виглядi, можна купувати речовину B1 по 0,01 гр.од.
або B2 по 0,03 гр.од. за 1 кг, причому, кожен кiлограм B1 мiстить 1
од. A1 та 5 од. A2, а кiлограм B2 — 5 од. A1 та 1 од. A2. Визначити
оптимальний вмiст речовин B1 та B2 у щоденному рацiонi.

121. З чотирьох видiв основних матерiалiв: мiдь, цинк, свинець, нiкель
– складають три види сплавiв латунi: звичайний, спецiальний i для
художнiх виробiв. Цiни одиницi ваги мiдi, цинку, свинцю та нiкелю
становлять 0,8 гр. за од., 0,6 гр. за од., 0,4 гр. за од. та 1,0 гр. за од.
вiдповiдно, а одиницi ваги металу, вiдповiдно, 2 гр. за од., 3 гр. од.,
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4 гр. од. Сплав для художнiх виробiв повинен мiстити не менше 6%
нiкелю, не менше 50% мiдi i не бiльше 30% свинцю; спецiальний — не
менше 4% нiкелю, не менше 70% мiдi, не менше 10% цинку i не бiльше
20% свинцю. У стандартний метал компоненти можуть входити без
обмежень. Виробнича потужнiсть пiдприємства дозволяє випускати (за
певний термiн) не бiльше 400 од. ваги звичайного сплаву, не бiльше 700
од. ваги спецiального сплаву i не бiльше 100 од. ваги декоративного
сплаву. Знайти виробничий план, який би забезпечив максимальний
прибуток.

122. Для виготовлення брусiв трьох розмiрiв 0,6 м, 1,5 м i 2,5 м у спiв-
вiдношеннi 2:1:3 на розпил надходять колоди завдовжки 3 м. Визначити
план розпилу, що забезпечує максимальну кiлькiсть комплектiв.

123. Визначити за даними попереднього завдання оптимальний план
розпилу, якщо на обробку надходять також 2-х метровi колоди, причому
спiввiдношення мiж 3-х i 2-х метровими колодами становить 1:3.

124. Зробити розпил 5-и метрових колод на бруси розмiрами по 1,5 м,
2,4 м та 3,2 м у спiввiдношеннi 2:3:5 так, щоб мiнiмiзувати загальну
величину вiдходiв.

125. Напiвфабрикати надходять на пiдприємство у виглядi аркушiв
фанери. Усього є двi партiї матерiалу, причому перша партiя мiстить
400 аркушiв, а друга — 250 аркушiв фанери. З листiв фанери необхiдно
виготовити комплекти, що включають 4 деталi I-го типу, 3 деталi
II-го типу i 2 деталi III-го типу. Лист фанери кожної партiї може
розкроюватись у рiзний спосiб. Кiлькiсть деталей кожного типу, що
отримують при розкрої одного аркуша вiдповiдної партiї з того чи
iншого способу розкрою, представлено в таблицi.

Перша партiя Друга партiя
Деталi Спосiб розкрою Деталi Спосiб розкрою
типу 1 2 3 типу 1 2
I 0 6 9 I 6 5
II 4 3 4 II 5 4
III 10 16 0 III 8 0
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Потрiбно розкроїти матерiал так, щоб забезпечити виготовлення ма-
ксимальної кiлькостi комплектiв.

126. Є три технологiчнi процеси I, II i III, яки пов’язани з виробництвом
деякого продукту i зi споживанням при цьому чотирьох видiв сировини.
Нехай ci означає цiну продукту, отриманого в результатi застосування
i-го процесу з одиничною iнтенсивнiстю (i = 1, 2, 3), bk —ресурси k-го
виду сировини (k = 1, 4) i aik — витрати k-го виду сировини при i-м
процесi з одиничною iнтенсивнiстю.

Процеси Сировина ci
1 2 3 4
Витрати сировини

I 5 8 3 6 10
II 4 3 9 5 15
III 6 7 4 2 8

50 50 20 60

Визначити iнтенсивнiсть використання кожного процесу за умови
забезпечення максимуму товарної продукцiї.

127. Пiдприємство може випускати продукцiю за трьома технологiчно
вiдпрацьованими способами виробництва. При цьому, за 1 год за I-м
способом виробництва воно випускає 20 од. продукцiї, за II-м — 25
од. та за III-м — 30 од. продукцiї. Кiлькiсть виробничих факторiв, що
витрачаються за годину при рiзних способах виробництва, i ресурси
цих факторiв представленi в таблицi.

Спосiб Чинники
вироб-
ництва Сировина Верстатний

парк
Робоча
сила Енергiя Транс-

порт
Iншi

витрати
I 2 3 7 2 1 4
II 1 4 3 1 0 2
III 3 2 4 3 1 1

Наявнi
ресурси
факторiв

60 80 70 50 40 50

Спланувати роботу пiдприємства за умови отримання максимуму
продукцiї, якщо вiдомо, що час роботи пiдприємства становить 30 год.
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128. Пiдприємство може працювати за п’ятьма технологiчними проце-
сами, причому кiлькiсть одиниць продукцiї по рiзних технологiчних
процесах за 1 од. часу вiдповiдно дорiвнює 300, 260, 320, 400 та 450
шт. У процесi виробництва враховуються такi виробничi фактори: си-
ровина, електроенергiя, заробiтна плата та накладнi витрати. Витрати
вiдповiдних факторiв на гр.од. пiд час роботи з рiзних технологiчних
процесiв протягом 1 од. часу вказано у таблицi.

Виробничi фактори № техологiчних процесiв Ресурси
1 2 3 4 5

Сировина 12 15 10 12 11 1300
Електроенергiя 0,2 0,1 0,2 0,25 0,3 30
Заробiтна плата 3 4 5 4 2 400
Накладнi витрати 6 5 4 6 4 800

В останнiй графi таблицi вказанi ресурси, якi має пiдприємство по
кожному з виробничих факторiв. Знайти програму максимального
випуску продукцiї.

129. Механiчний завод при виготовленнi трьох рiзних типiв деталей
використовує токарнi, фрезернi та стругальнi верстати. При цьому
обробку кожної деталi можна проводити трьома рiзними технологiчни-
ми методами. У нижченаведенiй таблицi вказанi ресурси (в верстатi-ч.)
кожної групи верстатiв, норми витрати часу при обробцi деталi на
вiдповiдному верстатi за цим технологiчним способом i прибуток вiд
випуску одиницi деталi кожного виду.

Деталi I II III Ресурси
Технологiчнi методи 1 2 1 2 3 1 2 3 часу

Токарний 0,4 0,9 0,5 0,3 — 0,7 — 0,9 250
Верстати Фрезерний 0,5 — 0,6 0,2 0,5 0,3 1,4 — 450

Cтругальний 0,3 0,5 0,4 1,5 0,3 — 1,0 0,5 600
Прибуток 12 18 30

1. Скласти оптимальний план завантаження виробничих потужностей,
що забезпечує максимальний прибуток.

2. Враховуючи, що мiж кiлькiстю деталей, що випускаються, має вико-
нуватися спiввiдношення комплектностi 1:2:1, визначити виробни-
чу програму, що забезпечує виготовлення максимальної кiлькостi
комплектiв.
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3. Розв’язати задачу 1, якщо кiлькiсть деталей II типу не має переви-
щувати 100 од.

130. Нафтопереробний завод має 10 од. нафти сорту А та 15 од. сорти
В. При переробцi нафти виходять бензин та мазут. При цьому вiдомi
наступнi три способи переробки:

Способи переробки Результат
Мазут Бензин

1A + 2B 2 3
2A + 1B 5 1
2A + 2B 2 1

Цiна за одиницю 2 10

131. Планується поквартальний випуск продукцiї для задоволення змiн-
ного попиту (b1 = 50, b2 = 30, b3 = 40, b4 = 20). Скласти оптимальний
графiк роботи пiдприємства, якщо витрати на додатковий випуск 1 од.
продукцiї становлять 30 гр.од., а витрати на зберiгання тiєї ж одиницi в
запасах протягом одного перiоду – 3 гр.од. При цьому задано початко-
вий запас u0 = 5.

132. Розв’язати задачу 131, прийнявши додатково умову, що до кiнця
запланованого перiоду запасiв не залишається.

133. Розв’язати задачу 131, якщо скорочення виробництва пов’язане з
витратами, що становлять 20 гр.од. на одиницю продукцiї.

134. Знайти оптимальний графiк виробництва за двомiсячними перiода-
ми для задоволення змiнного попиту b1 = 50, b2 = 30, b3 = 40, b4 = 35,
b5 = 60, b6 = 30, якщо витрати на зберiгання 1 од. продукцiї протягом
двох мiсяцiв становлять 5 гр.од., а витрати на розширення виробництва
— 16 гр.од. на 1 од. продукцiї. Прийняти початковий запас u0 = 0 i
u6 = 0.

135. Розв’язати задачу 134, якщо u0 = 15 та u6 — довiльне.
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136. Склад мiсткiстю 100 од. сезонного продукту має до початку за-
планованого перiоду 30 од. Визначити, скiльки потрiбно купувати i
продавати протягом кожного з чотирьох кварталiв для отримання ма-
ксимуму прибутку, якщо цiна придбаної одиницi до кiнця кварталу
становить 5, 7, 4, 9, а цiна проданої одиницi протягом кварталу вiдпо-
вiдно дорiвнює 10, 8, 5, 10.

137.Для задоволення поквартального змiнного попиту в деяких виробах
b1 = 30, b2 = 70, b3 = 40, b4 = 20, пiдприємство має в своєму
розпорядженнi двi можливостi: застосовувати три деннi змiни, пiд час
кожної з яких пiдприємство може випускати 20 од. виробiв у квартал,
та двi нiчнi з продуктивнiстю 15 од. на квартал кожна. Витрати на 1
од. продукцiї на денну змiну становлять 150 гр. од. а в нiчну змiну –
200 гр.од. Визначити оптимальний графiк роботи пiдприємства, що
мiнiмiзує собiвартiсть продукцiї, якщо запаси продукцiї до початку та
кiнця планованого перiоду дорiвнюють нулю, а витрати на зберiгання
протягом кварталу становлять 100 гр.од. на 1 од. продукцiї.

138. Є тригалузева балансова модель з матрицею коефiцiєнтiв витрат:

A =

0, 1 0, 05 0, 2
0, 3 0 0, 15
0, 2 0, 4 0

 .

Виробничi потужностi галузей обмежують можливостi її валового
випуску числами 300, 200, 500. Визначити оптимальний валовий випуск
усiх галузей, що максимiзує вартiсть сумарного кiнцевого продукту,
якщо заданий вектор цiн на кiнцевий продукт C = (2, 5, 1).

139. Розв’язати задачу 138, якщо на кiнцевий продукт накладаються
такi обмеження: y1 : y2 = 2 : 1 та y2 ⩽ 100.

140. Додатково до даних задачi 138 заданi коефiцiєнти прямих витрат
працi на випуск 1 од. продукцiї кожної галузi: 0,2; 0,3; 0,15. Визначити
максимально можливий випуск кiнцевого продукту у вартiсному вира-
женнi, якщо сумарнi витрати працi не повиннi перевищувати 70 од.
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141. Тригалузева балансова модель у вартiсному вираженнi характери-
зується матрицею коефiцiєнтiв прямих витрат:

A =

0, 2 0 0, 1
0, 1 0, 4 0, 1
0, 1 0, 2 0

 .

Вiдомо, що для збiльшення наступного року валового випуску 1, 2, 3-ї
галузей на 1 од. необхiдно витратити капiталовкладень: у 1-у галузь
— 0,6; в 2-у галузь – 0,2 i в 3-ю галузь – 0,1. Визначити оптимальне
розподiлення капiталовкладень, що забезпечує максимальний прирiст
кiнцевого продукту в наступного роцi, якщо розмiри капiталовкладень
у галузi обмеженi числами 100, 50 i 60, а вартостi одиницi кiнцевого
продукту вiдповiдно дорiвнюють 1, 5 i 4.

142. Розв’язати задачу 141, якщо встановлено асортиментне обмеження
на прирiст кiнцевого продукту: ∆y1: ∆y2: ∆y3 = 5 : 1 : 2.

143. Розглядається тригалузева балансова модель у вартiсному вира-
женнi з матрицею коефiцiєнтiв прямих витрат:

A =

0, 4 0, 1 0, 2
0, 3 0, 2 0, 1
0, 1 0, 4 0

 .

Для розширеного вiдтворення наступного року в кожнiй з галузей
створено додатково знаряддя працi у сумi вiдповiдно 120, 50 та 80 од. Цi
величини можна використовувати як капiталовкладення розширеного
вiдтворення галузей наступного року. При цьому вiдома матриця
коефiцiєнтiв капiтальних витрат:

K = (kij) =

0, 3 0, 1 0, 1
0, 2 0, 05 0, 1
0, 1 0, 2 0, 2

 .

де kij означає необхiднi витрати знарядь працi, створених i-ю галуззю
для додаткового випуску продукцiї j-ї галузi на 1 од. (Всi данi вказанi
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у грошових одиницях). Визначити оптимальний розподiл капiтало-
вкладень, що забезпечує максимальний сумарний прирiст кiнцевого
продукту за наступних цiн на нього: 2, 3, 1.

144. Розв’язати задачу 143 за наступного асортиментного обмеження
на прирiст кiнцевого продукту: ∆y1 : ∆y3 = 2 : 1.

145. Для виготовлення певного сплаву зi свинцю, цинку та олова
використовується сировина у виглядi наступних п’яти сплавiв з тих же
металiв, що вiдрiзняються складом та вартiстю 1 кг.

Компоненти Сплав: вмiст у %
I II III IV V

Свинець 10 10 40 60 30
Цинк 10 30 50 30 20
Олово 80 60 10 10 50
Вартiсть 4 4,5 5,8 6,0 7,5

1. Визначити, скiльки потрiбно взяти сплаву кожного виду, щоб
виготовити з мiнiмальною собiвартiстю сплав, що мiстить 20%
свинцю, 30% цинку i 50% олова.

2. Вирiшити те саме завдання, якщо для нового сплаву задаються
такi обмеження: олова вiд 40 до 60% i цинку вiд 20 до 30%.

3. Вирiшити те ж завдання при наступних обмеженнях на склад
сплаву: олова — не бiльше 40% i цинку — не менше 20%.

146.Для будiвництва будинкiв на 100 будiвельних майданчиках вибрано
5 типових проектiв. По кожному з проектiв вiдомi: тривалiсть закладки
фундаментiв та будiвництва решти будiвлi у днях, а також житлова
площа будинку та вартiсть 1 кв. м житлової площi.

Тип будинку I II III IV V
Фундамент 20 30 35 30 40
Iншi роботи 40 20 60 35 25

Житлова площа 3000 2000 5000 4000 6000
Вартiсть 1 кв. м. 200 150 220 180 200



101

Паралельно можна вести закладку 10 фундаментiв та будiвництво 15
будiвель.

1. Визначити план будiвництва, який забезпечує введення максималь-
ної житлової площi протягом року (300 робочих днiв).

2. Вирiшити ту ж задачу при додатковому обмеженнi: число будинкiв
кожного типу має виявитися не менше нiж 10.

3. Визначити рiчний план будiвництва, що максимiзує сумарну жи-
тлову площу за додаткової умови, що середня собiвартiсть 1 кв. м
не перевищує 180 гр. од.

147. Обробка деталей А, В та С може проводитись на трьох верстатах I,
II, III. У таблицi зазначенi норми витрати часу на обробку верстатом
вiдповiдної деталi, продажна цiна одиницi деталi (в гр.од.), оплата 1
год. роботи верстата i граничний час роботи верстата.

Верстати Деталi: норми часу Оплата Час роботи
A B C верстата

I 0,2 0,1 0,05 30 40
II 0,6 0,3 0,2 10 60
III 0,2 0,1 0,4 20 30
Цiна 10 16 12

На пiдставi наступних додаткових вказiвок скласти математичну мо-
дель та визначення оптимальної виробничої програми, припускаючи в
задачах 1) – 5), що будь-яка деталь може вироблятися на будь-якому з
верстатiв:

1) максимум товарної продукцiї Т;

2) максимум сумарного прибутку П;

3) мiнiмум сумарних витрат на обробку S при планi А – 300 шт., B –
500 шт., С – 100 шт.;

4) максимум числа комплектiв, що включають 3 деталi A, 2 деталi B
та 1 деталь C;

5) максимум П при заданому асортиментi 3:2:1.
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148. Для задачi 147 скласти математичну модель з визначення опти-
мальної виробничої програми, припускаючи в задачах 1) – 5) будь-яка
деталь може вироблятися на будь-якому з верстатiв i використовуючи
наступнi критерiї:

1) максимум сумарного прибутку П при заданiй кiлькостi деталей А –
200 шт., В – 400 шт., С – 600 шт.;

2) максимальне завантаження верстатiв при заданому асортиментi у
спiввiдношеннi 3:2:1;

3) максимальне число деталей А, В i С при однаковому часi роботи
всiх верстатiв;

4) максимум прибутку П за додаткових умов, що кожен верстат заван-
тажений виробництвом тiльки однiєї деталi i що план передбачає
виробництво всiх трьох деталей;

5) максимум сумарної продуктивностi за додаткових умов задачi 4) i
рiвного часу роботи всiх верстатiв.

149. Для завдання 147 скласти математичну модель щодо визначення
оптимальної виробничої програми, припускаючи, що кожна деталь
при її виготовленнi повинна послiдовно оброблятися на кожному зi
верстатiв i використовуючи наступнi критерiї:

1. Максимум сумарного прибутку П.

2. Максимум товарної продукцiї Т.

3. Максимум П за додаткових умов: деталей А не менше 300 од.,
деталей Б не бiльше 200 од..

4. Максимум Т при заданому асортиментi 3:2:1.

5. Мiнiмум сумарних витрат на обробку S при заданому асортиментi
1:2:3.
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150. Для контролю за роботою космiчної ракети використовуються 4
види датчикiв, якi розмiщенi на ракетi та результати вимiрювань яких
реєструються трьома типами наземних реєстраторiв-самописцiв. Кожен
датчик визначає одну з характеристик (температуру, тиск i т. щ.) i пере-
дає результати по окремому каналу зв’язку на будь-який самописець. У
наступнiй таблицi вказанi чисельностi датчикiв та самописцiв, а також
час, що витрачається на включення вiдповiдного каналу зв’язку.

Самописцi Датчики
20 40 50 40

70 2 1 5 3
90 3 2 3 4
60 3 4 1 2

Визначити оптимальне закрiплення датчикiв до реєструючих пристроїв,
при якому досягається мiнiмум сумарних витрат часу на перемикання
каналiв.

151. З пункту A до пункту B i назад вiдправляються 4 поїзди згiдно
з таким розкладом: з А до В: 900, 1200, 1600 i 2000; з В до А: 1000, 1500,
1800 i 2200. Час у дорозi для всiх поїздiв однаковий i дорiвнює 5 год.
Локомотиви, що ведуть поїзди, здiйснюють за добу два рейси: один з
пункту, до якого локомотив прикрiплений, i другий назад з найближчим
черговим рейсом. Знайти оптимальне закрiплення локомотивiв за
пунктами A i B, у якому досягається мiнiмум сумарного часу простою
локомотивiв T.

152. Витрата газу в мiстi характеризується двома величинами: сумарнi
витрати за рiк A та середньомiсячнi витрати за зимовий перiод B. Для
задоволення потреб у газi можуть бути побудованi газосховища трьох
типiв I, II, III, для кожного з яких вiдомi тi ж двi характеристики ai i bi.
Вiдомi також капiтальнi витрати на будiвництво кожного газосховища
та сумарний обсяг капiталовкладень на органiзацiю газопостачання.
Визначити оптимальний план будiвництва газосховищ, що забезпечує
задоволення потреб у газi за мiнiмальної його собiвартостi, за конкре-
тними даними, наведеними в таблицi.
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Типи газосховищ Усього
I II III

Рiчна потреба
(продуктивнiсть) 50 100 50 2500

Середньомiсячна потреба
(продуктивнiсть) 20 30 10 500

Собiвартiсть 1 м3

1 0,8 0,8

Капiталовкладення 120 90 180 3600

153. Для задоволення змiнного попиту по кварталах застосовується,
крiм нормального режиму роботи, понаднормова робота в кiлькостi,
що не перевищує 25% часу основної роботи та випуску продукцiї на
додатковому обладнаннi в кiлькостi не бiльше нiж 20% вiд основної
продукцiї. Крiм того, надлишок продукцiї у цьому кварталi може
зберiгатися у виглядi запасiв. Вихiднi данi задачi наведенi в наступних
таблицях:

Квартали I II III IV
Попит 140 120 200 140

Випуск за
нормального 100 80 120 100

режиму роботи

Витрати на одиницю продукцiї
Норм.
роботи

Понаднормовi
роботи

Додат.
обладнання Зберiгання

5 8 10 3

Визначити оптимальний режим роботи пiдприємства, що задовольняє
попит iз мiнiмальними витратами за наступних умов:

1) початковий та кiнцевий запаси рiвнi;

2) початковий запас дорiвнює 20 од., а кiнцевий дорiвнює нулю;

3) початковий запас дорiвнює 20 од., а кiнцевий не заданий;

4) початковий та кiнцевий запаси довiльнi.
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154.Пiдприємство випускає два продукти: 1 i 2, для задоволення попиту
bjk (k = 1, 2), що змiнюється за пiврiччями (j = 1, 2). Виготовлення
продуктiв може проводитися на трьох машинах (i = 1, 2, 3), для яких
вiдомий час tik, що витрачається i-ою машиною на виробництво одиницi
k-го продукту i сумарний резерв часу aji , який має i-а машина в j-му
пiврiччi. Вiдомi також витрати ck на зберiгання одиницi k-го продукту
протягом пiврiччя. Усi зазначенi величини наведено у наступнiй табли-
цi.

tik aji bjk ck
I II I II I II

1 2 1 1 70 80 1 20 30 3
2 2 3 2 100 60

2 30 40 5
3 4 2 2 120 100

Визначити оптимальну виробничу програму за умови мiнiмiзацiї витрат
на зберiгання.

155. (Задача про постачальника.) Для обслуговування автоперевезень
в j-й день тижня потрiбно aj автомобiлiв. Машини пiсля подорожi
повиннi пройти профiлактичний ремонт. Звичайний ремонт триває 4
днi за витратами 20 гр.од. на машину, термiновий ремонт триває 2
днi за витрат 30 гр.од. на машину. Крiм того, можна використовувати
для перевезень машини, знявши їх з iншої дiлянки, що призведе до
втрат 50 гр.од. на машину. Визначити оптимальну тижневу програму
пiдготовки машин, яка мiнiмiзує сумарнi витрати автобази, якщо
потреби в машинах характеризуються такими даними:

Днi тижня 1 2 3 4 5 6 7
aj 50 40 70 60 80 40 50

156. (Задача про склад.) Склад ємнiстю 200 од. товару використовує-
ться для зберiгання продукцiї та вiдпуску товарiв у торговельну мережу.
Передбачається, що надходження товарiв до складу вiдбувається на-
прикiнцi кожного кварталу, а продаж — протягом усього кварталу.
Витрати на виготовлення та зберiгання, а також вiдпускна цiна 1 од.
товару за кварталами вказанi у таблицi.



106 Роздiл 3. Завдання на складання математичних моделей

Квартали Втрати Вiдпускна
Виготовлення Зберiгання цiна

I 8 5 20
II 12 4 16
III 10 7 15
IV 15 6 18

Передбачаючи попит необмеженим, визначити оптимальну щоквар-
тальну програму виготовлення, зберiгання та продажу товарiв, що
максимiзує сумарний прибуток за рiк, за наступних умов:
1) початковi запаси дорiвнюють нулю;

2) початковi та кiнцевi запаси дорiвнюють нулю;

3) початковi та кiнцевi запаси рiвнi 250 од.;

4) розв’язати задачу 1) при додатковому обмеженнi: щокварталу
можна виготовити не бiльше нiж 500 од.

157. Фермер може продати частину врожаю пшеницi i посiяти залишок.
При цьому урожай становить 20 ц з га на кожнi посiянi 10 кг. Крiм
того, вiдомi цiни, за якими вiн може продати центнер пшеницi за 4
послiдовнi роки (7, 8, 10 та 6 гр.од. вiдповiдно). Визначити оптимальну
стратегiю для фермера на зазначенi 4 роки, за якої буде досягнуто
максимального прибутку.

158. (Транспортна задача з промiжними пунктами.)Є всього 5 пунктiв
(i = 1, . . . , 5), що включени до загальної транспортної мережi. Для
кожного з пунктiв вказано обсяг виробництва ai та обсяг споживань bk.
Задано також коефiцiєнти cik витрат на перевезення з i-го пункту в k-й.
Всi наведенi данi вiдображненi в наступнiй таблицi.

i k ai bk
1 2 3 4 5

1 7 3 9 4 40 15
2 7 8 4 5 60 100
3 4 2 6 4 20 20
4 5 1 9 7 70 20
5 5 2 9 2 40 30

Скласти оптимальний план перевезень, що мiнiмiзує сумарнi витрати.
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159. Для обслуговування чотирьох авiалiнiй є три типи лiтакiв. У
наступнiй таблицi вказано число лiтакiв i-го типуai, кiлькiсть пасажирiв,
якi вiдправляються по k-й лiнiї bk експлуатацiйнi витрати на один лiтак
i-го типу на k-й лiнiї cik та загальна кiлькiсть пасажирiв, яке може
перевезти за даний перiод i-й тип лiтака на k-й лiнiї λik:

Авiалiнiї
b1 = 20 000 b2 = 10 000 b3 = 15 000 b4 = 40 000

ai λi1 ci1 λi2 ci2 λi3 ci3 λi4 ci4
15 500 5 1200 7 1000 20 2200 12
10 750 9 1800 4 1500 8 330 10
25 1000 6 2450 8 2000 4 4350 5

Визначити оптимальний розподiл лiтакiв по авiалiнiях, що мiнiмiзує
сумарнi витрати.

160. У вугiльному басейнi видобувається вугiлля трьох сортiв у вiдно-
сних частках 20%, 60%, 15%. Видобуте вугiлля поставляють чотирьом
енергетичним установкам. Задано теплотворнi здiбностi кожного з
сортiв палива (ккал/кг): 2800, 3000, 3500; потреби установок (у млн.
ккал): 10, 25, 15, 30 та витрати з видобутку 1 т кожного сорту (у гр. од.):
8, 10, 15. Визначити необхiдний обсяг видобутку та розподiл рiзних
сортiв вугiлля мiж енергетичними установками за умови мiнiмiзацiї
сумарних витрат.

161. Скласти модель завдання щодо визначення оптимального плану
виробництва n типiв машин при заданих обсягах a1, . . . , ai, . . . , am
ресурсiв, норм витрат aik (i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n) i-го ресурсу
виробництва однiєї k-ї машини, та заданих величинах ck (k = 1, . . . , n)
прибутку при реалiзацiї однiєї машини k-го типу. Передбачається,
що до кiнця запланованого перiоду не повинно бути незавершеного
виробництва.

162. Є m типiв машин (i = 1, . . . ,m) та n видiв робiт (k = 1, . . . , n),
що пiдлягають виконанню в обсягах b1, . . . , bk, . . . , bn. Задано матрицю
(λik), де λik – продуктивнiсть i-ї машини на k-й роботi, матрицю (cik), де
cik – собiвартiсть виконання одиницi k-ї роботи машиною i-го типу, та



108 Роздiл 3. Завдання на складання математичних моделей

вартiсть di однiєї машини i-го типу. Скласти математичну модель завда-
ння щодо визначення оптимального машинного парку (тобто кiлькiсть
машин кожного типу) та оптимального його розподiлу за зазначеними
роботами за умови мiнiмiзацiї сумарної вартостi (машинного парку та
робiт, що виконуються).

Вказiвка. Ввести два види змiнних: yi – загальна кiлькiсть машин i-го
типу та xik – кiлькiсть машин i-го типу, що використовуються на k-й
роботi; останнi можуть i не бути цiлими, якщо виробництво машини
λik не кратна обсягу роботи bk.

163. Є судна m типiв у кiлькостях q1, . . . , qi, . . . , qm, на кожному з
яких є n вантажних ємностей (k = 1, . . . , n) з вантажопiдйомнiстю
dik (деякi dik можуть дорiвнювати нулю). Пiдлягають перевезенню
p видiв вантажiв в кiлькостi b1, . . . , bj, . . . , bp. Скласти математичну
модель завдання на вибiр оптимального складу судiв, якщо витрати на
експлуатацiю одного судна i-го типу рiвнi ci.

164. Є n маршрутiв, по кожному з яких необхiдно здiйснити bk рейсiв
(k = 1, . . . , n) таm типiв автомашин, кожна з яких може бути викори-
стана протягом ai г. (i = 1, . . . ,m). На виконання i-ю машиною рейсу
по k-му маршруту потрiбно tik год при витратах cik гр.од. Скласти
модель завдання оптимального розподiлу машин за маршрутами.

165. Потрiбно розпиляти a колод, довжиною кожна в 10 м, на бруси
трьох розмiрiв: 3,5; 4,5 i 5 м, якi мають бути виготовленi в асортиментi
2 : 1 : 1. Скласти модель для визначення оптимального плану розпилу з
умови максимального використання кожної колоди.

166. (Завдання про оптимальне призначення.)Єn робiт (k = 1, 2, . . . , n)
та m механiзмiв (i = 1, . . . ,m), здатних виконувати цi роботи. Задано
матрицю (cik), елементи якої cik характеризують ефективнiсть вико-
нання i-м механiзмом k-ї роботи. При цьому як додаткову умову
приймають, що кожен механiзм може бути використаний тiльки на
однiй роботi i кожна робота може виконуватися тiльки одним механi-
змом. Скласти модель завдання оптимального розподiлу механiзмiв.
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167. Скласти модель завдання щодо визначення оптимального порядку
обробки шести деталей (k = 1, . . . , 6) на двох верстатах (i = 1, 2) за
умови, що кожна деталь спочатку обробляється на 1-му , потiм на 2-му
верстатi з наступними даними про час обробки tik на кожному верстатi:

i tik
k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6

1 5 12 4 20 18 14
2 9 12 15 6 12 5

168. Для задоволення попиту q споживачiв, в кiлькостi b1, . . . , bi,
. . . , bq одиниць продукцiї можуть бути частково використанi наяв-
нi пiдприємства-постачальники, а частково пiдприємства, що рекон-
струюються або знову будуються. Реальнi або проектованi виробничi
потужностi цих пiдприємств складають a1, . . . , ai, . . . , ap. Задано ма-
трицю (cik) транспортних витрат на доставку продукцiї та вектор,
C = c1, . . . , ci, . . . , cp, де ci — виробничi витрати на одиницю продукцiї.
Крiм того ще вiдомi «фiксованi» витрати di пов’язанi з реконструкцiєю
або будiвництвом нових пiдприємств (частка загальних капiталовкла-
день, розрахована на планований перiод, виходячи iз загального термiну
окупностi). Цi фiксованi витрати di =0, якщо ai =0, тобто якщо i-й
постачальник у планi не передбачається, i di > 0, якщо ai > 0. Для на-
явних пiдприємств вiдповiдне di = 0, незалежно вiд ai.Скласти модель
завдання визначення оптимального плану розмiщення виробництва та
транспортування продукцiї за умови мiнiмiзацiї сумарних витрат.

Вказiвка. Ввести альтернативнi змiннi

yi =

{
0, якщо ai = 0,

1, якщо ai > 0,

якi увiйдуть в обмеження по рядках та цiльову функцiю.

169. Загальну суму капiталовкладень S необхiдно розподiлити мiж q
об’єктами (k = 1, . . . , q), потреби яких вимiрюються сумами b1, . . . ,
bk, . . . , bq, а очiкуванi прибутки c1, . . . , ci, . . . , cq. На кожен об’єкт ка-
пiталовкладення або видiляються у необхiднiй сумi, або зовсiм не
видiляються. Скласти модель завдання цiлiсного програмування, що
полягає в оптимальному розподiлi капiталовкладень.
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170. Чотири пiдприємства можуть виробляти продукцiю в термiн в
кiлькостi 160, 250, 390, 200 од. та додатково, використовуючи понад-
нормовий час, у кiлькостях 40, 50, 110, 50 од. При цьому витрати на
виробництво одиницi продукцiї на пiдприємствах становлять 30, 50,
40, 35 — при роботi у термiн i вiдповiдно на 50% вище при роботi в
понаднормовий час. Продукцiя має бути доставлена чотирьом спожи-
вачам у кiлькостi 380, 250, 400 та 200 од. Транспортнi витрати cik на
перевезення одиницi продукцiї вiд i-го пiдприємства (i = 1, 4) k-му
споживачевi (k = 1, 4) заданi матрицею:

C =


25 30 40 35
30 40 30 20
25 45 30 40
42 36 28 34

 .

Визначити оптимальну виробничу програму пiдприємств та оптималь-
ний план перевезень.

Вказiвка. Крiм звичайних змiнних xik для позначення перевезень
вiд i-го пiдприємства k-му споживачевi, ввести додатковi змiннi xi, що
виражають сумарний випуск продукцiї i-го пiдприємства.

171. Винайти оптимальний розподiл загальної суми капiталовкладень
в 120 000 000 гр. од. для будiвництва трьох пiдприємств. При цьому
величина вiддачi (в млн.гр.од.) до кiнця року на кожен млн. гр. од.
капiталовкладень залежить не тiльки вiд пiдприємства, а й вiд величини
вiдпущених йому коштiв, спадаючи зi зростанням останнiх (у зв’язку з
труднощами щодо їх освоєння). Цi залежностi представленi в таблицi.

Пiд-
приєм-
ства

Розмiр
кап.вкл. Вiддача Розмiр

кап.вкл. Вiддача Розмiр
кап.вкл. Вiддача

I до 15 1,5 15-30 0,5 вище 30 0
II до 20 1,0 20-40 0,4 40-50 0,2
III до 10 1,2 10-15 1,0 15-30 0,5

172. Визначити мiсце будiвництва заводу мiж двома пунктами збуту,
вiдстань мiж якими 100 км. i розмiр поставок до кожного з пунктiв.
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Валовий випуск продукцiї заводу становить 150 од., а залежнiсть прода-
жної цiни одиницi продукцiї вiд кiлькостi продукцiї, що поставляється
xi (i = 1, 2) у кожен iз пунктiв збуту i витрат за перевезення одиницi
виробленої продукцiї вiд вiдстанi yi мiж заводом i пунктом збуту зада-
ються у таблицi.

Пункти збуту Цiна продажу (гр.од./од.) Витрати (гр.од./од.)
1 15 - 0,1x1 1,5 + 0,1y1
2 12 - 0,08x2 1,5 + 0,05y2

173. Пiдприємство може випускати три види продукцiї А, Б i В, маючи
для цього ресурси сировини в 1000 од., що витрачається в кiлькостi 5,
2, 5 i 2 од. вiдповiдно на кожну одиницю продукцiї А, Б i В. Прибуток,
одержуваний пiдприємством на кожну одиницю продукцiї, залежить вiд
виду продукцiї та вiд загальної величини витрачених на нього ресурсiв
згiдно з такими даними:

Витрати
ресурсiв А Б В

до 100 100-200 до 200 200-400 до 300 300-600
Прибуток 5 3 10 6 4 2

Визначити оптимальний план випуску продукцiї.

174. Випуск продукцiї може здiйснюватися двома технологiчними
режимами, витрати при кожному з яких вiдповiдно дорiвнюють 21x

4
3
1

i 4x
3
2
2 , де x1 i x2 — обсяг продукцiї, яка обробляється вiдповiдно по

1-му та 2-му технологiчним режимам вiдповiдно. При цьому другий
технологiчний режим передбачає використання привiзної сировини та
пов’язаний з додатковими витратами на транспортування у сумi 400x

1
2
2 .

Визначити оптимальне використання обох технологiчних режимiв, що
забезпечують загальний випуск продукцiї в кiлькостi 100 од.

175. Визначити оптимальний розмiр партiї сировини, що закуповується
через рiзнi промiжки часу, якщо рiчна потреба в ньому становить Q
од., витрати сировини рiвномiрнi, рiчнi витрати на зберiгання одиницi
сировини α та витрати на закупiвлю нової партiї β.

Вказiвка. Якщо партiя розмiром x витрачається рiвномiрно протягом
року, то середньорiчний запас сировини дорiвнює x/2.
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176. Розв’язати задачу 175, якщо мiсткiсть складу для зберiгання
запасiв не перевищує D.

177. Визначити оптимальну програму випуску двох видiв продукцiї з
урахуванням обмежених ресурсiв сировини (120 кг), обладнання (300
верстат-год.) та електроенергiї (280 квтч.) за наступних норм витрат на
одиницю продукцiї: сировини 3 та 2 кг/од. , електроенергiї 4 та 7 квтч. i
обладнання 50− 5x1 i 20− 4x2, де x1 i x2 —шукана кiлькiсть одиниць,
що виробляються 1-го та 2-го виду.

178. Розглядається тригалузева модель економiки з технологiчною
матрицею (aik) (i = 1, 2, 3 i k = 1, 2, 3), де aik – коефiцiєнти прямих
витрат. Заданi коефiцiєнти прямих витрат працi tk i капiталовкладень
ck, загальний обсяг трудових ресурсiв T , потреби в кiнцевому продуктi
bi, цiни на продукти, що iмпортуються αi i на експортованi продукти
βi = γi − δiyi, де yi — розмiр експорту i-го продукту i максимально
допустимий дефiцит зовнiшньої торгiвлi D (тобто рiзниця мiж сумар-
ною вартiстю iмпорту та експорту). Скласти математичну модель щодо
визначення валового випуску продукцiї, обсягу експорту та iмпорту, у
яких потрiбно мiнiмум капiталовкладень.

179. Пiдприємство електронної промисловостi випускає двi моделi
радiоприймачiв, причому кожна модель виробляється на окремiй техно-
логiчнiй лiнiї. Добовий обсяг виробництва першої лiнiї — 60 виробiв,
другої лiнiї — 75 виробiв. На радiоприймачi першої моделi витрача-
ється 10 однотипних елементiв електронних схем, на радiоприймачi
другої моделi — 8 таких же елементiв. Максимальний добовий запас
елементiв дорiвнює 800 одиницям. Прибутки вiд реалiзацiї одного
радiоприймача першої та другої моделей дорiвнюють 30 i 20 гр. од.
вiдповiдно. Визначте оптимальнi добовi обсяги виробництва першої та
другої моделей.

180. Процес виготовлення двох видiв промислових виробiв полягає
у послiдовнiй обробцi кожного з них на трьох верстатах. Час викори-
стання цих верстатiв для цих виробiв обмежено 10 год. на добу. Час
обробки та прибуток вiд продажу одного виробу кожного виду наведено
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у таблицi. Знайдiть оптимальнi обсяги виробництва виробiв кожного
виду.

Вирiб Час обробки одного виробу (хв) Питомий
верстат 1 верстат 2 верстат 3 прибуток

1 10 6 8 2 гр. од.
2 5 20 15 3 гр. од.

181. Фiрма має можливiсть рекламувати свою продукцiю, використову-
ючи мiсцевi радiо- та телевiзiйнi мережi. Витрати на рекламу у бюджетi
фiрми обмеженi величиною 1000 гр.од. у мiсяць. Кожна хвилина радiо-
реклами коштує 5 гр.од., а кожна хвилина телереклами — в 100 гр.од.
Фiрма хотiла б використовувати радiомережу принаймнi вдвiчi частiше,
нiж мережу телебачення. Досвiд минулих рокiв показав, що обсяг
збуту, який забезпечує кожна хвилина телереклами, у 25 разiв бiльший
за збут, що забезпечується однiєю хвилиною радiореклами. Визначте
оптимальний розподiл фiнансових коштiв, якi щомiсяця вiдпускаються
на рекламу, мiж радiо- та телерекламою.

182. Фiрма виробляє два види продукцiї — A та B. Обсяг збуту про-
дукцiї виду A становить не менше 60% загального обсягу реалiзацiї
продукцiї обох видiв. Для виготовлення продукцiї A та B використо-
вується та сама сировина, добовий запас якої обмежений величиною
100 кг. Витрата сировини на одиницю продукцiї A становить 2 кг, а
на одиницю продукцiї B — 4 кг. Цiни продукцiї A та B рiвнi 20 i
40 гр.од. вiдповiдно. Визначте оптимальний розподiл сировини для
виготовлення продукцiї A та B.

183.Фiрма випускає ковбойськi капелюхи двох фасонiв. Трудомiсткiсть
виготовлення капелюха фасону 1 удвiчi вище трудомiсткостi виготовле-
ння капелюха фасону 2. Якби фiрма випускала тiльки капелюхи фасону
1, то добовий обсяг виробництва мiг би становити 500 капелюхiв. До-
бовий обсяг збуту капелюхiв обох фасонiв обмежений дiапазоном вiд
150 до 200 штук. Прибуток вiд продажу капелюха фасону 1 дорiвнює
8 гр.од., а фасону 2 – 5 гр.од. Визначте, скiльки капелюхiв кожного
фасону слiд виготовляти, щоб максимiзувати прибуток.
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184. Вироби чотирьох типiв проходять послiдовну обробку на двох
верстатах. Час обробки одного виробу кожного типу на кожному станку
наведено в таблицi.

Верстат Час обробки одного виробу (год.)
тип 1 тип 2 тип 3 тип 4

1 2 3 4 2
2 3 2 1 2

Витрати на виробництво одного виробу кожного типу визначаються
як величини, що прямо пропорцiйнi часу використання верстатiв (в
машино-годинах). Вартiсть машино-години становить 10 гр.од. для
верстата 1 та 15 гр. од. — для верстата 2. Допустимий час використання
верстатiв для обробки виробiв всiх типiв обмежений такими значеннями:
500 машино-годин — для верстата 1 та 380 машино-годин для верстата
2. Цiни виробiв типiв 1, 2, 3 та 4 рiвнi 65, 70, 55 та 45 гр.од. вiдповiдно.
Для наведених умов сформулюйте завдання максимiзацiї сумарного
чистого прибутку.

185. Завод випускає вироби трьох моделей I, II та III. Для їх виготовлен-
ня використовуються два види ресурсiв A таB, запаси яких становлять
4000 та 6000 одиниць вiдповiдно. Витрата ресурсiв на один вирiб кожної
моделi наведено в таблицi.

Ресурс Витрати ресурсу на один вирiб цiєї моделi
I II III

A 2 3 5
B 4 2 7

Трудомiсткiсть виготовлення виробу моделi I удвiчi бiльша, нiж виробу
моделi II, i втричi бiльша, нiж виробу моделi III. Чисельнiсть робiтникiв
заводу дозволяє випускати 1500 виробiв моделi I. Аналiз умов збуту
показує, що мiнiмальний попит продукцiї заводу становить 200, 200 i
150 виробiв моделей I, II i III вiдповiдно. Однак спiввiдношення випуску
виробiв моделей I, II та III має дорiвнювати 3:2:5. Питомий прибуток
вiд реалiзацiї виробiв моделей I, II i III становить 30, 20 i 50 гр. од.
вiдповiдно. Сформулюйте для цих умов завдання визначення обсягiв
випуску виробiв кожної моделi, за яких прибуток буде максимальним.
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186. Грошовi кошти можуть бути використанi для фiнансування двох
проектiв. Проект A гарантує отримання прибутку на суму 0,7 гр.од на
I вкладену гр.од. через рiк. Проект B гарантує отримання прибутку
на суму 2 гр. од. на кожну iнвестовану гр.од., але за два роки. При
фiнансуваннi проектуB перiод iнвестицiймає бути кратнимдвом рокам.
Як слiд розпорядитися капiталом 100 000 гр.од., щоб максимiзувати
сумарну величину прибутку, яку можна одержати через три роки пiсля
початку iнвестицiй? Сформулюйте це завдання як завдання ЛП.

187. Мiнiмально необхiдна кiлькiсть автобусiв в i-у годину доби дорiв-
нює bi (i = 1, 2, . . . , 24). Кожен автобус безперервно використовується
на лiнiї протягом 6 год. Перевищення числа автобусiв у перiод i-ї годи-
ни порiвняно з величиною bi приводить до додаткових витрат на одну
машину-годину у розмiрi ci. Сформулюйте це завдання як завдання
мiнiмiзацiї загального розмiру додаткових витрат.

188. Розгляньте завдання розподiлу лiтакiв трьох типiв за чотирма мар-
шрутами. Характеристики парку лiтакiв та руху авiалiнiями наведенi в
таблицi.

Тип
лiтака

Мiсткiсть
(число

пасажирiв)

Кiлькiсть
лiтакiв

Кiлькiсть
рейсiв на добу

на кожному маршрутi
1 2 3 4

1 50 6 3 2 2 1
2 30 8 4 3 3 2
3 20 10 5 5 4 2
Добовий пасажиропотiк 100 200 90 120

Вартiстнi авiаперевезень наведенi у наступнiй таблицi.
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Тип лiтака Експлуатацiйнi витрати на
1 рейс за цим маршрутом (гр. од.)

1 2 3 4
1 1000 1100 1200 1500
2 800 900 1000 1000
3 600 800 800 900

Збитки вiд
незадоволеного попиту
(на одного пасажира,
якого не перевезли)

40 50 45 70

Сформулюйте завдання ЛП, в якому потрiбно мiнiмiзувати суму екс-
плуатацiйних витрат та втрат через незадоволений попит.

189. Для отримання двох сплавiв A та B використовуються чотири
виду металу I, II, III та IV. Вимоги до вмiсту цих металiв у сплавах A
та B наведенi у першiй таблицi. Характеристики та запаси руд, з яких
отримують метали I, II, III та IV, зазначенi у другiй таблицi.

Сплав Вимоги до вмiсту металiв
A Не бiльше 80% металу виду I

Не бiльше 30% металу виду II
Не менше 50% металу виду IV

B Вiд 40% до 60% металу виду II
Не менше 30% металу виду III
Не бiльше 70% металу виду IV

Руда Макси-
маль- Склад (%) Цiна

(гр. од./т.)

ний
запас
(т)

I II III IV

Iншi
компо-
нен-
ти

1 1000 20 10 30 30 10 30
2 2000 10 20 30 30 10 40
3 3000 5 5 70 20 0 50

Нехай цiна 1 т сплаву A дорiвнює 200 гр.од., а 1 т металу B — 300
гр.од. Сформулюйте завдання ЛП, що максимiзує прибуток вiд продажу
сплавiв A та B.
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Вказiвка: позначте через xijk кiлькiсть тонн металу i, що отримується
з руди j i використовуваного для виготовлення сплаву k.

190. Потрiбно розподiлити наявнi кошти за чотирма альтернативни-
ми варiантами. Гра має три результати. У таблицi наведено розмiри
виграшу (чи програшу) на кожну гр.од., вкладену у вiдповiдний альтер-
нативний варiант, для кожного з трьох результатiв.

Вихiд Виграш (або програш) на 1 ден. од.,
вкладену в даний варiант

1 2 3 4
1 -3 4 -7 15
2 5 -3 9 4
3 3 -9 10 -8

Гравець має 500 гр.од., причому використовувати їх у грi можна лише
один раз. Точний результат гри заздалегiдь невiдомий, i, з огляду
на цю невизначенiсть, гравець вирiшив розподiлити грошi так, щоб
максимiзувати мiнiмальну вiддачу вiд вкладеної суми. Сформулюйте
це завдання як завдання ЛП.

Примiтка. Вiддача вiд вкладених коштiв може бути негативною,
нульовою або додатною.

191. Три нафтопереробнi заводи з максимальною щоденною проду-
ктивнiстю в 6, 5 i 8 млн. лiтрiв бензину постачають три бензосховища,
попит яких становить 4, 8 i 7 млн. лiтрiв. Бензин транспортується до
бензосховищ по трубопроводу. Вартiсть перекачування бензину на кi-
лометр, розрахована з урахуванням довжини трубопроводу, становить
0,01 гр.од. на 100 л. У таблицi вiдстаней, наведенiй нижче, показано,
що завод 1 не пов’язаний iз сховищем 3. Сформулюйте вiдповiдне
транспортне завдання.

Заводи Бензосховища
1 2 3

1 120 180 —
2 300 100 80
3 200 250 120
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192. Нехай у задачi 191 продуктивнiсть нафтопереробного заводу 3
знизилася до 6 млн. лiтрiв. Крiм того, обов’язково повне задоволення
попиту бензосховища 1, а недопоставки до сховищ 2 i 3 штрафуються
0.05 гр.од. за кожний лiтр. Сформулюйте вiдповiдне транспортне завда-
ння.

193. Нехай у задачi 191 щоденний попит сховища 3 падає до 4 млн.
лiтрiв. Надлишок продукцiї на нафтопереробних заводах 1 i 2 повинен
переправлятися на вантажiвках до iнших сховищ. Вiдповiднi середнi
транспортнi витрати становлять 1,5 гр. од. за 100 лiтрiв при перевезеннi
iз заводу 1 та 2,2 гр. од. — пiд час перевезення iз заводу 2. Завод 3
може використовувати надлишок бензину для потреб свого хiмiчного
виробництва. Сформулюйте вiдповiдне транспортне завдання.

194. Автомобiлi перевозяться на трейлерах iз трьох центрiв розподiлу
п’ятьом продавцям. Вартiсть перевезення розрахована на основi вiд-
станей мiж вихiдними пунктами та пунктами призначення. Вартiсть
не залежить вiд того, наскiльки повно завантажується трейлер. У на-
веденiй нижче таблицi вказанi вiдстанi мiж центрами розподiлу та
продавцями, а також величини, що характеризують щомiсячний попит
та обсяг виробництва, що обчислюються кiлькiстю автомобiлiв.

Центри Продавцi Обсяги
розподiлу 1 2 3 4 5 поставок

1 100 150 200 140 35 400
2 50 70 60 65 80 200
3 40 90 100 150 130 150

Постачання 100 200 150 60 140

Один трейлер може перевозити до 18 автомобiлiв. Сформулюйте транс-
портне завдання, беручи до уваги той факт, що вартiсть розрахунку 1
кiлометр шляху, пройденого трейлером, дорiвнює 10 гр.од.

195. Розв’яжiть задачу розподiлу верстатiв чотирьох рiзних типiв за
п’ятьма типами робiт. Нехай є 25, 30, 20 та 30 верстатiв вiдповiдних
типiв.П’ять типiв робiт характеризуються 20, 20, 30, 10 та 25 операцiями
вiдповiдно. На верстатi 4 не може виконуватися робота 4. Виходячи
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з коефiцiєнтiв вартостi операцiї, представлених у таблицi, побудуйте
модель для оптимального розподiлу верстатiв по роботах.

Тип верстатiв Тип робiт
1 2 3 4 5

1 10 2 3 15 9
2 5 10 15 2 4
3 15 5 14 7 15
4 20 15 13 — 8

196. (Завдання про ресторан.) Директор ресторану, складаючи план
роботи на черговi N днiв, повинен подбати про щоденний запас чи-
стих серветок. Потреба ресторану в серветках на цi N днiв дорiвнює
b1, b2, . . . , bn вiдповiдноi може бути задоволена трьома рiзними спосо-
бами:

1) купiвлею нових серветок за цiною 0,01p1 гр.од.;

2) пранням використаних серветок у пральнi з термiном виконання
24 год за цiною 0,01p2 гр.од.;

3) пранням використаних серветок у пральнi з термiном виконання
48 год за цiною 0,01p3 гр.од.

Завдання можна сформулювати у виглядi транспортнї задачи насту-
пним чином. ЄN +1 вихiдних пунктiв таN пунктiв призначення. Один
з вихiдних пунктiв вiдповiдає джерелу надходження нових серветок,
решта N вихiдних пунктiв розглядаються як джерела надходження
серветок з пралень наприкiнцi кожного з N днiв. Пункти призначення
вiдповiдають кожному з N днiв запланованого перiоду. Коефiцiєнт
вартостi «перевезення» дорiвнює 0,011 якщо постачання здiйснюється
з вихiдного пункту, що вiдповiдає новим серветкам; 0,01p2 , якщо
серветки надходять iз пральнi з 24-х годинним термiном виконання;
0,01p3 — якщо термiн виконання 48 год. Можливий обсяг поставок
нових серветок повинен дорiвнювати сумарнiй величинi попиту за всi
днi, оскiльки цiлком ймовiрно, що весь попит припаде на новi серветки.
Крiм того, величина пропозицiї в кiнцi дня i повинна дорiвнювати
попиту в той же день.

Сформулюйте вiдповiдне транспортне завдання.
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197. У наступнiй транспортнiй задачi сумарний попит перевищує
сумарний обсяг виробництва. Нехайштрафи за недопостачання одиницi
продукцiї до пунктiв призначення 1, 2 та 3 дорiвнюють 5, 3 та 2
вiдповiдно. Знайдiть оптимальне рiшення.

Пункти Пункти призначення Об’єми
виробництва 1 2 3 виробництва

1 5 1 7 10
2 6 4 6 80
3 3 2 5 15

Попит обсягу 75 20 50

198.Нехай у задачi 197 не введено штрафiв i попит пункту призначення
3 має бути повнiстю задоволений. Сформулюйте нову задачу.

199. У наступний незбалансованiй транспортнiй задачi призначається
плата за зберiгання кожної одиницi вантажу, який не був вивезений з
вихiдного пункту I . Нехай коефiцiєнти вартостi зберiгання вантажу у
вихiдних пунктах 1, 2 та 3 дорiвнюють 5, 4 та 3 вiдповiдно. Знайдiть
оптимальне рiшення, якщо об’єм вантажу вихiдного пункту 2 повинен
бути вивезений для того, щоб звiльнити мiсце для нової продукцiї.

Пункти Пункти призначення Об’єми
виробництва 1 2 3 виробництва

1 1 2 1 20
2 0 4 5 40
3 2 3 3 30

Попит обсягу 30 20 20

200. Розгляньте наступне завдання розподiлу чотирьох робiтникiв по
чотирьох верстатах. Вiдповiднi коефiцiєнти вартостi в гр.од. наведено
у таблицi. Робочий 1 не може працювати на верстатi 3, а робочий 3 —
верстатi 4. Знайдiть оптимальне рiшення.

Робочий Верстат
1 2 3 4

1 5 5 – 2
2 7 4 2 3
3 9 3 5 –
4 7 2 6 7
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201. Нехай у задачi 200 введено ще один верстат. Вiдповiднi коефiцiєн-
ти вартостi (гр. од.) для чотирьох робочих рiвнi 2, 1, 2 i 8. Цей новий
верстат може замiнювати будь-який iз чотирьох, якщо така замiна еко-
номiчно виправдана. Сформулюйте завдання як завдання призначення
та знайдiть оптимальне рiшення.

202. Повiтряна лiнiя пов’язує два мiста A i B. Екiпаж, що формується
в мiстi A (вiдповiдно B) i що вилiтає в мiсто B (вiдповiдно A), має
здiйснити зворотний рейс до мiста A (вiдповiдно B) у той самий
день, або наступного дня. Екiпаж, що формується в A, може бути
призначений на зворотний рейс у A, тiльки якщо мiж часом прибуття в
B i часом вильоту з B пройшло не менше 90 хв. Завдання полягає у
складаннi розкладу польотiв, що мiнiмiзує сумарний час простоїв усiх
екiпажiв. Розв’яжiть це завдання про призначення, використовуючи
наведений нижче розклад.

Рейс Звiдки A Куди B Рейс Звiдки B Куди A
1 6:00 8:30 10 7:30 9:30
2 8:15 10:45 20 9:15 11:15
3 13:30 16:00 30 16:30 18:30
4 15:00 17:30 40 20:00 22:00

203. Розгляньте транспортне завдання, в якому двi фабрики забезпечу-
ють певною продукцiєю три склади роздрiбного продажу. Продуктив-
нiсть фабрик 1 i 2 дорiвнює 200 та 300 одиниць, а попит на складах 1,
2 та 3 становить 100, 200 та 50 одиниць вiдповiдно. Замiсть безпосе-
редньо везти продукцiю з фабрик на склади, вирiшено дослiджувати
можливостi перевезень через промiжнi пункти. Знайдiть оптимальний
план перевезень. Коефiцiєнти вартостi перевезень наведено в наступнiй
таблицi.

Фабрики Склади
1 2 1 2 3

Фабрики 1 0 6 7 8 9
2 6 0 5 4 3
1 7 8 0 5 1

Склади 2 1 5 1 0 4
3 8 9 7 6 0
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204. (Задача про доставку.) Центральний склад забезпечує доставку
замовлених товарiв доm рiзних пунктiв призначення. Кожен iз пунктiв
обслуговується протягом одного циклу доставки. Iснує безлiч допу-
стимих маршрутiв, якими потрiбно розподiлити транспортнi засоби,
причому кожен транспортний засiб може забезпечити доставку не бiль-
ше нiж r замовлень. Припустимо, що є n допустимих маршрутiв, кожен
iз яких дозволяє обслужити певну пiдмножину пунктiв призначення.
Нехай cj — вартiсть доставки за j-м маршрутом. Можливi ситуацiї,
коли через один i той же пункт призначення проходять два або бiльше
транспортнi засоби. Побудуйте модель цiлiсного програмування, що
вiдповiдає умовам цього завдання.

205. (Квадратична задача про призначення.) Потрiбно розмiстити
n виробничих агрегатiв на n рiзних виробничих дiлянках. Кiлькiсть
матерiалiв, що транспортуються мiж агрегатами i i j дорiвнює dij
(i, j = 1, n); питомi витрати на транспортування матерiалiв з дiлянки p
на дiлянку q становлять cpq (p, q = 1, n) . Побудуйте модель цiлiсного
програмування, що мiнiмiзує сумарнi витрати на транспортування.

206. Розгляньте завдання про завантаження лiтака предметами п’яти
рiзних типiв. Вага wi, об’єм vi, а також вартiсть ri одного предмета
кожного типу наведенi в таблицi.

i wi vi ri
1 5 1 4
2 8 8 7
3 3 6 6
4 2 5 5
5 7 4 4

Максимальна вантажопiдйомнiсть та обсяг лiтака дорiвнюють W =
112 i V = 109 вiдповiдно. Потрiбно визначити набiр предметiв, що
забезпечує максимальну вартiсть вантажу. Побудуйте модель цiлiсного
програмування.

207. У задачi розподiлу капiталовкладень розглядається п’ять проектiв,
якi можуть бути здiйсненi протягом наступних трьох рокiв. Очiкуванi
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величини прибутку вiд реалiзацiї кожного з проектiв та розподiл необ-
хiдних капiталовкладень за роками (у тис.гр.од.) наводяться в таблицi.

Проект Розподiл капiталовкладень Прибуток
рiк 1 рiк 2 рiк 3

1 5 1 8 20
2 4 7 10 40
3 3 9 2 20
4 7 4 1 15
5 8 6 10 30

Максимальний
обсяг

капiталовкладень
25 25 25 —

Передбачається, що кожен затверджений проект буде реалiзовано за
трирiчний перiод. Потрiбно вибрати сукупнiсть проектiв, якiй вiдповiд-
ає максимум сумарного прибутку. Сформулюйте завдання цiлiсного
программування з булевими змiнними та розв’яжiть його за допомогою
адитивного алгоритму.

208. Розглядається завдання виробничого планування, пов’язане з
виготовленням 2000 одиниць певної продукцiї на трьох верстатах.
Величини накладних витрат, витрат на виробництво одиницi продукцiї
та максимальної продуктивностi для кожного зi верстатiв наведенi
нижче у таблицi. Потрiбно мiнiмiзувати сумарнi витрати виробництва
зазначеної кiлькостi одиниць продукцiї.

Верстат Накладнi
витрати

Витрати виробництва
одиницi продукцiї

Продуктивнiсть
(в одиницях
продукцiї)

1 100 10 600
2 300 2 800
3 200 5 1200

Сформулюйте вiдповiдне завдання цiлiсного програмування та знайдiть
його оптимальне рiшення.
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