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ВСТУП

Почнемо з класичної задачi знаходження функцiї, якщо вiдома її похi-

дна в кожнiй точцi. А саме, нехай неперервна на вiдрiзку [a, b] функцiя f в

кожнiй точцi x ∈ [a, b] має похiдну f ′(x) (в точках x = a та x = b маються

на увазi одностоpоннi похiднi). Питається, як, знаючи f ′(x), вiдновити

саму функцiю f?

Методами класичного аналiзу зовсiм просто можна показати, що у

випадку неперервної похiдної f ′ єдиний розв’язок поставленої задачi на-

дається наступною рiвнiстю

f(x) = f(a) +

x
∫

a

f ′(t)dt, a ≤ x ≤ b. (1)

Бiльше того, рiвнiсть (1) залишається в силi, коли похiдна f ′ iнтегровна

за Рiманом на [a, b].

Але можливi випадки, коли навiть обмежена похiдна неiнтегровна за

Рiманом. Наведемо такий приклад.

Приклад функцiї з обмеженою похiдною, яка неiнтегровна за

Рiманом.

Для побудови цього прикладу нам знадобиться поняття нiде не щiль-

ної множини. Нiде не щiльною на вiдрiзку [a, b] називається така множина

E ⊂ [a, b], що кожний iнтеpвал I ⊂ [a, b] мiстить в собi iнтеpвал J ⊂ I,

який не перетинається з E, тобто J
⋂

E = ∅. Така множина легко мо-

же бути побудована наступним чином. Розмiстимо всi рацiональнi точки

iнтервала (a, b) в послiдовнiсть {rk}∞k=1. Тодi множина

G =
∞
⋃

k=1

(

rk − b− a

2k+2
, rk +

b− a

2k+2

)

4
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вiдкрита i її мipа Лебега

mG ≤
∞
∑

k=1

2
b− a

2k+2
=
b− a

2
.

Множина F = [a, b] \ G, очевидно, нiде не щiльна i має додатну мiру, бо

mF ≥ (b− a) −mG ≥ b−a
2 . Зрозумiло також, що множина F замкнута.

Отже, нехай F – обмежена, замкнута, нiде не щiльна множина дода-

тної мiри, a = inf F, b = supF. Тодi, очевидно, a, b ∈ F, i, отже, множина

G = [a, b] \ F вiдкрита. За теоремою про структуру вiдкритої множини

на дiйснiй прямiй, множина G є об’єднанням не бiльше, нiж зчисленного

набору iнтервалiв (an, bn), що не перетинаються i кiнцi яких не належать

доG. Такi iнтервали називають складовими iнтеpвалами для множиниG.

Задамо на [a, b] функцiю f наступною рiвнiстю

f(x) =



















(x− an)
2(x − bn)

2 sin 1
(bn−an)(x−an)(x−bn)

,

an < x < bn, n = 1, 2, . . . ,

0, x ∈ F.

Покажемо, що в кожнiй точцi x ∈ [a, b] iснує похiдна f ′(x) i вона є обме-

женою на [a, b] функцiєю.

Покажемо спочатку, що в точцi x0 ∈ F похiдна f ′(x0) = 0. Нехай

x ∈ [a, b], x > x0. Якщо x ∈ F, то f(x) = f(x0) = 0. Якщо ж x ∈ (an, bn),

то x0 ≤ an < x, так що x− x0 ≥ x− an. Тодi

∣

∣

∣

∣

f(x) − f(x0)

x − x0

∣

∣

∣

∣

≤ (x− an)(x − bn)
2 ≤ (x− x0)(b− a)2.

Звiдси випливає, що права похiдна f ′
+(x0) = 0. Аналогiчно отримуємо, що

i f ′
−(x0) = 0, так що iснує f ′(x0) = 0.

Для x ∈ (an, bn) маємо

f ′(x) = 2(x − an)(x − bn)(2x − an − bn) sin
1

(bn − an)(x− an)(x − bn)
−
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− 2x− an − bn
bn − an

cos
1

(bn − an)(x− an)(x − bn)
.

Очевидно,

| f ′(x) |≤ 2(b− a)(b− a)2(b − a) + 2 = 2(1 + 2(b− a)3).

Отже, ми показали, що всюди на [a, b] iснує похiдна f ′(x) i вона обме-

жена. Покажемо, що вона неiнтегровна за Рiманом на [a, b]. Для цього

скористаємося критерiєм Лебега iнтегровностi функцiї за Рiманом. Згiдно

з цим критерiєм, обмежена функцiя iнтегровна за Рiманом на [a, b] тодi,

i лише тодi, коли множина її точок розриву має лебегову мiру нуль. Ми

ж покажемо, що в кожнiй точцi множини F похiдна розривна. Оскiльки

mF > 0, то звiдси випливає, що f ′ неiнтегровна за Рiманом на [a, b].

Iз виразу f ′(x) видно, що при x→ an+0 похiдна f ′(x) не має границi, а

коливається мiж −1 та +1. Аналогiчна ситуцiя має мiсце i при x→ bn−0.

Нехай точка x0 ∈ F. Оскiльки множина F нiде не щiльна, то в кожному

околi точки x0 знайдеться принаймнi один iз кiнцiв складового iнтервала

(an, bn). Але у вiдповiдному пiвоколi кiнця цього складового iнтервала є

такi значення f ′(x), що як завгодно близькi як до +1, так i до −1. Тому

f ′(x) не має границi при x→ x0.

Отже, наведений приклад показує, що iнтеграл Рiмана не в повнiй

мiрi розв’язує задачу вiдновлення функцiї за вiдомою її похiдною. Бiльш

сильним засобом для розв’язання цiєї задачi є iнтеграл Лебега. А саме,

має мiсце наступна

Теоpема. Нехай функцiя f в кожнiй точцi вiдрiзка [a, b] має похi-

дну f ′. Якщо ця похiдна обмежена, то вона iнтегровна за Лебегом на

[a, b] i

f(x) = f(a) +

x
∫

a

f ′(t)dt, a ≤ x ≤ b. (2)

Доведення. Вiдзначимо, що з диференцiйовностi f на [a, b] випливає

її неперервнiсть на [a, b]. Для x ∈ (b, b+1] довизначимо функцiю f рiвнiстю
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f(x) = f(b)+(x−b)f ′
−(b). Тодi отримаємо неперервну на [a, b+1] функцiю,

що має обмежену похiдну. Для x ∈ [a, b] i n = 1, 2, . . . покладемо

ϕn(x) = n

[

f

(

x+
1

n

)

− f(x)

]

.

В кожнiй точцi x ∈ [a, b] спpаведлива рiвнiсть

f ′(x) = lim
n→∞

ϕn(x).

Далi, кожна з функцiй ϕn неперервна i, отже, вимiрна. Тому вимiрна i

функцiя f ′ як границя всюди збiжної послiдовностi вимiрних функцiй ϕn.

Оскiльки f ′ ще й обмежена на [a, b], то вона iнтегровна за Лебегом на [a, b].

Для доведення рiвностi (2) вiдзначимо, що за формулою Лагpанжа

(скiнченних приростiв) маємо

ϕn(x) = n

[

f

(

x +
1

n

)

− f(x)

]

= f ′
(

x+
θ

n

)

, 0 < θ < 1,

так що всi функцiї ϕn обмеженi на [a, b] одним i тим же числом пpи всiх

n = 1, 2, . . .. Застосовуючи теоpему Лебега про обмежену збiжнiсть, отри-

маємо
b
∫

a

f ′(x)dx = lim
n→∞

b
∫

a

ϕn(x)dx. (3)

Скористаємось рiвнiстю

b
∫

a

ϕn(x)dx = n

b
∫

a

f

(

x+
1

n

)

dx − n

b
∫

a

f(x)dx =

= n

b+1/n
∫

a+1/n

f(x)dx − n

b
∫

a

f(x)dx.

Вiдзначимо, що замiна змiнної, яку ми провели, законна, бо функцiя пiд

знаком iнтеграла неперервна i iнтеграл можна розумiти в сенсi Рiмана.
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Далi, маємо

b
∫

a

ϕn(x)dx = n

b+1/n
∫

b

f(x)dx − n

a+1/n
∫

a

f(x)dx.

Застосовуючи до кожного з двох доданкiв справа теорему про середнє

значення, отримаємо

b
∫

a

ϕn(x)dx = f

(

b+
θ′n
n

)

− f

(

a+
θ′′n
n

)

, 0 < θ′n, θ
′′
n < 1.

Звiдси, використовуючи неперервнiсть функцiї f, знаходимо

lim
n→∞

b
∫

a

ϕn(x)dx = f(b)− f(a).

Тому, в силу (3),

f(b)− f(a) =

b
∫

a

f ′(x)dx.

Якщо в доведеннi цiєї рiвностi замiнити b на довiльне x ∈ [a, b], то

отримаємо (2).



Тема 1. Монотоннi функцiї

В цьому роздiлi будемо розглядати монотоннi функцiї, якi заданi на

скiнченному вiдрiзку. Такi функцiї, зрозумiло, обмеженi. Крiм того, до-

статньо розглядати лише неспаднi функцiї. Будемо говорити в цьому ви-

падку, що функцiя зростає. Якщо виникає необхiднiсть говорити про стро-

го зростаючу функцiю, то будемо це вiдзначати спецiально.

Отже, нехай функцiя f зростає на вiдрiзку [a, b]. В куpсi аналiзу до-

водиться, що для кожного x0 ∈ (a, b] iснує лiва границя

f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) = sup
a≤x<x0

f(x),

i в кожнiй точцi x0 ∈ [a, b) iснує права границя

f(x0 + 0) = lim
x→x0+0

f(x) = inf
x0<x≤b

f(x).

Крiм того, для x0 ∈ (a, b) спpаведлива нерiвнiсть f(x0 − 0) ≤ f(x0) ≤
f(x0 + 0), а також f(a) ≤ f(a + 0), f(b) ≥ f(b − 0). Далi, неперервнiсть

функцiї f в точцi x0 еквiвалентна умовi f(x0 − 0) = f(x0) = f(x0 + 0).

Числа f(x0)− f(x0 − 0) i f(x0 +0)− f(x0) називаються лiвим та правим

стрибками функцiї f в точцi x0 вiдповiдно, а їх сума f(x0+0)−f(x0−0)

– стрибком функцiї f в точцi x0. В точках a та b розглядаються лише

одностороннi стрибки.

Лема. Нехай на вiдрiзку [a, b] задана зростаюча функцiя f. Тодi для

будь-яких точок x1, x2, . . . , xn ∈ (a, b) спpаведлива нерiвнiсть

(f(a+ 0)− f(a)) +
n
∑

k=1

(f(xk + 0)− f(xk − 0)) + (f(b)− f(b− 0)) ≤

≤ f(b)− f(a). (1.1)

9
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Доведення. Можемо припустити, що a < x1 < x2 < . . . < xn < b.

Позначимо x0 = a, xn+1 = b i зафiксуємо точки yk так, що xk < yk <

xk+1, k = 0, 1, . . . , n. Тодi, в силу монотонностi f , отримаємо

f(xk + 0)− f(xk − 0) ≤ f(yk)− f(yk−1), k = 1, 2, . . . , n,

f(a+ 0)− f(a) ≤ f(y0)− f(a), f(b)− f(b− 0) ≤ f(b)− f(yn).

Додаючи всi цi нерiвностi, отримуємо твердження леми.

Наслiдок. Зростаюча на [a, b] функцiя f може мати лише скiнчен-

не число таких точок розриву, в яких її стрибок бiльший, нiж задане

додатнє число σ.

Справдi, якщо в точках розриву x1, . . . , xn ∈ (a, b) стрибок функцiї f

бiльший, нiж σ, то, в силу леми, nσ ≤ f(b) − f(a). Звiдси випливає, що

n ≤ 1
σ (f(b)− f(a)).

Теоpема 1. Множина точок розриву зростаючої на вiдрiзку [a, b]

функцiї f не бiльше, нiж зчисленна. Якщо x1, x2, . . . – внутрiшнi точки

розриву, то

(f(a+ 0)− f(a)) +
∑

k

(f(xk + 0)− f(xk − 0)) + (f(b)− f(b− 0)) ≤

≤ f(b)− f(a). (1.2)

Доведення. МножинаEi точок розриву, в яких стрибок бiльше, нiж 1
i ,

згiдно з наслiдком, може мати лише скiнченну кiлькiсть елементiв. Але

множина E всiх точок розриву, очевидно, дорiвнює E =
∞
⋃

i=1

Ei, так що E

не бiльше, нiж зчисленна.

Нерiвнiсть (1.2), зрозумiло, випливає з (1.1) граничним пеpеходом.

Нехай функцiя f зростає на вiдрiзку [a, b] i точки x1, x2, . . . – її точки

розриву. Введемо функцiю s(x), поклавши s(a) = 0, а для a < x ≤ b
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покладемо

s(x) = (f(a+ 0)− f(a)) +
∑

xk<x

(f(xk + 0)− f(xk − 0)) + (f(x)− f(x− 0)).

Ця функцiя називається функцiєю стрибкiв функцiї f . Функцiя стрибкiв,

очевидно, зростаюча.

Теоpема 2. Рiзниця ϕ = f − s зростаючої функцiї f та її функцiї

стрибкiв s є зростаючою неперервною функцiєю.

Доведення. Для a ≤ x < y ≤ b застосуємо нерiвнiсть (1.2) до вiдрiз-

ка [x, y]. Тодi отримаємо

s(y)− s(x) ≤ f(y)− f(x). (1.3)

Звiдси випливає, що ϕ(x) ≤ ϕ(y), так що ϕ зростає.

Спрямувавши в (1.3) y до x, отримуємо

s(x + 0)− s(x) ≤ f(x+ 0)− f(x). (1.4)

З iншого боку, з самого означення функцiї s випливає, що при x < y буде

f(x + 0) − f(x) ≤ s(y) − s(x). Звiдси, спрямовуючи y до x, отримуємо

f(x + 0) − f(x) ≤ s(x + 0) − s(x). Ця нерiвнiсть разом з (1.4) дає f(x +

0)− f(x) = s(x+0)− s(x), або, що те ж саме, ϕ(x+0) = ϕ(x). Аналогiчно

отримаємо, що ϕ(x − 0) = ϕ(x), так що функцiя ϕ неперервна.

Далi, як звичайно, для заданої на множинi A функцiї f i пiдмножини

E ⊂ A через f(E) позначається образ множини E. Прообразом множини

B ⊂ f(A) називається множина {x ∈ A : f(x) ∈ B}. Зрозумiло, що довiль-

на множина E ⊂ A мiститься в прообразi f(E), причому це включення

може виявитись i строгим. Очевидно, що з умови E1 ⊂ E2 випливає, що

f(E1) ⊂ f(E2). Якщо E =
⋃

k

Ek, то f(E) =
⋃

k

f(Ek). Якщо ж функцiя f

встановлює взаємно однозначне вiдображення множини A на f(A), то

f

(

⋂

k

Ek

)

=
⋂

k

f(Ek). Зокрема, якщо E1

⋂

E2 = ∅, то i f(E1)
⋂

f(E2) = ∅.
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Означення. Число λ, яке може дорiвнювати +∞ або −∞, називається

похiдним числом функцiї f в точцi x0, якщо iснує така послiдовнiсть

{hk}∞k=1, hk → 0 (k → ∞), hk 6= 0, що

lim
k→∞

f(x0 + hk)− f(x0)

hk
= λ.

Будемо позначати це так λ = Df(x0).

Якщо у функцiї f iснує похiдна в точцi x0 (яка може бути i нескiнчен-

ною), то всi числа Df(x0) = f ′(x0). Навпаки, використовуючи означення

границi за Гейне, переконуємося в тому, що якщо всi похiднi числа фун-

кцiї f в точцi x0 дорiвнюють λ (яке може бути i нескiнченним), то iснує i

f ′(x0) = λ.

Отже, ми довели, що необхiдною та достатньою умовою того, щоб фун-

кцiя f мала похiдну в точцi x0, є рiвнiсть всiх її похiдних чисел Df(x0).

Добре вiдомо, що навiть неперервна функцiя f може не мати похi-

дної в деяких точках. Але у кожної функцiї f , яка означена на множи-

нi E, iснують похiднi числа в кожнiй точцi x0 ∈ E, яка є граничною

для E. Справдi, якщо збiжна до нуля послiдовнiсть hk 6= 0 така, що

x0 + hk ∈ E, k = 1, 2, . . . , то послiдовнiсть
{

h−1
k (f(x0 + hk) − f(x0))

}∞
k=1

має принаймнi одну частинну границю (що може дорiвнювати +∞ або

−∞), яка i буде похiдним числом функцiї f в точцi x0.

Наприклад, легко перевiрити, що у функцiї Дiрiхле D(x) в кожнiй

точцi x0 iснують тpи, i лише тpи, похiдних числа: −∞, 0, +∞.

Очевидно також, що у зростаючої на вiдрiзку [a, b] функцiї f всi похi-

днi числа невiд’ємнi в кожнiй точцi.

Далi нам знадобиться одна з так званих лем про покриття. Леми та-

кого соpту мають багато застосувань в рiзних питаннях теорiї функцiй.

Спочатку дамо наступне

Означення. Нехай заданi множина E i набip M = {I} невироджених

вiдрiзкiв. Якщо для кожної точки x ∈ E i будь-якого ε > 0 знайдеться

такий вiдрiзок I ∈ M, що x ∈ I i mI < ε, то говоpять, що множина E

покpита системою M в сенсi Вiталi.
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Лема Вiталi про покриття. 1. Нехай обмежена множина E по-

кpита в сенсi Вiталi системою вiдрiзкiв M . Тодi з системи M мо-

жна вилучити не бiльше, нiж зчисленний набiр вiдрiзкiв Ik таких, що

Ik
⋂

Ii = ∅ (k 6= i) i

m∗
(

E \
(

⋃

k

Ik

))

= 0, (1.5)

де символом m∗ позначається, як звичайно, зовнiшня мiра Лебега.

Доведення. Нехай ∆ – iнтервал, що мiстить в собi E (вiн iснує,

оскiльки E обмежена). Якщо з системи M викинути всi вiдрiзки, що не

мiстяться цiлком в ∆, то набip вiдрiзкiв, що залишились, очевидно, також

буде утворювати покриття множини E в сенсi Вiталi. Тому, не обмежуючи

загальностi, одразу можемо вважати, що кожний вiдрiзок з M мiститься

в ∆.

Вiзьмемо який-небудь вiдрiзок I1 ∈ M. Якщо E ⊂ I1, то лема доведе-

на. В протилежному випадку будемо за iндукцiєю вилучати з M вiдрiзки

наступним чином. Якщо побудованi вiдрiзки I1, . . . , In, що попарно не пе-

ретинаються i такi, що E \ (
n
⋃

k=1

Ik) 6= ∅, то покладемо Fn =
n
⋃

k=1

Ik, Gn =

∆\Fn. Розглянемо всi тi вiдрiзки з M, що цiлком мiстяться в Gn. Оскiль-

ки E \ (
⋃n

k=1 Ik) 6= ∅, то такi вiдрiзки iснують i, очевидно, їх довжини

обмеженi. Нехай dn – точна верхня межа довжин цих вiдрiзкiв (dn > 0

оскiльки всi вiдрiзки в M невиродженi). Виберемо за In+1 той з них, для

якого

mIn+1 >
1

2
dn.

Зрозумiло, що вiн не перетинається з жодним з вiдрiзкiв I1, . . . , In.

Такий процес приводить нас до скiнченного, або зчисленого набору

вiдрiзкiв {Ik}k, що попарно не перетинаються. Доведемо (1.5).

Для довiльного вiдрiзка I i числа α > 0 чеpез αI будем позначати

вiдрiзок з тим же центpом, що i у I, а довжина якого в α pаз бiльше,

нiж у I. Позначимо Jk = 5Ik, k = 1, 2, . . .. Оскiльки Ik не перетинаються

i всi мiстяться в ∆, то
∑

k

mIk ≤ m∆. Звiдси випливає, що pяд
∑

k

mJk

збiгається. Тому для доведення (1.5) достатньо показати, що пpи будь-
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якому n має мiсце включення

E \
(

⋃

k

Ik

)

⊂
⋃

k≥n

Jk. (1.6)

Нехай x ∈ E \
(

⋃

k

Ik

)

. Тодi x ∈ Gn пpи кожному n = 1, 2, . . ., i, оскiль-

ки Gn вiдкрита, знайдеться вiдрiзок I ∈ M такий, що x ∈ I ⊂ Gn. Але

один i той же вiдрiзок I не може мiститися одpазу в усiх множинах Gn,

n = 1, 2, . . . , тому що iнакше ми б отримали, що mI ≤ dn < 2mIn+1. Але

це неможливо, оскiльки iз збiжностi pяду
∑

k

mIk випливає, що mIn → 0

(n→ ∞). Отже, пpи деяких k спpаведливо I 6⊂ Gk, тобто I
⋂

Fk 6= ∅. Бу-

демо вважати, що k – найменше з чисел, таких, що I
⋂

Fk 6= ∅. Оскiльки

I
⋂

Fn = ∅ i F1 ⊂ F2 ⊂ . . . , то k > n.

З означення k випливає, що I
⋂

Fk−1 = ∅. Тому I ⊂ Gk−1, так що

mI ≤ dk−1 < 2mIk, а якщо врахуємо, що I
⋂

Fk 6= ∅, то отримаємо, що

I
⋂

Ik 6= ∅. Тепер з отриманих властивостей I
⋂

Ik 6= ∅ i mI < 2mIk

випливає, що I ⊂ Jk ≡ 5Ik, i, тим паче, I ⊂ ⋃

k≥n

Jk. Отже, x ∈ ⋃

k≥n

Jk,

звiдки випливає (1.6) i лема доведена.

Iнший варiант леми Вiталi може бути сформульований наступним чи-

ном.

Лема Вiталi про покриття. 2. Нехай обмежена множина E по-

крита в сенсi Вiталi системою вiдрiзкiв M. Тодi для будь-якого ε > 0 з

системи M можна вилучити скiнченний набiр вiдрiзкiв {Ik}sk=1, таких,

що Ik
⋂

Ii = ∅ (k 6= i) i

m∗
(

E \
(

s
⋃

k=1

Ik

))

< ε.

Доведення. Виберемо довiльний iнтервал ∆ ⊃ E i викинемо з M всi

вiдрiзки, якi не мiстяться цiлком в ∆. Система M0 вiдрiзкiв, що зали-

шились, очевидно, також утворює покриття множини E в сенсi Вiталi.

Застосуємо до системи M0 попередню лему Вiталi про покриття. В ре-
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зультатi отримаємо не бiльше, нiж зчисленний набiр вiдрiзкiв {Ik}k=1,2,...,

що попарно не перетинаються i таких, що m∗
(

E \
(

⋃

k

Ik

))

= 0. Якщо

цей набiр складається iз скiнченного числа вiдрiзкiв Ik, то наша лема

доведена. Якщо ж множина всiх цих вiдрiзкiв зчисленна, то, враховую-

чи, що вони попарно не перетинаються i всi мiстяться в ∆, отримаємо
∞
∑

k=1

mIk ≤ m∆. Задамо ε > 0 i, користуючись збiжнiстю ряду
∞
∑

k=1

mIk,

знайдемо таке s, що
∞
∑

k=s+1

mIk < ε. Тодi з очевидного включення

E \
(

s
⋃

k=1

Ik

)

⊂
(

E \
( ∞
⋃

k=1

Ik

))

⋃

( ∞
⋃

k=s+1

Ik

)

отримуємо

m∗
(

E \
(

s
⋃

k=1

Ik

))

≤ m∗
( ∞
⋃

k=s+1

Ik

)

≤
∞
∑

k=s+1

mIk < ε,

що доводить нашу лему.

Тепер доведемо наступну лему.

Лема 1. Нехай функцiя f стpого зростає на вiдрiзку [a, b] i числo

p ∈ [0,+∞). Якщо в кожнiй точцi x ∈ E ⊂ [a, b] iснує принаймнi одне

похiдне число Df(x) ≤ p, то

m∗f(E) ≤ p m∗E.

Доведення. Зафiксуємо ε > 0 i побудуємо вiдкриту множину G ⊃ E

таку, що mG < m∗E + ε. Далi, нехай p0 > p. Для точки x0 ∈ E iснує

збiжна до нуля послiдовнiсть чисел hk 6= 0, k = 1, 2, . . . , таких, що

lim
k→∞

f(x0+hk)−f(x0)
hk

= Df(x0) ≤ p. Тодi пpи достатньо великих k вiд-

рiзок Ik(x0) з кiнцями x0 i x0 + hk цiлком мiститься в G i, кpiм того,
f(x0+hk)−f(x0)

hk
< p0. Тому одразу можемо вважати, що цi двi властивостi

виконанi пpи всiх k. Чеpез Jk(x0) позначимо вiдрiзок з кiнцями f(x0) i

f(x0+hk). Оскiльки f зростає, то, очевидно, f(Ik(x0)) = Jk(x0). Оскiльки
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довжини вiдрiзкiв mIk(x0) =| hk | i mJk(x0) =| f(x0 + hk) − f(x0) |, то

mJk(x0) < p0 mIk(x0). Але з умови hk → 0 (k → ∞) випливає, що серед

вiдрiзкiв Jk(x0) є вiдрiзки як завгодно малої довжини. Множина f(E)

складається з точок f(x0), де x0 пробiгає всю множину E. Отже, суку-

пнiсть всiх вiдрiзкiв Jk(x), де x пробiгає всю множину E, утворює покри-

ття множини f(E) в сенсi Вiталi. Користуючись лемою Вiталi, виберемо з

цих вiдрiзкiв не бiльше нiж зчисленний набiр вiдрiзкiв Jki
(xi), i = 1, 2, . . . ,

що попарно не перетинаються, такий, що

m

(

f(E) \
(

⋃

i

Jki
(xi)

))

= 0.

Тодi отримаємо, що

m∗f(E) ≤
∑

i

mJki
(xi) < p0

∑

i

mIki
(xi).

Покажемо, що i вiдрiзки Iki
(xi) попарно не перетинаються. Справдi,

якщо x ∈ Iki
(xi)

⋂

Ikj
(xj), то f(x) ∈ Jki

(xi)
⋂

Jkj
(xj), а це суперечить

тому, що Jki
(xi) не перетинаються.

Отже, оскiльки вiдрiзки Iki
(xi) попаpно не перетинаються, то

∑

i

mIki
(xi) = m

(

⋃

i

Iki
(xi)

)

,

а враховуючи, що
⋃

i

Iki
(xi) ⊂ G, отримаємо

m∗f(E) < p0 m

(

⋃

i

Iki
(xi)

)

≤ p0 mG < p0(m
∗E + ε).

Оскiльки ε > 0 довiльне i p0 > p довiльне, то звiдси твердження леми

випливає очевидним чином.

Зауваження. В умовi леми ми припустили, що функцiя f стpого зро-

стає на [a, b]. Це необхiдно для того, щоб вiдрiзки Jk(x) не вироджувались
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в точки, як потрiбно в лемi Вiталi.

Лема 2. Нехай функцiя f стpого зростає на вiдрiзку [a, b] i число

q ∈ [0,∞). Якщо в кожнiй точцi x ∈ E ⊂ [a, b] iснує принаймнi одне

похiдне число Df(x) ≥ q, то

m∗f(E) ≥ q m∗E.

Доведення. Якщо q = 0, то лема тpивiальна. Нехай q > 0. Вибере-

мо q0, 0 < q0 < q i ε > 0. Далi, побудуємо вiдкриту множину G ⊃ f(E)

таку, що mG < m∗f(E) + ε.

Як i при доведеннi попередньої леми, для x0 ∈ E побудуємо послiдов-

нiсть чисел hk 6= 0, таких, що

f(x0 + hk)− f(x0)

hk
> q0, k = 1, 2, . . . ,

i вiдрiзки Ik(x0), Jk(x0), для яких mJk(x0) > q0 ·mIk(x0), k = 1, 2, . . ..

Нехай S – множина тих точок x ∈ E, в яких функцiя f неперервна.

Тодi множина E \ S не бiльше, нiж зчисленна, i, отже, має мiру нуль.

Якщо x0 ∈ S, то, в силу неперервностi f в точцi x0, всi вiдрiзки Jk(x0)

мiстяться в G, починаючи з деякого номеpа. Тому можемо вважати, що

Jk(x0) ⊂ G для всiх k = 1, 2, . . ..

Отже, множина S покpита вiдрiзками Ik(x) в сенсi Вiталi. Користу-

ючись лемою Вiталi, виберемо з усiх цих вiдрiзкiв не бiльше, нiж зчи-

сленний набiр вiдрiзкiв Iki
(xi), якi попарно не перетинаються, такий, що

m

(

S \
(

⋃

i

Iki
(xi)

))

= 0. Але тодi

m∗S ≤
∑

i

mIki
(xi) <

1

q0

∑

i

mJki
(xi).

Вiдрiзки Jki
(xi), як i Iki

(xi), також попаpно не перетинаються в силу
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строгої монотонностi функцiї f. Отже

∑

i

mJki
(xi) = m

(

⋃

i

Jki
(xi)

)

≤ mG < m∗f(E) + ε.

Таким чином, ми отримали, що

m∗S <
1

q0
(m∗f(E) + ε) .

Звiдси, в силу довiльностi ε > 0 i q0 < q випливає, що

m∗f(E) ≥ q m∗S,

а оскiльки S вiдрiзняється вiд E хiба що на множину мiри нуль, то тим

самим лема доведена.

Наслiдок. Нехай функцiя f зростає на вiдрiзку [a, b]. Тодi множина

точок x ∈ [a, b], в яких принаймнi б одне похiдне число Df(x) = +∞, має

мiру нуль.

Доведення. Нехай f стpого зростає на [a, b]. Тодi, згiдно з попере-

дньою лемою, обpаз f(E) множини E = {x ∈ [a, b] : ∃Df(x) = +∞}
повинен мати як завгодно велику зовнiшню мiру, а це неможливо, бо

f(E) ⊂ [f(a), f(b)].

Якщо ж f зростає не стpого, то розглянемо стpого зростаючу фун-

кцiю g(x) = x + f(x). Зрозумiло, що у функцiй f i g множини точок,

в яких iснують нескiнченнi похiднi числа, спiвпадають, так що наслiдок

спpаведливий i в цьму випадку.

Лема 3. Нехай функцiя f зростає на вiдрiзку [a, b] i числа p < q.

Якщо в кожнiй точцi множини Ep,q ⊂ [a, b] iснують два такi похiднi

числа D1f(x) i D2f(x), що

D1f(x) < p < q < D2f(x),

то mEp,q = 0.
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Доведення. Спочатку припустимо, що f стpого зростає. Тодi, за

лемами 1 i 2, m∗f(Ep,q) ≤ p m∗Ep,q i m∗f(Ep,q) ≥ q m∗Ep,q, а тому

q m∗Ep,q ≤ p m∗Ep,q. Звiдси випливає, що m∗Ep,q = 0.

Якщо ж f зростає не стpого, то до стpого зростаючої функцiї g(x) =

f(x) + x застосуємо вже доведену частину леми з замiною p i q на p+ 1 i

q + 1, вiдповiдно.

За допомогою цiєї леми ми легко зможемо довести наступну основну

в цьому роздiлi теорему про похiдну монотонної функцiї.

Теоpема Лебега. Нехай функцiя f зростає на вiдрiзку [a, b]. Тодi для

майже всiх x ∈ [a, b] iснує скiнченна похiдна f ′(x).

Доведення. Нехай множина E ⊂ [a, b] складається з тих точок x,

в яких не iснує навiть нескiнченної похiдної f ′(x). Тодi в кожнiй точцi

x0 ∈ E iснують два рiзних похiдних числа D1f(x0) < D2f(x0). Знайдемо

такi рацiональнi p i q, що D1f(x0) < p < q < D2f(x0). Якщо позначимо

чеpез Ep,q множину всiх x ∈ [a, b] таких, що в точцi x iснують два рiзних

похiдних числа, що задовольняють нерiвнiсть D1f(x) < p < q < D2f(x),

то, очевидно, отримаємо E =
⋃

p,q
Ep,q, де об’єднання береться по всiм па-

pам рацiональних чисел p, q таким, що p < q. Згiдно з лемою 3, кожна

множина Ep,q має мiру нуль, а множина E представлена у виглядi зчи-

сленного об’єднання таких множин Ep,q. Отже, множина E також має

мiру нуль.

Таким чином, майже всюди на [a, b] iснує похiдна f ′(x). Згiдно з на-

слiдком з леми 2, дорiвнювати +∞ ця похiдна також може хiба що на

множинi мiри нуль. Тому скiнченна похiдна f ′(x) також iснує для майже

всiх x ∈ [a, b].

В зв’язку з доведеною теоремою природним чином виникає наступне

питання. Чи можна гарантувати, що множина точок, в яких монотонна

функцiя не має скiнченної похiдної, ще бiднiша, нiж множина мiри нуль,

наприклад, зчисленна? Наступний приклад дає негативну вiдповiдь на це

запитання навiть для неперервної функцiї.

Приклад зростаючої неперервної функцiї, у якої похiдна до-
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рiвнює +∞ в кожнiй точцi заданої множини мiри нуль.

Нехай множина E ⊂ [a, b] має мiру нуль. Для кожного k = 1, 2, . . .

побудуємо вiдкриту обмежену множину Gk ⊃ E таку, що mGk < 2−k. По-

кладемо fk(x) = m(Gk

⋂

[a, x]). Тодi пpи кожному k функцiя fk зростає,

неперервна i fk(x) < 2−k, a ≤ x ≤ b. Отже, функцiя f(x) =
∞
∑

k=1

fk(x)

невiд’ємна, зростає на [a, b] i, в силу рiвномiрної збiжностi pяду, f непе-

рервна на [a, b].

Нехай x0 ∈ E. Для зафiксованого k пpи достатньо малих |h| вiдрiзок

з кiнцями x0 i x0 + h цiлком мiститься в Gk. Якщо h > 0, то

fk(x0 + h) = m
((

Gk

⋂

[a, x0]
)

⋃

(

Gk

⋂

(x0, x0 + h]
))

= fk(x0) + h.

Аналогiчно, для h < 0 маємо

fk(x0 + h) = m
((

Gk

⋂

[a, x0]
)

\
(

Gk

⋂

[x0 + h, x0)
))

= fk(x0) + h.

В кожному випадку отримуємо, що

fk(x0 + h)− fk(x0)

h
= 1.

Звiдси випливає, що для кожного натуpального N iснує таке hN > 0,

що для всiх h таких, що | h |< hN спpаведлива нерiвнiсть

f(x0 + h)− f(x0)

h
≥

N
∑

k=1

fk(x0 + h)− fk(x0)

h
= N.

Оскiльки N довiльне, то це означає, що f ′(x0) = +∞.

Отже, функцiя f задовольняє всi вимоги.

Повернемося до теореми Лебега. Згiдно з цiєю теоремою, для моно-

тонної на [a, b] функцiї f майже в кожнiй точцi x ∈ [a, b] iснує скiнченна

похiдна f ′(x). Таким чином, майже всюди на [a, b] означена функцiя f ′ i

ми можемо ставити питання про властивостi цiєї функцiї.

Теоpема 2. Нехай функцiя f зростає на вiдрiзку [a, b]. Тодi її похi-
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дна f ′ вимiрна на [a, b], сумовна i

b
∫

a

f ′(x)dx ≤ f(b)− f(a). (1.7)

Доведення. Довизначимо функцiю f на (b, b+1] рiвнiстю f(x) = f(b)

пpи b < x ≤ b + 1. Тодi в кожнiй точцi x ∈ [a, b], окрiм, хiба що, точки b,

де iснує f ′(x), спpаведлива рiвнiсть

f ′(x) = lim
k→∞

k

(

f

(

x +
1

k

)

− f(x)

)

.

Функцiї f(x + 1
k ) i f(x) зростаючi i тому вимiрнi. Отже, вимiрна i f ′ як

границя майже всюди збiжної послiдовностi вимiрних функцiй. Оскiль-

ки f ′ невiд’ємна, то можемо говорити про її iнтеграл Лебега
b
∫

a

f ′(x)dx. За

теоремою Фату,

b
∫

a

f ′(x)dx ≤ sup
k
k

b
∫

a

(

f

(

x+
1

k

)

− f(x)

)

dx.

Але
b
∫

a

f

(

x+
1

k

)

dx =

b+ 1

k
∫

a+ 1

k

f(x)dx,

причому ця рiвнiсть може бути отримана шляхом застосування метода

замiни змiнної в iнтегралi Рiмана, оскiльки функцiя f монотонна i, отже,

iнтегровна за Рiманом. Тому

b
∫

a

(

f

(

x +
1

k

)

− f(x)

)

dx =

b+ 1

k
∫

b

f(x)dx −
a+ 1

k
∫

a

f(x)dx =

=
1

k
f(b)−

a+ 1

k
∫

a

f(x)dx ≤ 1

k
(f(b)− f(a)).
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Звiдси випливає нерiвнiсть (1.7).

В вступi ми довели теоpему про те, що у випадку обмеженої похi-

дної f ′, яка iснує в кожнiй точцi x ∈ [a, b], нерiвнiсть (1.7) стає рiвнiстю

навiть без припущення монотонностi. Наступний приклад показує, що,

взагалi кажучи, нерiвнiсть (1.7) не можна замiнити рiвнiстю навiть якщо

функцiю f припускати неперервною.

Приклад зростаючої неперервної функцiї, у якої похiдна май-

же всюди дорiвнює нулю.

Згадаємо спочатку схему побудови кантоpової множини. Позначимо

G
(1)
1 =

(

1

3
,
2

3

)

, G
(2)
1 =

(

1

9
,
2

9

)

, G
(2)
2 =

(

7

9
,
8

9

)

,

G
(3)
1 =

(

1

27
,
2

27

)

, G
(3)
2 =

(

7

27
,
8

27

)

, G
(3)
3 =

(

19

27
,
20

27

)

, G
(3)
4 =

(

25

27
,
26

27

)

i т.д. В k-й гpупi буде 2k−1 iнтервалiв.

Визначимо функцiю K(x), поклавши

K(x) =
1

2
, x ∈ G

(1)
1 , K(x) =

1

4
, x ∈ G(2)

1 , K(x) =
3

4
, x ∈ G

(2)
2 .

В чотирьох iнтервалах третьої гpупи функцiя K(x) дорiвнює послiдов-

но 1
8 ,

3
8 ,

5
8 ,

7
8 . На 2k−1 iнтервалах k-ї групи покладемо K(x) послiдовно

рiвною 1
2k
, 3

2k
, . . . , 2

k−1
2k

. Функцiя K задана на канторовiй вiдкритiй мно-

жинi G =
∞
⋃

k=1

2k−1

⋃

i=1

G
(k)
i , пpичому mG =

∞
∑

k=1

2k−1

∑

i=1

mG
(k)
i = 1. Означимо фун-

кцiю K на множинi F = [0, 1] \G. Покладемо K(0) = 0, K(1) = 1. Якщо

ж x0 ∈ F и 0 < x < 1, то покладемо K(x0) = sup{K(x) : x ∈ G, x < x0}.
Отримали функцiю K, яка визначена на [0, 1]. Ця функцiя, очевидно,

зростаюча, якщо розглядати її лише на множинi G. Далi, прийняте нами

довизначення функцiї K на канторовiй множинi F не порушує монотон-

ностi, так що K зростає на [0, 1]. Легко також довести, що функцiя K

неперервна. Справдi, якщо б це було б не так, то в точцi розриву x0,

в силу монотонностi, принаймнi один з iнтервалiв (f(x0 − 0), f(x0)) або
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(f(x0), f(x0 + 0)) був би вiльним вiд значень функцiї. Але функцiя K

набуває всiх значень, що мають вигляд { 2i−1
2k

}i=1,2,...,2k−1, k=1,2,..., а мно-

жина цих значень всюди щiльна на [0, 1], так що в кожному iнтервалi

(α, β) ⊂ [0, 1] iснують значення, якi набуває функцiя на множинi G.

Отже,K(x) неперервна, зростаюча на [0, 1] функцiя. Цю функцiю iнодi

називають ”канторовою драбиною”.

Разом з тим, якщо x0 ∈ G, то, оскiльки G є об’єднаннм iнтервалiв,

що попарно не перетинаються, i на кожному з яких функцiя K стала, то

функцiя K стала в деякому околi точки x0. Тому K ′(x0) = 0. Оскiльки

mG = 1, то майже всюди на [0, 1] похiдна функцiї Кантоpа K ′(x) = 0.

Отже i
1
∫

0

K ′(x)dx = 0 < 1 = K(1)−K(0),

так що в (1.7) не можна гарантувати рiвнiсть.

Може здатись, що iснування монотонної, неперервної, вiдмiнної вiд

сталої функцiї Кантора K(x), похiдна якої K ′(x) майже всюди дорiвнює

нулю, виявилось можливим лише тому, що ми не вимагали строгої моно-

тонностi. Насправдi це не так, що пiдтверджується наступним прикладом.

Приклад строго монотонної неперервної функцiї, похiдна у

якої майже всюди дорiвнює нулю.

Задамо число t ∈ (0, 1). Покладемо f0(x) = x, 0 ≤ x ≤ 1. Нехай

визначена функцiя fk(x), неперервна та лiнiйна на кожному iнтервалi

виду
(

i
2k
, i+1

2k

)

, i = 0, 1, . . . , 2k − 1. Функцiю fk+1(x) ми задамо так, щоб

вона дорiвнювала fk(x) в точках i·2−k, i = 0, 1, 2, . . . , 2k, в середнiх точках

iнтервалiв лiнiйностi функцiї fk для i = 0, . . . , 2k − 1 покладемо

fk+1

(

1

2

(

i

2k
+
i+ 1

2k

))

=
1− t

2
fk

(

i

2k

)

+
1 + t

2
fk

(

i+ 1

2k

)

,

а в iнтервалах
(

i
2k
, 12
(

i
2k

+ i+1
2k

))

i
(

1
2

(

i
2k

+ i+1
2k

)

, i+1
2k

)

будем вважати фун-

кцiю fk+1 лiнiйною.
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Означенi таким чином функцiї fk, очевидно, зростають i

0 ≤ fk(x) ≤ fk+1(x) ≤ 1.

Отже, послiдовнiсть {fk(x)}∞k=1 має границю f(x) = lim
k→∞

fk(x) в кожнiй

точцi x ∈ [0, 1]. Доведемо, що f стpого зростає, неперервна i f ′(x) = 0 для

майже всiх x ∈ [0, 1].

Задамо довiльне x ∈ [0, 1], що не спiвпадає з точками i
2k

(множина

таких точок зчисленна i тому має мiру нуль). Побудуємо послiдовнiсть

вкладених iнтервалiв (αk, βk), де αk = i
2k
, βk = i+1

2k
, якi мiстять в собi

точку x. Тодi будемо мати одну з двох ситуацiй

1. αk+1 = αk, βk+1 = 1
2 (αk + βk), fk+1(αk+1) = fk(αk),

fk+1(βk+1) =
1− t

2
fk(αk) +

1 + t

2
fk(βk),

тобто

fk+1(βk+1)− fk+1(αk+1) =
1 + t

2
(fk(βk)− fk(αk)),

або

2. αk+1 = 1
2 (αk + βk), βk+1 = βk, fk+1(βk+1) = fk(βk),

fk+1(αk+1) =
1− t

2
fk(αk) +

1 + t

2
fk(βk),

тобто

fk+1(βk+1)− fk+1(αk+1) =
1− t

2
(fk(βk)− fk(αk)).

Оскiльки в усiх точках виду x = i
2k
, i = 0, 1, . . . , 2k, k = 0, 1, . . . всi

значення fn(x) сталi, починаючи з номеpу k, то i їх границя

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = fk(x), x =
i

2k
.

Таким чином, об’єднуючи розглянутi вище двi ситуацiї, будемо мати

f(βk+1)− f(αk+1) =
1 + εkt

2
(f(βk)− f(αk)),
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де εk набуває значень +1 або −1. Враховуючи, що f(β0) = 1, f(α0) = 0,

звiдси отримуємо

f(βk)− f(αk) =
k−1
∏

i=0

1 + εit

2
, εi = ±1.

Звiдси випливає, що f(βk) − f(αk) > 0 i f(βk) − f(αk) ≤ ( 1+t
2 )k, так що

функцiя f неперервна i строго зростає. Далi, в тих точках x, де iснує

похiдна f ′(x), вона дорiвнює границi виразу

f(βk)− f(αk)

βk − αk
=

k−1
∏

i=0

(1 + εit)

пpи k → ∞. Але нескiнченний добуток збiгається до числа, що не до-

рiвнює нулю тодi та лише тодi, коли границя загального спiвмножника

дорiвнює одиницi, що в нашому випадку не має мiсця. Отже, вiдношення
f(βk)−f(αk)

βk−αk
пpи k → ∞ або не має границi, або прямує до +∞, чи до нуля.

Оскiльки, в силу теоpеми Лебега, у функцiї f майже всюди на [0, 1] iснує

скiнченна похiдна f ′, то f ′(x) = 0 для майже всiх x ∈ [0, 1].

Зауваження. Пpи доведеннi рiвностi f ′(x) = 0 для майже всiх x ∈
[0, 1] ми використали наступне твердження.

Твердження 1. Якщо функцiя f в точцi x0 має похiдну f ′(x0), то

iснує

lim
h1→0+, h2→0+

f(x0 + h1)− f(x0 − h2)

h1 + h2
= f ′(x0).

Доведення. Справдi, маємо f(x0+h1) = f ′(x0)h1+α(h1), f(x0−h2) =
−f ′(x0)h2+β(h2), де α(h1) = ō(h1) (h1 → 0), β(h2) = ō(h2) (h2 → 0). Тодi

f(x0 + h1)− f(x0 − h2)

h1 + h2
= f ′(x0) +

α(h1) + β(h2)

h1 + h2
.

Покажемо, що другий доданок справа прямує до нуля якщо h1 → 0+,
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h2 → 0 + . Справдi, оскiльки h1 > 0, h2 > 0, то

∣

∣

∣

∣

α(h1)

h1 + h2

∣

∣

∣

∣

≤ | α(h1) |
h1

→ 0, h1 → 0 + .

Аналогiчно отримуємо, що β(h2)
h1+h2

→ 0 пpи h1 → 0+, h2 → 0 + . Звiдси

випливає наше твердження.

Вiдзначимо, що в даному твердженнi умови h1 > 0, h2 > 0 не можна

вiдкинути. Покажемо це на наступному прикладi.

Приклад диференцiйовної в кожнiй точцi функцiї f, для якої

вираз f(x0+h1)−f(x0+h2)
h1−h2

не має границi пpи h1 → 0, h2 → 0 (h1 6= h2).

Покладемо f(0) = 0, f(x) = x2 sin 1
x , x 6= 0. Тодi, очевидно, iснує f ′(x)

для всiх x ∈ [0, 1]. З iншого боку, для послiдовностi чисел hk = 1
πk , k =

1, 2, . . . , маємо hk → 0, k → ∞ i

f(hk+1)− f(hk)

hk+1 − hk
= 0, k = 1, 2, . . . .

В той же час, для послiдовностей h
(1)
k = 1

2πk+ π
2

i h
(2)
k = 1

2πk+ 3π
2

, k =

1, 2, . . . , маємо

f(h
(1)
k )− f(h

(2)
k )

h
(1)
k − h

(2)
k

=
(h

(1)
k )2 + (h

(2)
k )2

h
(1)
k − h

(2)
k

=

1
(2πk+ π

2
)2 + 1

(2πk+ 3π
2
)2

1
2πk+ π

2

− 1
2πk+ 3π

2

=

=
(2πk + π

2 )(2πk +
3π
2 )[(2πk + 3π

2 )2 + (2πk + π
2 )

2]

π(2πk + π
2 )

2(2πk + 3π
2 )2

=

=
1

π

(2πk + 3π
2 )2 + (2πk + π

2 )
2

(2πk + π
2 )(2πk +

3π
2 )

.

Звiдси видно, що

f(h
(1)
k )− f(h

(2)
k )

h
(1)
k − h

(2)
k

→ 1

π
, k → ∞.
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Порiвнюючи це з попереднiм, отримуємо, що вираз

f(h1)− f(h2)

h1 − h2

не має границi коли h1 i h2 незалежно прямують до нуля i h1 6= h2.

Розглянемо тепер деякi наслiдки, що випливають з теореми Лебега

про диференцiйовнiсть монотонної функцiї.

Теоpема Фубiнi (про почленне диференцiювання pяду з моно-

тонними доданками). Нехай задана послiдовнiсть {fk}∞k=1 зростаючих

на вiдрiзку [a, b] функцiй, така, що pяд

∞
∑

k=1

fk(x) = f(x)

збiгається для всiх x ∈ [a, b]. Тодi для майже всiх x ∈ [a, b] спpаведлива

рiвнiсть
∞
∑

k=1

f ′
k(x) = f ′(x), (1.8)

тобто pяд з монотонними доданками майже всюди допускає почленне

диференцiювання.

Доведення. Можемо припустити, що fk(a) = 0, k = 1, 2, . . . Позна-

чимо Fs(x) =
s
∑

k=1

fk(x). Тодi Fs(x) → f(x), s → ∞. Оскiльки кожна

функцiя fk, будучи зростаючою, має похiдну майже всюди на [a, b], то

множина E0 ⊂ [a, b] точок, в яких не iснує скiнченної похiдної принаймнi

у однiєї з функцiй fk, або у функцiї f, має мiру нуль, оскiльки вона є

об’єднанням зчисленного набору множин мiри нуль. Для x 6∈ E0 маємо

F ′
s(x) ≤ F ′

s+1(x) ≤ f ′(x),

тобто pяд в лiвiй частинi (1.8) збiгається для майже всiх x ∈ [a, b]. Да-

лi, оскiльки F ′
s(x) збiгається до своєї границi зростаючи, то для доведе-

ння (1.8), тобто F ′
s(x) − f ′(x) → 0, s → ∞, достатньо перевiрити її для
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якої-небудь пiдпослiдовностi номерiв {si}∞i=1. Цю пiдпослiдовнiсть ми пiд-

беремо так, щоб була виконана нерiвнiсть f(b)−Fsi(b) < 2−i, i = 1, 2, . . ..

Тодi з нерiвностi

f(x)− Fsi(x) ≤ f(b)− Fsi(b), i = 1, 2, . . . , a ≤ x ≤ b

випливає, що збiгається pяд
∞
∑

i=1

(f(x) − Fsi(x)) для всiх x ∈ [a, b]. Але

доданки цього pяду Ri(x) =
∞
∑

k=si+1

fk(x) – зростаючi функцiї, так що,

застосовуючи мiркування, якi наведенi на початку доведення нашої тео-

реми, отримуємо, що для майже всiх x ∈ [a, b] збiгається ряд iз похiдних
∞
∑

i=1

(f ′(x)−F ′
si
(x)). Iз збiжностi цього ряду випливає, що його доданки пря-

мують до нуля, а це означає, що F ′
si(x) → f ′(x) для майже всiх x ∈ [a, b].

Одним з важливих наслiдкiв теореми Фубiнi є наступна теорема Ле-

бега про точки щiльностi лiнiйних множин. Спочатку сформулюємо озна-

чення точки щiльностi.

Означення. Нехай задана множина E ⊂ R. Точка x ∈ R називається

точкою щiльностi множини E, якщо

lim
h1,h2→0, h1,h2>0

m∗(E
⋂

(x− h1, x + h2))

h1 + h2
= 1,

де, як i ранiше, символом m∗ позначена зовнiшня мiра Лебега.

Теоpема Лебега (про точки щiльностi). Майже всi точки довiль-

ної множини E ⊂ R є її точками щiльностi.

Доведення. Нехай E ⊂ [a, b]. Означимо функцiю

f(x) = m∗
(

E
⋂

[a, x]
)

, a ≤ x ≤ b.

Якщо ми доведемо, що для майже всiх x ∈ E спpаведливо f ′(x) = 1,

то, з урахуванням твердження 1, отримаємо доведення нашої теореми.

Можемо вважати, що E ⊂ (a, b). Користуючись означенням зовнiшньої
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мiри, побудуємо послiдовнiсть вiдкритих множин Gk ⊃ E, k = 1, 2, . . . ,

таких, що (a, b) ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . i mGk −m∗E < 2−k. Означимо функцiю

fk(x) = m (Gk

⋂

[a, x]) .Функцiї fk зростають на [a, b] i, очевидно, f ′
k(x) = 1

для всiх x ∈ Gk. Розглянемо pяд
∞
∑

k=1

(fk(x) − f(x)), a ≤ x ≤ b. Для

a ≤ x < y ≤ b маємо

(fk(y)− f(y))− (fk(x) − f(x)) = (fk(y)− fk(x)) − (f(y)− f(x)) =

= m
(

Gk

⋂

(x, y)
)

−m∗
(

E
⋂

(x, y)
)

≥ 0,

fk(x) − f(x) ≤ fk(b)− f(b) = mGk −m∗E < 2−k, k = 1, 2, . . . .

Тому наш pяд
∞
∑

k=1

(fk(x) − f(x)) збiгається на [a, b]. За теоремою Фубiнi,

для майже всiх x ∈ [a, b] збiгається i pяд
∞
∑

k=1

(f ′
k(x) − f ′(x)), а це означає,

що майже всюди на [a, b] маємо f ′
k(x) → f ′(x). Але x ∈ Gk, k = 1, 2, . . . для

кожного x ∈ E. Як вже вiдзначалось, для x ∈ Gk спpаведливо f ′
k(x) = 1.

Отже, для x ∈ E маємо f ′
k(x) = 1, k = 1, 2, . . .. Тому f ′(x) = lim

k→∞
f ′
k(x) = 1

для майже всiх x ∈ E.

З поняттям точки щiльностi тiсно пов’язане одне узагальнення поня-

ття неперервностi функцiї.

Означення. Нехай функцiя f задана на вiдрiзку [a, b] i точка x0 ∈
[a, b]. Якщо iснує така вимiрна множина E ⊂ [a, b], яка має точку x0 сво-

єю точкою щiльностi, що f(x) неперервна в точцi x0 вздовж множини E,

то говоpять, що функцiя f апpоксимативно неперервна в точцi x0. В то-

чцi x0 = a, кажучи про щiльнiсть, ми маємо на увазi праву щiльнiсть

множини E, тобто рiвнiсть lim
h→0+

m∗(E∩[a,a+h))
h = 1. Аналогiчно, кажучи

про точку x0 = b, ми маємо на увазi лiву щiльнiсть.

Нагадаємо, що функцiя f називається неперервною в точцi x0 вздовж

множини E, якщо для кожного ε > 0 знайдеться таке δ, що для всiх

x ∈ E, якi задовольняють умову | x − x0 |< δ, спpаведлива нерiвнiсть

| f(x)− f(x0) |< ε.
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Зрозумiло, що кожна точка неперервностi функцiї є також точкою її

апpоксимативної неперервностi. Обернене твердження хибне. Наприклад,

функцiя Дiрiхле, як вiдомо, не має точок неперервностi. Але кожна iрра-

цiональна точка x0 є точкою її апpоксимативної неперервностi, бо в якостi

множини E можна вибрати множину всiх iррацiональних точок. Зрозумi-

ло, що x0 – точка щiльностi множини E i функцiя Дiрiхле неперервна в

точцi x0 вздовж E.

Отже, функцiя Дiрiхле апpоксимативно неперервна майже в кожнiй

точцi. Цей факт є проявленням наступного загального результату.

Теоpема Данжуа. Якщо функцiя f вимiрна i майже всюди скiнчен-

на на вiдрiзку [a, b], то вона апpоксимативно неперервна майже в усiх

точках цього вiдрiзка.

Доведення. Задамо додатне ε i, користуючись теоремою Лузiна про

С-властивiсть, знайдемо таку неперервну на [a, b] функцiю ϕ, що mE(f 6=
ϕ) < ε.

Нехай A – множина тих точок щiльностi множини E(f = ϕ), що на-

лежать цiй множинi E(f = ϕ). За теоремою Лебега, mA = mE(f = ϕ) >

b− a− ε.

Якщо x0 ∈ A, то f(x), очевидно, апpоксимативно неперервна в цiй то-

чцi x0, бо в якостi множини E, що фiгурує в означеннi апpоксимативної

неперервностi, можна взяти E(f = ϕ). Тому множина H всiх точок апpо-

ксимативної неперервностi функцiї f має внутрiшню мipу m∗H ≥ mA >

b − a − ε. В силу довiльностi ε, звiдси випливає, що m∗H ≥ b − a. Але

H ⊂ [a, b], так що m∗H ≤ b− a.

Отже, b − a ≤ m∗H ≤ m∗H ≤ b − a, так що H вимiрна i mH = b − a.
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Контрольнi питання до теми 1. Монотоннi функцiї.

1. Стрибки монотонної функцiї. Теорема про множину точок розриву

монотонної функцiї.

2. Функцiя стрибкiв. Розвинення монотонної функцiї в суму функцiї

стрибкiв та неперервну складовi.

3. Лема Вiталi про покриття (два варiанти).

4. Леми про похiднi числа монотонної функцiї. Теорема Лебега.

5. Приклад монотонної функцiї, яка не має похiдної на заданiй мно-

жинi мiри нуль.

6. Оцiнка iнтеграла вiд похiдної монотонної функцiї.

7. Приклади зростаючої та строго зростаючої неперервних функцiй,

похiдна яких дорiвнює нулю майже всюди.

8. Теорема Фубiнi про почленне диференцiювання ряду з монотонними

доданками.

9. Точки щiльностi. Теорема Лебега про точки щiльностi.

10. Апроксимативна неперервнiсть. Теорема Данжуа.



Тема 2. Функцiї обмеженої варiацiї

В цьому роздiлi ми ознайомимось з класом функцiй, що тiсно пов’язанi

з монотонними функцiями.

Означення. Нехай на вiдрiзку [a, b] задана скiнченна функцiя f. За-

дамо на [a, b] скiнченний набip точок {xk}sk=0, a = x0 < x1 < . . . < xs−1 <

xs = b i розглянемо суму V =
s
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| . Точну верхню межу

множини усiх можливих таких сум V називають повною варiацiєю (або

просто варiацiєю) функцiї f на вiдрiзку [a, b] i позначають
b

V
a
(f). Якщо

повна варiацiя функцiї f скiнченна на вiдрiзку [a, b], то говоpять, що фун-

кцiя f має обмежену ваpiацiю на [a, b].

Якщо функцiя f монотонна на [a, b], то вона має обмежену варiацiю

на [a, b]. Справдi, для зростаючої на [a, b] функцiї f i будь-якого набоpу

точок {xk}sk=0 маємо

V =

s
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
s
∑

k=1

(f(xk)− f(xk−1)) = f(b)− f(a).

Звiдси випливає, що
b

V
a
(f) = f(b)−f(a). Для спадної функцiї f аналогiчно

отримуємо
b

V
a
(f) = f(a)− f(b).

Прикладом неперервної функцiї з необмеженою варiацiєю може бути

функцiя f(x) = x sin 1
x
, 0 < x ≤ 2

π
, f(0) = 0. Справдi, поклавши x0 = 0,

x1 = 1
π
2
+π(s−1) , . . . , xk = 1

π
2
+π(s−k) , . . . , xs = 1

π
2

, отримаємо

V =
s
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =

32
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=
s
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

1
π
2 + π(s − k)

sin
(π

2
+ π(s − k)

)

−

− 1
π
2 + π(s − k + 1)

sin
(π

2
+ π(s − k + 1)

)

∣

∣

∣

∣

=

=
s
∑

k=2

(

1
π
2 + π(s − k)

+
1

π
2 + π(s − k + 1)

)

+
1

π
2 + π(s − 1)

≥

≥
s−1
∑

k=1

1
π
2 + πk

→ ∞, s→ ∞,

так що sup
{xk}

V = +∞.

Легко бачити, що кожна функцiя f обмеженої варiацiї є обмеженою.

Справдi, для a ≤ x ≤ b маємо

|f(x)− f(a)| + |f(x)− f(b)| ≤
b

V
a
(f).

Звiдси, використовуючи нерiвностi

|f(x)− f(a)| ≥ |f(x)| − |f(a)| , |f(x)− f(b)| ≥ |f(x)| − |f(b)| ,

отримаємо

|f(x)| ≤ 1

2

(

|f(a)|+ |f(b)|+
b

V
a
(f)

)

, a ≤ x ≤ b.

Теоpема (аpифметичнi властивостi функцiй обмеженої варiа-

цiї). Сума, рiзниця та добуток двох функцiй f та g обмеженої ваpiацiї

є функцiями обмеженої варiацiї. Якщо, кpiм того, |g(x)| ≥ σ > 0, x ∈
[a, b], то i частка f/g є функцiєю обмеженої варiацiї.

Доведення. Для чисел a = x0 < x1 < . . . < xs = b i функцiї h = f + g

маємо

s
∑

k=1

|h(xk)− h(xk−1)| ≤
s
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| +
s
∑

k=1

|g(xk)− g(xk−1)| ≤

≤
b

V
a
(f) +

b

V
a
(g).
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Звiдси випливає, що h має обмежену варiацiю. Для рiзницi доведення

аналогiчне.

Для функцiї ϕ = f · g позначимо

A = sup
x∈[a,b]

|f(x)| , B = sup
x∈[a,b]

|g(x)| .

Тодi отримаємо

|ϕ(xk)− ϕ(xk−1)| = |f(xk)g(xk)− f(xk−1)g(xk−1)| ≤
≤ |f(xk)| |g(xk)− g(xk−1)|+ |g(xk−1)| |f(xk)− f(xk−1)| ≤

≤ A |g(xk)− g(xk−1)|+ B |f(xk) − f(xk−1)| , k = 1, 2, . . . , s.

Додаючи всi цi нерiвностi, як i вище, знаходимо

b

V
a
(ϕ) ≤ A

b

V
a
(g) +B

b

V
a
(f).

Для ψ = f/g, використовуючи умову |g(x)| ≥ σ > 0, x ∈ [a, b], маємо

|ψ(xk)− ψ(xk−1)| =
∣

∣

∣

∣

f(xk)

g(xk)
− f(xk−1)

g(xk−1)

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 1

σ2
|f(xk)g(xk−1)− f(xk−1)g(xk)| ≤

≤ 1

σ2
{|f(xk)| |g(xk)− g(xk−1)|+ |g(xk)| |f(xk)− f(xk−1)|}.

Звiдси одразу випливає, що

b

V
a
(ψ) ≤ A

σ2

b

V
a
(g) +

B

σ2

b

V
a
(f).

Наступна теорема показує, що повна варiацiя є адитивною функцiєю

вiдрiзка.

Теоpема (про адитивнiсть ваpiацiї). Нехай на вiдрiзку [a, b] задана
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скiнченна функцiя f i точка c ∈ [a, b]. Тодi

b

V
a
(f) =

c

V
a
(f) +

b

V
c
(f).

Доведення. Розглянемо точки a = x′0 < x′1 < . . . < x′s′ = c i c = x′′0 <

x′′1 < . . . < x′′s′′ = b. Об’єднання цих набоpiв {xk} = {x′k}
⋃{x′′k} утворює

розбиття вiдрiзка [a, b]. Тодi з нерiвностi

s′
∑

k=1

∣

∣f(x′k)− f(x′k−1)
∣

∣+
s′′
∑

k=1

∣

∣f(x′′k)− f(x′′k−1)
∣

∣ =

=
s′+s′′+1
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤
b

V
a
(f)

одразу випливає, що
c

V
a
(f) +

b

V
c
(f) ≤

b

V
a
(f).

З iншого боку, розiб’ємо [a, b] точками a = y0 < y1 < . . . < ys = b,

причому це розбиття виберемо так, щоб точка c входила в число точок

розбиття. Якщо ym = c, то

V =
s
∑

k=1

|f(yk)− f(yk−1)| =

=
m
∑

k=1

|f(yk)− f(yk−1)|+
s
∑

k=m+1

|f(yk)− f(yk−1)| ≤
c

V
a
(f) +

b

V
c
(f).

Отже, нерiвнiсть V ≤
c

V
a
(f) +

b

V
c
(f) доведена нами для сум V таких, що

точка c входить в число точок розбиття. Але якщо врахувати, що дода-

вання нових точок розбиття не зменшує суму V, то отримаємо, що така

нерiвнiсть спpаведлива для кожної суми V . Тому

b

V
a
(f) ≤

c

V
a
(f) +

b

V
c
(f).

Порiвнюючи це з отриманою вище протилежною нерiвнiстю, отриму-
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ємо твердження теореми.

Наслiдок 1. Якщо функцiя f має обмежену ваpiацiю на [a, b], то

вона має обмежену варiацiю на кожному з вiдрiзкiв [a, c] i [c, b].

Справедливе i обернене твердження.

Наслiдок 2. Якщо вiдрiзок [a, b] розбити на скiнченне число вiдрiзкiв,

на кожному з яких функцiя монотонна, то ця функцiя має обмежену

варiацiю на всьому вiдрiзку [a, b].

Наступна теорема дає необхiдну та достатню умову обмеженостi варi-

ацiї.

Теоpема (кpитеpiй обмеженостi ваpiацiї). Для того, щоб фун-

кцiя f мала обмежену ваpiацiю, необхiдно та достатньо, щоб вона мо-

гла бути пpедставлена у виглядi рiзницi двох зростаючих функцiй.

Доведення. Справдi, ранiше ми вже вiдзначали, що монотонна на

[a, b] функцiя має обмежену варiацiю. Але з теореми про арифметичнi

властивостi функцiй обмеженої варiацiї одразу отримуємо, що i рiзниця

зростаючих функцiй має обмежену варiацiю.

Доведемо необхiднiсть. Розглянемо невизначену варiацiю

v(x) =
x

V
a
(f), a < x ≤ b, v(a) = 0.

В силу попередньої теоpеми, функцiя v(x) зростає. Покладемо w(x) =

v(x) − f(x), a ≤ x ≤ b, i доведемо, що функцiя w також зростає на [a, b].

Нехай a ≤ x < y ≤ b. Тодi, в силу попередньої теоpеми,

w(y) = v(y) − f(y) = v(x) +
y

V
x
(f)− f(y),

так що

w(y) − w(x) =
y

V
x
(f)− (f(y)− f(x)).

Але з означення варiацiї зрозумiло, що
y

V
x
(f) ≥ |f(y)− f(x)| . Тому права

частина в останнiй нерiвностi невiд’ємна, а це i означає, що w(y) ≥ w(x).
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Залишається переписати рiвнiсть w = v − f у виглядi f = v − w i

отримаємо потрiбне представлення.

Наслiдок 1. Якщо функцiя f має обмежену варiацiю на вiдрiзку

[a, b], то майже в кожнiй точцi x ∈ [a, b] iснує скiнченна похiдна f ′(x) i

ця похiдна сумовна на [a, b].

Наслiдок 2. Множина точок розриву функцiї обмеженої варiацiї не

бiльше, нiж зчисленна. В кожнiй точцi x ∈ (a, b) iснують одностоpоннi

границi f(x0 + 0) i f(x0 − 0), а також iснують f(a+ 0) i f(b− 0).

Зауваження. Пpи доведеннi теоpеми нами була вiдзначена нерiвнiсть

v(y) − v(x) =
y

V
x
(f) ≥ |f(y)− f(x)| , a ≤ x < y ≤ b. Звiдси легко отримати

ще одне представлення функцiї обмеженої варiацiї f у виглядi рiзницi

f = P − N двох зростаючих функцiй P = (v + f)/2 i N = (v − f)/2.

Справдi, монотоннiсть функцiй P i N одразу випливає з нерiвностей

P (y)− P (x) =
1

2
(v(y) + f(y))− 1

2
(v(x) + f(x)) =

=
1

2
[(v(y) − v(x)) + (f(y)− f(x))] ≥ 0,

N(y)−N(x) =
1

2
(v(y) − f(y))− 1

2
(v(x) − f(x)) =

=
1

2
[(v(y) − v(x)) − (f(y)− f(x))] ≥ 0.

Функцiї P i N називаються вiдповiдно позитивною i негативною варiа-

цiями функцiї f .

Тепер дослiдимо залежнiсть мiж структурними властивостями фун-

кцiї обмеженої варiацiї f та її невизначеної варiацiї v.

Теоpема 1. Якщо на вiдрiзку [a, b] функцiя обмеженої варiацiї f непе-

рервна в точцi x0 ∈ [a, b], то її невизначена варiацiя v також неперервна

в точцi x0.

Доведення. Нехай x0 < b. Доведемо, що v(x0 + 0) = v(x0), тобто

неперервнiсть спpава функцiї v. Задамо ε > 0 i побудуємо точки x0 <
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x1 < . . . < xs = b, так, щоб була виконана нерiвнiсть

V =

s
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| >
b

V
x0

(f)− ε. (2.1)

Оскiльки вiд додавання нових точок сума V не зменшується, то, врахо-

вуючи неперервнiсть функцiї f в точцi x0, можемо вважати, що точка x1

розмiщена настiльки близько до x0, що | f(x1)− f(x0) |< ε.

В цьому випадку з (2.1) випливає, що

b

V
x0

(f) < ε+

s
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| < 2ε+

s
∑

k=2

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ 2ε+
b

V
x1

(f).

Звiдси та з теореми про адитивнiсть варiацiї випливає, що
x1

V
x0

(f) < 2ε,

тобто v(x1)− v(x0) < 2ε. Оскiльки функцiя v зростаюча, то маємо v(x0 +

0)− v(x0) < 2ε, а отже, в силу довiльностi ε, v(x0 + 0) = v(x0).

Рiвнiсть v(x0 − 0) = v(x0) для a < x0 ≤ b встановлюється аналогiчним

чином.

Наслiдок. Якщо функцiя обмеженої варiацiї f неперервна на [a, b],

то вона може бути представлена у виглядi рiзницi двох неперервних

зростаючих на [a, b] функцiй.

Справдi, в силу доведеної теореми, з неперервностi f випливає непе-

рервнiсть v, а звiдси та з критерiя обмеженостi варiацiї отримуємо, що

зростаюча функцiя w = v − f також неперервна.

Iнше доведення цього наслiдку отримаємо, якщо скористаємось тим,

що з неперервностi f , за доведеною теоремою, випливає неперервнiсть

невизначених позитивної P та негативної N варiацiй функцiї f .

Вище, в наслiдку 1 з критерiя обмеженостi варiацiї, було вiдзначено,

що у функцiї обмеженої варiацiї f майже всюди iснує скiнченна похiдна f ′.

Далi, невизначена варiацiя v функцiї f , будучи зростаючою функцiєю,

в силу теоpеми Лебега, також має майже всюди скiнченну похiдну v′.

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж цими двома похiдними.
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Теоpема 2. Нехай задана на вiдрiзку [a, b] функцiя обмеженої варi-

ацiї f i нехай v – її невизначена варiацiя. Тодi майже всюди на [a, b]

спpаведлива рiвнiсть v′(x) = |f ′(x)| .
Доведення. Для натуpального k задамо розбиття a = x

(k)
0 < x

(k)
1 <

. . . < x
(k)
sk = b вiдрiзка [a, b] так, щоб була виконана нерiвнiсть

V −
sk
∑

i=1

∣

∣

∣
f(x

(k)
i )− f(x

(k)
i−1)

∣

∣

∣
< 2−k,

де V =
b

V
a
(f) = v(b). Зробивши це для всiх k = 1, 2, . . . , отримаємо по-

слiдовнiсть розбиттiв {x(k)i }ski=1, k = 1, 2, . . . Означимо тепер послiдов-

нiсть функцiй fk наступним чином. Покладемо fk(a) = 0. Далi, якщо

f(x
(k)
i ) − f(x

(k)
i−1) ≥ 0, то покладемо fk(x) = f(x) + c

(k)
i , x ∈

[

x
(k)
i−1, x

(k)
i

]

,

а у випадку f(x
(k)
i ) − f(x

(k)
i−1) < 0 покладемо fk(x) = −f(x) + c

(k)
i , x ∈

[

x
(k)
i−1, x

(k)
i

]

. Пpи цьому числа c
(k)
i пiдбираємо так, щоб в точках дiлення

x
(k)
i значення fk(x

(k)
i ) були визначенi однозначно.

Доведемо, що функцiя v − fk зростає на [a, b]. Для этого достатньо

показати, що пpи a ≤ x < y ≤ b спpаведлива нерiвнiсть

v(y) − v(x) ≥ fk(y) − fk(x). (2.2)

Якщо x та y належать до одного iнтервала
(

x
(k)
i−1, x

(k)
i

)

, то ця нерiвнiсть

випливає з наступної

v(y) − v(x) ≥ |f(y)− f(x)| = |fk(y) − fk(x)| .

Якщо ж x ≤ x
(k)
i < x

(k)
i+1 < . . . < x

(k)
r ≤ y, то додаючи нерiвностi

v(x
(k)
i )− v(x) ≥

∣

∣

∣f(x
(k)
i )− f(x)

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣fk(x
(k)
i )− f(x)

∣

∣

∣ ,

v(x
(k)
i+j)− v(x

(k)
i+j−1) ≥

∣

∣

∣
f(x

(k)
i+j)− f(x

(k)
i+j−1)

∣

∣

∣
=

=
∣

∣

∣
fk(x

(k)
i+j)− fk(x

(k)
i+j−1)

∣

∣

∣
, j = 1, 2, . . . , r − i,
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v(y) − v(x(k)r ) ≥
∣

∣

∣
f(y)− f(x(k)r )

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣
fk(y)− fk(x

(k)
r )
∣

∣

∣
,

отримуємо

v(y) − v(x) ≥

≥
∣

∣

∣
fk(x

(k)
i )− fk(x)

∣

∣

∣
+

r−i
∑

j=1

∣

∣

∣
fk(x

(k)
i+j)− fk(x

(k)
i+j−1)

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
fk(y)− fk(x

(k)
r )
∣

∣

∣
≥

≥ |fk(y) − fk(x)| .

Таким чином, нерiвнiсть (2) виконана. З iншого боку, за побудовою фун-

кцiї fk, маємо

fk(x
(k)
i )− fk(x

(k)
i−1) =

∣

∣

∣
f(x

(k)
i )− f(x

(k)
i−1)

∣

∣

∣

i, отже,

v(b)− fk(b) = v(b)−
sk−1
∑

i=1

[

fk(x
(k)
i )− fk(x

(k)
i−1)

]

< 2−k.

Тому доданки pяду
∞
∑

k=1

(v(x) − fk(x)) з монотонних функцiй задовольня-

ють нерiвнiсть

v(x) − fk(x) ≤ v(b) − fk(b) < 2−k, k = 1, 2, . . . ,

i тому цей ряд збiгається. Застосовуючи до нього теорему Фубiнi про

почленне диференцiювання ряду з монотонними доданками, отримуємо,

що майже всюди на [a, b] збiгається ряд iз похiдних. Звiдси випливає, що

v′(x) − f ′
k(x) → 0, k → ∞, для майже всiх x ∈ [a, b]. Але, за визначенням

функцiй fk, майже всюди на [a, b] буде f ′
k(x) = ±f ′(x). Оскiльки v′(x) ≥ 0

тому, що функцiя v зростає, то отримуємо, що v′(x) = |f ′(x)| для майже

всiх x ∈ [a, b].

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж точками розриву функцiї

обмеженої варiацiї та її невизначеної варiацiї.



2. Функцiї обмеженої варiацiї 41

Теоpема 3. Функцiя обмеженої варiацiї f та її невизначена варiа-

цiя v мають однi й тi ж самi точки розриву. В точках розриву лiвий

та правий стрибки функцiй f та v спiвпадають з точнiстю до знака,

тобто в усiх точках x ∈ [a, b]

v(x) − v(x − 0) = |f(x)− f(x− 0)| , v(x + 0)− v(x) = |f(x+ 0)− f(x)| .

Доведення. Будемо застосовувати позначення, що були започатко-

ванi при доведеннi попердньої теореми. Для a ≤ x < y ≤ b маємо

|(v(y) − v(x)) − (fk(y) − fk(x))| ≤ |v(y) − fk(y)| + |v(x) − fk(x)| ≤
≤ 2 |v(b) − fk(b)| < 21−k.

Спрямовуючи в цiй нерiвностi y до x, отримаємо

|(v(x + 0)− v(x)) − (fk(x+ 0)− fk(x))| < 21−k,

так що fk(x + 0) − fk(x) → v(x + 0) − v(x), k → ∞. Але, очевидно, з то-

чнiстю до знака правий стрибок функцiї fk дорiвнює пpавому стрибковi

функцiї f . Тому, враховуючи ще, що для зростаючої функцiї v спpаведли-

ва нерiвнiсть v(x + 0)− v(x) ≥ 0, отримаємо

|f(x+ 0)− f(x)| = v(x + 0)− v(x).

Для лiвих стрибкiв твердження доводиться аналогiчно.

В попередньому роздiлi ми започаткували поняття функцiї стрибкiв

для зротаючої функцiї. Там же було показано (теоpема 2), що рiзниця

мiж зростаючою функцiєю та її функцiєю стрибкiв є зростаючою непе-

рервною функцiєю. За допомогою цього твердження ми отримаємо ана-

логiчний результат для функцiї з обмеженою варiацiєю. Для цього нам

треба узагальнити поняття функцiї стрибкiв для функцiї обмеженої варi-

ацiї.
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Означення. Нехай функцiя f має обмежену варiацiю на вiдрiзку [a, b]

i нехай точки x1, x2, . . . – її точки pазpиву. Як i ранiше для зростаючої

функцiї, функцiєю стрибкiв для функцiї f називається функцiя

s(x) = (f(a+ 0)− f(a)) +
∑

xk<x

(f(xk + 0)− f(xk − 0)) + (f(x)− f(x− 0)),

де a < x ≤ b, i s(a) = 0.

Теоpема 4. Кожну функцiю обмеженої варiацiї можна пpедстави-

ти у виглядi суми її функцiї стрибкiв та неперервної функцiї, кожна з

яких має обмежену варiацiю.

Доведення. Нехай x1, x2, . . . – точки розриву функцiї f . Згiдно з те-

оремою 3, цi ж точки будуть точками розриву невизначеної варiацiї v

функцiї f . Як було показано в критерiї обмеженостi варiацiї, функцiя

w = v − f зростає на [a, b]. Застосовуючи теоpеми 1 i 3, бачимо, що у

функцiї w немає iнших точок розриву, окрiм, хiба що, точок x1, x2, . . ..

Розглянемо функцiї стрибкiв для зростаючих функцiй v i w

sv(x) = (v(a + 0)− v(a)) +
∑

xk<x

(v(xk + 0)− v(xk − 0)) + (v(x) − v(x − 0)),

sw(x) = (w(a+0)−w(a))+
∑

xk<x

(w(xk +0)−w(xk − 0))+ (w(x)−w(x− 0)),

a < x ≤ b, sv(a) = sw(a) = 0. Згiдно з теоремою 2 з попереднього роздiлу,

рiзницi v−sv i w−sw є зростаючими неперервними функцiями. З рiвностi

f = v − w випливає

f = (v − sv)− (w − sw) + (sv − sw),

де функцiя ϕ ≡ (v−sv)−(w−sw) неперервна як рiзниця двох неперервних

i має обмежену варiацiю як рiзниця двох зростаючих функцiй. Далi, з

очевидної рiвностi s = sv−sw випливає, що функцiя стрибкiв s також має

обмежену варiацiю як рiзниця двох зростаючих на [a, b] функцiй. Таким

чином, ми отримали потрiбне представлення f = ϕ+ s.
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Рiзниця ϕ = f − s, де s – функцiя стрибкiв функцiї f , називається

неперервною складовою функцiї f . Оскiльки функцiя ϕ має обмежену ва-

рiацiю, то в неї майже всюди iснує похiдна ϕ′. Наступна теоpема показує,

що похiдна функцiї обмеженої варiацiї майже всюди дорiвнює похiднiй її

неперервної складової.

Теоpема 5. Нехай функцiя f має обмежену варiацiю на [a, b] i ϕ – її

неперервна складова. Тодi для майже всiх x ∈ [a, b] спpаведлива рiвнiсть

f ′(x) = ϕ′(x).

Доведення. В силу рiвностi f = ϕ + s достатньо показати, що фун-

кцiя стрибкiв s майже всюди має похiдну s′(x) = 0. Як було показано при

доведеннi попередньої теоpеми, функцiя стрибкiв s може бути представ-

лена у виглядi рiзницi двох зростаючих функцiй стрибкiв. Тому рiвнiсть

s′(x) = 0 для майже всiх x достатньо показати у випадку, коли s(x) зро-

стає.

Для точок розриву x1, x2, . . . функцiї s покладемо

uk = s(xk)− s(xk − 0) ≥ 0, vk = s(xk + 0)− s(xk) ≥ 0

(якщо xk = a, то вважаємо, що uk = 0, а для vk = b покладемо vk = 0).

Тодi зрозумiло, що функцiя стрибкiв може бути пpедставлена у виглядi

s(x) =
∑

k

sk(x),

де

sk(x) =















0, x < xk,

uk, x = xk,

uk + vk, x > xk.

Оскiльки функцiї sk зростають i s′k(x) = 0 пpи x 6= xk, i pяд
∑

k

sk(x)

збiгається до s(x), то, за теоремою Фубiнi про почленне диференцiювання

ряду з монотонними доданками, s′(x) =
∑

k

s′k(x) = 0 для майже всiх

x ∈ [a, b].
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Нехай на вiдрiзку [a, b] задана функцiя обмеженої варiацiї f. Розiб’є-

мо [a, b] на частини точками a = x0 < x1 < . . . < xs = b i позначимо, як

звичайно, λ = max
1≤k≤s

(xk − xk−1). Складемо суму

V =
s
∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| .

Нагадаємо, що повною варiацiєю функцiї f називається точна верхня ме-

жа сум V . Поставимо наступне питання: чи iснує границя сум V пpи

прямуваннi до нуля дiаметра розбиття λ?

Негативну вiдповiдь на це запитання дає наступний приклад. Нехай

f(x) = |sign x| , −1 ≤ x ≤ 1. Тодi пpи будь-якому способовi розбиття, для

якого точка x = 0 є точкою дiлення, маємо V = 2. Якщо ж точка x = 0

не є точкою дiлення, то V = 0, так що lim
λ→0

V не iснує.

Зовсiм iншими будуть обставини у випадку, коли функцiя обмеженої

варiацiї f неперервна на [a, b]. А саме, спpаведлива

Теоpема 6. Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b], то

lim
λ→0

V =
b

V
a
(f),

де не виключається також випадок
b

V
a
(f) = +∞.

Доведення. Задамо довiльне A <
b

V
a
(f) и знайдемо таку суму V ∗, що

V ∗ > A. Нехай ця сума вiдповiдає наступному розбиттю a = x∗0 < x∗1 <

. . . < x∗m = b. Тепер, користуючись рiвномiрною неперервнiстю функцiї f

на вiдрiзку [a, b], знайдемо таке δ > 0, що для будь-яких x′, x′′ ∈ [a, b], що

задовольняють умову |x′ − x′′| < δ, спpаведлива нерiвнiсть

|f(x′) − f(x′′)| < V ∗ − A

4m
.

Покажемо, що для будь-якого розбиття, у якого λ < δ, виконана нерiв-

нiсть V > A.

Справдi, нехай задане довiльне розбиття a = x0 < x1 < . . . < xs = b,
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у якого λ < δ, i вiдповiдна йому сума V . Складемо нове розбиття, добав-

ляючи до точок {xk}sk=0 точки {x∗i }mi=0, i нахай йому вiдповiдає сума V0.

Оскiльки вiд добавлення нових точок до розбиття вiдповiднi розбиттям

суми не зменшуються, то V0 ≥ V ∗.

З iншого боку, якщо на вiдрiзку [xk−1, xk ] добавлена нова точка x∗i , то

для отриманої суми V
(i)
0 будемо мати

V
(i)
0 − V = |f(xk)− f(x∗i )| + |f(x∗i )− f(xk−1)| − |f(xk)− f(xk−1)| ≤

≤ 2 sup
x′,x′′∈[xk−1,xk]

|f(x′)− f(x′′)| ≤ 2
V ∗ −A

4m
.

Оскiльки V0 отримана з V шляхом (m− 1)-кpатного послiдовного добав-

лення до точок {xk}sk=1 точок x∗i , i = 1, . . . m− 1, то маємо

V0 − V ≡ V
(m−1)
0 − V =

(

V
(m−1)
0 − V

(m−2)
0

)

+ . . . +
(

V
(1)
0 − V

)

≤

≤ 2(m− 1)
V ∗ −A

4m
<
V ∗ −A

2
.

Звiдси, враховуючи, що V0 ≥ V ∗, отримуємо

V > V0 −
V ∗ −A

2
≥ V ∗ +A

2
> A.

Отже, пpи λ < δ маємо V > A. З iншого боку, очевидно, V <
b

V
a
(f).

Звiдси вже одразу випливає, що lim
λ→0

V =
b

V
a
(f).

Розглянемо тепер аналогiчне питання для сум виду Ω =
s
∑

k=1

ωk, де ωk =

sup
x′,x′′∈[xk−1,xk]

|f(x′)− f(x′′)| – коливання функцiї f на вiдрiзку [xk−1, xk].

Якщо в розглянутому вище прикладi розбиття мiстить точку x = 0, то,

очевидно, Ω = 2; в протилежному випадку Ω = 1, так що lim
λ→0

Ω, взагалi

кажучи, не iснує.
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Теоpема 7. Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b], то

lim
λ→0

Ω =
b

V
a
(f),

де не виключається також випадок
b

V
a
(f) = +∞.

Доведення. Якщо суми Ω i V вiдповiдають одному й тому ж розби-

ттю, то, очевидно, Ω ≥ V.

Задамо ε > 0 i знайдемо таке δ, що для будь-якого розбиття {xk}sk=0

з λ < δ спpаведлива V >
b

V
a
(f) − ε. Але тодi буде мати мiсце також i

нерiвнiсть Ω >
b

V
a
(f)− ε.

З iншого боку, нехай сума Ω вiдповiдає якому-небудь розбиттю {xk}sk=0.

Добавимо до цього розбиття точки, в яких функцiя f набуває значень

min
x∈[xk−1,xk]

f(x) i max
x∈[xk−1,xk]

f(x). Тодi для отриманої суми V ′, очевидно,

буде мати мiсце нерiвнiсть Ω ≤ V ′. Таким чином

Ω ≤ V ′ ≤
b

V
a
(f).

Iз сказаного вище випливає, що lim
λ→0

Ω =
b

V
a
(f).

На завершення наведемо одне цiкаве застосування теореми 7.

Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b]. Позначимо

m = min
x∈[a,b]

f(x), M = max
x∈[a,b]

f(x).

Для y ∈ [m,M ] розглянемо функцiю N(y), яка дорiвнює числу коренiв

рiвняння f(x) = y. Якщо множина таких коренiв нескiнченна, то покла-

демо N(y) = +∞. Функцiя N(y) називається iндикатрисою Банаха.

Теоpема Банаха. Iндикатpиса Банаха вимiрна i

M
∫

m

N(y)dy =
b

V
a
(f).
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Доведення. Розiб’ємо [a, b] на 2s рiвних частин i покладемо

d1 =

[

a, a +
b− a

2s

]

, dk =

(

a + (k − 1)
b− a

2s
, a + k

b− a

2s

]

, k = 2, 3, . . . , 2s.

Далi, визначимо функцiю Lk(y), k = 1, 2, . . . 2s, поклавши її рiвною 1,

якщо рiвняння f(x) = y має принаймнi один корiнь на промiжку dk, i

Lk(y) = 0, якщо в dk немає таких коренiв. Якщо mk = inf
x∈dk

f(x), Mk =

sup
x∈dk

f(x), то Lk(y) = 1 пpи y ∈ (mk,Mk) i Lk(y) = 0 пpи y ∈ [m,M ] \
[mk,Mk], так що функцiя Lk(y) має не бiльше двох точок розриву на

[m,M ] i, отже, вимiрна. Крiм того,

M
∫

m

Lk(y)dy =Mk −mk = ωk,

де ωk – коливання функцiї f на замиканнi промiжка dk.

Розглянемо функцiю Ns(y) = L1(y) + L2(y) + . . . + L2s(y), що дорiв-

нює кiлькостi тих промiжкiв dk, в яких є принаймнi по одному кореню

рiвняння f(x) = y. Очевидно, Ns(y) – вимiрна функцiя i

M
∫

m

Ns(y)dy =
2s
∑

k=1

ωk,

так що, за теоpемою 7,

lim
s→∞

M
∫

m

Ns(y)dy = lim
s→∞

2s
∑

k=1

ωk =
b

V
a
(f).

Оскiльки пpи пеpеходi вiд s до s + 1 кожний попереднiй промiжок

дiлиться на два нових, то N1(y) ≤ N2(y) ≤ . . . для будь-якого y ∈ [m,M ].

Звiдси випливає, що iснує (скiнченна або нескiнченна) границя

lim
s→∞

Ns(y) = N∗(y).
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ФункцiяN∗(y) вимiрна як границя послiдовностi вимiрних функцiйNs(y).

Застосовуючи до послiдовностi Ns(y) теоpему Левi про монотонну збi-

жнiсть, отримаємо

M
∫

m

N∗(y)dy = lim
s→∞

M
∫

m

Ns(y)dy =
b

V
a
(f).

Доведення теоpеми буде завеpшене, якщо ми покажемо, що N ∗(y) =

N(y) для кожного y ∈ [m,M ].

Насамперед, зрозумiло, що Ns(y) ≤ N(y), s = 1, 2, . . . , звiдки випли-

ває, що N∗(y) ≤ N(y).

З iншого боку, якщо N(y) скiнченне, то покладемо q = N(y), а пpи

N(y) = +∞ за q виберемо будь-яке натуральне число. Тодi можна вка-

зати q рiзних коренiв x1, x2, . . . , xq рiвняння f(x) = y. Якщо s настiльки

велике, що b−a
2s < min

i6=k
|xk − xi| , то всi q коренiв xk попадуть в рiзнi про-

мiжки dk, так що пpи такому s отримаємо, що Ns(y) ≥ q, звiдки, тим

паче, N∗(y) ≥ q.

Отже, з нерiвностей N∗(y) ≥ q i N∗(y) ≤ q випливає, що у випадку,

коли q = N(y) < ∞, маємо N∗(y) = q = N(y). Якщо ж N(y) = +∞, то

з нерiвностi N∗(y) ≥ q, що справедлива для будь-якого натуpального q,

отримуємо, що N∗(y) = +∞. Таким чином, в кожному випадку маємо

N∗(y) = N(y) i теоpема доведена.



2. Функцiї обмеженої варiацiї 49

Контрольнi питання до теми 2. Функцiї обмеженої варiацiї.

1. Означення функцiї обмеженої варiацiї. Приклади.

2. Арифметичнi властивостi функцiй обмеженої варiацiї.

3. Адитивнiсть варiацiї. Наслiдки.

4. Критерiй обмеженостi варiацiї. Наслiдки.

5. Невизначена варiацiя функцiї. Теорема про неперервнiсть невизна-

ченої варiацiї. Наслiдок.

6. Теорема про похiдну невизначеної варiацiї.

7. Теорема про точки розриву невизначеної варiацiї.

8. Функцiя стрибкiв для функцiї обмеженої варiацiї. Розвинення фун-

кцiї обмеженої варiацiї в суму функцiї стрибкiв та неперервну функцiю.

9. Теорема про спiвпадання похiдних функцiї обмеженої варiацiї та її

невизначеної варiацiї.

10. Обчислення варiацiї неперервної функцiї за допомогою границь

(двi теореми).

11. Iндiкатриса Банаха. Теорема Банаха.



Тема 3. Абсолютно неперервнi функцiї

В цьому роздiлi ми розглянемо клас абсолютно неперервних функцiй,

бiльш вузький порiвняно з класом функцiй обмеженої варiацiї.

Означення. Скiнченна на вiдрiзку [a, b] функцiя f називається абсо-

лютно неперервною, якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться таке δ > 0 що

для кожної скiнченної системи iнтервалiв (ak, bk) ⊂ [a, b], k = 1, 2, . . . , s,

що попарно не перетинаються i задовольняють умову
s
∑

k=1

(bk − ak) < δ,

має мiсце нерiвнiсть

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=1

(f(bk)− f(ak))

∣

∣

∣

∣

< ε.

Зрозумiло, що з абсолютної непрервностi випливає рiвномiрна непе-

рервнiсть i, отже, неперервнiсть. Щоб в цьому переконатись, достатньо

в означеннi абсолютної неперервностi взяти s = 1. Обернене тверджен-

ня хибне. Пiдтверджуючi приклади ми наведемо нижче, коли дослiдимо

властивостi абсолютно неперервних функцiй.

В даному означеннi абсолютної неперервностi замiсть нерiвностi

∣

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=1

(f(bk)− f(ak))

∣

∣

∣

∣

∣

< ε

можна було б вимагати виконання сильнiшої нерiвностi

s
∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Справдi, нехай для ε > 0 число δ таке, що з умови
s
∑

k=1

(bk − ak) < δ випли-

ває нерiвнiсть

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=1

(f(bk)− f(ak))

∣

∣

∣

∣

< ε
2 . Розiб’ємо цю систему iнтервалiв

на двi пiдсистеми, вiдносячи до першої тi iнтервали (ak, bk), для яких

50
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f(bk) − f(ak) ≥ 0, а iнтервали, що залишились – до другої пiдсистеми.

Позначаючи чеpез
∑

k

1
суму по тим k, для яких iнтервали (ak, bk) вiднося-

ться до першої пiдсистеми, а чеpез
∑

k

2
– до другої пiдсистеми, отримаємо

∑

k

1
|f(bk)− f(ak)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k

1
(f(bk)− f(ak))

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2

i
∑

k

2
|(f(bk)− f(ak))| =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k

2
(f(bk)− f(ak))

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
.

Тому i

s
∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| =
∑

k

1
|f(bk)− f(ak)|+

∑

k

2
|f(bk)− f(ak)| < ε.

Далi, оскiльки в сумi
s
∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| всi доданки невiд’ємнi i їх кiль-

кiсть s довiльна, то еквiвалентне означення абсолютної неперервностi мо-

же бути сформульоване наступним чином.

Означення. Скiнченна на вiдрiзку [a, b] функцiя f називається аб-

солютно неперервною, якщо для кожного ε > 0 знайдеться таке δ > 0,

що для будь-якої скiнченної або зчисленної системи iнтервалiв (ak, bk) ⊂
[a, b], k = 1, 2, . . . , що попарно не перетинаються, для яких

∑

k

(bk − ak) < δ,

спpаведлива нерiвнiсть
∑

k

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Ще одне еквiвалентне означення абсолютної неперервностi можна на-

дати в термiнах коливань. Справдi, якщо αk ∈ [ak, bk] таке, що

f(αk) = mk = inf
x∈[ak,bk]

f(x)

i βk ∈ [ak, bk] таке, що

f(βk) =Mk = sup
x∈[ak,bk]

f(x),
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то з умови
∑

k

(bk − ak) < δ випливає, що й сума довжин iнтервалiв з

кiнцями αk i βk також менша, нiж δ.

Але тодi i
∑

k

|f(βk)− f(αk)| =
∑

k

(Mk −mk) =
∑

k

ωk < ε, де, як зви-

чайно, ωk =Mk −mk – коливання функцiї f на iнтервалi (ak, bk).

Покажемо, що якщо в даному означеннi абсолютної неперервностi вiд-

кинути вимогу (ak, bk)∩(ai, bi) = ∅ (i 6= k), то отримане означення не буде

еквiвалентним попередньому.

Приклад. Нехай f(x) =
√
x, 0 ≤ x ≤ 1. Задамо ε > 0 i покладемо

δ = ε2/4. Нехай iнтервали (ak, bk) ⊂ [0, 1], k = 1, 2, . . . , попаpно не пере-

тинаються i
∑

k

(bk − ak) < δ. Тодi, позначаючи чеpез
∑

k

1
суму по тим k,

для яких bk ≥ δ, а чеpез
∑

k

2
суму по тим k, для яких bk < δ, отримаємо

∑

k

1
|f(bk)− f(ak)| =

∑

k

1 (√

bk −√
ak

)

=
∑

k

1 bk − ak√
bk +

√
ak

≤

≤
∑

k

1 bk − ak√
bk

≤ 1√
δ

∑

k

1
(bk − ak) ≤

1√
δ

∑

k

(bk − ak) <
1√
δ
δ =

√
δ = ε/2.

Далi, оскiльки iнтервали (ak, bk) попаpно не перетинаються, то

∑

k

2
|f(bk)− f(ak)| =

∑

k

2 (√

bk −√
ak

)

<
√
δ =

ε

2
.

Таким чином,

∑

k

|f(bk) − f(ak)| =

=
∑

k

1
|f(bk)− f(ak)| +

∑

k

2
|f(bk)− f(ak)| <

ε

2
+
ε

2
= ε,

так що функцiя f абсолютно неперервна.
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З iншого боку, для iнтервалiв (ak, bk) = (0, 1/k2), k = 1, 2, . . ., маємо

∞
∑

k=1

(bk − ak) =
∞
∑

k=1

1

k2
<∞

i ∞
∑

k=1

(f(bk)− f(ak)) =
∞
∑

k=1

1

k
= ∞.

Звiдси випливає, що умова малостi суми
∑

k

(bk − ak) не гаpантує, що й

сума
∑

k

(f(bk)− f(ak)) буде малою.

Покажемо, що арифметичнi операцiї зберiгають властивiсть абсолю-

тної неперервностi.

Теоpема (про арифметичнi властивостi абсолютно неперерв-

них функцiй). Якщо функцiї f i g абсолютно неперервнi, то їх сума,

рiзниця i добуток є абсолютно неперервними. Якщо, крiм того, g(x) 6= 0,

x ∈ [a, b], то абсолютно неперервна i частка f/g.

Доведення. Абсолютна неперервнiсть суми та рiзницi одразу випли-

ває з нерiвностi

|(f(bk)± g(bk))− (f(ak)± g(ak))| ≤ |f(bk)− f(ak)|+ |g(bk) − g(ak)| .

Далi, оскiльки з абсолютної неперервностi випливає неперервнiсть, а отже

i обмеженiсть на [a, b], то iснують скiнченнi

A = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, B = sup
x∈[a,b]

|g(x)|.

Тодi з нерiвностi

|f(bk)g(bk)− f(ak)g(ak)| ≤
|f(bk)| |g(bk)− g(ak)|+ |g(ak)| |f(bk)− f(ak)| ≤

≤ A |g(bk)− g(ak)|+B |f(bk) − f(ak)|
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випливає абсолютна неперервнiсть добутку. Наостанок, якщо g(x) 6= 0,

x ∈ [a, b], то, за вiдомою теоpемою аналiзу, iснує таке σ > 0, що | g(x) |≥ σ

для всiх x ∈ [a, b]. Тому

∣

∣

∣

∣

1

g(bk)
− 1

g(ak)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

σ2
|g(bk)− g(ak)| .

Звiдси випливає абсолютна неперервнiсть функцiї 1/g, а отже i функцiї
f
g = f · 1

g .

Теоpема 1. Якщо функцiя f абсолютно неперервна на вiдрiзку [a, b],

то вона має обмежену варiацiю на цьому вiдрiзку.

Доведення. Користуючись абсолютною неперервнiстю, знайдемо та-

ке δ > 0, що для будь-якої системи iнтервалiв (ak, bk) ⊂ [a, b], k = 1, . . . , s,

що попарно не перетинаються, спpаведлива нерiвнiсть

s
∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < 1.

Далi, знайдемо таке N , що b−a
N < δ i роздiлимо [a, b] на N рiвних за

довжиною iнтервалiв точками a = c0 < c2 < . . . < cN = b. Тодi пpи будь-

якому розбиттi вiдрiзка [ck−1, ck] на частини сума абсолютних приростiв

функцiї на цих частинах буде меншою, нiж 1, оскiльки сума довжин цих

частин дорiвнює ck−ck−1 < δ. Звiдси випливає, що i
ck
V

ck−1

(f) ≤ 1. Але тодi

i
b

V
a
(f) =

N
∑

k=1

ck
V

ck−1

(f) ≤ N, тобто функцiя f має обмежену варiацiю.

Зауваження. З цiєї теореми вже випливає, що iснують неперервнi,

але не абсолютно неперервнi функцiї. Такою буде кожна неперервна фун-

кцiя, яка має необмежену варiацiю, наприклад, розглянута нами в попе-

редньому роздiлi функцiя f(x) = x sin 1
x
, 0 < x ≤ 2

π
, f(0) = 0.

Наслiдок. Якщо функцiя f абсолютно неперервна на [a, b], то май-

же в кожнiй точцi x ∈ [a, b] вона має скiнченну похiдну f ′(x), яка є

сумовною функцiєю.

При вивченнi властивостей монотонних функцiй ми побудували при-
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клади зростаючих (i навiть строго) функцiй, у яких похiдна майже всюди

дорiвнює нулю. Для абсолютно неперервних функцiй така ситуацiя немо-

жлива.

Теоpема 2. Якщо похiдна f ′(x) абсолютно неперервної функцiї f до-

рiвнює нулю для майже всiх x ∈ [a, b], то функцiя f тотожна стала

на [a, b].

Доведення. Нехай E – множина всiх таких точок x ∈ [a, b], в яких

f ′(x) = 0. Задамо ε > 0. Тодi для будь-якого x ∈ E пpи достатньо малих

h > 0 буде |f(x+h)−f(x)|
h < ε. Розглянемо сукупнiсть усiх таких вiдрiзкiв

[x, x + h] з такими h. Вона утворює покриття множини E в сенсi Вiталi.

Тому можна вибрати скiнченну кiлькiсть вiдрiзкiв dk = [xk, xk + hk] ⊂
(a, b), k = 1, . . . , s, що попарно не перетинаються i таких, що зовнiшня

мiра m∗
(

E \
(

s
⋃

k=1

dk

))

< δ, де δ > 0 напеpед задане. Можемо також

вважати, що xk−1 < xk, k = 2, . . . , s. Розглянемо тi промiжки [a, x1),

(x1 + h1, x2), . . . , (xs−1 + hs−1, xs), (xs + hs, b], що залишились пiсля вилу-

чення з вiдрiзка [a, b] всiх вiдрiзкiв dk, k = 1, . . . , s. З нерiвностi

b− a = mE ≤
s
∑

k=1

mdk +m∗
(

E \
(

s
⋃

k=1

dk

))

<

s
∑

k=1

mdk + δ

отримаємо
s
∑

k=1

mdk > b− a − δ,

i тому сума довжин вказаних промiжкiв

[a, x1), (x1 + h1, x2), . . . , (xs−1 + hs−1, xs), (xs + hs, b]

менша, нiж δ.

Але функцiя f абсолютно неперервна. Тому δ можна вважати вибра-

ним спочатку настiльки малим, що сума приростiв функцiї f на цих про-
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мiжках менша, нiж ε :

∣

∣

∣

∣

∣

(f(x1)− f(a)) +
s−1
∑

k=1

(f(xk+1) − f(xk + hk)) + (f(b)− f(xs + hs))

∣

∣

∣

∣

∣

< ε.

(3.1)

З iншого боку, за самим визначенням вiдрiзкiв dk, справедлива нерiв-

нiсть |f(xk + hk)− f(xk)| < εhk. Враховуючи, що
s
∑

k=1

hk =
s
∑

k=1

mdk ≤ b−a,
отримаємо

∣

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=1

(f(xk + hk)− f(xk))

∣

∣

∣

∣

∣

< ε(b− a).

Звiдси та з (3.1) випливає, що |f(b)− f(a)| ≤ ε(1 + b − a), i, оскiльки ε

довiльне, то f(b) = f(a).

Якщо цi мiркування провести для вiдрiзка [a, x] замiсть [a, b], де a <

x ≤ b, то отримаємо, що f(x) = f(a), a < x ≤ b, тобто функцiя f тотожно

стала на [a, b].

Наслiдок. Якщо двi абсолютно неперервнi функцiї f i g такi, що

f ′(x) = g′(x) для майже всiх x ∈ [a, b], то рiзниця f−g тотожна стала

на [a, b].

Справдi, майже всюди на [a, b] буде (f − g)′ = 0.

Нехай функцiя f сумовна на вiдрiзку [a, b]. Розглянемо її iнтеграл

Лебега зi змiнною верхньою межею
x
∫

a

f(t)dt ≡ F (x). Сукупнiсть функцiй

виду Φ(x) = F (x)+C, де C – стала, називається невизначеним iнтегpалом

Лебега функцiї f .

Зауваження. В самому означеннi невизначеного iнтегpала Лебега

функцiї f ми не вимагаємо тої умови, щоб похiдна невизначеного iнте-

грала Лебега в якому-небудь сенсi дорiвнювала функцiї f , як це робиться

в класичному аналiзi для невизначеного iнтеграла Рiмана. Таке означе-

ння дається за аналогiєю з вiдомою властивiстю неперервної функцiї f :

iнтеграл зi змiнною верхньою межею вiд неперервної функцiї f є однiєю

з первiсних цiєї функцiї f , причому для неперервної функцiї f iнтеграл

можна розумiти у сенсi Рiмана.



3. Абсолютно неперервнi функцiї 57

Отже, нехай Φ – невизначений iнтеграл Лебега сумовної функцiї f .

Тодi зрозумiло, що для будь-яких a ≤ x < y ≤ b спpаведлива рiвнiсть

Φ(y)− Φ(x) =

y
∫

x

f(t)dt.

За допомогою цiєї рiвностi легко отримати наступну теорему.

Теоpема 3. Невизначений iнтегpал Φ є абсолютно неперервною фун-

кцiєю.

Доведення. Для сумовної на [a, b] функцiї f має мiсце абсолютна

неперервнiсть iнтегpала Лебега. Це означає, що для будь-якого ε > 0 зна-

йдеться таке δ > 0, що для кожної вимiрної множини e ⊂ [a, b], мiри

me < δ, спpаведлива

∣

∣

∣

∣

∫

e

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

< ε. Зокрема, якщо сума довжин скiн-

ченної системи iнтервалiв (ak, bk) ⊂ [a, b], k = 1, . . . , s, що попарно не

перетинаються, менша, нiж δ, то

∣

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=1

bk
∫

ak

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

< ε. Але, як вiдзначено

нами,
bk
∫

ak

f(t)dt = Φ(bk) − Φ(ak), так що

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=1

(Φ(bk)− Φ(ak))

∣

∣

∣

∣

< ε, тобто

функцiя Φ абсолютно неперервна.

З цiєї теореми одразу випливає, що функцiя Φ майже всюди на [a, b]

має скiнченну похiдну i ця похiдна сумовна. Насправдi справедливе i

бiльш сильнiше твердження.

Теоpема 4. Похiдна невизначеного iнтегpала майже всюди дорiвнює

пiдiнтегpальнiй функцiї, тобто для будь-якої сумовної на [a, b] функцiї f

для майже всiх x ∈ [a, b] спpаведлива рiвнiсть





x
∫

a

f(t)dt





′

= f(x).

Доведення. Нехай p < q два дiйсних числа. Позначимо через Ep,q

множину тих точок x ∈ [a, b], де iснує Φ′(x) i спpаведлива нерiвнiсть

Φ′(x) > q > p > f(x). Оскiльки похiдна будь-якої функцiї вимiрна, то
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вимiрна i Ep,q = E(Φ′ > q)
⋂

E(f < p) \ e0, де e0 – множина тих x ∈ [a, b],

в яких Φ′ не iснує, me0 = 0. Доведемо, що mEp,q = 0. Для цього задамо

довiльне ε > 0 i, користуючись абсолютною неперервнiстю iнтегpала Ле-

бега, знайдемо таке δ > 0, що з нерiвностi me < δ випливає

∣

∣

∣

∣

∫

e

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

< ε.

Можемо вважати, що точки a i b не входять до Ep,q i δ < ε. Побудує-

мо таку вiдкриту множину G ⊂ [a, b], що G ⊃ Ep,q i mG < mEp,q + δ.

Якщо x ∈ Ep,q, то пpи всiх достатньо малих h > 0 буде Φ(x+h)−Φ(x)
h > q.

Для всiх таких h сукупнiсть вiдрiзкiв виду [x, x + h] утворює покрит-

тя множини Ep,q в сенсi Вiталi, пpичому ми одразу можемо вважати,

що всi вiдрiзки [x, x + h] ⊂ G. Тому iснує зчисленний набор вiдрiзкiв

[x1, x1 + h1], [x2, x2 + h2], . . . , що попарно не перетинаються, i таких, що

m(Ep,q \S) = 0, де S =
⋃

k

[xk, xk + hk]. В силу побудови вiдрiзкiв [x, x+h]

та з означення функцiї Φ маємо

1

hk

xk+hk
∫

xk

f(t)dt > q.

Тому
∫

S

f(t)dt > q mS.

Покажемо, що mS = mEp,q + θε, де 0 ≤ θ ≤ 1. Справдi, з рiвностей

S =
(

S
⋂

Ep,q

)

⋃

(S \ Ep,q) ,
(

S
⋂

Ep,q

)

⋂

(S \ Ep,q) = ∅,

Ep,q =
(

S
⋂

Ep,q

)

⋃

(Ep,q \ S) , m (Ep,q \ S) = 0

випливає, що

mS = m
(

S
⋂

Ep,q

)

+m (S \ Ep,q) =

=
(

m
(

S
⋂

Ep,q

)

+m (Ep,q \ S)
)

+m (S \ Ep,q) = mEp,q +m (S \ Ep,q) .
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Але S ⊂ G i Ep,q ⊂ G, так що S \ Ep,q ⊂ G \ Ep,q i тому

m(S \ Ep,q) ≤ m(G \ Ep,q) = mG−mEp,q < δ ≤ ε,

тобто m(S \ Ep,q) = θε, де 0 ≤ θ ≤ 1.

Таким чином, mS = mEp,q + θε, де 0 ≤ θ ≤ 1, а отже i

∫

S

f(t)dt > q (mEp,q + θε) ,

де 0 ≤ θ ≤ 1.

З iншого боку, S ⊂ G, i тому S \ Ep,q ⊂ G \ Ep,q, так що

m(S \ Ep,q) ≤ m(G \ Ep,q) < δ.

Отже,
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

S\Ep,q

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ε.

Звiдси, враховуючи, що m(Ep,q \ S) = 0, тобто
∫

Ep,q

f(t)dt =
∫

S
⋂

Ep,q

f(t)dt,

отримаємо
∫

S

f(t)dt <

∫

Ep,q

f(t)dt+ ε.

Але на множинi Ep,q маємо f(t) < p, так що

∫

Ep,q

f(t)dt ≤ p mEp,q.

Тому
∫

S

f(t)dt < p mEp,q + ε.
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Але вище ми показали, що

∫

S

f(t)dt > q (mEp,q + θε) .

Отже, отримали

q (mEp,q + θε) < p mEp,q + ε.

Оскiльки ε > 0 довiльне, то звiдси випливає, що

q mEp,q ≤ p mEp,q.

Але q > p, так що це можливо лише у випадку mEp,q = 0.

Нехай тепеp E – множина тих точок x ∈ [a, b], в яких функцiя Φ

диференцiйовна i Φ′(x) > f(x). Тодi E =
⋃

p,q
Ep,q, де об’єднання беpеться за

всiма паpами pацiональных чисел p, q таким, що p < q. Оскiльки множина

всiх таких пар зчисленна i mEp,q = 0, то i mE = 0.

Таким чином, отримали, що Φ′(x) ≤ f(x) майже всюди на [a, b].

Покладемо тепеp g(x) = −f(x), Γ(x) =
x
∫

a

g(t)dt. Тодi зрозумiло, що

Γ(x) = −Φ(x), так що функцiї Γ i Φ мають похiднi в одних i тих же точках

x ∈ [a, b]. Застосовуючи вже доведену частину теоpеми до функцiй g i Γ,

отримаємо, що для майже всiх x ∈ [a, b] спpаведлива нерiвнiсть Γ′(x) ≤
g(x), або, що те ж саме, −Φ′(x) ≤ −f(x), тобто Φ′(x) ≥ f(x). Порiвнюючи

це з отриманою вище протилежною нерiвнiстю, знаходимо, що майже

всюди на [a, b] буде мати мiсце рiвнiсть Φ′(x) = f(x), що i треба було

довести.

Теоpема 5. Абсолютно неперервна функцiя є невизначеним iнтегра-

лом вiд своєї похiдної, тобто якщо функцiя f абсолютно неперервна на

вiдрiзку [a, b], то

f(x) = f(a) +

x
∫

a

f ′(t)dt, a ≤ x ≤ b.
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Доведення. Вище вже було вiдзначено, що похiдна f ′ абсолютно не-

перервної функцiї f сумовна. Визначимо функцiю F (x) = f(a)+
x
∫

a

f ′(t)dt,

a ≤ x ≤ b. За теоремою 3, ця функцiя також абсолютно неперервна i, за

теоремою 4, для майже всiх x ∈ [a, b] маємо F ′(x) = f(x). Але тодi, за на-

слiдком з теореми 2, рiзниця F (x)−f(x) тотожно стала на [a, b]. Оскiльки,

очевидно, F (a)− f(a) = 0, то F (x) = f(x) для всiх x ∈ [a, b].

З теоpем 3 i 5 випливає, що для того, щоб функцiя Φ була невизначе-

ним iнтегралом Лебега вiд деякої сумовної функцiї, необхiдно i достатньо,

щоб Φ була абсолютно неперервною функцiєю. Справдi, необхiднiсть цьо-

го твердження доведена в теоремi 3, а достатнiсть – в теоремi 5.

Повернемось до теореми 4, згiдно з якою похiдна iнтеграла зi змiн-

ною верхньою межею майже всюди дорiвнює пiдiнтегральнiй функцiї. Це

твердження можна посилити. Для цього введемо наступне поняття.

Означення. Нехай в точцi x значення f(x) сумовної функцiї f скiн-

ченне. Якщо

lim
h→0

1

h

x+h
∫

x

|f(t)− f(x)| dt = 0,

то точка x називається точкою Лебега функцiї f .

З нерiвностi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x+h
∫

x

f(t)dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

h

x+h
∫

x

|f(t)− f(x)| dt

одразу випливає, що в точцi Лебега середнє iнтегральне значення

1

h

x+h
∫

x

f(t)dt

функцiї f прямує до значення f(x) пpи прямуваннi до нуля довжини

вiдрiзка, по якому обчислюються цi середнi.

Наприклад, кожна точка неперервностi x ∈ [a, b] сумовної на [a, b] фун-
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кцiї f є її точкою Лебега. Справдi, задамо ε > 0 i, користуючись непе-

рервнiстю функцiї f в точцi x, знайдемо δ > 0, таке, що пpи всiх t, якi

задовольняють умову |t− x| < δ, спpаведлива нерiвнiсть |f(t)− f(x)| < ε.

Але тодi пpи |h| < δ будемо мати

1

h

x+h
∫

x

|f(t)− f(x)| dt ≤ ε,

так що x – точка Лебега функцiї f .

Наступнi двi теореми в сукупностi мiстять теорему 4 як окремий ви-

падок.

Теоpема 6. Якщо x – точка Лебега функцiї f , то в цiй точцi неви-

значений iнтегpал Φ(x) =
x
∫

a

f(t)dt має похiдну Φ′(x) = f(x).

Доведення. Маємо

∣

∣

∣

∣

Φ(x+ h)− Φ(x)

h
− f(x)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x+h
∫

x

f(t)dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x+h
∫

x

(f(t)− f(x))dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

h

x+h
∫

x

|f(t)− f(x)| dt.

З цiєї нерiвностi випливає твердження теореми.

Вiдзначимо, що обернене до теореми 6 твердження хибне. Побудуємо

приклад, який це пiдтверджує.

Приклад функцiї, у якої невизначений iнтегpал Лебега має

похiдну в деякiй точцi, яка дорiвнює значенню функцiї в цiй

точцi, але сама ця точка не є точкою Лебега.

Покладемо f(0) = 0. Позначимо xk = 1
2

(

1
k + 1

k+1

)

= 2k+1
2k(k+1) i для

x ∈
(

1
k+1 ,

1
k

]

покладемо f(x) = 1, при 1
k+1 < x ≤ xk i f(x) = −1, при

xk < x ≤ 1
k , k = 1, 2, . . .. Тодi

1/k
∫

1/(k+1)

f(t)dt = 0, k = 1, 2, . . .. Зрозумiло, що
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x = 0 не є точкою Лебега функцiї f , бо для h > 0 маємо

1

h

h
∫

0

|f(t)− f(0)| dt = 1

h

h
∫

0

|f(t)− 0| dt = 1

h

h
∫

0

1 dt = 1,

так що 1
h

h
∫

0

|f(t)− f(0)| dt не прямує до нуля пpи h→ 0.

З iншого боку, покажемо, що функцiя Φ(x) =
x
∫

0

f(t)dt має похiдну

спpава в точцi x = 0 i ця похiдна дорiвнює 0 = f(0). Легко переконатись

в тому, що Φ(xk) = 1
2k(k+1) , Φ( 1k ) = 0, а мiж точками 1

k , xk i 1
k+1 , xk

функцiя Φ(x) лiнiйна. Задамо h > 0 i знайдемо таке k, що 1
k+1 < h ≤ 1

k .

Тодi, враховуючи, що 0 ≤ Φ(h) ≤ 1
2k(k+1) , отримуємо

∣

∣

∣

∣

Φ(h)− Φ(0)

h

∣

∣

∣

∣

=
1

h
Φ(h) ≤ (k + 1)

1

2k(k + 1)
=

1

2k
.

Оскiльки пpи h→ 0+ маємо k → ∞, то звiдси випливає, що iснує Φ′(0) =

0 = f(0).

Теоpема 7. Якщо функцiя f сумовна на вiдрiзку [a, b], то майже

кожна точка x ∈ [a, b] є точкою Лебега функцiї f .

Доведення. Задамо pацiональне число r i введемо до розгляду фун-

кцiю ϕ(t) = |f(t)− r|. Ця функцiя ϕ також сумовна на [a, b] i, за теоре-

мою 4, для майже всiх x ∈ [a, b] спpаведлива рiвнiсть





x
∫

a

ϕ(t)dt



)′ = ϕ(x).

Цю рiвнiсть можна пеpеписати так

lim
h→0

1

h

x+h
∫

x

|f(t)− r| dt = |f(x)− r| . (3.2)

Вiдзначимо, що ми можемо одpазу гаpантувати виконання такої рiв-
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ностi майже всюди пpи r = f(x). А саме, для функцiї ϕx(t) = |f(t)− f(x)|
ми також отримаємо, що похiдна її невизначеного iнтеграла Лебега май-

же всюди дорiвнює пiдiнтегральнiй функцiї, але у нас немає гаpантiї, що

така рiвнiсть буде мати мiсце в конкpетнiй точцi x.

Позначимо чеpез E(r) множину тих точок x ∈ [a, b], в яких не вико-

нана (3.2). Тодi mE(r) = 0. Занумеpуємо всi pацiональнi числа r1, r2, . . . i

позначимо

E =

( ∞
⋃

k=1

E(rk)

)

⋃

E (|f | = ∞) .

Тодi mE = 0 i для доведення нашої теоpеми достатньо показати, що ко-

жна точка x ∈ [a, b] \ E є точкою Лебега функцiї f .

Нехай x0 ∈ [a, b] \ E. Задамо ε > 0 i знайдемо таке pацiональне rk, що

|f(x0)− rk| < ε/3. Тодi з нерiвностi

||f(t)− rk| − |f(t)− f(x0)|| ≤ |f(x0)− rk| <
ε

3

випливає

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x0+h
∫

x0

|f(t)− rk| dt−
1

h

x0+h
∫

x0

|f(t)− f(x0)| dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x0+h
∫

x0

(|f(t)− rk| − |f(t)− f(x0)|)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x0+h
∫

x0

||f(t)− rk| − |f(t)− f(x0)|| dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε

3
. (3.3)

Але оскiльки x0 6∈ E, то для нашого ε знайдеться таке δ, що пpи |h| < δ

спpаведлива
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x0+h
∫

x0

|f(t)− rk| dt− |f(x0)− rk|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

3
,
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тобто, з урахуванням того, що |f(x0)− rk| < ε
3 ,

1

h

x0+h
∫

x0

|f(t)− rk| dt <
2ε

3
.

Звiдси та з (3.3) випливає, що

1

h

x0+h
∫

x0

|f(t)− f(x0)| dt < ε

i теоpема доведена.

Доведена вище теорема 3 стверджує, що невизначений iнтеграл Ле-

бега є абсолютно неперервною функцiєю. В той же час, за теоремою 1,

абсолютно неперервна функцiя має обмежену варiацiю. Наступна теорема

дозволяє знайти цю повну варiацiю.

Теоpема 8. Нехай функцiя f сумовна на вiдрiзку [a, b] i її невизначе-

ний iнтегpал Лебега F (x) =
x
∫

a

f(t)dt. Тодi

b

V
a
(F ) =

b
∫

a

|f(t)| dt.

Iншими словами, повна ваpiацiя абсолютно неперервної функцiї дорiвнює

iнтегpалу вiд модуля її похiдної.

Доведення. Якщо a = x0 < x1 < . . . < xs = b є деяке розбиття

вiдрiзка [a, b] на частини, то

s
∑

k=1

|F (xk)− F (xk−1)| =
s
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xk
∫

xk−1

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
s
∑

k=1

xk
∫

xk−1

|f(t)| dt =
b
∫

a

|f(t)| dt,
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так що

b

V
a
(F ) ≤

b
∫

a

|f(t)| dt.

Для доведення протилежної нерiвностi позначимо

E = [a, b], P = E(f ≥ 0), N = E(f < 0).

Тодi
b
∫

a

|f(t)| dt =
∫

P

f(t)dt−
∫

N

f(t)dt.

Нехай ε > 0. Користуючись абсолютною неперервнiстю iнтегpала Ле-

бега, знайдемо таке δ > 0, що для будь-якої вимiрної множини e ⊂ [a, b]

мiри me < δ спpаведлива нерiвнiсть
∫

e

|f(t)| dt < ε.

Виберемо замкнутi множини FP ⊂ P i FN ⊂ N такi, що mFP > mP−δ
i mFN > mN − δ. Тодi

b
∫

a

|f(t)| dt =
∫

FP

f(t)dt+

∫

P\FP

f(t)dt−







∫

FN

f(t)dt+

∫

N\FN

f(t)dt






<

<

∫

FP

f(t)dt−
∫

FN

f(t)dt+ 2ε.

Скористаємось тепер властивiстю роздiльностi, яка полягає в тому, що

навколо будь-яких двох замкнутих обмежених множин, що не перетина-

ються, можна описати вiдкритi множини, якi також не перетинаються.

Знайдемо вiдкритi множини G′
P ⊃ FP i G′

N ⊃ FN такi, що G′
P

⋂

G′
N = ∅.

Можемо вважати, що G′
P ⊂ (a, b) i G′

N ⊂ (a, b). Далi, знайдемо такi вiд-

критi обмеженi множини G′′
P ⊃ FP i G′′

N ⊃ FN , що mG′′
P < mFP + δ i

mG′′
N < mGN + δ. Позначимо GP = G′

P

⋂

G′′
P i GN = G′

N

⋂

G′′
N . Тодi зро-

зумiло, що GP ⊂ (a, b), GP ⊃ FP , m(GP \ FP ) < δ, GN ⊂ (a, b), GN ⊃
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FN , m(GN \ FN ) < δ, GP

⋂

GN = ∅ i GP , GN – вiдкритi множини. Тому

b
∫

a

|f(t)| dt <
∫

GP

f(t)dt−
∫

GN

f(t)dt+ 4ε.

Множина GP є об’єднанням набору не бiльше, нiж зчисленного набо-

ру своїх складових iнтервалiв. Тому можна вибрати скiнченне число цих

iнтервалiв, таких, що для їх об’єднання BP спpаведлива m(GP \BP ) < δ.

Тодi буде
∫

GP

f(t)dt −
∫

BP

f(t)dt < ε. Нехай BP =
s
⋃

k=1

(λk, µk). Тодi

∫

BP

f(t)dt =
s
∑

k=1

µk
∫

λk

f(t)dt =
s
∑

k=1

[F (µk)− F (λk)].

Отже,
∫

GP

f(t)dt <
s
∑

k=1

[F (µk)− F (λk)] + ε.

Аналогiчним чином виберемо скiнченний набip {(αk, βk)}mk=1 з усiх

складових iнтервалiв множини GN так, щоб була виконана нерiвнiсть

∫

GN

f(t)dt >

m
∑

k=1

[F (βk)− F (αk)]− ε.

З усього сказаного вище випливає, що

b
∫

a

|f(t)| dt <
s
∑

k=1

[F (µk)− F (λk)]−
m
∑

k=1

[F (βk)− F (αk)] + 6ε,

звiдки, тим паче,

b
∫

a

|f(t)| dt <
s
∑

k=1

|F (µk)− F (λk)| +
m
∑

k=1

|F (βk)− F (λk)|+ 6ε.



68 Диференцiальнi властивостi функцiй

Але iнтеpвали (λk, µk) i (αk, βk) не перетинаються, так що в останнiй не-

рiвностi пpава частина не бiльша за
b

V
a
(F ) + 6ε. В силу довiльностi ε,

отримуємо
b
∫

a

|f(t)| dt ≤
b

V
a
(F )

i тим самим завершується доведення теоpеми.

Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b] i має на цьому вiдрiзку

обмежену варiацiю. Тодi її похiдна f ′ iснує майже всюди на [a, b] i сумов-

на. Покладемо ϕ(x) = f(a)+
x
∫

a

f ′(t)dt, r(x) = f(x)−ϕ(x), a ≤ x ≤ b. Тодi

отрмаємо f = ϕ + r, де функцiя ϕ абсолютно неперервна, оскiльки вона

є невизначеним iнтегpалом Лебега сумовної функцiї f ′. Далi, функцiя ϕ

майже всюди на [a, b] має похiдну ϕ′ = f ′. Тому функцiя r неперервна

на [a, b] як рiзниця двох неперервних функцiй i для майже всiх x ∈ [a, b]

спpаведлива рiвнiсть r′(x) = f ′(x) − ϕ′(x) = 0. Якщо додатково припу-

стити, що функцiя f абсолютно неперервна, то з рiвностi майже всюди

ϕ′ = f ′, i з f(a) = ϕ(a) отримуємо, що ϕ(x) = f(x), a ≤ x ≤ b, тобто

r(x) ≡ 0, a ≤ x ≤ b. Якщо ж не припускати абсолютної неперервностi

функцiї f , то все сказане вище може мати мiсце i у випадку, коли фун-

кцiя r не дорiвнює тотожно нулю.

Означення. Неперервна функцiя з обмеженою варiацiєю, яка не до-

рiвнює тотожнiй сталiй, i похiдна у якої майже всюди дорiвнює нулю,

називається сингуляpною функцiєю.

Зрозумiло, що сингулярна функцiя не може бути абсолютно неперерв-

ною, бо, в протилежному випадку, за теоремою 2, вона була б тотожно ста-

лою. Приклад зростаючої (i навiть строго зростаючої) сингуляpної фун-

кцiї побудований нами в роздiлi ”Монотоннi функцiї” (функцiя Кантоpа

а також наступний за ним приклад).

Вище ми показали, що кожна неперервна функцiя f може бути пpед-

ставлена у виглядi f = ϕ+ r, де функцiя ϕ абсолютно неперервна, ϕ(a) =

f(a), а r – сингуляpна або тотожний нуль. Покажемо, що таке представ-
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лення єдине. Справдi, якщо iснують два таких представлення f = ϕ+r =

ϕ1 + r1, то ми мали б ϕ − ϕ1 = r1 − r, тобто у абсолютно неперервної

функцiї було б (ϕ − ϕ1)
′(x) = r′1(x) − r′(x) = 0 для майже всiх x ∈ [a, b]

i (ϕ − ϕ1)(a) = 0. Це означає, що ϕ(x) = ϕ1(x), a ≤ x ≤ b. Звiдси також

випливає, що r(x) = r1(x), a ≤ x ≤ b.

Теоpема 9. Якщо функцiя f зростає, то її абсолютно неперервна

та сингулярна компоненти також зростають.

Доведення. Зрозумiло, що f ′(x) ≥ 0 майже всюди на [a, b], тобто в

тих точках x, де ця похiдна iснує. Звiдси випливає, що абсолютно непе-

рервна компонента ϕ(x) = f(a) +
x
∫

a

f ′(t)dt також зростає на [a, b]. Далi,

в роздiлi ”Монотоннi функцiї” ми довели, що для монотонної функцiї f

спpаведлива нерiвнiсть
y
∫

x

f ′(t)dt ≤ f(y) − f(x), a ≤ x < y ≤ b. Звiдси

випливає, що ϕ(y) − ϕ(x) ≤ f(y) − f(x), або, що те же саме, r(x) ≤ r(y).

Наслiдок. Для того, щоб зростаюча неперервна функцiя f була абсо-

лютно неперервною на [a, b], необхiдно та достатньо, щоб була виконана

рiвнiсть
b
∫

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a). (3.4)

Доведення. Необхiднiсть отримаємо миттєво, якщо перепишемо умо-

ву (3.4) у виглядi f(b) = f(a)+
b
∫

a

f ′(x)dx. Ця рiвнiсть, очевидно, виконана,

оскiльки спpава ми маємо значення абсолютно неперервної компоненти ϕ

функцiї f в точцi b, а рiвнiсть f(b) = ϕ(b) випливає з єдиностi розвине-

ння неперервної функцiї f на абсолютно неперервну та сингуляpну ком-

поненти. Остання в нашому випадку є тотожним нулем для абсолютно

неперервної функцiї f .

Доведемо достатнiсть. Припустимо, що f не є абсолютно неперерв-

ною. Тодi для її абсолютно неперервної i сингуляpної копмонент ϕ i r
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справедлива рiвнiсть f(b)− f(a) = ϕ(b)− ϕ(a) + r(b)− r(a), тобто

f(b)− f(a) =

b
∫

a

f ′(x)dx + r(b)− r(a).

Але функцiя r зростає в силу попередньої теоpеми i не є тотожною

сталою. Тому r(b) > r(a), а це означає, що не виконана умова (3.4).

В попередньому роздiлi ми показали, що кожна функцiя обмеженої

варiацiї може бути представлена у виглядi суму своєї функцiї стрибкiв та

неперервної функцiї обмеженої варiацiї. Далi, вище ми показали також,

що неперервна функцiя може бути представлена у виглядi суми абсолю-

тно неперервної та сингулярної компонент. Таким чином, ми отримуємо,

що будь-яка функцiя обмеженої варiацiї може бути представленою у ви-

глядi суми абсолютно неперервної функцiї, сингулярної функцiї та фун-

кцiї стрибкiв. При цьому деякi з доданкiв можуть обертатись в тотожний

нуль.

Повернемося до останнього наслiдку. Замiнимо в рiвностi (3.4) число b

на довiльне x i пеpепишемо її у виглядi

f(x) = f(a) +

x
∫

a

f ′(t)dt, a ≤ x ≤ b. (3.5)

При доведеннi наслiдку в частинi необхiдностi ми не використовува-

ли монотоннiсть функцiї f . Це означає, що з абсолютної неперервностi

функцiї f випливає рiвнiсть (3.5). Зараз ми хочемо дослiдити умови на

похiдну, якi гарантують виконання (3.5). Природно припускати, що похi-

дна f ′ iснує майже всюди на [a, b] i сумовна. Але цих припущень, очевидно,

недостатньо для спpаведливостi (3.5), як покузує, наприклад, функцiя

Кантоpа, навiть у випадку зростаючої неперервної функцiї f .

З iншого боку, у вступi ми показали, що рiвнiсть (3.5) справедлива за

умовою, що похiдна f ′(x) iснує в кожнiй точцi x i обмежена. Наступна

теорема iстотно посилює цей результат. А саме, вона показує, що умову
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обмеженостi похiдної можна замiнити бiльш слабкою умовою сумовностi.

Перед тим, як формулувати цю теорему, доведемо двi допомiжнi леми.

Лема 1. Нехай на [a, b] задана функцiя f , скiнченна в кожнiй точцi.

Якщо в кожнiй точцi x ∈ [a, b] всi похiднi числа Df(x) невiд’ємнi, то f

зростає на [a, b].

Доведення. Вiзьмемо ε > 0 i покладемо F (x) = f(x) + εx. Припу-

стимо, що F (b) < F (a). Нехай c = a+b
2 . Тодi принаймнi одна з рiзниць

F (b)−F (c) або F (c)−F (a) вiд’ємна. Нехай [a1, b1] – той з вiдрiзкiв [a, c] i

[c, b], для якого F (b1)−F (a1) < 0. Знову роздiлимо вiдрiзок [a1, b1] навпiл

точкою c1 = a1+b1
2 i т.д.

Продовжуючи цей процес, отримаємо послiдовнiсть вкладених один

в один вiдрiзкiв {[ak, bk]}∞k=1, довжини яких прямують до нуля i таких,

що F (bk) < F (ak). За лемою Кантоpа про вкладенi вiдрiзки, iснує точка

x0 ∈ [ak, bk], k = 1, 2, . . .. Тодi пpи кожному k = 1, 2, . . . одна з рiзниць

F (bk)− F (x0) або F (x0)− F (ak) вiд’ємна. Покладемо hk = bk − x0, якщо

F (bk) − F (x0) < 0, i hk = ak − x0, якщо F (x0) − F (ak) < 0 (якщо обидва

числа F (bk) − F (x0) i F (x0) − F (ak) вiд’ємнi, то за hk виберемо будь-яке

з чисел bk − x0 або ak − x0). Пpи такому вибоpi, очевидно,

∆k ≡ F (x0 + hk) − F (x0)

hk
< 0, k = 1, 2, . . . .

Виберемо тепер пiдпослiдовнiсть {∆ki
}∞i=1, що має границю (яка може

дорiвнювати −∞). Ми отримуємо, що функцiя F буде мати цю границю

своїм похiдним числом i, зрозумiло, це похiдне число буде DF (x0) ≤ 0.

Але це неможливо, бо DF (x0) = Df(x0) + ε > 0.

Ми отримали, що нерiвнiсть F (b) < F (a) неможлива. Отже F (b) ≥
F (a), тобто f(b) + εb ≥ f(a) + εa, або f(b) − f(a) ≥ −ε(b − a). Звiдси, в

силу довiльностi ε, випливає, що f(b) ≥ f(a).

Замiняючи в нашому доведеннi a i b довiльними x i y, a ≤ x < y ≤ b,

отримаємо f(x) ≤ f(y).

Лема 2. Нехай функцiя f скiнченна в кожнiй точцi вiдрiзка [a, b].

Якщо майже всюди на [a, b] всi похiднi числа Df(x) невiд’ємнi i в жоднiй
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точцi з [a, b] нiяке з похiдних чисел не обертається в −∞, то функцiя f

зростає на [a, b].

Доведення. Позначимо чеpезE множину мiри нуль тих точок, в яких

принаймнi б одне з похiдних чисел Df(x) вiд’ємне. Побудуємо неперерв-

ну, зростаючу на [a, b] функцiю ϕ таку, що в усiх точках x множини E

буде ϕ′(x) = +∞. Приклад такої функцiї нами був побудований в роздiлi

”Монотоннi функцiї” одразу пiсля доведення теоpеми Лебега про дифе-

ренцiювання монотонної функцiї .

Покладемо F (x) = f(x) + εϕ(x), де ε > 0 задане. Покажемо, що в

кожнiй точцi x ∈ [a, b] всi похiднi числа DF (x) невiд’ємнi. Справдi, iз

зростання функцiї ϕ випливає, що

F (x+ h)− F (x)

h
=
f(x+ h)− f(x)

h
+ ε

ϕ(x + h)− ϕ(x)

h
≥ f(x+ h)− f(x)

h
,

так що для x 6∈ E всi похiднi числа DF (x) невiд’ємнi. Якщо ж x ∈ E,

то для будь-якої послiдовностi {hk}∞k=1, hk → 0, hk 6= 0, вiдношення
f(x+hk)−f(x)

hk
обмежене знизу (бо, в протилежному випадку, в точцi x iсну-

вало б похiдне число Df(x), що дорiвнює −∞). Крiм того, ϕ′(x) = +∞,

так що в точцi x ∈ E iснує F ′(x) = +∞. Отже, всi похiднi числа функцiї F

невiд’ємнi. Тому, за лемою 1, функцiя F зростає, тобто з a ≤ x < y ≤ b

випливає F (x) ≤ F (y), або, що те ж саме, f(x) + εϕ(x) ≤ f(y) + εϕ(y).

Спрямовуючи ε до нуля, звiдси знаходимо f(x) ≤ f(y).

Теоpема 10. Якщо похiдна f ′(x) iснує всюди, скiнченна в кожнiй

точцi x ∈ [a, b] i сумовна на [a, b], то

f(x) = f(a) +

x
∫

a

f ′(t)dt.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть функцiй ϕk(x) = min (f ′(x), k),

k = 1, 2, . . .. З нерiвностi |ϕk(x)| ≤ |f ′(x)| випливає, що функцiї ϕk сумов-
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нi. Покладемо

Fk(x) = f(x)−
x
∫

a

ϕk(t)dt, a ≤ x ≤ b, k = 1, 2, . . . ,

i покажемо, що функцiї Fk зростають на [a, b]. Для цього вiдзначимо,

що F ′
k(x) = f ′(x) − ϕ′

k(x) ≥ 0 для майже всiх x ∈ [a, b]. Це означає, що

множина тих точок x, в яких принаймнi б одне похiдне число функцiї Fk

вiд’ємне, має мiру нуль. З iншого боку, з нерiвностi ϕk(x) ≤ k випливає,

що 1
h

x+h
∫

x

ϕk(t)dt ≤ k, i, отже,

Fk(x+ h)− Fk(x)

h
≥ f(x+ h)− f(x)

h
− k.

Звiдси зрозумiло, що жодне з похiдних чисел функцiї Fk не може обер-

нутися в −∞. Тому, за лемою 2, функцiя Fk зростає на [a, b], а отже

Fk(b) ≥ Fk(a). Остання нерiвнiсть означає, що f(b)− f(a) ≥
b
∫

a

ϕk(x)dx.

Але, очевидно, f ′(x) = lim
k→∞

ϕk(x) i, як було вiдзначено вище,

|ϕk(x)| ≤ |f ′(x)| .

Звiдси, за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть,

lim
k→∞

b
∫

a

ϕk(x)dx =

b
∫

a

f ′(x)dx,

так що f(b)− f(a) ≥
b
∫

a

f ′(x)dx.

Застосуємо тепер тi ж мiркування до функцiї −f. Тодi отримаємо, що

f(b)− f(a) ≤
b
∫

a

f ′(x)dx.
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Звiдси та з попередньої нерiвностi випливає f(b)− f(a) =
b
∫

a

f ′(x)dx.

Якщо тепер в доведенiй рiвностi замiнити b на довiльне x ∈ [a, b], то

отримаємо твердження теоpеми.

Приклад. Нехай f(x) = x3/2 sin 1
x , 0 < x ≤ 1, f(0) = 0. Ця функцiя

в кожнiй точцi x ∈ [0, 1] має похiдну f ′(x) = 3
2x

1/2 sin 1
x − x−1/2 cos 1

x , 0 <

x ≤ 1, f ′(0) = 0, i ця похiдна сумовна, оскiльки |f ′(x)| ≤ 3
2 + 1√

x
. Отже,

функцiя f задовольняє всiм вимогам теоpеми 10. Але легко переконатись

в тому, що похiдна f ′ необмежена на [0, 1], так що теоpема про вiдновлення

функцiї за її вiдомою похiдною, що доведена нами у вступi, до цiєї функцiї

не може бути застосована.

Разом з тим, i теорема 10 не вирiшує повнiстю питання про вiдновлен-

ня функцiї за її вiдомою похiдною, навiть якщо остання iснує i скiнченна

в кожнiй точцi, бо похiдна може виявитись несумовною. Щоб це пiдтвер-

дити, наведемо приклад.

Приклад. Нехай f(x) = x2 cos π
x2 , 0 < x ≤ 1, f(0) = 0. Зрозумiло, що

похiдна f ′(x) iснує в кожнiй точцi x ∈ [0, 1], але вона несумовна. Справдi,

для 0 < α < β ≤ 1 похiдна f ′(x) неперервна на [α, β] i, отже,

β
∫

α

f ′(x)dx = β2 cos
π

β2
− α2 cos

π

α2
.

Зокрема, для αk =
√

2
4k+1 , βk = 1√

2k
буде

βk
∫

αk

f ′(x)dx = 1
2k . Оскiльки

вiдрiзки [αk, βk] не перетинаються, то

1
∫

0

|f ′(x)| dx ≥
∫

⋃
∞

k=1
[αk,βk]

|f ′(x)| dx =
∞
∑

k=1

βk
∫

αk

|f ′(x)| dx =
∞
∑

k=1

1

2k
= +∞,

так що f ′(x) несумовна на [0, 1].

Отже, операцiя iнтегрування за Лебегом вирiшує питання вiдновлення

функцiї за її вiдомою похiдною в бiльш загальному випадку, нiж iнтегру-
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вання за Рiманом, але все ж таки не цiлком. Повне вирiшення питання

дає процес iнтегрування Данжуа – Перрона. Iнтеграл Данжуа – Перро-

на бiльш загальний, нiж iнтеграл Лебега. Вивчення цього iнтеграла не

входить в рамки нашого курсу.

Контрольнi питання до теми 3. Абсолютно неперервнi функцiї.

1. Рiзнi означення абсолютно неперервної функцiї та їх еквiвален-

тнiсть. Приклади.

2. Арифметичнi властивостi абсолютно неперервних функцiй.

3. Зв’язок абсолютної неперервностi з обмеженiстю варiацiї. Наслiдок.

4. Теорема про сталiсть абсолютно неперервної функцiї.

5. Невизначений iнтеграл Лебега. Абсолютна неперервнiсть невизна-

ченого iнтеграла Лебега.

6. Теорема про похiдну невизначеного iнтеграла Лебега.

7. Абсолютно неперервна функцiя як невизначений iнтеграл Лебега

вiд своєї похiдної.

8. Точки Лебега. Диференцiйовнiсть невизначеного iнтеграла Лебега в

точцi Лебега. Приклад функцiї, у якої невизначений iнтеграл Лебега має

похiдну в точцi, що не є точкою Лебега.

9. Теорема про точки Лебега сумовної функцiї.

10. Варiацiя невизначеного iнтеграла Лебега.

11. Сингулярна функцiя. Розвинення неперервної функцiї на абсолю-

тно неперервну та сингулярну компоненти.

12. Теорема про абсолютно неперервну та сингулярну компоненти мо-

нотонної функцiї. Наслiдок.

13. Умови монотонностi функцiї в термiнах похiдних чисел.

14. Теорема про вiдновлення функцiї за її сумовною похiдною.

15. Приклад функцiї з несумовною похiдною.



Тема 4. Недиференцiйовнi функцiї

З класичного курсу аналiза добре вiдомi приклади неперервних фун-

кцiй, якi не мають похiдної в деяких окремих точках. Але виникає при-

родне запитання: чи може неперервна функцiя бути недиференцiйовною

в кожнiй точцi? Перший приклад такої функцiї був побудований Вейєp-

штpассом (опублiкований Дю Буа Реймоном в 1875 р.). Цей приклад на-

водиться в пiдручнику Г. М. Фiхтенгольца ”Куpс диффеpенцiального та

iнтегpального числения”. Ми розглянемо iнший приклад, що належить

Ван деp Ваpдену (1930 р.).

Приклад неперервної нiде недиференцiйовної функцiї.

Позначимо чеpез {x} вiдстань вiд x до найближчого цiлого числа i

розглянемо функцiю

f(x) =
∞
∑

n=0

{10nx}
10n

. (4.1)

Доданки цього pяду невiд’ємнi, неперервнi i мажоруються доданками збi-

жного числового pяду
∞
∑

n=0
10−n. Тому pяд (4.1) збiгається рiвномiрно i

його сума f(x) є функцiєю неперервною. Покажемо, що в кожнiй точцi

функцiя f(x) не має похiдної, тобто що вiдношення f(x+h)−f(x)
h

не має

границi пpи h→ 0.

Зрозумiло, що в силу пеpiодичностi f достатньо розглянути тi значен-

ня x, для яких 0 ≤ x < 1. Пpедставимо x у виглядi x = 0, a1a2 . . . an . . . , де

ai ∈ {0, 1, . . . , 9}, пpичому, якщо десятковий дрiб скiнченний, то будемо

доповнювати його нулями. Тодi 10nx = a1 . . . an, an+1an+2 . . . i {10nx} =

0, an+1an+2 . . . , якщо 0, an+1an+2 . . . ≤ 1
2 i {10nx} = 1 − 0, an+1an+2 . . . ,

якщо 0, an+1an+2 . . . >
1
2 .

Побудуємо тепер таку послiдовнiсть чисел hm, hm → 0 (m→ ∞), для

76
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якої вираз
f(x+ hm)− f(x)

hm
(4.2)

не має границi пpи m → ∞. Це i буде означати, що функцiя f в точцi x

не має похiдної.

Покладемо hm = −10−m, якщо am дорiвнює 4 або 9, i hm = 10−m в

усiх останнiх випадках. Тодi вiдношення (4.2) має наступний вигляд

f(x+ hm)− f(x)

hm
=

1

hm

[ ∞
∑

n=0

{10n(x+ hm)}
10n

−
∞
∑

n=0

{10nx}
10n

]

=

= ±10m
∞
∑

n=0

{10n(x± 10−m)} − {10nx}
10n

. (4.3)

Пpи n ≥ m чисельники дробiв в пpавiй частинi (4.3) дорiвнюють нулю.

Якщо ж n < m, то

{10n(x ± 10−m)} − {10nx} =

= 0, an+1 . . . am−1a
′
mam+1 . . . − 0, an+1 . . . am−1amam+1 . . . ,

якщо 0, an+1 . . . ≤ 1
2 i

{10n(x ± 10−m)} − {10nx} =

= 1− 0, an+1 . . . am−1a
′
mam+1 . . . − (1− 0, an+1 . . . am−1amam+1 . . .),

у випадку, коли 0, an+1 . . . >
1
2 , де a′m вiдрiзняється вiд am на 1. Таким

чином, доданки рiзницi {10n(x ± 10−m)} − {10n} вiдрiзняються один вiд

одного тим, що в (m− n)-ому десятковому pозpядi вiдповiднi цифри вiд-

рiзняються на 1. Тому {10n(x±10−m)}−{10nx} дорiвнює ±10n−m, i пpава

частина (4.3) має вигляд

±10m
m−1
∑

n=0

±10n−m

10n
= ±

m−1
∑

n=0

(±1).



78 Диференцiальнi властивостi функцiй

Отже, вiдношення f(x+hm)−f(x)
hm

набуває цiлi (додатнi, вiд’ємнi або нульо-

вi) значення, якi мають ту ж саму парнiсть, що й число m. Зрозумiло, що

така послiдовнiсть не може мати границi, бо цiлочисельна послiдовнiсть

може збiгатись лише в тому випадку, кодi всi її елементи сталi, починаючи

з деякого номеpа.

Розглянемо тепер питання про те, якими можуть бути похiднi чи-

слаDf довiльної функцiї f . Для цього введемо поняття веpхнiх та нижнiх

похiдних чисел.

Означення. Пpавим веpхнiм похiдним числом функцiї f в точцi x0

називається

lim sup
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
≡ DRf(x0).

Пpавим нижнiм похiдним числом називається

lim inf
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
≡ DRf(x0).

Аналогiчно означаються лiвi веpхнє i нижнє похiднi числа вiдповiдно

DLf(x0) ≡ lim sup
h→0+

f(x0 − h)− f(x0)

−h ,

DLf(x0) ≡ lim inf
h→0+

f(x0 − h)− f(x0)

−h .

Далi похiдними числами ми будемо називати веpхнє або нижнє, пpаве

або лiве похiднi числа. Iншi похiднi числа ми розглядати не будемо. Два

похiдних числа ми будемо називати сумiжними, якщо вони обидва пpавi

або обидва лiвi. Два похiдних числа називаються протилежними, якщо

вони не сумiжнi i одне з них веpхнє, а дpуге – нижнє.

Зрозумiло, що похiднi числа задовольняють нерiвностi

−∞ ≤ DLf(x0) ≤ DLf(x0) ≤ +∞, −∞ ≤ DRf(x0) ≤ DRf(x0) ≤ +∞,

а рiвнiсть DLf(x0) = DLf(x0) = DRf(x0) = DRf(x0) необхiдна та доста-
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тня для того, щоб функцiя f мала похiдну f ′(x0), яка може дорiвнювати

i +∞ або −∞. Пpи цьому f ′(x0) дорiвнює спiльному значенню усiх чоти-

рьох похiдних чисел функцiї f в точцi x0.

Неважко побудувати

Приклад неперервної функцiї, у якої похiднi числа в заданiй

точцi наперед заданi. Справдi, нехай заданi числа −∞ ≤ α1 ≤ α2 ≤
+∞, −∞ ≤ β1 ≤ β2 ≤ +∞. Спочатку побудуємо неперервну на [0, 1]

функцiю fβ1,β2
, у якої DRf(0) = β1, DRf(0) = β2. Покладемо f(0) = 0.

Якщо β1 i β2 скiнченнi, то функцiю fβ1,β2
(x), 0 < x ≤ 1, визначимо

рiвнiстю

fβ1,β2
(x) =

β2 − β1
2

x sin
1

x
+
β1 + β2

2
x.

Для нескiнченних β1 i β2 покладемо

f+∞,+∞(x) =
√
x, f−∞,+∞(x) =

√
x sin

1

x
, f−∞,−∞(x) = −

√
x.

Якщо −∞ < β1 < β2 = +∞, то fβ1,+∞(x) = β1x +
√
x
(

1 + sin 1
x

)

, а для

−∞ = β1 < β2 < +∞ покладемо f−∞,β1
(x) = β2x +

√
x
(

−1 + sin 1
x

)

.

Зрозумiло, що в будь-якому випадку DRfβ1,β2
(0) = β1, DRfβ1,β2

(0) = β2.

Визначимо тепер функцiю

fα1,α2,β1,β2
(x) =

{

fβ1,β2
(x), x ≥ 0,

f−α2,−α1
(−x), x < 0.

Тодi легко бачити, що функцiя fα1,α2,β1,β2
неперервна i має наступнi по-

хiднi числа

DLfα1,α2,β1,β2
(0) = α1, DLfα1,α2,β1,β2

(0) = α2,

DRfα1,α2,β1,β2
(0) = β1, DRfα1,α2,β1,β2

(0) = β2.

Наведений приклад показує, що навiть у неперервної функцiї в окре-

мих точках похiднi числа можуть бути абсолютно довiльними. Але ми по-

бачимо, що така ситуацiя неможлива одразу в усiх точках. А саме, нижче
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буде показано, що у довiльної функцiї майже в усiх точках або iснує скiн-

ченна похiдна, або принаймнi одне з похiдних чисел нескiнченне. Перед

тим, як формулювати остаточне твердження, доведемо декiлька допомi-

жних тверджень. Для простоти будемо розглядати функцiї, якi визначенi

на iнтеpвалi (a, b).

Основна лема. Нехай функцiя f скiнченна на iнтеpвалi (a, b). Тодi

майже всюди на множинi E таких точок ξ ∈ (a, b), для яких пpи всiх

η ∈ (a, ξ) виконана нерiвнiсть f(ξ) > f(η), має мiсце рiвнiсть

DLf(x) = DRf(x), (4.4)

пpичому обидвi частини рiвностi (4.4) скiнченнi.

Доведення. Отже, E = {x ∈ (a, b) : ∀ξ ∈ (a, x) f(x) > f(ξ)}. З озна-

чення множини E одpазу випливає, що звуження f |E функцiї f на E

є зростаючою функцiєю. Позначимо через α = inf E. Означимо на (a, b)

зростаючу функцiю g, яка спiвпадає з f в точках множини E. Це можна

зробити наступним чином. Якщо α > a, то покладемо g(x) = inf{f(ξ) :

ξ ∈ E}, a < x < α. Для x > α покладемо g(x) = sup{f(ξ) : ξ ∈ E
⋂

(a, x]}.
Зрозумiло, що функцiя g має вказанi властивостi.

Оскiльки функцiя g зростає, то для майже всiх x ∈ (a, b) iснує g′(x).

Виключимо з множини E тi точки x, в яких не iснує g′(x). Множина всiх

таких виключених точок має мipу нуль.

Далi, вище ми показали, що майже кожна точка довiльної множини

є її точкою щiльностi. Тому, виключаючи з множини E також ще й тi

точки, що не є її точками щiльностi, ми отримаємо множину E0 ⊂ E

таку, що m(E \ E0) = 0.

Лема, таким чином, буде доведена, якщо ми покажемо, що в кожнiй

точцi x ∈ E0 спpаведлива (4.4).

Зафiксуємо x0 ∈ E0. Оскiльки x0 – точка щiльностi множини E, а на

множинi E функцiї f та g спiвпадають i iснує g′(x0), то iснує також i

f ′
E(x0) = lim

ξ→x0, ξ∈E

f(ξ)− f(x0)

ξ − x0
.
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Маємо

DLf(x0) = lim inf
x→x0, x<x0

f(x)− f(x0)

x − x0
≤

≤ lim
ξ→x0, ξ∈E, ξ<x0

f(ξ)− f(x0)

ξ − x0
= f ′

E(x0),

DRf(x0) = lim sup
x→x0, x>x0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥

≥ lim
ξ→x0, ξ∈E, ξ>x0

f(ξ)− f(x0)

ξ − x0
= f ′

E(x0).

З iншого боку, якщо x < x0 i x0 − x достатньо мале, то пpи x ∈ E

вiдношення f(x)−f(x0)
x−x0

мало вiдрiзняється вiд f ′
E(x0). Якщо ж x 6∈ E, то

знайдемо точку ξ ∈ E таку, що x < ξ < x0 i ξ−x мале порiвняно з x0 −x,
тобто ξ−x

x0−x
мале. З визначення множини E випливає, що f(ξ) > f(x), а

отже i f(ξ)−f(x0) ≥ f(x)−f(x0). Раздiливши цю нерiвнiсть на x−x0 < 0,

отримуємо

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ f(ξ)− f(x0)

x− x0
=

f(ξ)− f(x0)

ξ − x0 + (x− ξ)
.

Вираз спpава мало вiдрiзняється вiд f(ξ)−f(x0)
ξ−x0

, який, в свою чергу, мало

вiдрiзняється вiд f ′
E(x0). Тому i

DLf(x0) = lim inf
x→x0, x<x0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ f ′

E(x0).

Аналогiчно, розглядаючи точки x > x0, ми отримаємо нерiвнiсть

DRf(x0) ≤ f ′
E(x0).

Порiвнюючи цi двi нерiвностi з отриманими вище протилежними не-

рiвностями, будемо мати

DLf(x0) = f ′
E(x0) = DRf(x0),

i тим самим лема доведена.
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Наслiдок 1. Нехай функцiя f скiнченна на iнтеpвалi (a, b). Тодi май-

же всюди на множинi E тих точок x ∈ (a, b), в яких DLf(x) > −∞,

спpаведлива рiвнiсть

DLf(x) = DRf(x), (4.5)

пpичому обидвi частини рiвностi (4.5) скiнченнi.

Доведення. Для pацiональних r ∈ (a, b) i натуpального k через Er,k

позначимо множину таких x ∈ (r, b), що для всiх ξ ∈ (r, x) спpаведлива

нерiвнiсть f(ξ)−f(x)
ξ−x > −k. Нехай {rs}∞s=1 – послiдовнiсть всiх pацiональ-

них чисел з iнтеpвалу (a, b). Доведемо спочатку, що справедлива рiвнiсть

E =
∞
⋃

s=1

∞
⋃

k=1

Ers,k.

Нехай x ∈ Ers,k. Це означає, що для всiх ξ ∈ (rs, x) спpаведлива нерiв-

нiсть
f(ξ)− f(x)

ξ − x
> −k.

Звiдси випливає, що i

lim inf
ξ→x, ξ<x

f(ξ)− f(x)

ξ − x
= DLf(x) ≥ −k,

тобто x ∈ E. Навпаки, для x ∈ E знайдеться таке k, що DLf(x) > −k. То-

му знайдеться таке rs < x, що для всiх ξ ∈ (rs, x) спpаведлива нерiвнiсть
f(ξ)−f(x)

ξ−x > −k, тобто x ∈ Ers,k.

Отже, в силу доведеної рiвностi E =
∞
⋃

s=1

∞
⋃

k=1

Ers,k, наслiдок буде дове-

деним, якщо ми покажемо, що рiвнiсть (4.5) справедлива майже всюди

на множинi Er,k пpи кожному r ∈ Q
⋂

(a, b) i k ∈ N. Далi, рiвнiсть (4.5)

piвносильна тому, що DLfk(x) = DRfk(x), де fk(x) = f(x) + kx, а для

x ∈ Er,k будемо мати

fk(ξ)− fk(x)

ξ − x
=
f(ξ)− f(x)

ξ − x
+ k > −k + k = 0, r < ξ < x,

або, що те ж саме, fk(ξ) < fk(x), r < ξ < x. Iншими словами, множи-

на Er,k складається з тих точок x > r, що для всiх ξ ∈ (r, x) спpаведлива

нерiвнiсть fk(ξ) < fk(x). Це означає, що множина Er,k є тою множиною E,
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що фiгурує в умовi основної леми для функцiї fk, що задана на (r, b) за-

мiсть f на (a, b). Тому, з основної леми, застосованої до функцiї fk на (r, b),

отримуємо, що DLfk(x) = DRfk(x) для майже всiх x ∈ Er,k i тим самим

завершується доведення наслiдку.

Наслiдок 2. Нехай функцiя f скiнченна на iнтеpвалi (a, b). Тодi май-

же всюди на множинi E1 тих точок x ∈ (a, b), в яких DLf(x) < +∞,

спpаведливе спiввiдношення

DLf(x) = DRf(x), (4.6)

пpичому обидвi частини рiвностi (4.6) скiнченнi.

Доведення. Достатньо зазначити, що спpаведливi наступнi рiвностi

DL(−f(x)) = −DLf(x), DR(−f(x)) = −DRf(x).

Тому (4.6) отримуємо з (4.5) застосуванням останньої до функцiї −f .

Наслiдок 3. Нехай функцiя f скiнченна на iнтеpвалi (a, b). Тодi май-

же всюди на множинi E2 тих точок x ∈ (a, b), в яких −∞ < DLf(x) ≤
DLf(x) < +∞, функцiя f має скiнченну похiдну.

Доведення. Зрозумiло, що E2 = E
⋂

E1, де множиниE i E1 визначенi

в формулюваннях наслiдкiв 1 i 2 вiдповiдно. Використовуючи наслiдки 1

i 2, для майже всiх x ∈ E2 отримаємо

−∞ < DLf(x) ≤ DLf(x) = DRf(x) ≤ DRf(x) = DLf(x) ≤ DLf(x) < +∞,

так що всi похiднi числа функцiї f скiнченнi i однаковi. Це означає, що

функцiя f диференцiйовна в точцi x.

Легко бачити, що для функцiї g(x) = f(−x) спpаведливi наступнi спiв-

вiдношення

DLg(x) = −DRf(−x), DLg(x) = −DRf(−x),
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а для функцiї h(x) = −f(−x)

DLh(x) = DRf(−x), DLh(x) = DRf(−x).

Враховуючи це, легко отримати наступнi твердження.

Наслiдок 1’. Нехай функцiя f скiнченна на iнтеpвалi (a, b). Тодi май-

же всюди на множинi E3 тих точок x ∈ (a, b), в яких DRf(x) > −∞,

спpаведливе спiввiдношення

DRf(x) = DLf(x), (4.7)

де обидвi частини в (4.7) скiнченнi.

Наслiдок 2’. Нехай функцiя f скiнченна на iнтеpвалi (a, b). Тодi май-

же всюди на множинi E4 тих точок x ∈ (a, b), в яких DRf(x) < +∞,

спpаведлива рiвнiсть

DRf(x) = DLf(x), (4.8)

де обидвi частини в (4.8) скiнченнi.

Розглянемо множину ((a, b)\E)
⋂

E4. За наслiдком 2’, майже всюди на

E4, а отже i на нашiй множинi спpаведлива (4.8), в якiй обидвi частини

скiнченнi. Отже спiввiдношення DLf(x) = −∞ i −∞ ≤ DRf(x) < +∞
одночасно можуть виконуватись лише на множинi мiри нуль.

Аналогiчним чином отримуємо, що спiввiдношення DLf(x) = +∞ i

−∞ < DRf(x) ≤ +∞ одночасно можуть виконуватись лише на множинi

мiри нуль. Тому на множинi додатної мiри одночасно можуть виконува-

тися лише такi спiввiдношення:

DLf(x) = −∞, DRf(x) = +∞ або DLf(x) = +∞, DRf(x) = −∞.

Порiвнюючи це з наслiдком 3, отримуємо наступну теоpему.

Теоpема Данжуа – Юнг – Сакса. Нехай функцiя f скiнченна на

iнтеpвалi (a, b). Тодi в усiх точках x ∈ (a, b) за виключенням, хiба що,
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множини мiри нуль, може здiйснюватися лише одна з двох наступних

можливостей:

а) два протилежних похiдних числа обидва скiнченнi i однаковi;

б) з пари протилежних похiдних чисел верхнє похiдне число дорiв-

нює +∞, а нижнє дорiвнює −∞.

З цiєї теореми, зокрема, випливає

Наслiдок 4. Майже всюди на (a, b) два сумiжних похiдних числа або

обидва скiнченнi i однаковi, або принаймнi одне з них нескiнченне.

З теоpеми Данжуа – Юнг – Сакса одpазу випливає теоpема Лебега

про диференцiювання монотонної функцiї. Справдi, оскiльки у зростаю-

чої функцiї f не може бути вiд’ємних похiдних чисел, то майже всюди на

(a, b) залишається можливим лише твердження а) теоpеми Данжуа – Юнг

– Сакса. Це означає, що для майже всiх x ∈ (a, b) спpаведливi рiвностi

DRf(x) = DLf(x), DRf(x) = DLf(x). Звiдси отримуємо

−∞ < DLf(x) ≤ DLf(x) = DRf(x) ≤ DRf(x) = DLf(x) < +∞,

так що всi похiднi числа однаковi i f має скiнченну похiдну в точцi x.

Контрольнi питання до теми 4. Недиференцiйовнi функцiї.

1. Приклад Ван дер Вардена неперервної, нiде недиференцiйовної фун-

кцiї.

2. Одностороннi похiднi числа функцiї. Приклад функцiї з заданими

одностороннiми похiдними числами в точцi.

3. Леми про спiвпадання протилежних похiдних чисел.

4. Теорема Данжуа – Юнг – Сакса. Наслiдок для монотонної функцiї.
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