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-**1ГТ0РНЫЙ АНАЛИЗ И МЕТОД ГЛАВН Ы Х КОМПОНЕНТ 
В ИССЛЕДОВАНИЯХ ЛАТЕНТНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ

1 1. Сущность и история развития факторного анализа

Фактор (от латинского с л о в а /ocfor —  делаю щ ий, производя- 
причина, движущ ая сила какого-л и бо явления, процесса 

W одно из необходимых его условий. В  контексте данной статьи
«Лекторами будем понимать гипотетические непосредственно не 

^меряемые (латентные) показатели, в той или иной степени связан- 
тие с наблюдаемыми характеристиками —  признаками-симптома- 
« I  изучаемого явления. П оследние вы ступ аю т, таким  о б р азом , в 
«•-п.та внешних проявлений этих факторов.

Являются ли факторы действительными причинами наблю дае­
мой вариации и взаимосвязей при знаков-сим птом ов или просто аг- 
реярованными теоретическими конструкциями, зависит о т  сп о со ­
ба их включения в  будущие модели структуры с латентными пере­
менными, Т.Є., в  конечном счёте, о т  их интерпретации.

Термин "латентный'' в переводе с лати н ского язы ка означает 
скрытый, недоступный. С ловосочетан и е “латентны е показатели 
используется для отражения слож ны х понятий, которы е невозм ож ­
но количественно измерить в  метрической ш кале. Таким и , напри­
мер, являются понятия качества продукции, степени конкретного 
Лболевания человеческого орган изм а, инвестиционной привлека­
тельности о б ъ е к т о в , уровня н ау ч н о -техн и ческого  п р о гр есса  на 
Предприятии, интенсивности и производительной силы труда р а­

ботников.
В следствие разли чн ы х о б ъ екти вн ы х и субъ екти вн ы х о б ст о я ­

тельств не удаётся дать однозначную  количественную  характерис- 
™ку указанным показателям и об их уровнях судят косвенно, с по-

•Доктор экономических наук, профессор кафедры экономики и управления эко- 
f*OMHKo-Правового факульт^га О Н У им, И .Й . Мечникова.
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, ЛСІЧС---та-л-лп/у я̂___ xy)fce u.
Л я х / . ’ — тяж елее” и т.п. ’ N

виде м н о Г е с ІГ п е р е м е н і^ ^ ^ ^ ^  поверхности явлений
р а з л „ ,„ ь ,е  Сторонь, сл о ж н ы , ‘’ Ч » » » »
экон ом и чески е п о казател и  гтп процессов. И менно техн^

эн ер говоор уж ённ ость р а б о т н и к о Г с ™ ^  ^Ф^ВД^вооружённосп 

низаций трудоём ких п р оц ессов и ме
и п ередовы х т е х н о л о г ^ )  п о з в 1 ? Г  
уровне научно-техни ческого г̂ п °  или ннзк,

П о д  м о д ^ м н  с л а т Г н ^  предприятии.

;Иость статисти ческих м оделей к о т Т о м " ' ' '^ '^ * '  поним аю т совокуп
М атематических м етод ов и о ї ь я ^ Г т
аи си м о стью  о т  н е н а б л ю д а е м ы Г Г  дан ны е их за

М о ж н о у к а за ть  следую щ ие о с н ? '" ^ ‘' " ‘  ̂характери стик объект^  
'> а т е „ ™ ь .„ „  п о к азаге  J „ „ T a 7 р

О  п о н и ж ен и е  чи сля і
О бъекты , Т.е сжати^^ Р ^ ^ ^ н н ы х , о п и сы ваю щ и х  и зу ч а е м а  
о т р а » ™ ;;  Р « м е р „ о с т „  „ сх о д н о го  п р „ з „ а к о .Г о  “р ^

3) м а с с „ ф ™ а д Г , , 'е ™ " " “ Г “ ы  ™ ™ “  
б о л ее общ их вторичны х пеп^^ обы чн о сочетаем ая с введением!

признаков о б ъ ек то в ; "  агрегирования пер^

™  м а с с и і  и н 7 о Г м а а д Г ? е Т р Т в 7 "^ ^ ''̂ ^ ''°^  « ссл ед у ш о -1

™ ^ьзоТ ан и ?ГлГи ?терГ^^^^^^ ™ ы х  к  более удобном у для „ с - ''

- - е н н ы х д л я п о с л е ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

^ й К Т О р н ы Й  З Н Я Л И З  '5Т

« с к и х  м етод ов и моделей о о и е н Г ^ " ” ” '" ' "  '^^^"«^^«ко-статисти- 
7 " ^ е н н ы х  вы ш е целей П ^ в о н а ч  Д °"™ *е н и е  пере-
«3 стрем лени я обнаруж ить « п ь  факторный анализ возник

“ о й ств , встр ечаю щ и хся о д н о в Л Г н ° " ” ' ’®^ нескольких явлений или ■ 
f^OMepHbix о б ъ ек то в  рем енно у м нож естаа изучаемы х мно-

“ “  " - - - е н и е  „ с с к о л ь к н . с ,о « с ™  о 5 . , „ о
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лется с пом ощ ью  коэф ф ициента п арн ой корреляции г.. пере- 
X и [U с* 2 1 -27 ], численно п р едставл яю щ и х реали зац и ю  

^^^^ичсских св о й ств  і и J- В ы чи слен н ы е коэф ф ициенты парной 
^^*^гяции, число котор ы х в реальн ом  и сследован и и  об ы чн о бы - 

^ л ь ш е  двух (по кол и ч еству  р ассм атр и ваем ы х  св о й ств ), запи - 
тся в  виде корреляц ион ной м атр и ц ы , содерж ащ ей всю  ни- 

івиию о взаи м о св язя х  перем енн ы х с учётом  влияния случай- 
причин, наприм ер, суб ъ екти вн ы х или при р од н о-кли м ати чес-

^ ^ щ к то р н ы й  анализ п о зво л яет ответи ть на следую щ ие во п р осы : 
^ ч ем у  связаны  между собой  д в а  или более сво й ств  о б ъ ек то в , поче­
му они коррелированы м еж ду собой? О тветы  на указан ны е воп росы  
дасованы на предполож ении о сущ ествован и и ч его -то  об щ его , про- 
^пяю ш егося одн оврем енно в  н аблю даем ы х переменных.

|^>акторный анализ в  ш ироком  см ы сле —  это  сово ку п н ость  м ет о ­
дов и моделей, ориентированны х на вы явлен и е, констр уировани е, 
оценку, анализ и использован ие латентны х показателей по инфор- 
иаиии об их внеш них проявлениях. К  ним отн осятся:

-м е т о д  гл авн ы х ком пон ент, предполагаю щ ий п оследовательн ое 
описание н о вы м и  и ск у сствен н ы м и  пер ем ен н ы м и  м акси м ал ьн о й  
дисперсии пр и зн аков-си м п том ов;

-ф ак то р н ы й  ан али з в  узком  понимании, охваты ваю щ и й  методы 
выявления, оценки и интерпретации латентны х п оказателей , при­
званных объяснить корреляционны е связи  между признакам и-сим п­
томами;

“  канонический ф акторный ан али з, направленны й н а измерение 
корреляционных связей  между двум я группами переменных и оп ре­
деление наиболее тесн ы х зави си м остей ;

м етоды м н огом ерн ого ш калировани я, ф ормирующ ие ф актор­
ное п р о стр а н ство  исходя из инф орм ации о р азли чи и  (сх о д ст в е ) 
объектов в  п р остран стве п р и зн аков-си м п том ов.

Применение ком п он ен тн ого и ф актор н ого ан ал и за базируется 
на следую щ ем  тео р ет и ч е ск о м  п о ст у л а те : п о м и м о  н аб л ю д аем ы х 
свойств об ъ ек то в  Хр X j, . . .  , им еется, по крайней мере, еще один 
^^рытый общий фактор F ,  определяю щ ий вари аци ю  изм еряем ы х пе­
ременных. К орреляцию  F  с X p X j, . . . ,  х^следует считать первичной, а 
ї^орреляцию н аблю даем ы х сво й ств  о б ъ ек то в  м еж ду собой  —  в т о ­
ричной (ри с. 1).
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Обсуждаемую .......
'*̂ оім ірактором

п е р е м е т е T f x  в ы р а зи т ь  следующим
они находятся noV ft ’ "  ^^РР^^ированы между соблй

Общего

= S = S S = ^ ^ 3

i s = = i = s = ?

= = і ^ = Ш і

ai£) который в серии вы даю щ ихся р а б о т  кон ц а X I X  столети я ма- 
^ зи р о вал  и сущ ественно р азви л статисти ческие идеи Г а л ьто - 

^*^Пирсон, работая с антропометрическими данны м и, в  1901 году 
!!1*ш1ожил идею метода главн ы х осей, которы й сейчас ш ироко изве- 

как метод главны х ком понент.
’ факторный анализ своим и корням и тесн о связан  с научны ми 

^прениями в области пси хологии, би ологи и , ф изиологии, МеДИЦИ' 
Ведущие учёные (п си хо л оги , м атем ати к и , стати сти ки ) конца

X IX  ^  начала X X  столетия активн о обсуж дали теорию  сущ ествовав 
Н̂ИЛ общей одарённости и специф ических способностей  человека.

В то время начинает сво ю  научную  карьеру общ епризнанный ос* 
новоположник ф акторного анализа Ч , Спирмен (1 8 6 3 -1 9 4 5 ). В  1903 
году он защ ищ ает диссертацию  по психологии и п ри м ы кает к стати ­
стической группе О ксф ор дского  ун и верси тета, р азр аб аты вавш ей  
тест интеллекта по проекту Г а л ьто н а  для обследования сп о со б н о с­
тей учеников английских ш кол.

Однако началом  со вр ем ен н о го  этап а  в  р азви тии  ф актор н ого  
анализа принято считать статью  С пирм ена, опубли кованную  в 1904 
году под названием “G eneral intelligence ob jectively  determ ined and 
measured'’. В  ней Спирмен д о к а зы ва л , что в се  сп особн ости  человека 

І^йьясняются одним-единственным генеральны м ф актором . В ы д ви ­
нутые в ней подходы  послуж или осн овой  ди скуссии, перераставш ей 
иногда в  ж аркие споры в последую щ ие десятилетия.

Спирмен исходил из т о г о , что  один генеральны й ф актор , об озн а­
ченный им буквой G , и один характерны й ф актор вли яю т на все ин­
теллектуальные способн ости  индивида. Он пы тался провери ть эту 
психологическую теорию  с  п ом ощ ью  своей м атем атической модели. 
Корреляции меж ду разны м и психологическим и тестам и , на основе 
которых кон троли ровали сь интеллектуальны е возм ож н ости  инди­
вида, Спирмен объяснял генеральны м  ф актором G  и для  каж д ого  
теста вы делял один дополнительны й характерный ф актор , отр аж а­
ющий специфические сп осо бн о сти  человека,

У казан н ая м атем ати ческая теория через какое-то  вр ем я, когда 
учёные начали р аб о тать  с больш им и наборам и пси хологических т е ­
сто в , о к а за л а сь  н еудовл етво р и тельн ой . С пирм ен д о  к о н ц а своей 
5КИЗНИ придерживался концепции одн ого генерального ф актора и 
продолж ал п роводи ть п овтор н ы е исследования с разн ы м и перемен­
ными.
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ф акторного анал,
Д . Г а р н е ^ а , К . Х олзи н гера ^омсо
теории Спирмена, их также исходили ^
ствовани е или, н аобор от o t c v t  с к а з а т ь  суц

П о сл е  1925 го д а  в  o i v ^

™  я сн о , что  т е ї « „  С п і Т е Г н Г Г Г ' ' " " ^ " " " ^  эк сп ер и м ен т^  
дологически х тестов. К о н ц е п п и Т Г и  наборов псЗ
залась  неадекватной реальным набп ''^“ ^ Р ^ ь н о г о  ф актора окд, 
и дальнейш ее р а з в и т и е ^ Г н . « области психологий
™  » - ь ш . . „ ь Г  ‘„ ф Г  " Р " » ™ .  наконец ^

в  30-е годы  X X  о г о л е т Г и е н ™  *  “ “ " ’ У-

м етодику м ногоф акторн ого а н а л и з Г ^ ;  р а зр а б о т а л І.
НОИ модели пытался п р е о д о л етГ Г е я  J  ® б и ф а к т о ^
С пирмена. В  свою  модель кроме гене присущие концепции
то р о в, он вклю чал такж е г о у п п Г в м Л  ^характерного фак-
Г , А йзенк применили факторный а н а д Г л Г  П си хологи  Р. К еттел.] 
ческой теории личности. ^ создания психологи.

к о р р м в д о "  "««ОЛЬКО ф а к то р е . „

лом н ы м  м ом ен том  в и стови и  алгебры  яви л ось пере-

п о -н ово м у тр актов/ть 3 ;„ b t  позволивш им

стой  структуры , предложенная Т э р с т о у н о Г ” " ” ' 
дискуссии, котор ы е п р о д о л ж а л и г к Т ^  ’ вы зв а л а  ож ивленные
ственный н едостаток -  о т с у т с г а ^  на сущ е-
го реш ения, создание м н о го ф актор н оГтео^ ™ "’" ™  математическо- 
НЫМ прогрессом  по сравнению  явилось значитель-
вития ф актор н ого анализа В елел этапам и раз-

годы  с п ом ощ ью  этого  м етода были в последую щ ие
следования в  области  психологии м ногочисленны е ис-
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настоящее время ф акторный анализ в  основном
виде- ® котор ом  он быР1 об осн ован  и р азви т в работа.’̂ ̂ ‘  при-

]^ногоф акторныи м етод м ож ет б ы ть д остаточ н о успс^ ^
У^ним к лю бой корреляционной матрице. Е г о  отличает
НОСТЬ» Т.е. во зм о ж н о сть  вы делять как  единственный
фактор» так  и ш ирокое использован ие м н ож ества группов^^ ^

^  В огромном п отоке публикаций вы делялись роботы
Гилфорда и Р. К еттелла, к о то р ы е заним ались эмпирическ»^^ ^
JOM индивидуальных особен н остей  и сущ ественно расШ»^? '̂^  ̂ ^ ^
дасть п р акти ч еского  применения ф актор н ого  анализа. ^
ЭТИМ в 3 0 -4 0 -с  годы  прош лого столетия продолж ались )

W п л о р с т  в
соверш енствованию  теори и и м етодики вы числении. ^
1937 голу вы ск азал  идею так  н азы ваем ого  группового д
торного анализа, теор ет и ч ес кое обосн овани е котор о г о б
Гуттманом в 1944 году. В сл ед  з а  этим Х ол зи н гер  и ТерсюУ^ ^ ^
жили просты е вы числи тельны е процедуры группового
практических приложений.

tr .р азви ти е
Начиная с середины X X  века и по настоящ ее вр ем я, ^

.  .лтнческая
факторного анали за сильн ое влияние о к а зы в а ю т матеМ‘‘

Статистика и и сп ользован ие Э В М . Д . Л оули  в 1940 году
оценивать ф акторные нагрузки методом  м аксим ального
добия, а С . Р ао  в  1955 го д у  оп и сал так  назы ваем ы й

Я JT И
[факторный анализ. О ба а вт о р а  так  ж е, как и другие cneu‘*„го о ьід ать

ооласти м атем атики, сосредоточили свои усилия на то м , статис
описание ф акторного анализа в терминах математически’^
тики и теории вероятностей.

Ф акторны е реш ения, полученные на осн ове применен^
тических м етодов и Э В М , до сих пор вы зы ва ю т оживлённо* ..

^   ̂ ^/*оедвраз-
сии. Ь езу сл овн о, статистическии подход явился ш агом вп̂ г̂
витии дан н ого направления м ногом ерны х м етодов а н а л и ^ ^  ^ фак-

Вряд ли м ож но переоценить влияние использования «%гих праК“
торном анализе вследствие слож н ости  и гром оздкости  мн^'  ̂
тических зад ач , котор ы е реш аю тся в  его рам ках. КомпьЮ1*^Р” ^^  ̂
ника п о зв о л и л а  о п ер ати вн о р еал и зо вать  важ нейш и е тпуи- 
ф акторного исследования, в  том числе этап ы  выделения и ^ ^
рования новы х искусственны х переменных, а  такж е npou^'^^^^ 
Щения осей координат.
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в  п р о ц е е д .; ," Г  «  позвп

^ °^ ько T B o p v e c S f o n '" ’^̂ "̂ с  «^^^вдуемой Z S
^ичессого анализа п У ^ ’ на „  ” "Ф °Р “ ации с помо-

т и х  ф акторов в н у ^ '^ ” ^'®^*^^1от^'^‘’Р'^®'^орный) я^'^^'^ Факторного 
З н а ч и т е к н  ‘̂ Tpv от'Носительн позволяю -

^ • ^ 'в и д л м о ^  в Г '^ 'У Р ь .  и з у ч а ^ С  "  об-
н а с т у п и л  т а к о й  В п ^  ^Р<^~

практическую  и ® Развитии в СШ А .
Сф ерах^ "  не н ^ о б х о д и \ Т ° Р " ° " °  анали-

аспекты  ф акторногГ"'^*'®  ® пси холог
с т а н о в Ї Ї и я  f i последние «  « более

правлены исклю чит Расш иряютс!'” ’̂ '"' " P « ’'^ ^ H bie
" ^ "^ Р ь с т а н о в « т «  ^  « а  у д ^ ^ ^ М а т р и в а е С  '

бованность в д р у г и х ! '^^^°‘̂ евИл'^^^®®Р^ние нуж л^™ ^*^ «3-
^ его д н я  ^ "ручны х и их м н о го го ?  то

б и о л о г ™  “ Г “  ”  “ ®“<“ ™ » » Ь «

ф й м е н я е т с я  [I],

п \  Н а к о п л е н н ы й  оп ы т подтверж дает ценность его как  универсаль- 
! ^ о  инструмента научного познания.
^^А втор данной статьи довольн о успеш но применял методы фак« 

,рного анализа в целях оценки латентных экономических показа- 
в частности производительной силы и интенсивности труда в 

"мышленности Украины.

^  h i .  М етод главны х компонент

Хотя данный метод, впервы е предложенный П ирсоном  в начале
X X  века как частны й случай метода главн ы х осей, д ол го е время рас­
сматривался некоторы ми русскоязы чными авторам и в качестве са­
мостоятельного направления м ногом ерны х статисти ческих мето­
дов, в действительности он представляет собой одну из разновидно­
стей ф акторного анализа. И м енно так  трактуется м етод главных 
компонент или компонентный анализ всеми современными запад­
ными специалистами в данной области. В  этой статье м ы  такж е при­
держиваемся второй точки зрения и будем обсуж дать его в обшем 
контексте проблем ф акторного анализа.

Тем не менее, относительная простота и доступн ость в понима­
нии математических аспектов м етода главн ы х ком п он ентно сравне­
нию с другими (специальными) направлениями ф акторного анализа 
являются веским дидактическим обоснованием  целесообразности 
его рассмотрения в самом начале изложения м атериала данной гла­
вы, в соответствии с принципом “ о т  простого к сложному*’.

Н есмотря на то , что теоретические аспекты  метода разработаны  
довольно давн о, его ш ирокое практическое применение сдержива­
лось наличием, по крайней мере, двух серьёзных проблем:

1) трудностями вы числительного характера;
2) слож ностью  интерпретации результатов.
Если первая проблема с появлением современной компью терной 

техники в настоящ ее время полностью  преодолена, то  вторая по- 
прежнему остаётся главны м  препятствием на пути ш ирокого приме­
нения метода главн ы х компонент (впрочем , как  и всего  ф акторного 
анализа) в практических исследованиях.

О бщ ие ф акторы, назы ваем ы е в рам ках данного м етода главн ы ­
ми компонентами, —  это искусственные переменные, котор ы е пред­
ставл яю т собой  линейные ком бинации наб лю даем ы х признаков
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и используются для количественной оценки латентных показатед 
Наряду с термином "наблюдаемый признак” в данной книге в ка 
стве синонимов употребляются также выражения “признак-сцц 
том ”, “исходный признак”, “исходная переменная”, “симптом”.

Основная цель метода заключается в выявлении общих факто 
(главных компонент), используемых в дальнейшем анализе в р 
оценок латентных показателей, и объясняющих корреляцией 
связи между исходными симптомами изучаемых объектов. Глав 
компоненты отвечают следующим основным требованиям мето

-ли ней но независимы (ортогональны);
-  стандартизованы;
-  первая главная компонента должна объяснять максимальн 

долю дисперсии исходных переменных, вторая главная компоне 
та —  максимальную долю дисперсии исходных переменных, ост 
шейся после первой компоненты, и т.д.

Отсюда вытекает фундаментальная идея метода —  вьщеление та̂  
ких искусственных переменных, которые описывали бы максим 
ную долю вариации исходных признаков-симптомов или корре 
ционные связи между ними, при этом число главных компоне 
может быть существенно меньще числа наблюдаемых признаков.

Кажущийся на первый взгляд дуализм (описание с помощь 
главных компонент вариации симптомов или корреляций межд 
ними) объясняется довольно просто: если исходной изучаемой мат 
рицей выступает матрица дисперсий-ковариаций, то говорят о ва 
риации наблюдаемых признаков, а если —  корреляционная матри 
ца, то говорят о взаимосвязях между ними. В случае стандартизаци 
переменных указанные матрицы совпадают, и каждое из приведен 
ных выше утверждений становится справедливым.

Для записи математической модели метода главных компоненті 
введём следующие обозначения:

і —  номер исследуемого объекта (і =  1, 2 , п);
к —  номер наблюдаемого признака (к = 1, 2 ........т ) ;
L  —  номер главной компоненты (L  = 1, 2 , т ) ;
Ху —  значение к-го наблюдаемого признака у і-го объекта;

—  значение к-го стандартизованного признака у і-го объекта;
—  значение L -й  главной компоненты у і-го объекта;

®kL —  коэффициент парной корреляции между к-м наблюдаемым 
признаком и L —й главной компонентой (факторная нагрузка).
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гда основное уравнение метода имеет вид:
Z = A F , (1)

^ __ матрица стандартизованных значений наблюдаемых

^.1?наков размера mrn;
А ^  матрица факторных нагрузок размера mrm; 
г  матрица главных компонент размера mrn.
! ,  ичное уравнение (I )  можно рассматривать как некоторое 

«ное преобразование переменных F ,, F j , F ,  в переменные z,, 
г  Если матрица факторных нагрузок А полного ранга, т.е.

главных компонент F  определяется из

Ц^нения (1) следующим образом:
F  = A -'Z . (2)

Матричное уравнение (2) рассматривается как обратное линей­
н о е  преобразование переменных Zj, Z j , z . B  переменные F ,, F j,
F которое позволяет непосредственно количественно оценить ис­
следуемые латентные признаки. Основная проблема метода, следо- 
ительно, сводится к нахождению матрицы факторных нагрузок А и 

«обращению.
В уравнениях (I ) ,  (2) матрицы А и F  неизвестны, известна лишь 

матрица Z. Очевидно, что без дополнительных ограничений данные 
уравнения имеют бесконечное множество решений. Введение этих 
ограничений составляет основную посылку всех методов факторно­
го анализа и в том числе метода главных компонент. Рассмотрим 
указанные ограничения подробнее применительно к  обсуждаемому 

методу.
Как было показано в  работе ( I , с. 25-26], для матрицы коэффици­

ентов парной корреляции между исходными признаками справедли­

во выражение
г = Z^Z/n , (3)

где —  матрица, транспонированная по отношению к матрице
лдартизованных признаков.
Для модели (1) соотношение (3) приобретает следующий вид;

г =  Z Z l n  . (4 )

Подставляя (1) в (4), получаем
г = ZZ^/n = AF(AF)T/n = AFFA^/n = A(FF^/n)A’ .̂ (5)
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Теперь по аналогии с формулой (4) можно утверждать, что выра 
жение

= h  (6)
является корреляционной матрицей, отражающей связи между са. 
мими главными компонентами. Отсюда формула (5) принимает ви̂ ^

г = А г^^ (7)
Принимая во внимание главное требование метода о некоррелнГ 

рованности главных компонент (г  ̂=  I ,  где I  —  единичная матриці 
размера mrtn), окончательно имеем: ^

г = ААТ. (8J

Л . Тэрстоун, впервые получивший соотношения (7), (8) в 1931 
году, назвал их фундаментальной теоремой факторного анализа.

Фундаментальная теорема утверждает, что матрица г коэффн^ 
ЦИеНТОВ парной корреляции между исходными переменными МО- , 

ж ет быть воспроизведена с помощью искомой матрицы фактор­
ных нагрузок А и матрицы корреляций между самими общими 
факторами г̂ ,

Следовательно, для метода главных компонент выражение (8) 
представляет собой дополнительное ограничение, позволяющее ' 
отыскать единственное решение уравнений ( І )  и (2). В частности, из 1 
(8) вытекает, что ранг матрицы А должен быть равным рангу корре-jT 
ляционной матрицы г. і

Как было отмечено выше, элементы матрицы А представляют 
собой обычные коэффициенты парной корреляции между главными 
компонентами и исходными признаками, т.е. следователь-
н о , - 1  = ау^=1. ,

Если значение факторной нагрузки а̂ ^̂ по абсолютной величине^ 
близко к единице = 0.7), то связь между к-м признаком и L-й 
главной компонентой считается тесной, В этой ситуации говорят, 
что к-й признак “нагружает” L -ю  главную компоненту, т.е. придаёт ' 
ей определённый качественный смысл. В противном случае, когда '| 
1®ки1"  признак не связан с L—й главной компонентой. |

Система уравнений компонентной модели (1) для m наблюдае­
мых переменных называется факторным отображением. Например, 
при m =5 3 факторное отображение, полученное из уравнения (1.1), 
имеет следующий вид:
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(9)

Здесь матрицы Z  и F  рассматриваются как векторы-столбцы, т.е. 
др^йсходит абстрагирование от значений отдельных объектов (по

“^ ф ^ о р н о е  отображение типа (9) значительно упрощается, если 
е будут учитываться факторные нагрузки, несущественно отлича­

ющиеся от нуля. В таблице 1 показана схема упрощённого фактор­
ного отображения.

Каждому признаку-симптому в соответствии с приведенной схе­
мой свойственна своя факторная структура (строки таблицы 1). 
Число факторных нагрузок, для которы х выполняется условие 
|а I = 0.7, определяет слож ност ь  данного признака. Т ак, первый 
исходный признак рассматриваемой схемы имеет сложность 3, вто- 
рой- 2 ,  третий- 1 .

Схема факторного отображения (крестиками помечены высокие 
по абсолютной величине факторные нагрузки)

Признаки-
симптомы

Гіяпн ьїе компоненты

F1 F2 F3

Z1 X X X

Z2 X X

Z3 X

I

В разрезе столбцов таблицы ! указанный подход позволяет клас­
сифицировать главные компоненты следующим образом. Компо­
нента называется генеральной, если она тесно связана со всеми без 
исключения исходными признаками. Компонента называется груп­
повой, если она тесно связана с более, чем одним признаком-симпто­
мом. Например, в таблице первая главная компонента F , является 
генеральной, а F j —  групповой.

Рассмотрим дисперсию к-го  стандартизованного признака- 
вімптома:

с  учётом факторного отображения (9) формула (10) представля­
ется так:

93



s\ =  YZyVn = а\,УРц/п + a ^ jV P y n  + ...  + УР^ ,/n +
+ 2 (а ,л .У Р „ Р , + а ,а ,У Р .,Р ,  + . . . )  =  i  . ( » )

Поскольку все главные компоненты стандартизованы и некорре^ 
лированы (ортогональны), то все суммы вида УР^ц/п равны 1, а  все 
суммы в скобках равны 0. Поэтому, окончательно имеем:

+ + (12) 
Следовательно, сумма квадратов факторных нагрузок любого] 

стандартизованного признака в рамках модели метода главных 
компонент равна единице. Слева и справа в разложении (12) записа- ] 
на полная дисперсия к-го стандартизованного признака-симптома, ' 
а в середине —  доли полной дисперсии, объясняемые отдельными] 
главными компонентами.

Просуммируем соотношение (12) по всем к признакам:

Ж .

*-1 ■' ■■ к>|
Формула (13) показывает, что общая дисперсия всех стандарти­

зованных переменных, равная т ,  может быть разложена на доли, 
обусловленные влиянием каждой главной компоненты. Например, 
абсолютный вклад первой главной компоненты в объяснение ва-

тп
риации всех признаков-симптомов составляет X  а * В  общем

виде, для L -й главной компоненты этот вклад вычисляется по фор­
муле:

т

4 = 1 (14)

Соотнош ения (13), (14) показы ваю т, что сумма абсолю тных 
вкладов всех главных компонент в объяснение вариации всех стан­
дартизованных признаков равняется их общей дисперсии. В  самом 
деле, суммируя (14) по L , получаем:

W т т
I  v , =  I  I m • (15)i= l  r . l  i -1

Формулы (13) —  (15) позволяют выявить роль каждой главной 
компоненты в объяснении вариации исходных признаков, опреде­
лить их важность для последующего анализа.

Доказано, что если число исходных признаков т ,  то  и число 
главных компонент, которые позволяет выделить метод, тоже т .  
Однако в  практических задачах обычно нет необходимости исполь­
зовать все m компонент. Достаточно ограничиться рассмотрением р 
ф «  т )  первых главных компонент, которые объясняют подавляю­
щую долю вариации исходных переменных. Последние ш -  р глав­
ных компонент обычно исключаются из дальнейшего анализа как 
несущественные, не несущие информацию о вариации признаков.

Как показывает опыт реальных социально-экономических иссле­
дований, сжатие размера исходного признакового пространства в 
результате применения метода главных компонент достигает при­
мерно 3 -4 -хр аз.

1.3. Важнейшие этапы метода главных компонент

В любом исследовании латентных показателей процедура ком- 
!аонентного анализа многомерных объектов состоит из следующих 
основных этапов (рис. 2).

Начальным и одновременно самым важным этапом процедуры, 
|рррплпрелеляюшим правильность и интерпретируемость конечных 
результатов, является формирование матрицы исходных данных о 
симптомах изучаемых латентных свойств объектов. О на строится 
на базе соответствующей качественной теории, например, экономи­
ческой и должна включать по возможности все важнейшие наблю­
даемые проявления исследуемых внутренних свойств объектов.

Такая исходная информация о всех значениях переменных по 
всем объектам должна представляться в виде матрицы X  размера 
mrn. Строки этой матрицы соответствую т отдельным признакам, а 
столбцы —  отдельным объектам. Очевидно, что объекты (векторы- 
столбцы) можно рассматривать как точки некоторого признаково­
го пространства.

/ х „ х , , . . . х ,

Х  =

\
\ X ., X.

(16)

'm2
Матрица исходных признаков (16) является транспонированной 

по отношению к соответствующим исходным матрицам таксономи­
ческого, кластерного и дискриминантного анализа.
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Рис. 2. Блок-схема мет ода главных компонент

Очевидно, что наблюдаемые симптомы латентных показателей, 
включённые в  матрицу X , неоднородны, имеют различный порядок 
и неодинаковые единицы измерения, т.к, описывают разные внут­
ренние свойства изучаемых объектов. Поэтому второй этап метода 
главных компонент заключается в стандартизации исходных при­
знаков и приведении данных к одному и тому же порядку.

Поскольку данная стадия предварительной обработки информа­
ции так же, как и этап построение матрицы коэффициентов парной 
корреляции г между наблюдаемыми переменными, однотипны в  лю­
бом многомерном статистическом исследовании и подробно обсуж­
даются в работе [1, с. 11-30], то здесь мы на иих останавливаться не 
будем-

Обратим внимание на то, что матрица г размера mxm является 
действительной симметричной матрицей с единицами на главной 
диагонали.

Четвёртый этап метода является основополагающим с точки зре­
ния принципиальной возможности реализации расчёта главных 
компонент. В самом деле, определив матрицу факторных нагру-
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зек А, не представляет большого труда найти из матричного урав­
нения (2) матрицу F.

Данный этап строится с учётом следующих математических по­
вожений: любая действительная симметричная матрица (в частно­
сти корреляционная матрица г) допускает так называемую спект­
ральную декомпозицию

r = VAV^, (17)
РДР д  —  диагональная матрица размера mxm характеристичес­

ких корней Хц матрицы г;
V __матрица размера mrm нормализованных характеристичес­

ких векторов матрицы г, соответствую щ их характеристическим 

корням
Матрица V  является ортогональной и для неё выполняются соот­

ношения V W  = VVT = I .
с  учётом фундаментальной теоремы факторного анализа, и, в 

частности разложения (8). формула (17) преобразуется к следующе­
му виду:

AÂ  = VAVT. (18)
Отсюда матрица факторных нагрузок А находится так;

А=УЛ>' .̂ (19)
Принимая во внимание определение степени квадратной симмет­

ричной матрицы, методом подстановки легко убедиться, что выраже­
ние (19) действительно является решением матричного уравнения (18).

Из соотношения (19) векторы-столбцы матрицы А определяются 
так;

где —  L -й характеристический корень матрицы г;
—  L -й нормализованный характеристический вектор матрицы 

г. соответствующий характеристическому корню 1,̂ .
Для нахождения характеристических корней и соответствующих 

им характеристических векторов матрицы г необходимо сформиро­
вать матрицу

( г - X I )  (21)

и решить матричное уравнение
d e t ( r - X I )  =  0 ,  (22)
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которое называется характеристическим.
Характеристическое уравнение представляет собой однородн, 

уравнение степени m относительно 1;

det (г -  XI) =  ( -  . ..  + g_ = о , (23)

где g, = tr (г) =  m —  след корреляционной матрицы г;
= det (г) —  определитель корреляционной матрицы г. 

Уравнение (23) имеет m действительных, не обязательно разны)! 
корней Х|, Xj, которы е называю тся характеристическими
Последние обладают следующими свойствами:

\  = 0 ,
/п

X  Â  = tr ( r )  =  m = g  ̂

Х.А.. ... X = d et (r) =  g„

(24)

т.е. все характеристические корни корреляционной матрицы нео­
трицательны, их сумма равняется следу матрицы г, а их произведе­
ние —  определителю матрицы г.

Известно, что характеристические векторы матрицы г вследствие' 
вырожденности матрицы (21) находятся с точностью до постоянно­
го множителя с. Однако благодаря требованию их нормализованно- 
сти (норма V|_ должна равняться единице) указанная неопределён-j 
ность устраняется. Э то означает, что нормирующий множитель с

принимается равным 1/( X

С учётом данного соображения выражение (20) для вычисления 
факторных нагрузок принимает следующий окончательный вид:

(25)

Рассчитав по формуле (25) значения факторных нагрузок об­
разуют из НИЛ квадраіную  маїрицу А размера mi'm, которая шрает 
фундаментальную роль как в методе главных компонент, так и во 
всём факторном анализе:

/>̂ 11 ^12'

А =
(26)

к а к  аыло „оказано она

Я —
^ О К  й столбцов. следующие соотношения для строк:

f  с Т Г к "  з л е - е „ ™  М  с .р о к „  » а ^ и « ь . А р а .„ .с  - 

I , что согласуется с „  ^.й строк матрицы А рав-

■

““ Х л Г Г а —  м а л и ц у  А 'А  с

= А .

І .  и з  „Р — L .  (2 7 , . ь ,« . а к .х  . е д , . « и е  с о о ™ о .е „ „ .  

ктолбцов: .цементов L -ro  столбца матрицы А равняет-
1  „ и с т —  кор-

f  > - X
-rouT го и s-ro столбцов матрицы

4. Сумма произведении элемент

Аравняется 0. пгуїиествляется выделение, измере­
н а  последней Обсудим в начале, какие

„ие и „„терпретаци» главных '  „ д е л „ ь ,  т.е. остав-
^ м п о н е н т ы  из m найден анализа. С  этой целью рас

Соглас^о^формуле (И ) можно запи сать ^

Выражение (29) определя^ 
поненты V^B °  рактеристических корней матрицы
Следовательно, величина Р д^„ость каждой главной ком-
Т (X , X ,  . и  как раз «  , 3  требований метода, они
поненты F ,, T j, .-Ч 
ранжируются следующим о разо
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>А._,

т.е. первая главная компонента объясняет максимальную долю дис.і 
П ерсии исходных переменных, вторая главная компонента —  макси.4 
мальную долю  дисперсии исходных переменных, оставшейся послй 
первой компоненты, и Т.Д. I

Относительный вклад каждой главной компоненты в объяснение 
общей вариации исходных признаков исчисляется по формуле:

<1ь =  1 0 0 ( у т )  (31)

и измеряется в процентах. Здесь величина т ,  согласно соотношению! 
(15), выражает общую дисперсию всех стандартизованных призна-J 
ков-симптомов.

Опыт исследований с применением аппарата факторного авали-' 
за показывает, что целесообразно выделять р первых главных ком-

jn

понент, для которых dî  > 10% . П оскольку X  \  = га, то  это означа­

ет, что в  дальнейшем анализе обычно оставляю т только те главные 
компоненты, характеристические корни которы х удовлетворяют 
требованию ^ > 0 ,1 т .

Кроме того , очевидно, выполняется следующее соотношение:
»П

S  =  100%  . (32)

Поэтому все т  главных компонент описываю т всю  вариацию ис­
ходных признаков-симптомов. Однако нет смысла использовать все 
главные компоненты для дальнейшего анализа, т.к. последние ис­
кусственные переменные обьічно объясняю т малую  долю  общей 
дисперсии (d  ̂ «  10% ). О чевидно, что кумулятивная величина

X  dĵ  показывает, сколько процентов вариации исходных призна­

ков-симптомов описывают р первых главных компонент. А  величи-
Р

н а (1 0 0 -  X  dĵ ) характеризует потери информации при отбрасыва­

нии га —  р последних главных компонент.
Измерение выделенных главных компонент заключается в расчё­

те их значений для каждого объекта изучаемой статистической со­
вокупности в  соответствии с матричной формулой (2). Подставляя

!0 0

.II

.пажение матрицы факторных нагрузок А =  (А ^-‘Л из (27),
* расчётную формулу, которая позволяет коли-

нио оценить исследуемые латентные показатели:
F = A 'A ^ Z .  (33)

чение L -й главной компоненты для і-го объекта в  соответ- 
^ и и  с выражением (33) находится так:

т

Гймым сложным и ответственным моментом последнего этапа 
содержательная интерпретация выделенных и измеренных 

!^ Н Ы Х  компонент. Н е одно из многочисленных исследовании в 
^ ^ и ч н ы х  областях науки и практики терпело сокрушительное фи- 

из-за невозможности дать ясное качественное истолкование 
сконструированным искусственным переменным. Указанная стадия 
« Г о д 7 главных компонент является неформальной и в значитель­
ной мере зависит от знаний и опыта самого исследователя. А это , в 
свою очередь, определяет успех проведения всей многомерной ста­

тистической процедуры.
Интерпретация главных компонент (как и общих факторов в це­

лом) базируется на изучении их структуры с помощ ью матрицы 
факторных нагрузок А. При этом особое внимание обращается на 
высокие по абсолютной величине значения факторных нагрузок 
( к  1  г  О 7) в разрезе столбцов матрицы А. Указанные сущест-венные 
значения определяют исходные признаки-симптомы, нагружа­
ющие” содержательным смыслом выделенные главные компоненты.

Если для L -й главной компоненты определённые таким образом 
исходные признаки-симптомы можно объединить по смыслу и обо­
значить единым содержате^пьным термином, то, очевидно, что он мо­
жет быть присвоен данной искусственной переменной с вытекающей 
отсюда качественной интерпретацией. Например, если оказалось, что 
при проведении компонентного анализа технико-экономических по­
казателей промышленных предприятий первая главная компонента
тесно коррелируэтстаким«признаками,каквеличинаосновныхпро-

■ говодственных фондов, объём выпускаемой продукции, численность 
работающих, то  последние можно объединить одним понятием -  
"размер предприятия” и присвоить его переменной Fj.
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Однако следует иметь в виду, что в реальных социально-эконо­
мических и других исследованиях довольно часто встречаются ситу- 
ации,,когда одну и ту же главную компоненту “нагружают” разные 
по смыслу исходные признаки-симптомы, которы е невозможно 
объединить единым качественным содержанием. В этом случае ин­
терпретация построенных искусственных переменных сильно зат­
руднена, а  их практическая ценность сводится к нулю.

Если всё же удалось качественно истолковать выделенные глав­
ные компоненты F ,, F j,  ...» то возникает вопрос: где и как они 
могут быть использованы? Ответ на него вытекает из свойств самих ^  | 
главных компонент. !

Во-первых, исходное описание совокупности изучаемых объек- ; 
тов с помощью m признаков может быть успешно заменено более ■ 
компактным описанием этой же совокупности на основе р новых 
искусственных переменных (р < <  т ) .  При этом, как уже отмечалось»^ 
сжатие исходного признакового пространства достигает 3 -4  раз без 
существенной потери информации.

Во-вторы х, в силу ортогональности главных компонент они мо­
гут использоваться в качестве факторов (регрессоров) для проведе- j 
Я И Я  последующего множественного корреляционно-регрессионного I' 

анализа различных социально-экономических и других сторон изу­
чаемых объектов. Такой анализ особенно ценен со статистической 
точки зрения благодаря полному отсутствию мультиколлинеарносг 
ти в  среде моделирования.

В-третьих, измеренные главные компоненты могут служить ко­
личественными оценками исследуемых латентных показателей. По-  ̂
лученные стандартизованные переменные образуют базу для ран-^ 
жирования и группировки объектов по величине скрытых o6mHxJ 
факторов, определяющих вариацию и корреляционные связи на­
блю даемых признаков-симптомов. Т а к , с помощ ью измеренных 
главных компонент можно выделить группы лидеров, середняков и 
аутсайдеров по размеру соответствующего латентного показателя.

В  простейшем случае, когда рассматривается только два исход-! 
ных признака х , и х ,̂ всю  процедуру компонентного анализа можно} 
изобразить графически {рис. 3).

Н а рис. 3 исследуемые многомерные объекты представлены в 
виде точек корреляционного поля (эллипса) в системе координат 
XjOXj. Стандартизация исходных переменных {второй этап метода]
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главных компонент) заключается в  переносе начала координат ь 
центр корреляционного эллипса (центрирование) и некотором его 
сжатии или растяжении (нормирование).

Рис. 3. Геометрическая интерпретация м ет ода главных компонент  
при т  = 2

Обратное линейное преобразование стандартизованных призна- 
|»ов-симптомов в главные компоненты (третий и четвёртый этапы 

роцедуры) сводятся к повороту координатных осей на такой
угол g, при котором новая координатная ось OFj, соответствующая 
первой главной компоненте, будет сориентирована по первой глав­
ной оси эллипса. А  новая координатная ось OFj, соответствующая 
второй главной компоненте, будет сориентирована по второй гл а в­
ной оси эллипса.

[ Очевидно, что максимальный разброс точек, измеряемый общей 
^сперсией исходных признаков, наблюдается именно по первой 

пивной оси эллипса, а минимальный —  по второй главной оси эл­
липса в соответствии с требованием 1, і І^.Сами оси OF,, ОР,,т.е. глав­
ные компоненты F ,, F j взаимно перпендикулярны и их измерение 
(пятый этап метода) представляет собой выражение координат всех 
Точек (объектов) в новой системе FjOFj.

В заключение отметим, что практическую реализацию методон 
факторного анализа и, в частности метода главных компонент, 
®чень удобно о су щ ествл ять  с п ом ощ ью  систем ы  програм м  

описание которой с подробными иллюстративными 
Примерами можно найти в работе [2],
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Н. М. Столбуненно*

УДОСКОНАЛЕННЯ ПІДПРИЄМНИЦЬКОЇ ДІЯЛЬНОСТІ ЯК УМОВА 
СТАЛОГО РОЗВИТКУ ЕКОНОМІКИ УКРАЇНИ

В умовах ринкової трансформації вітчизняної економіки, ради­
кальних змін у відносинах власності й інституціональних основах 
державності загалом, розвиток підприємництва набирає особливо­
го значення, але у вітчизняній економічній науці проблеми теорії 
п ід п р и єм н и ц тв а  розроблені вкрай недостатньо. О тж е, необхідно 
вивчення природи сучасного підприємництва як фактора виробниц­
тва, формування підприємницького конкурентного середовища, в 
розвитку економіки України.

На процес формування, розвитку та  стабілізації різних форм 
підприємництва впливає велика кількість різноманітних факторів, 
які можна класифікувати за  сферою та  характером впливу. О б’єк­
тивні фактори, оточуючі організацію  в суспільстві, створю ю ть 
зовнішнє середовище. Зовнішнє оточення впливає на діяльність 
суб’єктів господарювання через політико-правове соціально-куль- 
турне, технологічне, економічне, екологічне, міжнародне середови­
ще. у  свій час воно поділяється на базові та доповнюючі. В  якості 
базових виступають; наявність законів, наявність основних компо­
нентів для організації підприємницької діяльності (кош ти, при­
міщення, обладнання, сировина, матеріали та ін.), співвідношення 
фіскальної та економічної функцій податків, загальна економічна 
стабільність у державі тощо. В  якості доповнюючих; наявність дер­
жавної підтримки М Б , інфраструктура, яка сприяє розвитку малих 
підприємств, процедура регістрації підприємничих структур тощо 
15. с. 98].

У той же час зовнішнє середовище включає фактори прямої та 
посередньої дії. До прямих відносяться; постачальники (матеріалів, 
капіталів, трудових ресурсів), закони і законодавчі органи, напря- 
**ок і механізми ділової діяльності організації, споживачи, власни-

*  К ан ди дат екон ом ічних наук , до ц ен т каф едри екон ом іки  і усіравління екон ом і- 
«о-правового ф акультету О Н У  ім. І . І . М ечн и ко ва.

У Д К  3 3 4 .7 2 (4 7 7 )
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