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ВСТУП

Теорiя iгор є роздiлом математики, предметом якого є прийняття оптимальних

рiшень в умовах конфлiкту. Офiцiйною датою народження Теорiї Ігор вважають

1944 рiк, а саме дату публiкацiї монографiї Дж. Неймана та О. Моргенштерна

"Теорiя iгор i економiчна поведiнка". З того часу Теорiя Ігор переживає

бурхливий розвиток i вiдiграє важливу роль у сучаснiй економiчнiй теорiї.

Апарат теорiї рiвноваги та теорiї iгор послужив основою для створення

сучасних теорiй мiжнародної торгiвлi, оподаткування, громадських благ,

грошової економiки, теорiї виробничих органiзацiй, а також теорiя iгор широко

застосовується в полiтичних, соцiальних, бiологiчних, вiйськових та iнших

сферах людської дiяльностi.

Слiд особливо пiдкреслити, що велику роль теорiї iгор в економiцi пояснює те,

що вона надає мову для моделювання та технiку аналiзу специфiчної

динамiчної конкурентної взаємодiї.

Метою даної роботи є вивчення теорiї безкоалiцiйних iгор та їх застосування

моделей дуополiстичної конкуренцiї, вiдстеженi процеси цiнової конкуренцiї в

них та визначено оптимальну поведiнку фiрми при виборi ролi лiдера чи

послiдовника.

Лiдер (фiрма з низькими витратами) отримає високий прибуток лише у тому

випадку, якщо витрати на одиницю продукцiї значно вiдрiзнятимуться в

порiвняннi з фiрмою послiдовником. Однак фiрма, що робить свiй хiд другою,

може завершити перiод навiть з бiльшим прибутком, якщо втрати у величинi

витрат будуть невеликi. При цьому припустимо лiнiйнiсть попиту,

диференцiйованiсть продукцiї, а також асиметрiю фiрм.

3



РОЗДІЛ 1 БЕЗКОАЛІЦІЙНЙ ІГРИ

Теорiя безкоалiцiйних iгор - це спосiб моделювання та аналiзу ситуацiй, в яких

гравцi не можуть домовлятися (вступати в коалiцiї) оптимальне рiшення

кожного гравця залежить вiд його уявлень про гру опонентiв. Найважливiшим

моментом в теорiї є акцент на тому, що гравцi передбачають гру своїх

опонентiв, використовуючи свої знання правил гри та базуючись на

припущеннi, що їхнi опоненти рацiональнi i, отже, вони також намагаються

передбачити гру своїх опонентiв та максимiзувати свої виграшi.

Існують два способи задання гри: позицiйна форма гри (представлена деревом

гри) та нормальна або стратегiчна форма задання гри.

Гра в нормальнiй формi - це трiйка елементiв:

де I = {1, ..., n} - множина гравцiв; Si - множина стратегiй, доступних гравцевi i

= 1, ..., n, ui , : - функцiя виграшу гравця i, яка встановлюється𝑆
𝑖
= П

𝑖є𝐼
𝑆→𝑅1

вiдповiдно до кожного набору стратегiй s=(s1,…..,sn), також вiдомого як

ситуацiя, виграш цього гравця. Розглянемо випадок, коли I={1,2}, i множини

стратегiй кожного з 2 гравцiв є скiнченними. У цьому випадку гру можна

зобразити за допомогою матрицi:
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де S1 – множина стратегiй гравця 1, а S2 – множина стратегiй гравця 2. Цю саму

гру можна також подати у виглядi двох матриць, елементами яких будуть

представляти

и ,

вiдповiдно. Такi iгри називають бiматричними. Пiд рiшенням гри, двох чи

бiльше гравцiв, ми будемо розумiти таку рiвноважну ситуацiю, в якiй жоден

учасник не може збiльшити виграш, змiнивши своє рiшення в односторонньому

порядку.

Змiшана стратегiя σi - це ймовiрнiсний розподiл на множинi чистих стратегiй

Si. Ми будемо позначати простiр змiшаних стратегiй i-го гравця через ∑i , а σ i (s

i) – ймовiрнiсть того, що обирається стратегiя s i .

Означення 1: Якщо Si- скiнчена множина чистих стратегiй гравця i, то

змiшана стратегiя σi: Si→[0,1] встановлює ймовiрнiсть σi (si) ≥ 0 для кожної

чистої стратегiї Si, що вона буде обрана, при цьому

Виграш гравця i, що вiдповiдає набору стратегiй σ, є
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Означення 2: Змiшаним розширенням гри Г={ I ,{ Si },{ ui }} називається гра

={I, S=∏i{Si}i∈ I, ∑,u}, , де ∑=∏iЄI∑i - це простiр змiшаних стратегiй, а u(σ), де

σ ∑ , визначається вищенаведеною рiвнiстю.

Рiвновага за Нешем.

Означення 3: Набiр стратегiй s=(s1,…..,sn) утворює рiвновагу за Нешем (або

ситуацiя s=(s1,…..,sn) є рiвноважною за Нешем) в грi Г= {I ,{ Si},{ ui}}, якщо

для будь-якого i=1,…,n

Отже, якщо гравець вирiшує вiдхилитися вiд обраної ним стратегiї при

фiксованному виборi iнших гравцiв, то це лише погiршить його положення.

У ситуацiї рiвноваги за Нешем (далi - р.Н.), обрана кожним гравцем стратегiя є

найкращою вiдповiддю на стратегiї, обраними суперниками.

Приклад. Розглянемо гру двох гравцiв

Рiвновагу за Нешем. утворить стратегiї (H, u).

Приклад. Гравцi 1 i 2 торгуються щодо того, як подiлити один долар. Обидва

гравцi одночасно називають частки, якi вони хотiли б мати, S1 i S2, де 0≤S1 ,

S2≤1. Якщо S1+ S2≤1, то гравцi отримують названi частки, якщо S1+ S2>1, то

обидва гравцi нiчого не отримують. Тут ситуацiї рiвноважнi за Нешем

розташуються на головнiй дiагоналi матрицi виграшiв.

Однак рiвноваги за Нешем в чистих стратегiях може i не iснувати взагалi.

Приклад. "Орлянка"
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Два гравцi одночасно i незалежно обирають або решку, або орла. Якщо їхнi

вибори рiзнi, то перший гравець платить другому 1 одиницю,

В цiй грi немає рiвноваги за Нешем в чистих стратегiях, оскiльки в кожнiй

ситуацiї одному з гравцiв вигiдно вiдхилитися вiд обраної стратегiї. Однак пара

змiшаних стратегiй σ1=(1/2;1/2) та σ2=(1/2;1/2), де кожен з гравцiв грає своїми

чистими стратегiями з рiвними ймовiрностями, утворює рiвновагу за Нешем в

змiшаних стратегiях.

Означення 4. Ситуацiя (набiр змiшаних стратегiй) σ=( σ1,…, σn) є рiвновагою

за Нешем в грi як в означеннi 2, якщо для будь-якого i = 1,…, n

Джон Неш показав, що якщо дозволити змiшанi стратегiї, то для всiх кiнцевих

iгор з будь-якою кiлькiстю гравцiв iснує принаймнi одна рiвновага Неша.

Теорема. (Критерiй рiвноваги Неша в змiшаних стратегiях.)

Нехай стратегiї, якi гравець i вибирає з додатковою ймовiрнiстю в

ситуацiї σ=( σ1,…, σn). Ситуацiя σ є р.Н. в змiшаному розширеннi гри тодi

i лише тодi, коли для всiх i=1,…, n

(1) u i (si, σ-i) = u i (si', σ-i) si, si' Є

(2) u i (si, σ-i) ≥ u i (si', σ-i) si Є , si'

Доведення.

Необхiднiсть. Якщо б одна з цих умов не виконувалася для певного i, то ми

знайшли б двi стратегiї si Є i si' Є : u i (si', σ-i)> u i (si, σ-i), то це не р.Н.
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Достатнiсть. Припустимо тепер, що (1) та (2) виконанi, але σ – не є р.Н. Тодi

iснує гравець i та стратегiя σ'i такi, що

u i (σ' i, σ-i) > u i (σ i, σ-i).

Але якщо це так, то iснує чиста стратегiя si', яка грається з позитивною

ймовiрнiстю при σ' i i для якої u i (si', σ-i)> u i (σ i, σ-i). Так як u i (σ i, σ-i)= u i (si, σ-i)

для будь якої стратегiї si Є , це суперечить (1) i (2).

Приклад. Сiмейна сварка

Дружина i чоловiк незалежно вирiшують, куди пiти - на балет (Б) чи на футбол

(Ф). Якщо вони пiдуть разом на футбол, чоловiк отримає бiльше задоволення,

нiж дружина; якщо вони пiдуть разом на балет, то навпаки. Зрештою, якщо вони

опиняться в рiзних мiсцях, вони не отримають жодного задоволення. Розглядана

ситуацiя моделюється наступною грою.

Очевидно, що ситуацiї (Ф;Ф) та (Б;Б) є рiвновагами Неша в чистих стратегiях.

Знайдемо рiвновагу Неша в змiшаних стратегiях. Припустимо, що в такiй

рiвновазi гравець 1 (чоловiк) грає змiшаною стратегiєю (p;1-p), а дружина грає -

(q;1-q), при цьому 0 < p, q < 1.

Тодi, враховуючи зробленi припущення, отримаємо, що дружина, граючи "Ф",

отримує 1·p + 0·(1-p), а граючи "Б", отримує 0·p + 2·(1-p). Отже, 2(1-p) = p.

Звiдси 3p = 2, i отже, p = 2/3. Аналогiчно отримуємо, що 2q + 0(1-q) = 0·q +

(1-q)·1, отже, q = 1/3. Таким чином, в змiшаному рiвновазi чоловiк грає "Ф" з

ймовiрнiстю 2/3, а дружина грає "Ф" з ймовiрнiстю 1/3.
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Варто зауважити, що згiдно з припущенням, зробленим у критерiї, у гравцiв в

цьому прикладi немає припущень щодо ймовiрностей, якi вони приписують

своїм стратегiям. Цi ймовiрностi визначають "рiвноважний розгляд":

необхiднiсть зробити iншого гравця байдужим вiдносно його стратегiй.

Означення 5: Пара змiшаних стратегiй σ1 = (p*;1-p*) i σ2 = (q*;1-q*) є

рiвновагою Неша, якщо змiшана стратегiя σi* одного гравця є кращою

вiдповiддю на змiшану стратегiю σj* iншого гравця, тобто виконуються

наступнi нерiвностi:

u1 (σ1; σ2*) ≤ u1 (σ1*; σ2*)

для будь-якого σ1, i

u1 (σ1*; σ2) ≤ u2 (σ1*; σ2*)

для довiльного σ2.

Приклад: Знайдемо рiвновагу в змiшаних стратегiях в наступнiй грi

Розглянемо можливi змiшанi стратегiї першого гравця. Позначимо (p;1-p)

змiшану стратегiю гравця 1, де вiн грає "Т" з ймовiрнiстю p. Для кожного

значення q ми можемо обчислити значення p = p*(q), такi, що (p;1-p) будуть

кращою вiдповiддю гравця 1 на (q;1-q) гравця 2. Очiкуваний виграш гравця 1

вiд гри (p;1-p), коли гравець 2 грає (q;1-q), буде:

2∙p∙q+0∙p(1-q)+1∙(1-p)q+3∙(1-p)∙(1-q)=2p∙q+q-p∙q+3-3p-3q+3∙p∙q=4∙pq-2q-3p+3=p

(4q-3)+(3-2q)

Якщо q<3/4, то p=1, тобто "Т" буде кращою вiдповiддю (серед усiх стратегiй, чи

то чистих, чи змiшаних), аналогiчно,

Якщо q>3/4, то p=0, "B".
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Якщо q=3/4, то очiкуваний виграш гравця 1 не залежить вiд його стратегiї,

тобто йому байдуже обрати одну з чистих стратегiй чи будь-яку змiшану

стратегiю (p;1-p).

Маємо, що при q=3/4 (p;1-p) стратегiя (p;1-p) є

оптимальною у вiдповiдь на змiшану

стратегiю (q;1-q) для будь-якого 0≤p≤1.

Подiбнi розсуди проведемо i для виграшу

другого гравця.

1∙p∙q+2∙(1-p)q+2∙p(1-q)+0∙(1-q)∙(1-p)=qp+2q-2pq+2p-2pq=(2-3p)∙q+2∙p

якщо p<2/3 то q=1

якщо p>2/3 то q=0

якщо p=2/3 то q –довiльне

Отримуємо графiк:

Даний малюнок показує, що рiвновага Неша в цiй

грi виникає, коли гравець 1 розгортає змiшану

стратегiю (3/4;1/4), а гравець 2 розгортає (2/3;1/3).

Важливо вiдзначити, що цей приклад iлюструє,

що не випадково, якщо один iз гравцiв дотримується своєї рiвноважної

стратегiї, то другому гравцевi при цьому абсолютно байдуже, як грати. Це

випливає з властивостi, яку було доведено ранiше в загальному випадку.
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для всiх si, якi входять в рiвноважну ситуацiю з ненульовими ймовiрностями.

Для тих si ́, якi входять в рiвноважну ситуацiю з нульовою ймовiрнiстю,

справедливi нерiвностi:

Обидвi пари вищезазначених формул надають ефективний метод визначення

рiвноважних ситуацiй у довiльних бiматричних iграх розмiром 2 х 2.

Очiкуваний виграш гравця 1 вiд розiгрування σ1 = (p, 1-p), коли гравець 2

розiгрує σ2= (q, 1-q):

u1 (σ1,σ2 )=p (a11 q + (1-q) a21+ a22)(p-1)

u1 (σ1,σ2 ) – u1 (s1,σ2 )=( a12 – a22+q(a11 – a12 – a21+ a22))p

Присвоєно позначення:

Краща вiдповiдь гравця 1 на довiльну стратегiю σ2 гравця 2 може бути отримана

з умови невiд'ємностi:

u1 (σ1,σ2 ) – u1 (s1,σ2 ) ≥ 0

u1 (σ1,σ2 ) – u1 (s2,σ2 ) ≥ 0

Запишемо їх з урахуванням введених позначень:

(p-1) (Cq-α) ≥ 0 (1)

p (Cq-α) ≥ 0

Аналогiчнi мiркування можна застосувати i для знаходження найкращої

вiдповiдi гравця 2. Очiкуваний виграш гравця 2 вiд гри σ2= (q, 1-q), коли гравець

1 грає σ1= (p, 1-p):

u2 (σ1,σ2 )=q (b11 p + (1-p) b21)+(1-q) (b12 p + (1-p) b22)= b22 + (b21- b22)p + (b21 - b22
+p(b11 - b12 -b21 + b22 ))q

З умов не вiд'ємностi:

u2(σ1,σ2 ) – u1 (σ1,s1 ) ≥ 0

u1 (σ1,σ2 ) – u1 (σ2,s2 ) ≥ 0
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Позначивши D=b11 - b12 -b21 + b22, β=b22 - b21, ми отримуємо аналогiчнi

нерiвностi для знаходження кращої вiдповiдi гравця 2 на довiльну стратегiю σ =

(p; 1-p) гравця 1:

(q-1) (Dp- β) ≥ 0 (2)

q (Dp- β )≥ 0

Тодi, щоб пара σ1 = (p, 1-p), σ2 = (q, 1-q) визначала рiвноважну ситуацiю,

необхiдно i достатньо одночасне виконання системи нерiвностей (1) и (2), а

також 0≤ p, q ≤1.

Розглянемо кращi вiдповiдi кожного гравця, якi залежать вiд того, як устроєнi

матрицi виграшiв гравця 1 i гравця 2. Почнемо з нерiвностей (1). Можливi три

випадки:

1) p=1, C q≥α;

2) 0<p<1, Cq=α;

3) p=0, Cq≤α

У свою чергу, залежно вiд спiввiдношень мiж С та α можливi наступнi випадки

та вiдповiднi найкращi вiдповiдi гравця 1 у кожному з них.
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РОЗДІЛ 2 МОДЕЛІ ДУОПОЛІЇ

Розглянемо кiлька моделей дуополiстичної Конкуренцiї, простежимо процес

цiнової конкуренцiї в нiй, а також визначимо вид оптимальної поведiнки

2.1 Модель дуополiї Курно

Припустимо, двi фiрми i=1,2 виробляють однорiдний продукт i q1,q2-об'єми

виробництва цього продукту. Нехай крива галузевого попиту представлена

лiнiйною функцiєю:

Р(Q) = а – b Q, де Q = q1+ q2 (P(Q)=a-bQ , при Q<a/b i P(Q)=0 при Q ≥a/b)

Функцiї витрат Ci(qi)= TC(qi)=cqi (c<a) (немає фiксованих витрат i граничнi

витрати постiйнi МС=АС=с)

Фiрми вибирають qi одночасно незалежно. Тут два гравцi, стратегiї Si=[0;+∞).

Фiрми максимiзують свої прибутки:

Пi (qi ,qj) = qi ( P(qj+ qj) – c) = qi [a -(qi+ qj)-c]

Якщо пара (q1٭,q2٭) - р.н., то qi٭вирiшує задачу

max Пi (qi , qj٭)

Покладемо qj٭<a-c, тодi необхiдна умова максимiзацiї прибутку кожного

дуополiста при заданому (незмiнному) випуску iншого задовольняе умови:

∂ П1 / ∂q1 = 0

∂ П2 / ∂q2 = 0

Звiдси

q1٭= (( a – c) / 2b) – q2 1/2=-2/٭ q2٭+(а-с)/2b

q2٭= (( a – c) / 2b) – q1 1/2=-2٭/ q1٭+ (а-с)/2b

звiдси

q1٭= q2٭=(а-с) / 3b

Зауважимо, що монопольний випуск був би (а-с)/2b.

При дослiдженнi дуополiї по Курно важливу роль вiдiграють функцiї

найкращих вiдповiдей (кривих реагування) – це функцiї виду

R2(q1) = -1/2 q1+ (а-с)/2b

R1(q2) = -1/2 q2٭+(а-с)/2b
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Таким чином Ri(qj) - це обсяг випуску i-ї фiрми, що максимiзує її прибуток, за

умови, що j-я фiрма виробляє qj .

Зобразимо кривi реагування:

Точка перетину кривих реагування визначає рiвновагу Курно тобто рiвновагу по

Нешу в Дуополiї Курно.

2.2 Дуополiя за Бертраном (або парадокс Бертрана)

Розглянемо ситуацiю, як i в дуополiї по Курно, коли двi фiрми виробляють

однорiдний продукт, але тепер припустимо, що фiрми одночасно i незалежно

оголошують цiну на свою продукцiю. Тобто. на вiдмiну вiд моделi Курно, як

стратегiчна змiнна виступає цiна, а не обсяг випуску. Функцiя попиту кожної

фiрм має вид:

Фiрма, що призначила найнижчу цiну, отримає весь попит, якщо цiни

збiгаються, то фiрми дiлять попит рiвномiрно мiж собою.

Припустимо, що (p1٭,p2٭) утворюють р.Н.. тодi, очевидно, що pi٭ ≥ c ,оскiльки

цiни не можуть бути нижчими вiд граничних витрат; у разi рiвностi цiн

граничним витратам пiдприємство отримає нульовий прибуток. Парадокс

Бертрана полягає в тому, що жодна з цiн pi٭ не може перевищувати значення с.
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Дiйсно, припустимо для визначеностi pi٭> c , тодi якщо pj٭> pi٭> c тодi фiрма 2

в кращому з результатiв стикається тiльки з половиною попиту, призначивши

цiну p2́ = p1٭- ε, для досить малого ε > 0. Аналогiчно може вiдповiсти i перша

фiрма, призначивши цiну p2٭- ε. Таким чином, у рiвновазi за Бертраном (або в

рiвновазi за Нешем у дуополiї за Бертраном) p1٭= p2٭=с i фiрми отримують

нульовий прибуток.

Цiєї парадоксальної ситуацiї можна уникнути, змiнивши деякi обмеження

моделi. Наприклад, ввести обмеження потужностi фiрм або припустити

диференцiйованiсть продукцiї, а також зняти умову одноразовостi цiєї гри.
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РОЗДІЛ 3 ДИФЕРЕНЦIЙОВАНI ПРОДУКТИ В ДУОПОЛIЇ

Далi розглянемо питання рiвноваги та кiлька пропозицiй щодо можливостi

переваги вибору стратегiї лiдера або послiдовника складнiшої моделi дуополiї

Бертрана з диференцiйованими товарами та рiзними рiвнями граничних витрат.

Нехай фiрми 1 i фiрма 2 вибирають цiни p1 i p2 одночасно незалежно. Попит, з

яким стикається фiрма i, Di(pj,pi)= a – pi + b pj , де b> 0 вiдображає ступiнь

замiнностi i-го продукту j-м. Граничнi витрати в обох фiрм дорiвнюють (с<a).

Простiр стратегiй Si = [0,+∞): фiрми вибирають свої цiни. Тодi прибуток i-ї

фiрми визначається у такий спосiб:

Пi (pi ,pj) = Di (pi,pj)(pi – c) = (a – pi+ b pj)(pi – c)

Пара (p1٭,p2٭) утворює рiвновагу по Нешу, якщо для будь-якого i , pi٭є

рiшенням задачi :

max(pi٭,pj٭) = max (a – pi+ b pj٭)(pi – c)

0≤ pi<∞ 0≤ pi<∞

Розв'язання задачi для i-ї фiрми має вигляд:

pi٭= ½ * (a+b p1٭+c)

тобто отримуємо:

p1٭=½ * (a+b p2٭+c) и p2٭= ½ * (a+b p1٭+c)

p1٭=p2٭= [a(2+b)+bc+2c] / [4-b²]

pi٭=(a+c)/(2-b).

Припустимо, фiрма i, оголошуючи цiну , стикається з попитом Di (p1, p2), i

має лiнiйну функцiю витрат виробництва, а граничнi витрати рiвними ci, i = 1, 2,

(тобто граничнi витрати у фiрм 1 i 2 ми вважаємо рiзними) i функцiя доходу має

вигляд:

Пi (p1, p2) = (p i -c i)*D i (p1, p2). (1)

Розглянемо три рiзнi iгри цiнового змагання:
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Гру G, в якiй ходи робляться одночасно; та двi гри з послiдовними ходами та

повною iнформацiєю – G1 та G2 . Чиста стратегiя для фiрми i у грi G полягає в

тому, щоб вибрати елемент його цiнової множини Pi =[ci, ] де використання

верхньої межi може бути пiдкрiплене фактами в багатьох випадках, наприклад,

таким як обмеженiсть доходу. У грi Gi, фiрма i (лiдер) робить хiд першою,

обираючи чисту стратегiю pi Pi, а iнша фiрма (послiдовник) робить свiй хiд

пiсля спостереження pi, обираючи свою чисту стратегiю λ(pi), де λ(·)-функцiя

кращої вiдповiдi з множини стратегiй Pj (розширення множини Pi). Введемо для

кожної з цих iгор поняття рiвноваги. Пара (p1*, p2*) утворює рiвновагу Нешу

(або Бертрану) у грi G, якщо для всiх p1 P1, p2 P2.

П2 (p1*,p 2*) ≥ П1 (p1, p2*) и П2 (p1*, p2*) ≥ П2 (p1*, p2)

Для iгор G1 i G2 , рiвновагою будемо називати повну рiвновагу по Штакельбергу

(SPE або повну рiвновагу пiд-гри), означену у такий спосiб: пара (p1*, λ *(·))

утворює SPE у грi G1 якщо для всiх p1 P1, p2 P2 виконується:

П2 (p1, λ*(p1)) ≥ П2 (p1, p2) и П1 (p1*, λ*(p1)) ≥ П1 (p1, λ*(p1))

Іншими словами, SPE передбачає накладення наступних обмежень на поведiнку

гравцiв: гравець, який робить свiй хiд другим, повинен використовувати

стратегiю, що полягає в (однозначному) виборi з множини кращих вiдповiдей,

зазвичай визначається як

r2= argmax {П2 (p1, p2) : p2 Є P2}

Гравець, який здiйснює хiд першим, повинен обирати цiну, яка максимiзує його

доходи, враховуючи очiкування рацiональної реакцiї (вiдповiдно до стратегiї λ

*(•) ) суперника.

Далi зробимо кiлька припущень:

А(1) Функцiя попиту Di (p1, p2) двiчi неперервно диференцiйована i приймає

додатнi значення, а також виконуються нерiвностi:

∂Di (p1, p2) / ∂pi <0 и ∂Di (p1, p2) / ∂j >0

для усiх (p1, p2) Є P1×P2.
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Перша нерiвнiсть означає, що крива кожного з попитiв має негативний нахил за

власною цiною (тобто обернено пропорцiйну залежнiсть), а друге означає, що

товари є субститутами (попит збiльшується пропорцiйно цiнi на iнший товар).
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РОЗДІЛ 4 МОЖЛИВI ПЕРЕВАГИ ПЕРШОГО АБО ДРУГОГО ХОДУ.

Gal-Or (1985) [1] показав, що у разi симетричних фiрм, iснує перевага

другого ходу (першого ходу) для обох гравцiв, коли кожна функцiя прибутку є

строго увiгнутою щодо власних дiй i строго зростаючою (зменшується) щодо

дiй конкурента, i крива реакцiї має позитивний (негативний нахил). Dowrick

(1986) [2] розширив цей результат для асиметричної дуополiї.

Означення 6: (перевага першого та другого ходу для асиметричних iгор).

Будемо говорити, що фiрма i має перевагу першого (другого) ходу, якщо її

рiвноважний виграш у Gi (Gj) бiльший, нiж у GJ(Gi).

Слiд зазначити, що в той час, як гра G може мати, взагалi кажучи, не єдину

рiвновагу Бертрана-Неша, в iграх G1 i G2 SPE буде єдиною. Множинна SPE,

скажiмо, для гри G1 , може виникнути внаслiдок двох рiзних причин. Перша: iз

заданою стратегiєю послiдовника λ*, виграш лiдера П1 (p1, λ*(·)) може мати

бiльше нiж один argmax. Ця ситуацiя є в загальному випадку усувною (див.

Amir 1999) [3]).

Друге можливе джерело порушення єдиностi SPE у тому, що за вибором

лiдером p1*, функцiя реакцiї r2(·) може бути багатозначною. Amir (1999) [3]

показав, що у разi iснування єдине SPE , (p1*, 2(·)), де 2 є max з усiх r2, тому

факту, що товари є субститутами чи, що те ж саме, прибуток збiльшується iз

цiною конкурента. Зважаючи на цi аргументи, ми надалi приймаємо єдиннiсть

SPE в iграх G1 i G2 , але не в G.

Накладемо таку умову для функцiї попиту:

А(2) Di (p1;p2) - строгий log-супермодуляр [див. додаток В] на P1×P2, i=1, 2. Це

припущення передбачає, що
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Головне застосування A(2) полягає в тому, що воно призводить до реакцiйних

вiдповiдь, якi не зменшуються (у тому сенсi, що кожен вибiр є незменшуючим),

але не повиннi бути однозначними або безперервними. (A2) має дуже

привабливу та точну iнтерпретацiю: цiнова еластичнiсть попиту фiрми i

збiльшується з цiною конкурента, Milgrom та Roberts (1990) [4]. Це дуже

iнтуїтивна i загальна умова, хоча ясно, що не унiверсальна. Воно виконується

якщо

∂² Di(p1;p2) / ∂ p1 ∂ p2 ≥ 0, тобто якщо бiльш висока цiна конкурентної фiрми не

знижує реакцiйностi попиту фiрми до змiн своєї цiни.

Лема 1 [5]. (Доведення див. у Додатку А)

Нехай мають мiсце припущення А(1) i А(2), тодi, принаймнi одна з фiрм

матиме перевагу другого ходу.

Інший результат, пов'язаний з дослiдженням таких же трьох iгор, з'явився в

лiтературi, з накладенням додаткових умов крiм (А1) та (А2): див. Dowrick

(1986) та Hamilton and Slutsky (1990). Вони показали, що кожна з фiрм обирає

будь-яку з iгор G, але самi iгри G1 i G2 мiж собою не порiвнюють. Іншими

словами, вони отримали, що кожна з фiрм вважає за краще бути гравцем

Штакельберга (чи то лiдером чи послiдовником), нiж грати одночасно.

Наступний результат отримано для випадку, коли реакцiйна вiдпвiдь обох фiрм

має низхiдний нахил. Накладемо додаткову умову на функцiю попиту:

А(3) Di(p1 ;p2 ) є строгим log-сабмодуляр на P1×P2, i=1, 2. Це припущення

передбачає, що

Умова А (3) має таку iнтерпретацiю: цiнова еластичнiсть попиту фiрми i

зменшується iз цiною конкурента. Суть застосування А (3) у тому, що реакцiйна

вiдповiдь незрастаюча.

Лема 2 [5]. (Доведення див. у Додатку А)
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Нехай мають мiсце припущення А (1) та А (3) тодi, кожна фiрма матиме

перевагу першого ходу.

З останньої леми випливає, що при спадному нахилi кривої кращих вiдповiдей

цiнове змагання характеризується тiєю ж часовою перевагою, що й кiлькiсне:

обидвi фiрми вiддають перевагу стратегiї лiдера, стратегiї послiдовника.

Наступне твердження описує змiшаний випадок, коли одна з фiрм (наприклад 2)

має log-супермодулярну функцiю попиту, а отже, позитивний нахил реакцiйної

кривої. А фiрма 1 має log-сабмодулярну функцiю попиту i негативний нахил

реакцiйної кривої. Умова квазiвiгнутостi вводиться тiльки для гарантiї

iснування рiвноваги Неша (Бертрана).

Лема 3 [5].

Нехай справедливе припущення (А1) та функцiя доходу кожної з фiрм

квазiувiгнута за своєю цiною. - строгий log-сабмодуляр, а - строгий

log-супермодуляр. Тодi фiрма 1 має перевагу першого ходу.

(Доведення див. у Додатку А)

Для фiрми 2, за цих умов перевагу черговостi ходу визначити однозначно

неможливо.

Говорячи про цiнове змагання, найлогiчнiше припустити, що перевагою буде

користуватися гравець, який здiйснює свiй хiд другим. Насправдi можливiсть

«перебити» цiну конкурента часто виглядає дуже привабливо. У разi однорiдних

товарiв, пропозицiя меншої цiни дозволяє фiрмi заволодiти всiм ринком, таким

чином, надаючи надзвичайну перевагу. У випадку диференцiйованих товарiв та

iдентичних фiрм, перевага другого ходу завжди краща, коли цiни є

стратегiчними комплiментами (а саме фiрма має бiльший стимул збiльшувати

свої цiни, коли iнша фiрма збiльшує свої).

Отже, основна iдея у тому, що з переваги другого ходу необхiдно, щоб цiни

були стратегiчними комплементами, навiть за умови припущення симетрiї фiрм.
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Припускаючи цiни стратегiчно комплементарними, природно виникає питання,

чи збережеться перевага другого ходу за високого ступеня асиметрiї фiрм i за

диференцiйованої продукцiї.

Крiм окремого iнтересу, дослiдження цього питання дає апарат необхiдний

щодо проблеми стратегiчної часової схеми для цiнової гри.
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РОЗДІЛ 5 МОЖЛИВОСТI ПЕРЕВАГИ ДРУГОГО ХОДУ.

СТРАТЕГIЧНА ЧАСОВА СХЕМА.

Нехай симетрична лiнiйна система попиту задана

Di(p1;p2)=max {a - pi + bpj, 0}, 0<b<1, (4)

з доходом фiрми i заданим (3). Крiм того, ми вважаємо, що с1>с2.

Щоб гарантувати iснування рiшень для всiх трьох iгор, необхiдне наступне

припущення щодо попиту та витрат. Воно гарантує, що обсяги виробництва

будуть позитивними, i цiни будуть вищими за граничнi витрати в єдинiй

рiвновазi кожної з iгор:

(В) Функцiя попиту (2) задовольняє умови: a > М1де

Лема 4 [5]. (Доведення див. у Додатку А)

Нехай справедлива пропозицiя (B) та функцiї попиту та витрат лiнiйнi, єдина

рiвновага Бертрана-Неша для гри G задано рiвнiстю

(i, j =1, 2; i ≠ j) :

(5)

Цiни та доходи рiвноважнi за Штакельбергом у грi Gi заданi:

(6)
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(7)

(верхнi iндекси L i F позначають лiдера та послiдовника, а iндекси i, j гри Gi, Gj

вiдповiдно).

Ми отримуємо характеристику можливостей допустимостi перевагидругого

ходу термiнах рiвня попиту чи витрат. Далi покажемо, що вона справедлива для

фiрми з високими витратами, i простягається на фiрму з малими витратами, i

тодi коли витрати близькi. Нехай:

(8)

М2 єдине допустиме значення а, в якому фiрма 2 байдужа до стратегiй лiдера чи

послiдовника, тобто.

Наступна лема порiвнює SPE виграшi двох рiвневих iгор G1 та G2.

Лема 5 [5]. (Доведення див. у Додатку А)

Нехай функцiї попиту та витрат лiнiйнi, i справедливе припущення (В),

(1) фiрма 1 (з високими витратами) матиме перевагу другого ходу

≥ , .

(2) фiрма 2 (з невисокими витратами) матиме перевагу першого ходу ( ≥

) при а Є [M1;M2], але при а Є [M2;∞), користуватиметься перевагою другого

ходу ( ≥ ).

Понад те, можливiсть переваги першого ходу фiрми 2, М2-М1, збiльшується iз

рiзницею витрат (с1-с2). М1 та М2 заданi припущенням (В) та (8) вiдповiдно.

Це встановлює, що припущення про те, що перевага другого ходу завжди iснує

в конкуренцiї Бертрана, взагалi хибно. Воно не виконується глобально (тобто
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для всiх допустимих значень параметрiв) навiть у найзагальнiшiй специфiкацiї:

лiнiйного попиту та постiйних витратах.

Стратегiчна часова схема

Проблема стратегiчного вибору часу для лiнiйної дуополiї Бертрана

дослiджується вiдповiдно до розширеної гри iз затримкою Hamilton and Slutsky

(1990). Розширена гра визначається наступним чином: на першiй або перед

iгровiй стадiї до "основної гри" (як основна гра маються на увазi три рiзнi iгри:

G, G1 i G2 , визначенi ранiше), гравцi одночасно, i не залежно один вiд одного,

вирiшують робити свiй хiд ранiше чи пiзнiше у “основнiй грi”. Надалi гравцi

слiдують зробленому вибору. Пiсля завершення передiгрової стадiї вибiр часу

зроблений кожним гравцем оголошується.

Друга стадiя або безпосередньо "основна гра" розiгрується згiдно з прийнятими

гравцями рiшень: з одночасною черговiстю ходiв, якщо обидва гравцi

вирiшують робити хiд в один i той же час (ранiше або пiзнiше), або в iншому

випадку з послiдовною грою з повною iнформацiєю (з послiдовнiстю ходiв)

оголошеної гравцями). Таким чином, повна рiвновага Штакельберга цiєї

розширеної гри викликає стратегiчну узгодженiсть ходiв у "базовiй грi".

Зважаючи на єдинiсть рiвноваги в кожнiй з пiд-iгор розширеної гри (яка задана

iграми G, G1 i G2 ), повна рiвновага Штакельберга розширеної гри знаходиться в

однiй вiдповiдностi з рiвновагою гри

розмiрностi 2x2

Фiрма 2

Фi

рма 1

L E
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де E i L означають дiї "зробити хiд ранiше" i "зробити хiд пiзнiше" вiдповiдно.

З припущень 1-3 ми знаємо, що виконуються такi нерiвностi:

; .Отже, ми маємо двi рiвноваги

Неша у чистих стратегiях у розширенiй грi: (E, L) з виграшем ( , ) та (L,

E) з виграшем ( , ). Це стандартна координацiйна гра з двома

рiвноважними ситуацiями у чистих стратегiях та однiєю рiвновагою у змiшаних

стратегiях.

Розглянемо проблему вибору рiвноважної ситуацiї, в чистих стратегiях

використовуючи критерiї оптимальностi ризикiв. Рiвноважна ситуацiя (E, L)

домiнує ситуацiю (L, E) за критерiєм оптимальностi ризику, якщо:

( - )( - ) ≥ ( - )( - ) (9)

Далi наведемо аргументи, що пояснюють застосування концепцiї домiнування

ризикiв. Інтерпретацiя критерiю тут така: двi фiрми намагаються зменшити

ризики провалу координацiї при виборi часу.

Позначимо через p i q ймовiрностi, з якими гравцi 1 та 2 вибирають дiю E,

вiдповiдно, у грi зi змiшаними стратегiями.

Гра має єдину рiвноважну ситуацiю у змiшаних стратегiях при:

p*= ( – ) / (( – ) + ( – )),

q*= ( – ) /(( – ) + ( – ))

З трьох рiвноваг, (E, L) та (L, E) – стабiльнi, коли (p*, q*) нестабiльна, для

широкого класу динамiки. (9) означає, що одна рiвноважна ситуацiя домiнує за

критерiєм оптимальностi ризику над iншою, якщо остання має бiльший

привабливий сегмент змiн (p, q).
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З Леми 5, якщо [М1 ;М2 ], фiрма 1, з високими витратами, користується

перевагою другого ходу, а фiрма 2 з низькими витратами має перевагу першого

ходу. Таким чином (L, E) домiнує над (E, L) за критерiєм оптимальностi Парето.

У випадку, коли параметр а є [М2;∞), жодна з рiвноважних ситуацiй не

домiнує за критерiєм оптимальностi Парето, оскiльки обидвi фiрми матимуть

перевагу другого ходу.

Лема 6:

Припустимо лiнiйнiсть функцiй попиту та витрат. Також нехай виконується

Припущення (В). Тодi:

(1) (L, E)-домiнує за критерiєм оптимальностi ризику (E, L) для всiх а.

(2) (L, E) краще ситуацiї (E, L) за критерiєм Парето-оптимальностi, якщо а

Є [М1;М2], i не порiвняти, якщо а Є [М2; ∞).

(L, E) – приносить бiльший дохiд лiдеру якщо

а Є [М1;М2], i бiльший дохiд послiдовнику якщо

а Є [М3;∞). деМ3таке значення а, за якого = або

Таким чином, використовуючи часову схему Гамiльтона-Слатскi, пiдкрiплену

припущенням, що фiрми зацiкавленi в мiнiмiзацiї ризикiв пов'язаних з провалом

координацiї при виборi часу. Отримуємо єдиний результат послiдовної гри з

бiльш ефективною фiрмою як лiдер i менш ефективно як послiдовник.

Пiдкрiплення такого вибору через критерiй Парето-оптимальностi можливе

лише з накладенням таких умов.

Для iнтерпретацiї (4) частини буде корисно перефразувати її в термiнах витрат:

(L, E) призводить до бiльшого (меншого) прибутку лiдера, якщо рiзниця витрат

на одиницю продукцiї значна (незначна). Це говорить про те, що перевага

другого ходу простежується на задньому планi, так як послiдовник забезпечує

отримання бiльшого прибутку, зменшуючи своє вiдставання у розмiрi витрат.
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Справжнi припущення, спираються на стратегiчну часову схему Гамiльтона i

Слатски (1990), а як i критерiй оптимальностi ризикiв, як критерiй вибору, i

забезпечують простi i вичерпнi пояснення появи стратегiчного лiдерства в

цiнах. Ігри з одночасними ходами i послiдовними ходами в результатi

генерують дуже близькi результати, що є надлишком доходу. А критерiй

оптимальностi ризикiв забезпечує цiкавий спосiб призначення ролей фiрмам,

якi розподiляють цей надлишок мiж собою, бiльшiсть якого переходить до

фiрми послiдовника.

Важливо пiдкреслити, що критерiй оптимальностi ризикiв застосовується тут

до спрощеної гри , а не до всiєї розширеної двох рiвнiв гри. Так як повна

розширена гра має нескiнченно багато стратегiй i безлiч рiвноважних ситуацiй

по Нешу.
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ВИСНОВКИ

Вивчення моделей дуополії, зокрема моделі Курно і Бертрана, допомагає

розкрити взаємодію двох гравців на ринку. Гравці можуть не одночасно робити

свій хід. Аналіз можливостей отримання переваг першого або другого ходу

визначає оптимальні стратегії для підприємств, зокрема враховуючи часові та

конкурентні аспекти.

Розгляд диференційованих продуктів в дуополії підкреслює важливість

унікальності товару для конкурентоспроможності. Розуміння, як продукти

відрізняються, є ключовим елементом стратегічного планування.

Аналізуючи можливі переваги та стратегічну часову схему, підприємства

можуть краще визначити оптимальний момент для введення нових продуктів чи

зміни стратегії. Це дозволяє максимізувати ефективність рішень у

змінюючомуся середовищі.

.
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ДОДАТОК А

Доведення лема 1.

Так як з припущення (А2) випливає, що

- строгий супермодуляр (p1, p2). Застосовуючи теорему Топкiса до цiєї

трансформованої функцiї виграшу, ми отримуємо, що будь-який вибiр iз

реакцiйної вiдповiдь кожної з фiрм – незнижена функцiя за цiною конкурента.

Отже, дуополiя Бертрана є супермодулярною грою в даному випадку, i

iснування рiвноваги Неша в чистих стратегiях випливає з теореми Тарскiса.

Існування повної рiвноваги за Штакельбергом для iгор G1 i G2 випливає з

неперервностi функцiй виграшiв та компактностi множини стратегiй.

Amir, Grilo and Jin [6] показали, що цiна Штакельберга вища за цiну Неша. Це

випливає з наступного (не обмежуючи спiльностi, скажiмо, для гри G1). Нехай

(p1 ,p2 ) пара цiн, що асоцiюються з довiльною рiвновагою Штакельберга гри

G1 та (p1 ,p2 ) – найбiльша рiвновага Бертрана, яка є Парето оптимальною

рiвновагою Бертрана [Теорема 7, Мiлгрум i Робертс, 1990 [4] ]. Тодi

(*)

Перша нерiвнiсть, очевидно, випливає з того, що виграш лiдера в цiй грi не

може бути гiршим, нiж його виграш Неша [Amir et al (1999), Lemma 4.1], а

друга з нерiвностi рiвноваги Неша. Оскiльки D1 (p1 ,.) – строго зростає, з (*)

випливає p2 ≥ p2 . . Зважаючи на те, що обидвi пари (p1 ,p2 ) i (p1 ,p2 )

лежать на r2 i кожен вибiр r2 не зменшується, р2 ≥p2 мається на увазi, що р1

≥p1 .

Враховуючи той факт, що кожен вибiр з r1 i r2не менший функцiї за цiною

конкурента, i те, що цiна Штакельберга вища за цiну Неша, iснують такi

можливi зв’язки, що пов'язують рiвноважнi цiни в iграх G1 i G2 :

( 1') p2 ≥ p2 и p1 ≥ p1
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( 2') p2 ≥ p2 и p1 ≤ p1

( 3') p2 ≤p2 и p1 ≥ p1 .

Проаналiзуємо кожний випадок окремо.

( 1') Розглянемо такi нерiвностi, що пов'язують iгри G1 i G2:

де перша нерiвнiсть для фiрми 1 випливає з означення рiвноваги Штакельберга,

а друга нерiвнiсть з того, що p2 ≥ p2 iD1 (p1 ,.) – зростаюча функцiя.

Отримуємо, що дохiд фiрми 1 вищий у грi G2 нiж у грi G1, отже, фiрма 1

вiддасть перевагу G2 . Аналогiчнi мiркування показують, що фiрма 2

вiддаватиме перевагу грi G1 перед грою G2.

(2') Тут, аргументи наведенi для випадку (1') можуть бути застосованi тiльки для

фiрми 1, i ми можемо зробити висновок, що фiрма 1 вважає за краще бути

послiдовником.

(3') Тут, аргументи наведенi для випадку (1'), можуть бути застосованi тiльки

для фiрми 2, i ми можемо тiльки зробити висновок, що фiрма 2 вважає за краще

бути послiдовником.

Таким чином ми встановили, що завжди iснує одна фiрма, яка вiддає перевагу

стратегiї послiдовника.

Доведення Леми 2.

З теореми Топкiнса ми знаємо, що всi вибори з реакцiйних вiдповiдь обох фiрм

не зростають. Існування рiвноваги для всiх трьох iгор випливає з тих самих

аргументiв, що i в доведенi Леми 1. (пiсля накладання умови супермодулярностi

на гру, якщо одна з фiрм, скажiмо 1, вирiшить вибрати цiну - p1 (замiсть p1) -

див. Мiлгрум i Робертс (1990))

Amir, Grilo and Jin [6, Леме 4.1] показали, що при виконаннi умови (А2) або

(А3), обидвi фiрми вiддають перевагу виграшу лiдера Штакельберга
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найбiльшому рiвноважному виграшу Бертрана. Також Amir, Grilo and Jin [6,

Пропозицiя 2.5] показали, що обидвi фiрми вiддають перевагу найменшому

рiвноважному виграшу Бертрана (з найменшою цiною, див. Мiлгрум i Робертс,

1990) виграшу послiдовника Штакельберга. Поєднуючи цi два результати разом

ми отримуємо, що обидва гравцi мають перевагу першого ходу.

Доведення Леми 3:

Існування рiвноваг всiм трьох iгор випливає з припущення. Ми знаємо з

теореми Топкiса, що будь-який вибiр iз r1 не зростає, коли як будь-який вибiр iз

r2 не зменшується. [Amir, Grilo and Jin (1999), Лемма 4.1] показали, що фiрма 1

вiддає перевагу виграшу лiдера Штакельберга рiвноважному виграшу Бертрана,

тобто. гру G1 гри G. Amir, Grilo and Jin (1999), (Припущення 2.6] показали, що

фiрма 1 вiддасть перевагу рiвноважному виграшу Бертрана, виграшу

послiдовника Штакельберга, тобто, грi G. Отже, фiрма 1 буде грати гру G1 , а не

гру G2 , або iншими словами має перевагу першого ходу.

Доведення Леми 4.

Із завдання кращої вiдповiдi фiрми i:

i,j=1,2, i≠j ми маємо її криву реакцiї , де pj Є Pj .

Пара цiн рiвноважних по Бертрану-Нешу (5) – утворюють унiкальну точку, де

обидвi кривi реакцiї перетинаються. Щоб досягти точки Штакельберга у грi Gi,

фiрма i максимiзуєть свiй прибуток уздовж rj, тобто її objective (оптимальна)

функцiя

.

Це призводить до цiни, визначеної в пунктi (6). Цiну рiвноважну за

Штакельбергом для послiдовника отримуємо пiдстановкою у rj. Розв’язи

всiх трьох iгор є внутрiшнiми, з припущення (B).
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Доведення Лемма 5.

Нашi аргументи тут ґрунтуються на простому обчисленнi. Розглянемо

(А,1)

(А,2)

де рiвноважнi прибутки фiрми 2 (фiрми 1) в iграх G2 , G1 (G1 ,

G2) вiдповiдно. Рiвняння (7) забезпечують вирази всiм чотирьох рiвнiв

прибутку. Можна легко помiтити, що (А,1) – квадратне рiвняння щодо

параметра a. Отже, рiвняння має два розв’язки у термiнах a. Але менший корiнь

не належить до iнтервалу допустимих значень для a, i тому не розглядається.

Тiльки найбiльший корiнь, який дається (8) i позначений М2 є дiйсним

розв’язком (А,1). Так як (А,1) - квадратне рiвняння щодо a при стоїть

негативний коефiцiєнт , з цього випливає, що

тодi i тiльки тодi, коли a [M1, M2].

Щодо (10), можна легко показати, використовуючи аргументи, аналогiчнi

вищезгаданому, при c1> c2 i обмеження на параметри (B), що ми завжди маємо

, тобто фiрма 1 буде завжди користуватися перевагою другого ходу.

Покажемо, що можливiсть переваги першого ходу фiрми 2, M2 – М1,

збiльшується з рiзницею витрат c1 - c2. Прямi обчислення призводять до

Доведення Леми 6.

(а) для того, щоб довести, що (L, E) домiнує за критерiєм оптимальностi ризикiв

рiвновага (E, L) або (див. (6))

∆=( - )( - ) −( - )( - )<0
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пiдставимо (7), отримаємо ∆= , де

D =128((b -4) (2- b )

Легко перевiрити, що D>0 оскiльки 0<b<1. Проаналiзуємо знак кожного

доданку N, при припущеннi 0<b<1 i c1>c2. Використовуючи умову (B), легко

бачити, що 2a+(b-1)(c1+c2)≥0 для всiх допустимих а. Тепер визначимо знак

виразу

(2a (b -8b-8)+2a(b -b -8b +8)(c1+c2)+b(b -7b +8)(c1 +c2 )-4c1c2(b -2)

) (А,3)

прирiвняємо його до нуля i дозволимо щодо а (отримаємо два коренi). Вираз,

що розглядається, буде негативним, якщо а прийматиме значення бiльше нiж

= - [(c1+c2)(b - b -8b +8)+(b+1)(c1- c2) ]/2(b -8b-8)

Порiвнюючи i М1 легко бачити, що < М1 таким чином вираз (А,3)

негативно для всiх допустимих значень а.

Отже, ∆= негативно всiм допустимих значень а. І це означає, що рiвновага

(L, E) домiнує рiвноважну ситуацiю (E, L) за критерiєм оптимальностi ризикiв.

(b) Перша частина безпосередньо випливає з Лемми 5. Дiйсно, ми вже

показали, що рiвновага (L, E) домiнує рiвновагу (E, L) за критерiєм

Парето-оптимальностi, при а Є [M1, M2], тобто. > та > . А

якщо а Є [M2, ∞), обидвi фiрми користуються перевагою другого ходу, тобто.
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> та > . Отже, жодна iз рiвноважних ситуацiй не домiнує

iншу за критерiєм Парето-оптимальностi. Щодо порiвняння доходiв, його

отримуємо шляхом простих обчислень використовуючи (7): > (<)

якщо а Є [M1, M3] (а Є [M3, ∞)).
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ДОДАТОК B

Функцiя F [0, ∞) → R називається строго супермодулярною (сабмодулярною)

якщо

для всiх x1>x2 y1> y2. Функцiя F лог-супермодулярна, якщо logF – строгий

супермодуляр.

Супермодулярнiсть i сабмодулярнiсть має повну характеристику термiнах знака

частних похiдних у разi гладких цiльових функцiй (Топкiнс, 1978). Нехай F

двiчi неперервно диференцiйовна функцiя.

Якщо

для x,y, тодi F - строго супермодулярна (сабмодулярна). Ця умова є

необхiдною та достатньою.

Теорема Топкiнса (1978) про монотоннiсть, що часто використовується в цiй

роботi, формулюється наступним чином:

Теорема А1: Будь-яка функцiя x*(y) Є argmaxx≥0 F(x,y) є неспадною

(незростаючою) за y якщо F – строгий супермодуляр (строгий сабмодуляр) за

(x,y).

Ця теорема у роботi застосовується до log функцiї виграшу кожної фiрми.

Гра в нормальнiй формi з компактними дiйсним множинами стратегiй є

супермодулярною (лог-супермодулярною), якщо виграшi є супермодулярами

(лог-супермодулярами). Гра двох гравцiв iз виграшами є строгим сабмодуляром

(лог-сабмодуляром) стає супермодулярною (лог-супермодулярною) грою, якщо

ми змiнюємо порядок у множинi стратегiй одного з гравцiв.

У роботi ми також спираємося на пов'язану теорему Тарскi (1955) про

нерухому точку, яка встановлює, що супермодулярнi iгри мають рiвновагу в

чистих стратегiях, оскiльки кожен вибiр з найкращих вiдповiдей не

зменшується.
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Теорема А2: Нехай К1, К2 – компактнi iнтервали i f : К1×К2 → К1×К2 неспадна.

Тодi множжина нерухомих точок f не пуста i мiстить найбiльший та найменший

елемент.

Означення: Пiд-гри

Пiдмножина або частина послiдовної гри, що починається в деякому вузлi

(вершинi), такому, що кожен гравець знає всi дiї гравцiв, якi робили свiй хiд до

нього в кожнiй точцi.

Означення: (опуклостi, увiгнутостi)

Ігри з опуклими неперервними функцiями виграшiв, якi називаються часто

ядром, називаються опуклими.

Неперервна i строго опукла функцiя f на замкнутому iнтервалi набуває

мiнiмального значення лише в однiй точцi iнтервалу.
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