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ОБ УС Л О В И И  М А К Е Н Х А У П Т А  В М Н О ГО М ЕРН О М  С Л У Ч А Е

Леончик Є. Ю . Про умову Макенхаупта у багатомірному випадку. У ро­
боті знайдені точні показники сумовності для функцій, що задовольняють узагальнену 
умову Макенхаупта А і по прямокутникам у багатомірному випадку.
Ключові слова: умова Макенхаупта, рівновимірні переставлення.

Леончик Е. Ю . Об условии Макенхаупта в многомерном случае. В работе 
найдены точные показатели суммируемости для функций, удовлетворяющих обобщен­
ному условию Макенхаупта А і по прямоугольникам в многомерном случае. 
Ключевые слова: условие Макенхаупта, равноизмеримые перестановки.

Leonchyk Y . Y . On the Muckenhoupt condition in the multidimensional case. 
In this paper the exact indexes of integrability for the functions satisfying generalized Muck- 
enhoupt’s condition A\ on rectangles are obtained in the multidimensional case.
Key words: Muckenhoupt’s condition, equimeasurable rearrangement.

ВВЕД ЕН И Е. Пусть положительная суммируемая функция /  отделена от ну­
ля на кубе Qо С Md, то есть essinf^GQ0 f (x )  >  0. Здесь и в дальнейшем рассма­
триваются только такие кубы и многомерные прямоугольники, стороны которых 
параллельны координатным осям. Говорят, что /  удовлетворяет условию Ма­
кенхаупта А\ при некотором С > 1 ( /  Є А\(С))^ если для всех кубов Q С Qo 
выполнено следующее неравенство [1]:

где через | • | обозначена мера Лебега. Это условие играет важную роль в теории 
весовых пространств и теории квазиконформных отображений.

Одно из основных свойств функций из А\ состоит в том, что найдется такое 
РО — Ро(С,(1) >  ДЛЯ которого /  Е ЬР((̂ )о) при любом р < Ро [1]. Другими 
словами, функция из А\ допускает повышение показателя суммируемости. В 
работе [2] в одномерном случае установлено значение постоянной ро =  С {С — I ) -1 , 
которое, вообще говоря, не может быть увеличено. В случае (1 > 2 вопрос о 
точном значении ро остается открытым.

Через А\{С) обозначается класс функций аналогичный А\{С), но выполнение 
условия (1) требуется по всем прямоугольникам из (Зо5 а не только по кубам. 
Очевидно, что А*(С) =  А\(С) при с1 =  1 и А*(С) С А\(С) при с1 > 2.

В данной работе получена поточечная оценка невозрастающей равноизмери­
мой перестановки функции /  Е 1^. Из этой оценки вытекает, что при каждом 
<1 > 1 функция /  Е А\{С) будет суммируема в любой степени р < С {С — I ) -1 . 
Рассмотрен также вопрос о повышении показателя суммируемости для функций, 
удовлетворяющих следующим условиям ( /  Е А* (С)):

(і)

(2)
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exp J ln /(x )dx^  < С ess inf /(ж ); q =  О, (3)

для всех прямоугольников Р  С Qo. Очевидно, что эти условия существенны 
только для С > 1.

Автор глубоко благодарен А. А. Кореновскому за постановку задачи и пло­
дотворные обсуждения.

О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы . Пусть |Qo| — 1- Невозрастающая перестановка 
/*  равноизмеримая с функцией /  может быть определена таким равенством [3, 
с. 333]:

|{ж е Qo ■ f (x)  > А}| = \{t е  [0; 1] : f*(t) > А}|, А > 0.

1. Случай q > 0. Сперва рассмотрим q =  1.

Теорема 1. Пусть функция /  Е А\{С). Тогда

f* ( t ) <  0 < t <  1, (4)

где [3 =  С {С — I)-1 , причем значение /3, вообще говоря, увеличить нельзя.

Доказательство теоремы 1 опирается на следующее свойство равноизмери­
мых перестановок.

Лемма 1. Пусть функция /  Е А\{С). Тогда

Г * (i) =  ( /> ;* ]  <Cf*(t ) ,  0 < t  < 1 .  (5)

В свою очередь для доказательства этого утверждения будем применять ва­
риант так называемой леммы Ф. Рисса “о восходящем солнце” для случая мно­
гомерных прямоугольников.

Лемма 2. [4] Пусть /  Е L(Q о) и число а > Jq0. Тогда найдется не более, 
чем счетный набор прямоугольников Pk С Qo (к =  1,2, . . . )  с попарно непересе- 
кающимися внутренностями и таких, что

f P k = a ; k =  1, 2, . . .  ; (6)

f ( x )  < а для почти всех х Е Qo \ (Uk>iPk) • (7)

Доказательство леммы 1. Зафиксируем А Е (/*(1); /* (+ 0 ))  и обозначим
Ел =  {ж Е Qo : f (x )  > А). Для произвольного г Е (0; /ех ~  / q 0) положим

а  =  J e x -  £  >  J q 0 - ( 8 )

Применяя лемму 2, построим многомерные прямоугольники {Pk}  с попарно непе- 
ресекающимися внутренностями и свойствами (6), (7). Сперва докажем, что 
\G \ Е\\ >  0, где G =  Ufe>i Pk- Для этого предположим противное, т. е. G С Е\ 
с точностью до множества меры нуль. Тогда, учитывая (6) и (7), получаем

f  f ( x ) d x =  (  f ( x ) d x +  f  f {x )d x  < а\Е\ \ G\ +  a\G\ =  а\Е\\
JEX Jex\G JG
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или, что то же самое, /ех < oi. Получили противоречие с (8). Теперь, поскольку 
\G \ Е\\ > 0, то найдется такой номер N, что |Рдг \ ^л| > и, следовательно, 
essinf^p^ f (x )  < Л. Таким образом, пользуясь (6) и (8), находим:

f Е\ =  а +  s =  fpN +  г < С  ess inf f (x )  +  s < CX +  г.
xePN

Значит, в силу произвольности г > 0, имеем /ех < С А. Отсюда для любого 
t G (0; 1) при Л =  /*(£) получаем:

Г* it) < fEx <сх  = cf*(t),
поскольку \Е\\ < t. Лемма доказана.

Из леммы 1 сразу вытекает

Следствие 1. Если функция /  G А*(С), то /*  G А*(С).

Доказательство теоремы 1. Функция /** абсолютно непрерывна на [г; 1] 
при любом г G (0; 1). Следовательно, для почти всех t G (0; 1) справедливо 
равенство

c r m  =  f * ^ ds +  7 -п * )  =  - r 4 t ) ~ r { t ) . (9)

Далее, сделав замену переменной [5, с. 320], имеем

1 (/** )'(«) =  [ r 4 t ) du = ь /**(*)
h J W  i)

или, что тоже самое,

Г*1

Используя это равенство и (9), находим:

/ « (^ )  =  /**(1) ехР Ц 1 Г {8 ^ {8) ~ )  ; о < г < 1. (Ю)

Отсюда, учитывая неравенство (5), получаем /**(£) < /**(1) • ^ 1~С")С \ А по­
скольку /*(£) < /**(£) и /**(1) =  /д 0, то имеем (4).

Покажем, что постоянная (3 в неравенстве (4), вообще говоря, не может быть 
увеличена. Для этого положим /о(ж) =  х ~в; 0 < х < 1; (0 < 8 < 1). Тогда 
/о =  (/о)*; /о £ 4̂-1 ((1 ~ в)~1) и Р — в~1- Отсюда следует, что значение /3 нельзя 
увеличить. Теорема доказана.

Из неравенства (4) и равноизмеримости функций /  и /*  мгновенно вытекает

С ледствие 2. Пусть функция /  G А*(С). Тогда /  G 1/р((Зо) при всех 
р < С ( С -  I ) - 1.

Теперь легко установить точный показатель суммируемости в случае произ­
вольного д > 0.
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Теорема 2. Пусть функция /  Е А*(С), q > 0. Тогда /  Е LP(Q0) при всех 
р < qCq(Cq — I ) - 1 .

Доказательство. Достаточно заметить, что при любом q > 0 из (2) мгно­
венно имеем f q Е A\(Cq) .

2. Случай q =  0. В этом параграфе рассмотрим функцию / ,  которая удо­
влетворяет условию (3). Сперва дополнительно предположим, что /  Е А Г(С) 
при некотором г > 0. Тогда /  Е A q(C) для всех q < г и, в силу теоремы 2, 
/  Е LP(Q0) при любом р < limĝ +o qCq(Cq — I ) -1 =  In-1 С. Без дополнительного 
ограничения этот результат содержится в следующем утверждении.

Теорема 3. Пусть функция /  Е Aq(C). Тогда /  Е LP(Qо) при всех р < 
In-1 С , причем значение In-1 С > 0, вообще говоря, увеличить нельзя.

Доказательство. Обозначим g =  1п/ и С\ =  In С. Для любого прямоуголь­
ника Р  С Qо перепишем условие (3) в виде:

gp — ess inf д(х) < С\.
хЕР

Это означает, что д — функция с ограниченным нижним колебанием [6]. Для 
таких функций имеет место следующее неравенство [7]:

9*(t) ~ QQo < 0 < * < 1.

А поскольку д* =  (In /)* =  In /* , то

f * ( t )  < е х р ^ | щ ^  Inf(x)dx^j ■t ~ inC.

Легко проверить, что это неравенство обращается в равенство для функции 
f (x )  =  x~ s Е A0(es), s > 0. Теорема доказана.

3. Случай q < 0. Как оказывается, в этом случае условие (2) гарантирует 
суммируемость функции в некоторой положительной степени.

Теорема 4. Пусть функция /  Е А*(С), q <  0. Тогда /  Е LP(Qо) при всех 
р < qCq(Cq — I ) -1 , причем значение qCq {Сq — I ) -1 > 0, вообще говоря, увеличить 
нельзя.

Доказательство. Обозначим g =  f q, С\ — C ~q и перепишем условие (2) в 
таком виде:

ess sup g{x) < С\ gp.
x<EP

Здесь нам понадобится вариант леммы 2 [4] для функции g Е L(Qо) и числа 
а < gQ0, в котором (7) изменено на

д(х) > а для почти всех х Е Qo \ (Uk>iPk) •

Рассмотрим множество F\ =  { х  Е Qo : д(х) <  А) для А Е (#*(1); #*(0)) и число 
ы — 9 fx +   ̂ < 9Qo Для  ̂ £ (0?^Q0 — 9 fx)- Аналогично доказательству неравен­
ства (5) можно получить, что g*(t) < Cig**(t) =  Ci(g*)[t-i]-
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Далее, для почти всех I Е (0; 1) имеем:

(9„т = < ь ж ^ т .

Отсюда, подобно (10), находим:

(Гg**(t) =  #**(0)ехр ( /  ; о < t < 1.
9**\S) 1

Значит, #*(£) > д**(0)(1 — £)С1 1 и д* Е Ьр([0; 1]) для любого р > — (С± — 1) 1. 
Таким образом, в силу равноизмеримости функций и о*, получаем, что 
/  е  ЬР(С}о) при всех р < -  I ) “ 1.

Осталось показать, что значение #С9((79 — I ) -1 , вообще говоря, увеличить 
нельзя. Для этого положим /о(ж) =  х~в; 0 < х < 1; (з > 0). Тогда /  Е А*((1 — 
—sq)~1/q) и — I ) -1 =  з-1 . Теорема доказана.

З а к л ю ч е н и е .  В работе найдены точные показатели суммируемости для 
функций, удовлетворяющих обобщенному условию Макенхаупта по прямоуголь­
никам в многомерном случае. А именно, доказано, что из (2) и (3) вытекает 
/  Е Ьр((^о) для всех р < дСя{Сч — I ) -1 .
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