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Введение. Пусть Tn — множество тригонометрических полиномов

Tn (t) =

n
∑

k=−n

ake
ikt

порядка n с коэффициентами ak из поля C комплексных чисел. Полином

T̃n (t) = i

(

n
∑

k=1

ake
ikt −

n
∑

k=1

a−ke
−ikt

)
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называют сопряженным для Tn. Определим функционал ‖f‖p для измеримых
функций на отрезке [0, 2π] при −∞ 6 p 6 +∞ следующим образом:

‖f‖p =





1

2π

2π
∫

0

|f (t)|pdt





1/p

, 0 < p <∞, −∞ < p < 0, (0.1)

‖f‖0 = exp





1

2π

2π
∫

0

ln |f (t)| dt



 , (0.2)

‖f‖∞ = ‖f‖C = ess sup
06t62π

|f (t)| , ‖f‖−∞ = ess inf
06t62π

|f (t)| . (0.3)

Класс функций, для которых функционал ‖f‖p конечен, обозначим через
Lp [0, 2π]. В нём при p  1 ‖f‖p является нормой, при 0 < p < 1 — квазинормой.
Функционал ‖f‖0, следуя К. Малеру [1], будем называть мерой функции f . Для
функций, определенных на единичной окружности, положим

‖f‖Lp
=
∥

∥f
(

eit
)∥

∥

p
. (0.4)

В 1912 году С. Н. Бернштейн получил оценку для нормы производной триго-
нометрического полинома ‖T ′n‖C[0,2π] через норму самого полинома ‖Tn‖C[0,2π] в

C [0, 2π], в 1928 году Г. Сеге [2] добавил в эту оценку производные сопряженных
тригонометрических полиномов, а А. Зигмунд в 1932 году [3, том 2, гл. 10, 3.16
и 3.25] распространил это соотношение на все Lp, p  1:

∥

∥

∥
T (r)
n cosα+ T̃ (r)

n sinα
∥

∥

∥

p
6 nr‖Tn‖p, Tn ∈ Tn. (0.5)

В своих работах [4, 1981 г.] и [5, 1990 г.] В. В. Арестов разработал методи-
ку получения неравенств для полиномов в пространстве L0 и показал, что для
широкого класса неравенств константа, оптимальная при p = 0, остаётся верной
и для p > 0, но, возможно, не является точной. В 1994 году В. В. Арестов [6]
доказал неравенство типа Г. Сеге для r  0 в пространствах Lp [0, 2π], 0 6 p < 1:

∥

∥

∥
T̃ (r)
n

∥

∥

∥

p
6 χ0 (n, r) · ‖Tn‖p, χp (n, r) 6 χ0 (n, r) , p  0, (0.6)

где

χ0 (n, r) = ‖S2n,r‖L0
, S2n,r (z) =

n
∑

k=1

krCn+k
2n

(

zn+k + (−1)r+1
zn−k

)

, (0.7)

и оценил значение коэффициента ‖S2n,r‖L0
в зависимости от величины r:

‖S2n,r‖L0
= nr, r  n ln 2n, (0.8)

‖S2n,r‖L0
6 2nrCn+1

2n , ‖S2n,r‖L0
= 4n+o(n) при 1 6 r < n ln 2n (0.9)

и
1

n
Cn+1
2n 6 ‖S2n,0‖L0

6 2Cn+1
2n . (0.10)
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Окончательно вопрос об оценке меры ‖S2n,r‖L0
при 0 6 r < n ln 2n в этой статье

решён не был.
Встал вопрос о получении точной асимптотики этой величины по n. При

r = 0 в нашей статье [7] показано, что при n  50 (0.10) можно заменить на
асимптотически точную оценку

exp

(

−1.58 + 1.98 lnn√
n

)

6
‖S2n,0‖L0

Cn+1
2n

6

(

1 +
3

n+ 2

)

exp

(

0.56√
n

(

3 + ln
n

2

)

)

,

(0.11)
что влечёт за собой соотношение ‖S2n,0‖L0

∼ Cn+1
2n .

Остаётся случай 1 6 r < n ln 2n. Тогда (0.9) не дает точного порядка ро-
ста в зависимости от n. В статье [8] нами было получено неравенство, дающее
порядковую оценку сверху:

‖S2n,r‖L0
6 DrC

n+1
2n , 1 6 r 6

n

2
, (0.12)

где Dr зависит только от r.
В настоящей работе основной целью является нахождение для ‖S2n,r‖L0

оцен-
ки вида (0.11) с аналогичной асимптотикой. В результате для каждого фиксиро-
ванного r  1 было получено:

‖S2n,r‖L0
∼ KrC

n+1
2n , и

∣

∣

∣

∣

‖S2n,r‖L0

Cn+1
2n

−Kr

∣

∣

∣

∣

6
αr

n
1
3

lnn. (0.13)

Величина Kr зависит только от r и выражается следующим образом:

Kr = 2‖Qr‖L0
, где Qr (z) =

r
∑

k=0





k
∑

j=0

(−1)k−jCj
k(j + 1)

r



 (z − 1)r−k. (0.14)

Для первых значений r приведем значения Kr и выражения для Qr (z):

r Kr Qr (z)
1 2 z

2 2 z2 + z

3 2
(

2 +
√
3
)

≈ 7,483 z3 + 4z2 + z

4 2
(

5 +
√
24
)

≈ 19,798 z4 + 11z3 + 11z2 + z

5 ≈ 107,78 z5 + 26z4 + 66z3 + 26z2 + z

6 ≈ 465,26 z6 + 57z5 + 302z4 + 302z3 + 57z2 + z

7 ≈ 3332,42 z7 + 120z6 + 1191z5 + 2416z4+
+1191z3 + 120z2 + z

8 ≈ 20013,51 z8 + 247z7 + 4293z6 + 15619z5+
+15619z4 + 4293z3 + 247z2 + z

Основные результаты. Определённой трудностью доказательств в про-
странстве L0 является отсутствие неравенства треугольника. В пространствах Lp

при 0 < p < 1 верно обобщенное неравенство

‖f + g‖p 6 2
1
p
−1
(

‖f‖p + ‖g‖p
)

, (1.1)
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что позволяет теми же методами, что и при p  1, получать оценки с дополни-
тельным коэффициентом, зависящим от p. При p = 0 неравенство треугольника
в общем случае уже невозможно ни для какой константы. В статье [5] В. В. Аре-
стов изучал поведение константы χ (n) в неравенстве для полиномов степени n

на единичной окружности

‖Pn +Qn‖L0
6 χ (n)

(

‖Pn‖L0
+ ‖Qn‖L0

)

(1.2)

и получил оценку

1

2
ρn 6 χ (n) 6

1

2
Rn, где ρ ≈ 1, 7916 и R = 6

√
40 ≈ 1,8493. (1.3)

Легко видеть, что χ (n) очень быстро растет при возрастании n, и использование
(1.2) в большинстве случаев даёт лишь грубую оценку. В этом пункте будут
получены оценки величины ‖f + g‖0 при различных ограничениях на функции
f и g. В отличие от (1.1) и (1.2) будем накладывать разные ограничения на
слагаемые, что позволит получить более точные оценки в случае неоднородных
слагаемых.

Лемма 1. Пусть 0 < ‖f‖0 < +∞, 0 < p, q 6 +∞, ‖g‖p < +∞, ‖f‖−q > 0 и
‖g‖

p

‖f‖
−q

6 1. Тогда имеем, полагая w = min

(

1
1
p
+
1
q

, 1

)

,

1

1 +
‖g‖w

p

‖f+g‖w
−q

·
(

2
1
w − 1

) 6
‖f + g‖0
‖f‖0

6 1 +
‖g‖wp
‖f‖wq

·
(

2
1
w − 1

)

. (1.4)

Доказательство. Оценим
‖f+g‖

0

‖f‖
0

через неравенство между метриками L0

и Lw и применим неравенства ‖1 + ϕ‖ww 6 1 + ‖ϕ‖
w

w и (1 + t)
1
w − 1 6

(

2
1
w − 1

)

t,

0 6 t 6 1, то что
∥

∥

∥

g
f

∥

∥

∥

w

w
6 1, покажем позже:

‖f + g‖0
‖f‖0

=

∥

∥

∥

∥

1 +
g

f

∥

∥

∥

∥

0

6

∥

∥

∥

∥

1 +
g

f

∥

∥

∥

∥

w

6 1 +

∥

∥

∥

∥

g

f

∥

∥

∥

∥

w

w

·
(

2
1
w − 1

)

.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями p
w
и q

w
при 0 < w < 1, получим

∥

∥

∥

∥

g

f

∥

∥

∥

∥

w

=
∥

∥gwf−w
∥

∥

1
6 ‖g‖p ·

∥

∥f−1
∥

∥

q
=
‖g‖p
‖f‖−q

.

При w = 1 берём показатели p и p′ = p
p−1 6 q, и имеем

∥

∥

∥

∥

g

f

∥

∥

∥

∥

1

=
∥

∥gf−1
∥

∥

1
6 ‖g‖p ·

∥

∥f−1
∥

∥

p′
6
‖g‖p
‖f‖−q

.

Так как
‖g‖

p

‖f‖
−q

6 1, то отсюда и
∥

∥

∥

g
f

∥

∥

∥

w
6 1, что делает корректной первую оценку

в лемме. Подставляя, получаем левую часть (1.4). Для доказательства оценки

снизу применим оценку сверху для частного
‖(f+g)+(−g)‖

0

‖f+g‖
0

. Лемма доказана.
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Из леммы 1 получаем 3 следствия:

Следствие 1. Если ‖f‖−∞ > 0, то ‖f‖0 −
‖f‖

0

‖f‖
−∞

‖g‖∞ 6 ‖f + g‖0 6 ‖f‖0+
+

‖f‖
0

‖f‖
−∞

‖g‖∞.

Следствие 2. Если ‖fn − f‖+∞ → 0 (то есть последовательность fn рав-
номерно сходится к f), и ‖f‖−∞ > 0, то ‖fn‖0 → ‖f‖0.

Для переноса предельных соотношений в общем случае необходимо дополни-
тельное ограничение на поведение fn, так как оценка снизу отличается от оценки
сверху.

Следствие 3. Пусть ‖fn − f‖p = εn → 0, ‖f‖0 > 0 и существует неубы-
вающая функция h такая, что |fn|∗ (t)  h (t), где под f∗ понимаем неубыва-
ющую перестановку функции, и ‖h‖−q > 0. Тогда lim

n→∞
‖fn‖0 = ‖f‖0, причём

‖fn‖0 − ‖f‖0 = O (εwn ), где w = min

(

1
1
p
+ 1

q

, 1

)

.

Доказательство. Положим gn = fn − f и применим лемму 1:

1

1 +
‖gn‖

w
p

‖h‖w
−q

·
(

2
1
w − 1

) 6
1

1 +
‖g‖w

p

‖fn‖
w
−q

·
(

2
1
w − 1

) 6
‖fn‖0
‖f‖0

6 1 +
‖gn‖wp
‖f‖w−q

·
(

2
1
w − 1

)

.

Из этого соотношения и следует необходимая предельная оценка.

Таким образом, хотя в L0 нельзя получить сразу сходимость норм из сходи-

мости по норме, но при повышении порядка суммируемости (величины
∥

∥

∥

fn
f

∥

∥

∥

0
)

до w получаем скорость сходимости, аналогичную пространству Lw.

В лемме 1 требуется, чтобы ‖f‖−q > 0. Для многих простых функций (напри-
мер tα) нельзя указать точного показателя суммируемости q, и соответственно
w не будет наилучшим указателем скорости приближения. Рассмотрим эти гра-
ничные случаи отдельно, для удобства записи сразу в предельной форме.

Лемма 2. Пусть 0 < ‖f‖0 < +∞, 0 < p < +∞, ‖fn − f‖p = εn → 0, и

|f |∗ (t) ∼ Ctα при t→ 0, 1
p
+ α  1. Тогда имеем, полагая w = 1

1
p
+α

,

‖fn‖0 − ‖f‖0 6 Cfε
w
n ln

αw 1

εn
. (1.5)

Если дополнительно выполняется |fn|∗ (t)  h (t), где h (t) ∼Mtβ, то

‖fn‖0 − ‖f‖0  −Cfε
w
n ln

1

εn
. (1.6)

Величины Cf не зависят от n.
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Доказательство. Положим для ε > 0 fε (t) = max (f (t) , ε) и обозначим
g = fn − f . Тогда

‖fn‖0
‖f‖0

=
‖f + g‖0
‖f‖0

=

∥

∥

∥

∥

f

fε
+

g

fε

∥

∥

∥

∥

0

·
∥

∥

∥

∥

fε

f

∥

∥

∥

∥

0

6

∥

∥

∥

∥

1 +

∣

∣

∣

∣

g

fε

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

0

·
∥

∥

∥

∥

fε

f

∥

∥

∥

∥

0

.

Оценим каждый множитель отдельно. Для первого множителя воспользуемся
леммой 1 с показателями p и q = 1

α
:

∥

∥

∥

∥

1 +
g

fε

∥

∥

∥

∥

0

6 1 +
‖g‖wp
‖fε‖w−q

·
(

2
1
w − 1

)

.

Для
∥

∥

∥

fε
f

∥

∥

∥

0
и ‖fε‖−q сначала рассмотрим случай |f |∗ (t) = Ctα. Тогда, полагая

t0 =
(

ε
C

)

1
α =

(

ε
C

)q
, имеем

∥

∥

∥

fε
f

∥

∥

∥

0
= exp

(

1
2π

t0
∫

0

ln
(

Ctα

ε

)

)

= exp
(

α
2π

(

ε
C

)q)

, и

‖fε‖−q =
(

1
2π

2π
∫

0

f−qε (t) dt

)−α

=

(

1
2π

t0
∫

0

(Ctα0 )
−q
dt+ 1

2π

2π
∫

t0

(Ctα)
−q
dt

)−α

=

= C
(

1
2π (1 + ln (2π)− ln (t0))

)−α ∼ Cf

(

ln 1
ε

)−α
.

Отсюда делаем вывод, что для |f |∗ (t) ∼ Ctα верно 1 6
∥

∥

∥

fε
f

∥

∥

∥

0
6 1 + Cfε

q и

‖fε‖−q ∼ Cf

(

ln 1
ε

)−q
, где Cf — некоторые величины, не зависящие от ε. Тогда

‖fn‖0
‖f‖0

6

(

1 + Cfε
w
n

(

ln
1

ε

)qw
(

2
1
w − 1

)

)

· (1 + Cfε
q) . (1.7)

Теперь выберем ε, чтоб оценка в (1.7) была оптимальной. Для этого надо сделать

отличия от 1 в двух множителях примерно одинаковыми. Полагая ε = (εn)
w
q ,

получим оценку сверху в (1.5). Для оценки снизу из (1.7) аналогично положим
f̃ε (t) = max (fn (t) , ε). Тогда

‖f‖
0

‖fn‖0
=
∥

∥

∥

fn

f̃ε
− g

f̃ε

∥

∥

∥

0
·
∥

∥

∥

f̃ε
fn

∥

∥

∥

0
6

∥

∥

∥1 +
∣

∣

∣

g

f̃ε

∣

∣

∣

∥

∥

∥

0
·
∥

∥

∥

f̃ε
fn

∥

∥

∥

0
6

6

(

1 +
‖g‖w

p

‖f̃ε‖w
−q

·
(

2
1
w − 1

)

)

·
∥

∥

∥

f̃ε
fn

∥

∥

∥

0
.

Оценки для
∥

∥

∥

f̃ε
fn

∥

∥

∥

0
и
∥

∥

∥f̃ε

∥

∥

∥

−q
также будут схожими, для h (t) =Mtβ имеем:

∥

∥

∥

∥

∥

f̃ε

fn

∥

∥

∥

∥

∥

0

= exp





1

2π

t0
∫

0

ln

(

Mtβ

ε

)



 = exp

(

t0

2π
ln
( ε

M

)

− βt0

2π
(ln t0 − 1)

)

и, следовательно, в общем случае 1 6
∥

∥

∥

f̃ε
fn

∥

∥

∥

0
6 1 + Cfε

q ln 1
ε
. Схожим образом

получаем
∥

∥

∥
f̃ε

∥

∥

∥

−q
∼ Cf

(

ln 1
ε

)−α
. Остальные рассуждения не отличаются от случая

оценки сверху, только меняется в итоге степень у логарифма. Лемма доказана.
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Заметим, что из (0.4) следует, что возможно применять леммы 1 и 2 и на
единичной окружности.

Нашей целью является получение асимптотической оценки константы ‖S2n,r‖0
в неравенстве Сеге в L0 (Арестов, [6]):

∥

∥

∥
T̃ (r)
n

∥

∥

∥

L0

6 ‖S2n,r‖0 · ‖Tn‖L0
,

где

S2n,r (z) =

n
∑

k=1

krCn+k
2n

(

zn+k + (−1)r+1
zn−k

)

. (1.8)

Теорема. Для ‖S2n,r‖0 справедливо асимптотическое соотношение

∣

∣

∣

∣

‖S2n,r‖L0

Cn+1
2n

−Kr

∣

∣

∣

∣

6
αr

n
1
3

lnn, Kr = 2‖Qr‖L0
,

где Qr (z) =
r
∑

k=0





k
∑

j=0

(−1)jCj
k(j + 1)

r



 (z − 1)r−k, αr не зависит от n.

Доказательство. Сначала докажем вспомогательное равенство. Пусть ak,
1 6 k 6 n — некоторая последовательность; как обычно, обозначим

∆0ak = ak и ∆
mak = ∆

m−1ak −∆m−1ak+1 =
m
∑

j=0

(−1)jCj
mak+j ,

где an+1 = an+2 = . . . = 0. ПустьWn (z) =
n
∑

k=1

ak
(

zn+k ± zn+k
)

. Тогда для любого

0 6 m 6 n− 1 справедливо тождество

(z − 1)mWn (z) = −
m−1
∑

k=0

∆kak

(

zn+k+1 ± (−1)k+m−1zn
)

(z − 1)m−1−k+

+
n
∑

k=1

∆mak
(

zn+k+m ∓ zn−k
)

.

(1.9)

Этот факт легко следует по индукции из преобразования Абеля. В лемме 4 статьи
[8] доказано, что для последовательности ak = krCn+k

2n справедливо неравенство

∣

∣∆r+4ak
∣

∣ 6 Cr

Cn+1
2n

n2
, (1.10)

где Cr — некоторая величина. Применим к S2n,r (z) (1.9) с m = r + 4 и выде-

лим отдельно коэффициент Cn+1
2n . Так как очевидно

∣

∣

∣

C
n+j

2n −Cn+1

2n

C
n+1

2n

∣

∣

∣
6

Bj

n
, то на

единичной окружности имеем, учитывая, что
k
∑

j=0

(−1)jCj
k(j + 1)

r
= 0 при k > r:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r+3
∑

k=0

∆kak

(

zn+k+1 + (−1)k+rzn
)

(z − 1)r+3−k

Cn+1
2n

− 2zn(z − 1)3Qr (z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
Cr

n
.
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Для второго слагаемого

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

∆r+4ak
(

zn+k+r+4 − zn−k
)

Cn+1
2n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 2
n
∑

k=1

∣

∣∆r+4ak
∣

∣ 6 2
n
∑

k=1

Cr

n2
=
2Cr

n
.

Итого
∣

∣

∣

∣

∣

S2n,r (z) (z − 1)r+4

znCn+1
2n

+ 2(z − 1)3Qr (z)

∣

∣

∣

∣

∣

6
Cr

n
, |z| = 1, (1.11)

где

Qr (z) =

r
∑

k=0





k
∑

j=0

(−1)k−jCj
k(j + 1)

r



 (z − 1)r−k. (1.12)

Таким образом, можно применить лемму 2 на единичной окружности. В ка-
честве предельной функции f берём 2(z − 1)3Qr (z). Так как оценка (1.11) равно-
мерная, то p = +∞. Так как все нули полинома Qr являются действительными
отрицательными числами, то на единичной окружности у f есть только ноль 3-й
кратности в точке z = 1, поэтому для перестановки имеем оценку f∗  Crt

3,
так что q = 1

3 и w =
1

1
p
+
1
q

= 1
3 . Из представления (1.11) следует, что при доста-

точно больших n у S2n,r (z) (z − 1)r+4
также не может быть нулей на единичной

окружности вдали от z = ±1, и характеристики перестановки зависят как раз от
поведения функции в окрестности точки z = 1. Так как

S2n,r (1) =







0, r = 2k

2
n
∑

k=1

krCn+k
2n , r = 2k + 1,

то при нечётных r можно взять h (t) = Crt
r+4, а при четных r, исходя из соотно-

шения
S2n,r(z)
z−1 → S′2n,r (1) = S2n,r+1 (1), h (t) = Crt

r+5. Это позволяет получить

двустороннюю оценку. Из (1.11) εn 6
Cr

n
. Подставляя все параметры в (1.5) и

(1.6), имеем
∣

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

∥

S2n,r (z) (z − 1)r+4

znCn+1
2n

∥

∥

∥

∥

∥

L0

−
∥

∥

∥
2(z − 1)3Qr (z)

∥

∥

∥

L0

∣

∣

∣

∣

∣

= O

(

lnn

n
1
3

)

.

Из этого и следует (0.13). Утверждение доказано.

Заключение. В этой статье получена точная асимптотика для константы
в неравенстве Сеге в L0, что закрывает вопрос о порядковых оценках. Также
методы, применённые в этой работе, могут использоваться для дальнейших тео-
ретических исследований в пространстве L0.
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