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ВСТУП

Тема "Збiжностi степеневого методу i зворотної iтерацiї"є важливою
в галузi чисельних методiв та обчислювальної лiнiйної алгебри. Цi методи
використовуються для обчислення найбiльшого (або найменшого) власного
значення та вiдповiдного власного вектора квадратної матрицi.

Степеневий метод та зворотня iтерацiя є iтеративними методами, якi
базуються на послiдовному застосуваннi певних операцiй до початкових на-
ближень власних векторiв. Основна iдея степеневого методу полягає в тому,
щоб вектори послiдовно множити на матрицю та нормалiзувати результати
для збiльшення збiжностi до головного власного вектора. Зворотня iтерацiя,
натомiсть, використовує оберненi матрицi для покращення наближення
власних векторiв.

Одним iз ключових аспектiв вивчення цих методiв є їх збiжнiсть та
умови за яких вони працюють ефективно. Це включає аналiз структури
матрицi, вплив параметрiв iтерацiйного процесу, а також вплив початкових
наближень. Розумiння цих аспектiв допомагає вибирати та налаштовувати
методи для конкретних задач i забезпечує ефективне чисельне розв’язання.

Степеневий метод [16] є однiєю з класичних iтерацiйних схем для
обчислення власних значень квадратної матрицi 𝐴. Алгоритмiчно його
можна описати так.

Алгоритм 0.1. Степеневий метод
1. 𝑥0 = 𝑦0/||𝑦0||2
2. 𝐹𝑜𝑟 𝑘 = 0,1, . . . 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑙 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑒 𝐷𝑜

3. 𝑦𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘

4. 𝜇𝑘+1 = 𝑦𝑇𝑘+1𝑥𝑘

5. 𝑥𝑘+1 = 𝑦𝑘+1/||𝑦𝑘+1||2
6. 𝐸𝑛𝑑 𝐷𝑜

Цей метод є простим за структурою та зручним у реалiзацiї, оскiльки
потребує лише множення матрицi на вектор. Завдяки цьому його можна
ефективно застосовувати навiть у випадках, коли матриця 𝐴 є дуже великою
та розрiдженою.
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Зазвичай, у наукових та навчальних джерелах збiжнiсть степеневого
методу розглядають за умови, що найбiльше за модулем власне значення
матрицi 𝐴 є простим. Тобто, розглядається задача на власнi значення,

𝐴𝑢 = 𝜆𝑢, (0.1)

щодо обчислення найбiльшого за модулем власного значення та вiдповiдного
йому власного вектора симетричної матрицi 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, власнi значення якої
{𝜆𝑖}𝑛𝑖=1 записанi в порядку спадання їх абсолютних значень так, що

|𝜆1| > |𝜆2| ≥ |𝜆3| ≥ · · · ≥ |𝜆𝑛|, (0.2)

причому максимальне за модулем власне значення 𝜆1 є простим. У цьому
випадку щодо збiжностi степеневого методу маємо теорему [9, 16].

Теорема 0.1. Припустимо, що власнi значення {𝜆𝑖}𝑛𝑖=1 симетричної ма-
трицi 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 зi спектральний розкладанням

𝐴 = 𝑈diag(𝜆1,𝜆2, . . . ,𝜆𝑛)𝑈
𝑇 , (0.3)

де матриця власних векторiв 𝑈 = [𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛] є ортогональною, задо-
вольняють умовам (0.2). Нехай {𝑥𝑘}∞𝑘=0 i {𝜇𝑘}∞𝑘=0 — послiдовностi, що
створенi за допомогою степеневого методу, 𝜃𝑘 ∈ [0, 𝜋/2] визначається
так, що cos(𝜃𝑘) = |𝑢𝑇1 𝑥𝑘|. Якщо cos(𝜃0) ̸= 0, то для 𝑘 = 0, 1, 2, . . . виконує-
ться, що

| sin(𝜃𝑘)| ≤ tan(𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
𝜆2

𝜆1

⃒⃒⃒⃒𝑘
та

|𝜇𝑘 − 𝜆1| ≤ tan(𝜃0) max
2≤𝑖≤𝑛

|𝜆1 − 𝜆𝑖|
⃒⃒⃒⃒
𝜆2

𝜆1

⃒⃒⃒⃒2𝑘
.

З теореми 0.1 ми бачимо, що збiжнiсть степеневого методу є геоме-

тричною, iз спiввiдношенням
⃒⃒⃒
𝜆2

𝜆1

⃒⃒⃒
для послiдовностi {𝜃𝑘}∞𝑘=0 та

⃒⃒⃒
𝜆2

𝜆1

⃒⃒⃒2
для

послiдовностi {𝜇𝑘}∞𝑘=0. Метод збiгається повiльно, якщо є власне значен-
ня, близьке до 𝜆1. Тим не менш, степеневий метод залишається корисним
для певних обчислювальних проблем. Степеневий метод може бути бiльш
ефективним, нiж iншi методи пошуку домiнуючого власного вектора, коли
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матриця добре обумовлена або розрiджена, як веб-матриця. Так, наприклад,
степеневий метод корпорацiя Google використовує для оцiнки важливостi
веб-сторiнок [4, 5, 13], а у соцмережа X (колишнiй Twitter) — для обчислення
рекомендацiй користувачу щодо того, на ким слiдувати [11], тощо. Крiм
того, iдеї степеневого метода використовуються сучасними ефективними ме-
тодами обчислення власних пар матрицi, наприклад, методами пiдпростору
Крилова [3, 9, 10, 16, 17] .

Мета роботи полягає в дослiдженнi збiжностi степеневого методу щодо
обчислення найбiльшого за модулем власного значення симетричної дiйсної
матрицi та вiдповiдного власного вектора у випадку коли найбiльше за
модулем власне значення є кратним.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Задача полягає в проведенi обчислювальних експериментiв щодо вста-
новлення умов збiжностi степеневого метода (зворотної iтерацiї) при обчи-
сленнi найбiльшого (найменшого) за модулем власного значення та вiдпо-
вiдного власного вектора симетричної дiйсної матрицi 𝐴.

Степеневий метод полягає у наступному:

• Iтерацiї починаються з початкового вектора 𝑥0, який, як правило, є
випадковим вектором, або вектором, що є вiдомим апрiорiї.

• На кожнiй iтерацiї обчислюється новий вектор

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘.

• Щоб забезпечити стабiльнiсть вектор 𝑥𝑘+1 нормалiзується:

𝑥𝑘+1 =
𝑥𝑘+1

|𝑥𝑘+1|
.

Цей процес повторюється до досягнення збiжностi.

Зворотня iтерацiя — це степеневий метод для матрицi 𝐴−1. Зазвичай,
зворотна iтерацiя використовується для покращення наближення до власно-
го вектора, особливо якщо цiкавить не лише власне значення, але i власний
вектор.

Вiдомi теореми щодо збiжностi степеневого методу стверджують[1–
3, 6, 8, 12, 14–17], що степеневий метод збiгається, якщо найбiльше за
модулем власне значення просте.

Треба провести експерименти для матриць з кратними власними зна-
ченнями, та перевiрити, чи збiгається степеневий метод у випадку кратних
власних значень.
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РОЗДIЛ 2

СТЕПЕНЕВИЙ МЕТОД ДЛЯ СИМЕТРИЧНОЇ

ПРОБЛЕМИ ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ

2.1 Симетрична матриця

Матриця 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 називається симетричною, якщо

𝐴𝑇 = 𝐴. (2.1)

Факт 2.1 Усi власнi значення симетричної матрицi дiйснi.

Використовуючи факт 2.1, ми можемо занумерувати власнi значення
симетричної матрицi в порядку зростання:

𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛. (2.2)

Будь-який нормований власний вектор, що вiдповiдає 𝜆𝑖, позначається
через 𝑧𝑖:

𝐴𝑧𝑖 = 𝜆𝑖𝑧𝑖, 𝑖 = 1 . . . , 𝑛.

Факт 2.2 Якщо 𝜆𝑘 ̸= 𝜆𝑓 , то 𝑧𝑇𝑘 𝑧𝑗 = 0.

Якщо 𝜆 — кратне власне значення матрицi 𝐴, то пiдпростiр 𝑁𝜆, що є
ядром матрицi 𝐴− 𝜆𝐼, тобто множина всiх 𝑥 ̸= 0, таких, що

(𝐴− 𝜆𝐼)𝑥 = 0,

називається власним пiдпростором, що вiдповiдає 𝜆.

Кратнiсть 𝜆 є розмiрнiсть 𝑁𝜆. (Для несиметричних матриць поняття
кратностi власного значення складнiше).

Власнi пiдпростори- найпростiшi з iнварiантних пiдпросторiв i одне iз
наслiдкiв наступного факту полягає в тому, що всi iнварiантнi пiдпростори
натягнутi на власнi вектори.
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Факт 2.3 (Cпектральна теорема). Всяка симетрична матриця
𝐴 ортогонально подiбна дiагональнiй матрицi.

Таким чином,

𝐴 = 𝑍Λ𝑍𝑇 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖𝑧𝑖𝑧
𝑇
𝑖 ,

де 𝑍 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) –— матриця ортонормованих власних векторiв матрицi
𝐴.

Означення 2.1. Матриця 𝐸 називається проектором, якщо 𝐸2 = 𝐸.

Вона називається ортогональним проектором (на вiдмiну вiд косого
проектора), якщо

𝐸𝑦 = 0

для всiх 𝑦, ортогональних до областi значений 𝐸. Умова цього проста:

𝐸𝑇 = 𝐸. (2.3)

Для довiльної квадратної матрицi 𝐵 спектральний проектор 𝐸𝜆 (iнодi
званий iдемпотентою) для власного значення 𝜆 задовiльняє спiввiдношенням

𝐵𝐸𝜆 = 𝐸𝜆𝐵 = 𝜆𝐸𝜆. (2.4)

Щоб досягти єдиностi розкладання за наявностi кратних власних
значень, використовують власнi пiдпростори 𝑁𝜆 або, що еквiвалентно, спе-
ктральнi проектори 𝐻𝜆 , зумовленi формулами

𝐻𝜆𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑥 для 𝑥 ∈ 𝑁𝜆

0 для 𝑥 ∈ 𝑁𝜇, 𝜇 ̸= 𝜆

Тепер спектральну теорему можна записати, без будь-якої невизначе-
ностi, рiвностями

𝐴 =
∑︁

𝜆𝑗𝐻𝜆𝑗
, 𝐼 =

∑︁
𝐻𝜆𝑗

, (2.5)

де суми беруться за спектром 𝐴.
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Оскiльки матриця 𝐴 симетрична, її спектральнi проектори ортого-
нальнi.

Приклад 2.1.

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 1 0

1 −2 0 1

1 0 2 1

0 1 1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Власнi значення:

𝛼1 = 0

𝛼2 = 𝛼3 = 2

𝛼4 = 4

𝑐1 =
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

−1

−1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐻1 = 𝑐1𝑐

*
1 =

1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1 1

−1 1 1 −1

−1 1 1 −1

1 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑐4 =
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐻4 = 𝑐4𝑐

*
4 =

1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑐2 и 𝑐3 визначаються не эдиним чином. Одна пiдходяща пара
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1

2
(1,− 1,1,− 1)*,

1

2
(1,1,− 1,− 1)*;

друга

(1/
√
2)(1,0,0,− 1)*, (1/

√
2)(0,1,− 1,0)*;

Однак

𝐻2 = 𝑐2𝑐
*
2 + 𝑐3𝑐

*
3 =

1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 −1

0 1 −1 0

0 −1 1 0

−1 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Визначен вже однозначно i

𝐴 =0 *𝐻1 + 2 *𝐻2 + 4 *𝐻4, 𝐼 = 𝐻1 +𝐻2 +𝐻4.

2.2 Степеневий метод i зворотна iтерацiя

Припустимо, що максимальне за модулем власне значення симетричної
дiйсної матрицi 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 вiдокремлено, так що

|𝜆1| > |𝜆2| ≥ · · · ≥ |𝜆𝑛|.

У цьому випадку степеневий метод дозволяє знайти найбiльше за модулем
власне значення 𝜆1 та вiдповiдний власний вектор 𝑞1. Наступний iтерацiйний
процес буде виглядати так. Нехай 𝑦0 - початкове наближення до свого
вектора 𝑞1. По теоремi про спектральне розкладання симетричної матрицi
власнi вектори матрицi 𝐴 утворюють ортонормований базис простору 𝑅𝑛×𝑛.
Розкладемо 𝑦0 з цього базису,

𝑦0 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑞𝑖, (2.6)
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де 𝛼𝑖 = 𝑞𝑇𝑖 𝑦0. Припустимо, що 𝛼1 ̸= 0. Нормуємо вектор 𝑦0,

𝑥0 =
𝑦0
||𝑦0||2

.

Множимо матрицю 𝐴 на вектор 𝑥0,

𝑦1 = 𝐴𝑥0 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑞𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

.

Нормуємо вектор 𝑦1,

𝑥1 =
𝑦1
||𝑦1||2

=

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑞𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

.

Пiсля 𝑘 iнтерацiй одержимо:

𝑥𝑘 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘
𝑖 𝑞𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

, (2.7)

𝑦𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘+1
𝑖 𝑞𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

. (2.8)

Покладемо
𝜆(𝑘+1) = 𝑦𝑇𝑘+1𝑥𝑘.

Покажемо, що 𝜆(𝑘+1) → 𝜆1 при 𝑘 →∞. З (2.7) та (2.8) отримуємо

𝜆(𝑘+1) = 𝑦𝑇𝑘+1𝑥𝑘 =

(︂
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘+1
𝑖 𝑞𝑖

)︂𝑇 (︂ 𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘
𝑖 𝑞𝑖

)︂
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒2
2

=

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜆

2𝑘+1
𝑖

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜆

2𝑘
𝑖

=



12

=
𝜆1 +

𝛼2
2𝜆2

𝛼2
1

(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘
+ · · ·+ 𝛼2

𝑛𝜆𝑛

𝛼2
1

(︁
𝜆𝑛

𝜆1

)︁2𝑘
1 + 𝛼2

2

𝛼2
1

(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘
+ · · ·+ 𝛼2

𝑛

𝛼2
1

(︁
𝜆𝑛

𝜆1

)︁2𝑘 =

𝜆1 +𝑂

(︂(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘)︂
1 +𝑂

(︂(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘)︂ .

Звiдси

𝜆(𝑘+1) − 𝜆1 = 𝑂

(︃(︂
𝜆2

𝜆1

)︂2𝑘
)︃
. (2.9)

Покажемо ,що 𝑥𝑘 → 𝑞1 при 𝑘 →∞. Дiйсно,

𝑥𝑘 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘
𝑖 𝑞𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

=
𝛼1𝜆

𝑘
1𝑞1 + 𝛼2𝜆

𝑘
2𝑞2 + · · ·+ 𝛼𝑛𝜆

𝑘
𝑛𝑞𝑛

|𝛼1| |𝜆1|𝑘
√︃

1 +𝑂

(︂(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘)︂ =

=

±𝑞1 +𝑂

(︂(︁
𝜆2

𝜆1

)︁𝑘)︂
√︃

1 +𝑂

(︂(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘)︂ .
Звiдси

𝑥𝑘 − 𝑞1 = 𝑂

(︃(︂
𝜆2

𝜆1

)︂𝑘
)︃
. (2.10)

Зауважимо, що швидкiсть збiжностi власного значення бiльший у 2
рази, нiж власного вектора.

Опишемо алгоритм степеневого методу.

Алгоритм 2.1. Степеневий метод
1. 𝑥0 = 𝑦0/||𝑦0||2
2. 𝐹𝑜𝑟 𝑘 = 0,1, . . . 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑙 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑒 𝐷𝑜

3. 𝑦𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘

4. 𝜆(𝑘+1) = 𝑦𝑇𝑘+1𝑥𝑘

5. 𝑥𝑘+1 = 𝑦𝑘+1/||𝑦𝑘+1||2
6. 𝐸𝑛𝑑 𝐷𝑜



13

Тестом на збiжнiсть може бути одна з двох умов,⃒⃒⃒
𝜆(𝑘+1) − 𝜆(𝑘)

⃒⃒⃒
≤ 𝜀

⃒⃒⃒
𝜆(𝑘+1)

⃒⃒⃒
, (2.11)

або ⃒⃒⃒⃒
max
(𝑥𝑘)𝑖 ̸=0

(𝑦𝑘+1)𝑖
(𝑥𝑘)𝑖

− min
(𝑥𝑘)𝑖 ̸=0

(𝑦𝑘+1)𝑖
(𝑥𝑘)𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜀

⃒⃒⃒⃒
max
(𝑥𝑘)𝑖 ̸=0

(𝑦𝑘+1)𝑖
(𝑥𝑘)𝑖

⃒⃒⃒⃒
. (2.12)

Зауважимо, крок 3. з алгоритму 2.1 вимагає 𝑂(𝑛2) арифметичних дiй, iншi
кроки — 𝑂(𝑛) арифметичних дiй.

Розглянемо також метод зворотної iтерацiї. Припустимо, що наймен-
ше за модулем власне значення дiйсної симетричної матрицi 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛

вiдокремлено, тобто,

|𝜆1| ≥ · · · ≥ |𝜆𝑛−1| > |𝜆𝑛|. (2.13)

Звернемо увагу, що якщо {𝜆,𝑥} — власна пара матрицi 𝐴, то {1/𝜆,𝑥} —
власна пара оберненої матрицi 𝐴−1. 1/𝜆𝑛 — максимальне по модулю власне
значення матрицi 𝐴−1. Тому для знаходження 1/𝜆𝑛 можна застосувати
степеневий метод для матрицi 𝐴−1. В цьому випадку при 𝑘 →∞

𝜆(𝑘+1) → 1

𝜆𝑛
, 𝑥𝑘 → 𝑞𝑛.

Зворотна iтерацiя дозволяє обчислити найменше по модулю власне значення
матрицi (i вiдповiдний власний вектор), якщо вона вiдокремлена вiд iнших
своїх значень.

Опишемо алгоритм зворотної iтерацiї.

Алгоритм 2.2. Зворотна iтерацiя
1. 𝑥0 = 𝑦0/||𝑦0||2
2. 𝐹𝑜𝑟 𝑘 = 0,1, . . . 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑙 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑒 𝐷𝑜

3. 𝑦𝑘+1 = 𝐴−1𝑥𝑘

4. 𝜆(𝑘+1) = 𝑦𝑇𝑘+1𝑥𝑘

5. 𝑥𝑘+1 = 𝑦𝑘+1/||𝑦𝑘+1||2
6. 𝐸𝑛𝑑 𝐷𝑜

Крок 3. алгоритму зворотної iтерацiї зводиться до вирiшення системи
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𝐴𝑦𝑘+1 = 𝑥𝑘. Для вирiшення цiєї системи потрiбно 𝑂(𝑛3) арифметичних
дiй. Але якщо нам вiдомо деяке розкладання матрицi 𝐴 (наприклад, 𝐿𝑈 -
розкладання),то цей крок буде вимагатиме тiльки 𝑂(𝑛2) арифметичних
процесiв. Iншi кроки алгоритму вимагають лише 𝑂(𝑛) арифметичних про-
цесiв.

Зауваження 2.1. При обґрунтуваннi збiжнiсть степенового методу, ми
припускали, що коефiцiєнт 𝛼1 у розкладаннi за власними векторiв поча-
ткового наближення 𝑦0 вiдмiнний вiд нуля. Навiть якщо це не правильно,
то, внаслiдок округлень при виконаннi арифметичних операцiй, на деякiй
iтерацiї 𝑘 коефiцiєнт 𝛼1 у розкладаннi вектора 𝑦𝑘 буде вiдмiнний вiд нуля.

2.3 Вичерпування вiднiмання

Нехай власнi значення дiйсної симетричної матрицi 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 задо-
вольняють умовам

|𝜆1| > |𝜆2| > |𝜆3| ≥ · · · ≥ |𝜆𝑛|.

Вважатимемо, що власна пара {𝜆1,𝑞1} уже знайдена. Необхiдно знайти
{𝜆2,𝑞2}.

Нехай ̃︀𝑦0 —початкове приближення

̃︀𝑦0 = 𝛼1𝑞1 + 𝛼2𝑞2 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑞𝑛,

при цьому 𝛼2 ̸= 0. Покладемо

𝑦0 = ̃︀𝑦0 − 𝛼1𝑞1 = ̃︀𝑦0 − ̃︀𝑦𝑇0 𝑞1𝑞1.
Повторюючи доведення збiжностi степеневого методу для початкового
наближення 𝑦0, переконаємось, що в точнiй арифметицi 𝑘 →∞

𝜆(𝑘+1) → 𝜆2, 𝑥𝑘 → 𝑞2.

Однак через похибки округлень коефiцiєнт при 𝑞1 знову може з’явитися в
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розкладаннi 𝑦𝑘. Тому цей коефiцiєнт видаляють на кожної iтерацiї, або за
кiлька iтерацiй. Таким чином, для знаходження власної пари {𝜆2,𝑞2} можна
застосувати степеневий метод з вичерпуванням вiднiманням.

Алгоритм 2.3. Степеневий метод з вичерпуванням вiднiмання
1. 𝑦0 = ̃︀𝑦0 − ̃︀𝑦𝑇0 𝑞1𝑞1
2. 𝑥0 = 𝑦0/||𝑦0||2
3. 𝐹𝑜𝑟 𝑘 = 0,1, . . . 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑙 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑒 𝐷𝑜

4. ̃︀𝑦𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘

5. 𝑦𝑘+1 = ̃︀𝑦𝑘+1 − ̃︀𝑦𝑇𝑘+1𝑞1𝑞1

6. 𝜆(𝑘+1) = 𝑦𝑇𝑘+1𝑥𝑘

7. 𝑥𝑘+1 = 𝑦𝑘+1/||𝑦𝑘+1||2
8. 𝐸𝑛𝑑 𝐷𝑜

Таким чином по черзi можна знайти кiлька найбiльших за модулем
власних значень, якщо вони вiдокремленi один вiд одного i вiд решти
частини спектру. Очевидно, що для знаходження кiлькох вiдокремлених
мiнiмальних за модулем своїх значень можна використовувати зворотну
iтерацiю.

2.4 Використання зсувiв

Нехай 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 i 𝜎 ∈ 𝑅. Якщо {𝜆, 𝑥} — власна пара матрицi 𝐴, то
{𝜆−𝜎, 𝑥} являється власною парою матрицi 𝐴−𝜎𝐼 .Тодi зсувом навивається
дiйсне число 𝜎 .

Спочатку розглянемо використання зсуву у випадку збiльшення швид-
костi збiжностi зворотної iтерацiї. Оскiльки зворотна iтерацiя є степеневим
методом для матрицi 𝐴−1, то

𝜆(𝑘+1) − 1

𝜆𝑛
= 𝑂

⎛⎝(︃ 1
𝜆𝑛−1

1
𝜆𝑛

)︃2𝑘
⎞⎠ = 𝑂

(︃(︂
𝜆𝑛

𝜆𝑛−1

)︂2𝑘
)︃
.

Звiдси отримуємо, що швидкiсть збiжностi залежить вiд величини | 𝜆𝑛

𝜆𝑛−1
|

Остання залежить вiд вiдстанi мiж |𝜆𝑛−1| i |𝜆𝑛| , вiд вiдокремленостi най-
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меншого за модулем власного значення, i вiд малостi |𝜆𝑛|. Тому зсув 𝜎

вибирають так, щоб найменше за модулем власне значення ̃︀𝜆𝑛 = 𝜆𝑛 − 𝜎

матрицi 𝐴− 𝜎𝐼 було якомога ближче до нуля. Для збiльшення швидкостi
збiжностi зворотної iтерацiї зсув 𝜎 треба вибирати якомога ближче власно-
го значення 𝜆𝑛, яке шукаємо. Якщо ̃︀𝑥 – наближення до деякого власного
вектор симетричної матрицi, то найкращим наближенням до вiдповiдного
власного значення дає вiдношення Релея

𝜌(̃︀𝑥) = ̃︀𝑥𝑇𝐴̃︀𝑥̃︀𝑥𝑇̃︀𝑥 .

Вище сказане лежить в основi наступного алгоритму.

Алгоритм 2.4. Зворотна iтерацiя зi зсувом Релея
1. 𝑥0 = 𝑦0/||𝑦0||2
2. 𝐹𝑜𝑟 𝑘 = 0,1, . . . 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑙 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑒 𝐷𝑜

3. 𝜎𝑘+1 = 𝑥𝑇𝑘𝐴𝑥𝑘

4. 𝑦𝑘+1 = (𝐴− 𝜎𝑘+1𝐼)
−1𝑥𝑘

5. 𝑥𝑘+1 = 𝑦𝑘+1/||𝑦𝑘+1||2
6. 𝐸𝑛𝑑 𝐷𝑜

В якостi тесту на збiжнiсть можна використовувати умову (2.12).

Зауважимо, що крок 3. алгоритму вимагає 𝑂(𝑛3) арифметичних дiй,
бо кожного разу треба вирiшувати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
iз новою матрицею. Розглянемо тепер використання зсуву для обчислен-
ня власних значень матрицi степеневим методом (зворотною iтерацiєю),
вiдмiнних вiд максимальних (мiнiмальних) по модулю. Очевидно, що зворо-
тна iтерацiя, обчислюючи мiнiмальне за модулем власне значення матрицi
𝐴−𝜎𝐼 , фактично обчислюватиме власне значення матрицi 𝐴 найближче до
𝜎. Визначивши межi спектру матрицi 𝐴 (наприклад, по лемi Гершгорiна),
можна так вибрати зсув 𝜎, щоб степеневий метод або зворотна iтерацiя
фактично обчислювали найменше (найбiльше) власне значення матрицi
𝐴. Дiйсно якщо 𝜎 ≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴), то всi власнi значення матрицi 𝐴− 𝜎𝐼 пози-
тивнi, найменшому власному значенню матрицi 𝐴 вiдповiдає мiнiмальне
(мiнiмальне за модулем) власне значення матрицi 𝐴− 𝜎𝐼 , а максимальному
власному значенню матрицi 𝐴 – максимальне (максимальне за модулем)
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власне значення матрицi 𝐴− 𝜎𝐼. Якщо ж 𝜎 ≥ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴), всi власнi значен-
ня матрицi 𝐴− 𝜎𝐼 негативнi, найменшому власному значенню матрицi 𝐴
вiдповiдає мiнiмальне (максимальне за модулем) власне значення матрицi
𝐴 − 𝜎𝐼, а максимальному власному значенню матрицi 𝐴 – максимальне
(мiнiмальне за модулем) власне значення матрицi 𝐴− 𝜎𝐼.
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РОЗДIЛ 3

СТЕПЕНЕВИЙ МЕТОД У ВИПАДКУ КРАТНОГО

ВЛАСНОГО ЗНАЧЕННЯ

Нехай симетрична матриця 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 має 𝑝 рiзних власних значень

|𝜆1| > |𝜆2| > · · · > |𝜆𝑝| (3.1)

кратностей 𝑛1,𝑛2, . . . ,𝑛𝑝, вiдповiдно, 𝑛1 + 𝑛2 + · · ·+ 𝑛𝑝 = 𝑛.

Якщо {︁
𝑢
(𝑖)
𝑘

}︁𝑛𝑖

𝑘=1

деякий ортонормований базис власного пiдпростору 𝐸𝜆𝑖
, що вiдповiдає

власному значенню 𝜆𝑖 (𝑖 = 1,2, . . . ,𝑝), то ортогональний проектор

𝐻𝜆𝑖
=

𝑛𝑖∑︁
𝑘=1

𝑢
(𝑖)
𝑘 (𝑢

(𝑖)
𝑘 )𝑇

на 𝐸𝜆𝑖
визначається однозначно незалежно вiд вибору ортонормованого

базису та для матрицi 𝐴 можна записати таке спектральне розкладання
[16],

𝐴 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝐻𝜆𝑖
. (3.2)

З теореми 4.1 [17, c. 86] випливає наступна

Теорема 3.1. Нехай iснує тiльки одне максимальне за модулем кратне
власне значення 𝜆1 симетричної дiйсної матрицi 𝐴. Якщо проекцiя 𝑦0

на 𝐸𝜆1
вiдмiнна вiд нуля (𝐻𝜆1

𝑦0 ̸= 0), степеневий метод утворює такi
послiдовностi {𝜇𝑘} та {𝑥𝑘}, що 𝜇𝑘 збiгається до 𝜆1, а 𝑥𝑘 збiгається до
власного вектора 𝑢1, що вiдповiдає власному значенню 𝜆1.

Доведення. За умовою теореми маємо,

𝑦0 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑢𝑖, (3.3)
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де 𝑢𝑖 = 𝐻𝜆𝑖
𝑦0/||𝐻𝜆𝑖

𝑦0||2, 𝛼𝑖 = ||𝐻𝜆𝑖
𝑦0||2, 𝑖 = 1,2, . . . ,𝑝, 𝛼1 ̸= 0. Згiдно

алгоритму степеневого методу знаходимо,

𝑥0 =
𝑦0
||𝑦0||2

,

𝑦1 = 𝐴𝑥0 =

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑢𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑝∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

.

𝑥1 =
𝑦1
||𝑦1||2

=

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑢𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑝∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

.

Пiсля 𝑘 iтерацiй отримуємо,

𝑥𝑘 =

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘
𝑖 𝑢𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

, (3.4)

𝑦𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 =

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘+1
𝑖 𝑢𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

. (3.5)

З (3.4) та (3.5) маємо

𝜇𝑘+1 = 𝑦𝑇𝑘+1𝑥𝑘 =

(︂
𝑝∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘+1
𝑖 𝑢𝑖

)︂𝑇 (︂ 𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆
𝑘
𝑖 𝑢𝑖

)︂
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒2
2

=

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜆

2𝑘+1
𝑖

𝑝∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜆

2𝑘
𝑖

=

=
𝜆1 +

𝛼2
2𝜆2

𝛼2
1

(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘
+ · · ·+ 𝛼2

𝑝𝜆𝑝

𝛼2
1

(︁
𝜆𝑝

𝜆1

)︁2𝑘
1 + 𝛼2

2

𝛼2
1

(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘
+ · · ·+ 𝛼2

𝑝

𝛼2
1

(︁
𝜆𝑝

𝜆1

)︁2𝑘 =

𝜆1 +𝑂

(︂(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘)︂
1 +𝑂

(︂(︁
𝜆2

𝜆1

)︁2𝑘)︂ .

Очевидно, що 𝑥𝑘 — це вектор 𝐴𝑘𝑦0, який нормалiзовано деяким ска-
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ляром 𝛼̂𝑘. За умовою теореми 𝑦0 можна подати так,

𝑦0 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝐻𝜆𝑖
𝑦0, де 𝐻𝜆1

𝑦0 ̸= 0.

Тодi,

𝑥𝑘 =
1

𝛼̂𝑘
𝐴𝑘𝑦0 =

1

𝛼̂𝑘

(︃
𝑝∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖𝐻𝜆𝑖

)︃𝑘

𝑦0 =
1

𝛼̂𝑘

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜆𝑘
𝑖𝐻𝜆𝑖

𝑦0 =

=
𝜆𝑘
1

𝛼̂𝑘

(︃
𝐻𝜆1

𝑦0 +

𝑝∑︁
𝑖=2

(︂
𝜆𝑖

𝜆1

)︂𝑘

𝐻𝜆𝑖
𝑦0

)︃
.

Зауваження 3.1. Якщо враховувати помилки округлень машинної ари-
фметики, малоймовiрно, що проекцiя 𝑦0 на 𝐸𝜆1

буде дорiвнювати нулю на
першому кроцi степеневого метода, або що рiвнiсть нулю проекцiї 𝑦𝑘 на
𝐸𝜆1

збережеться у подальших обчисленнях. Тому, умову теореми про те,
що проекцiя початкового вектора 𝑦0 на власний пiдпростiр найбiльшого
за модулем власного значення не повинна бути нулем, можна вважати не
суттєвою для практичних обчислень.

З iншого боку, оскiльки всi власнi значення симетричної дiйсної ма-
трицi 𝐴 дiйснi, то матриця 𝐴 може мати щонайбiльше два найбiльших за
модулем власних значення. У цьому випадку можна обчислити домiнуючi
за модулем власнi значення матрицi 𝐴 застосувавши степеневий метод до
матрицi 𝐴− 𝜎𝐼 , де 𝜎 ∈ R — деякий зсув, а 𝐼 — одинична матриця. Дiйсно,
якщо знайти такi дiйснi числа 𝜎− та 𝜎+, що

𝜎− < min
𝑖

𝜆𝑖(𝐴) < 𝜎+ (3.6)

(наприклад, за лемою Гершгорiна), то у матрицi 𝐴−𝜎−𝐼 всi власнi значення
будуть додатнi, таким чином її максимальне за модулем власне значення
буде вiдповiдати найбiльшому власному значенню матрицi 𝐴, а у матрицi
𝐴−𝜎+𝐼 всi власнi значення будуть вiд’ємнi, таким чином її максимальне за
модулем власне значення буде вiдповiдати найменшому власному значенню
матрицi 𝐴.
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Виходячи з вище сказаного, маємо таку теорему.

Теорема 3.2. В машиннiй арифметицi степеневий метод для симетри-
чної дiйсної матрицi

𝐴− 𝜎𝐼,

де 𝜎 ∈ {𝜎−,𝜎+} завжди збiгається.

Нагадаємо, що матриця 𝐴 називається додатно (вiд’ємно) напiввизна-
ченою, якщо 𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ (≤) 0 ∀𝑥 ∈ R.

Наслiдок 3.1. В машиннiй арифметицi степеневий метод для симетри-
чної дiйсної додатно (вiд’ємно) напiввизначеної матрицi завжди збiгає-
ться.

Доведення. Дiйсно, така матриця має лише одне максимальне за модулем
власне значення.
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РОЗДIЛ 4

СТЕПЕНЕВИЙ МЕТОД ТА GOOGLE

4.1 Ланцюг Маркова

Дискретний у часi марковський ланцюг складається з множини мо-
жливих станiв 𝑆 i послiдовностi випадкових величин 𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, . . ., що
задовольняють умову: для будь-якої вимiрної пiдмножини 𝐸 ⊆ 𝑆

𝑃𝑟(𝑋𝑡+1 ∈ 𝐸 | 𝑋0, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) = Pr(𝑋𝑡+1 ∈ 𝐸 | 𝑋𝑡). (4.1)

Це означає, що розподiл iмовiрностей для 𝑋𝑡+1 залежить лише вiд
значення 𝑋𝑡, а не вiд попереднiх значень 𝑋𝑡−𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . .. Значення 𝑋𝑡

називається станом марковського ланцюга.

Якщо 𝜋𝑡,𝑖 = Pr[𝑋𝑡 = 𝑖] для будь-якого 𝑡 i 𝜋𝑡 = (𝜋𝑡,𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆) — вектор
ймовiрностей випадкової величини 𝑋𝑡, то

𝜋𝑡+1 = 𝑃𝜋𝑡,

де 𝑃 — матриця переходiв для Марковського ланцюга. Нехай 𝑒 — ве-
ктор одиниць розмiрностi 𝜋𝑡. Оскiльки сума ймовiрностей дорiвнює одиницi,
маємо

𝑒𝑇𝜋𝑡 = 1 для всiх 𝑡.

Зокрема,
1 = 𝑒𝑇𝜋𝑡+1 = 𝑒𝑇𝑃𝜋𝑡

для будь-якого вектора ймовiрностей 𝜋𝑡; отже,

𝑒𝑇𝑃 = 𝑒𝑇 .

Iншою властивiстю матрицi 𝑃 є те, що всi її елементи невiд’ємнi, оскiль-
ки всi ймовiрностi невiд’ємнi. Будь-яка квадратна матриця 𝑃 з невiд’ємними
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елементами, для якої виконується рiвнiсть 𝑒𝑇𝑃 = 𝑒𝑇 , називається стохасти-
чною матрицею i може бути матрицею Марковського ланцюга. Стохастична
матриця 𝑃 , для якої також виконується

𝑃𝑒 = 𝑒,

називається двiчi стохастичною.

В загальному випадку iснують чотири можливi комбiнацiї марковських
ланцюгiв з дискретним та неперервним часом i станами: дискретний час
i дискретнi стани, дискретний час i неперервнi стани, неперервний час i
дискретнi стани, а також неперервний час i неперервнi стани.

Задачi з неперервним часом i неперервними станами найкраще розу-
мiти як стохастичнi диференцiальнi рiвняння. Марковськi ланцюги з
неперервним часом i дискретними станами — це системи лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами:

Алгоритм 4.1. Iмiтацiя марковського ланцюга з дискретним
часом i дискретним станом
1. generator markovdiscrete(𝑥0, 𝑃, 𝑈)
2. 𝑥← 𝑥0

3. while true do
4. 𝑢← next(𝑈)

5. знайти 𝑦 таке, що

𝑦−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑥 ≤ 𝑢 <

𝑦∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑥

6. 𝑥← 𝑦

7. yield 𝑥

8. end while
9. end generator
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4.2 Безперервний час i дискретний простiр
станiв

У цьому випадку динамiка описується системою диференцiальних
рiвнянь:

𝑑𝜋

𝑑𝑡
= 𝐴𝜋,

де 𝑎𝑖𝑖 ≤ 0, 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0 при 𝑖 ̸= 𝑗, i 𝑒𝑇𝐴 = 0𝑇 .Матриця 𝐴 називається матрицею
iнтенсивностей переходiв (або матрицею швидкостей переходiв)
для марковського ланцюга.

Марковськi процеси з дискретним часом i безперервним про-
стором станiв часто можна описати за допомогою iнтегралiв вiд функцiй
розподiлу ймовiрностей:

𝜋𝑡+1(𝑥) =

∫︁
𝑆

𝑝(𝑥, 𝑦) 𝜋𝑡(𝑦) 𝑑𝑦,

де 𝑝(𝑥, 𝑦) — функцiя щiльностi переходу. При цьому виконується умова
нормування: ∫︁

𝑆

𝑝(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 = 1 для всiх 𝑦 ∈ 𝑆.

У загальнiшому випадку, ймовiрнiснi розподiли слiд описувати через
мiри, i тодi формула має вигляд:

𝜋𝑡+1(𝐸) =

∫︁
𝐸

(︂∫︁
𝑆

𝜋𝑡(𝑑𝑦)𝜇(𝑑𝑥, 𝑦)

)︂
,

де 𝜇 — функцiя, що кожному 𝑦 ∈ 𝑆 ставить у вiдповiднiсть ймовiрнiсну
мiру на 𝑆, причому:

𝜇(𝑆, 𝑦) = 1 для всiх 𝑦 ∈ 𝑆.

Функцiю 𝜇 називають перехiдною мiрою.
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4.3 Моделювання PageRank за допомогою мар-
ковського ланцюга

Оригiнальний алгоритм Google PageRank використовує метод сте-
пенiв для ранжування вебсторiнок. Вiн базується на марковському лан-
цюгу, де випадковий користувач переходить за посиланнями на сторiнцi
з однаковою ймовiрнiстю. Якщо немає посилань — обирається випадкова
сторiнка з усiх можливих.

Сторiнки з високою рiвноважною ймовiрнiстю вважаються важли-
вiшими. Це означає, що на них веде багато посилань, включаючи посилання
з iнших важливих сторiнок. Тобто, змiст сторiнки не враховується — лише
структура посилань.

Алгоритм вводить ймовiрнiсть 𝛼 > 0 випадкового переходу на будь-
яку сторiнку. Якщо 𝑝𝑡 — вектор ймовiрностей, де (𝑝𝑡)𝑖 — ймовiрнiсть того,
що сторiнка 𝑖 переглядається пiсля 𝑡 крокiв, тодi

𝑝𝑡+1 = 𝑃𝑝𝑡,

де 𝑃 — матриця перехiдних ймовiрностей, 𝑃𝑖𝑗 — ймовiрнiсть того,
що сторiнка 𝑖 переглядається в момент часу 𝑡 + 1, якщо в момент часу 𝑡

переглядалася сторiнка 𝑗. Значення 𝑃𝑖𝑗 ∈ [0,1]. Крiм того,

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑝𝑡)𝑖 = 1,

або

𝑒𝑇𝑝𝑡 = 1,

для всiх 𝑡, де 𝑒 = [1, 1, . . . , 1]𝑇 .

Тодi

𝑒𝑇𝑝𝑡+1 = 𝑒𝑇𝑃𝑝𝑡 = 𝑒𝑇𝑝𝑡,
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для будь-якого вектора ймовiрностей 𝑝𝑡. Отже,

𝑒𝑇𝑃 = 𝑒𝑇 .

Нехай 𝑃0 — матриця перехiдних ймовiрностей, що описує вибiр поси-
лань. Алгоритм PageRank модифiкує її, вводячи ймовiрнiсть 𝛼 > 0 випад-
кового вибору будь-якої вебсторiнки замiсть вибору посилання на поточнiй
сторiнцi:

𝑃 = 𝛼
𝑒𝑒𝑇

𝑁
+ (1− 𝛼)𝑃0. (4.2)

Це означає, що кожен елемент

𝑃𝑖𝑗 ≥
𝛼

𝑁
.

Множина векторiв ймовiрностей:

𝒮 = {𝑝 | 𝑒𝑇𝑝 = 1, 𝑝 ≥ 0},

де нерiвнiсть 𝑝 ≥ 0 розглядається покомпонентно. Множина 𝒮 є
опуклою i обмеженою в R𝑁 .

Матриця 𝑃 визначає вiдображення 𝑝 ↦→ 𝑃𝑝 з 𝒮 в 𝒮. Згiдно з теоремою
Брауера про нерухому точку, iснує фiксована точка 𝑝*, для якої виконується

𝑃𝑝* = 𝑝*.

Вектор 𝑝* є власним вектором матрицi 𝑃 з власним значенням 1. Крiм
того, такий вектор ймовiрностей єдиний, оскiльки всi елементи 𝑃 строго
додатнi.

‖𝑃 (𝑝− 𝑞)‖1 =
𝑁∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑝𝑗 − 𝑞𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗|𝑝𝑗 − 𝑞𝑗|
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=
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖𝑗|𝑝𝑗 − 𝑞𝑗| =
𝑁∑︁
𝑗=1

|𝑝𝑗 − 𝑞𝑗| = ‖𝑝− 𝑞‖1.

Рiвнiсть можлива лише тодi, коли⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑝𝑗 − 𝑞𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗|𝑝𝑗 − 𝑞𝑗|

для всiх 𝑖. Оскiльки всi 𝑃𝑖𝑗 > 0, це означає, що 𝑝𝑗 − 𝑞𝑗 мають однаковий
знак для всiх 𝑗. Але

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑝𝑗 =

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑞𝑗 = 1, отже 𝑝𝑗 − 𝑞𝑗 = 0 для всiх 𝑗.

Таким чином, рiвноважний вектор ймовiрностей 𝑝* є унiкальним.

Можна застосувати метод степенiв

𝑝𝑡+1 = 𝑃𝑝𝑡

до цiєї матрицi. Оскiльки 𝑃 — це сума розрiдженої матрицi (матрицi по-
силань мiж вебсторiнками), матрицi низького рангу 𝛼𝑒𝑒𝑇

𝑁 , та матрицi з
колонкою 𝑒

𝑁 для кожної сторiнки без вихiдних посилань, добуток 𝑃𝑝 можна
обчислити ефективно.

Кiлькiсть операцiй з плаваючою комою, необхiдних на кожному кроцi,
дорiвнює 𝑂(𝑁+𝐿), де 𝑁 — кiлькiсть вебсторiнок, а 𝐿 — кiлькiсть посилань,
замiсть 𝑂(𝑁 2).

о онити видкстност методу стеенв дл матри ередни моврносте (5.1),
ролнемо:

‖𝑝𝑡+1 − 𝑝*‖1 = ‖𝑃 (𝑝𝑡 − 𝑝*)‖1 =
⃦⃦⃦ 𝛼
𝑁
𝑒𝑒𝑇 (𝑝𝑡 − 𝑝*) + (1− 𝛼)𝑃0(𝑝𝑡 − 𝑝*)

⃦⃦⃦
1
.

Оскiльки 𝑒𝑇𝑝𝑡 = 𝑒𝑇𝑝* = 1, перший доданок дорiвнює нулю, отже:

‖𝑝𝑡+1 − 𝑝*‖1 = ‖(1− 𝛼)𝑃0(𝑝𝑡 − 𝑝*)‖1 ≤ (1− 𝛼)‖𝑝𝑡 − 𝑝*‖1.

Отже, метод степенiв сходиться зi швидкiстю, керованою параметром
1− 𝛼.
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Кiлькiсть iтерацiй, необхiдних для досягнення точностi 𝜀, має порядок

𝑂

(︂
log 𝜀

log(1− 𝛼)

)︂
.

Вiдомо, що Google використовує 𝛼 ≈ 0.15, що дозволяє гарантувати
певний рiвень точностi за помiрну кiлькiсть iтерацiй.
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РОЗДIЛ 5

ОБЧИСЛЮВАЛЬНI ЕКСПЕРИМЕНТИ

5.1 Експеримент 1

Визначимо матрицi розмiрностi 𝑛× 𝑛,

𝐴𝑛 = diag(10,10, . . . ,10,11), (5.1)

𝐵𝑛 = diag(10,10, . . . ,10,11,11), (5.2)

𝐶𝑛 = diag(10,10, . . . ,10,− 11,11). (5.3)

У матрицi 𝐴𝑛 максимальне за модулем власне значення просте, у матрицi
𝐵𝑛 максимальне за модулем власне значення кратне, матриця 𝐶𝑛 має два
рiзнi (протилежнi за знаком) максимальнi за модулем власнi числа.

Степеневим методом обчислювались максимальнi за модулем власнi
значення матриць 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 та 𝐶𝑛 з точнiстю 𝜀 = 10−6. Початковий вектор
вибрано так:

𝑥0 =
𝑦0
||𝑦0||2

, де 𝑦𝑇 = [1,1,1, . . . ,1]. (5.4)

У табл. 5.1 приведено кiлькiсть крокiв, що затраченi степеневим
методом для обчислення максимального за модулем власного значення
матриць 𝐴𝑛 та 𝐵𝑛. Для матрицi 𝐶𝑛 степеневий метод за вказану кiлькiсть
крокiв обчислив неправильний результат (нульове власне значення).

Аналiзуючи результати обчислювального експерименту, можна зроби-
ти такi висновки:

• Для обчислення простого та кратного власного значення затрачено
однакову кiлькiсть iтерацiй степеневого методу.

• Швидкiсть збiжностi степеневого методу однакова для простого та
кратного власного значення.

• Швидкiсть збiжностi степеневого методу залежить вiд спiввiдношення
|𝜆2|
|𝜆1| , де 𝜆1 — найбiльше за модулем власне значення та не залежить



30

Табл. 5.1. Кiлькiсть крокiв, що затраченi степеневим методом для обчисле-
ння максимального за модулем власного значення.

𝑛 𝐴𝑛 𝐵𝑛 𝐶𝑛

10 65 60 197

100 77 74 210

1000 89 86 222

2000 93 89 223

вiд розмiру матрицi.
• Степеневий метод не може обчислити максимальне за модулем вла-

сне значення, якщо матриця має рiзнi за знаком максимальнi власнi
значення.

5.2 Експеримент 2

Добре вiдомо, що власнi значення симетричної трьохдiагональної
матрицi

𝐴ℎ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2/ℎ2 −1/ℎ2

−1/ℎ2 2/ℎ2 −1/ℎ2

. . . . . . . . .

−1/ℎ2 2/ℎ2 −1/ℎ2

−1/ℎ2 2/ℎ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.5)

розмiру (𝑛− 1)× (𝑛− 1), де ℎ = 1
𝑛 , всi рiзнi та обчислюються за формулою

𝜆ℎ
𝑖 = 4𝑛2 sin2

𝜋𝑖

2𝑛
, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛− 1. (5.6)
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Очевидно, що власнi значення матрицi

𝐵ℎ =

⎡⎢⎣ 𝐴ℎ 0

0 𝐴ℎ

⎤⎥⎦ (5.7)

такi ж, як у матрицi 𝐴ℎ, але кратнiсть кожного дорiвнює 2.

Степеневим методом обчислювались максимальнi за модулем власнi
значення матриць 𝐴ℎ та 𝐵ℎ з точнiстю 𝜀 = 10−6.

У табл. 5.2 приведено кiлькiсть крокiв, що затраченi степеневим
методом для обчислення максимального за модулем власного значення
матриць 𝐴ℎ та 𝐵ℎ з початковим вектором (5.8).

Спектр матрицi

𝐶ℎ =

⎡⎢⎣ 𝐴ℎ 0

0 −𝐴ℎ

⎤⎥⎦ (5.8)

складається з власних значень матрицi 𝐴ℎ, та власних значень, якi знаком
вiдрiзняються вiд власних чисел матрицi 𝐴ℎ.

Для матрицi 𝐶ℎ степеневий метод обчислив неправильний результат
(нульове власне значення).

Табл. 5.2. Кiлькiсть крокiв, що затраченi степеневим методом для обчисле-
ння максимального за модулем власного значення.

𝑛 𝐴ℎ 𝐵ℎ

10 35 35

100 999 999

1000 868 868

10000 868 868

Аналiзуючи результати обчислювального експерименту, можна зроби-
ти такi висновки:

• Для обчислення простого та кратного власного значення затраче-
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но однакову кiлькiсть iтерацiй степеневого методу, хоча розмiрнiсть
матрицi 𝐵ℎ у 2 рази бiльше розмiрностi матрицi 𝐴ℎ.

• Швидкiсть збiжностi степеневого методу однакова для простого та
кратного власного значення.

• Швидкiсть збiжностi степеневого методу залежить вiд спiввiдношення
|𝜆2|
|𝜆1| , де 𝜆1 — найбiльше за модулем власне значення та не залежить
вiд розмiру матрицi.

• Степеневий метод не може обчислити максимальне за модулем вла-
сне значення, якщо матриця має рiзнi за знаком максимальнi власнi
значення.
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ВИСНОВКИ

В роботi розглянуто степеневий метод обчислення найбiльшого за
модулем власного значення симетричної матрицi.

Вiдомi теореми щодо збiжностi степеневого методу стверджують, що
степеневий метод збiгається, якщо найбiльше за модулем власне значення
просте.

Проведено обчислювальнi експерименти для встановлення умов збi-
жностi степеневого метода (зворотної iтерацiї) при обчисленнi найбiльшого
(найменшого) за модулем власного значення та вiдповiдного власного ве-
ктора симетричної дiйсної матрицi 𝐴 з кратними власними значеннями.

Аналiзуючи результати обчислювальних експериментiв, можна зроби-
ти такi висновки:

• Швидкiсть збiжностi степеневого методу однакова для простого та
кратного власного значення.

• Степеневий метод не може обчислити максимальне за модулем вла-
сне значення, якщо матриця має рiзнi за знаком максимальнi власнi
значення.
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ДОДАТОК А. ТЕКСТ ПРОГРАМНИХ ДОДАТКIВ

function p1
n=10;
eps=1e-6;
y0=ones(n,1);
x0=y0/norm(y0,2);
lambda0=x0'*y0
A=initA(n);
step=0;
while 1

step=step+1;
y1=A*x0;
x1=y1/norm(y1,2);
lambda1=x0'*y1;
if abs(lambda0-lambda1) <= eps*abs(lambda1)

break
endif
lambda0=lambda1;
x0=x1;

endwhile
x1;
lambda1
step

endfunction

function A=initA(n)
for i=1:n

A(i,i)=10;
endfor

A(n-1,n-1)=-11;
A(n,n)=11;
A=sparse(A);
endfunction
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function p2
% Рiзницевий оператор
format long;
N=20000
A=initA(N);
n=size(A,1)
eps=1e-6;
y0=ones(n,1);
x0=y0/norm(y0,2);
lambda0=x0'*y0

step=0;
while 1

step=step+1;
y1=A*x0;
x1=y1/norm(y1,2);
lambda1=x0'*y1;
if abs(lambda0-lambda1) <= eps*abs(lambda1)

break
endif
lambda0=lambda1;
x0=x1;

endwhile
x1;
lambda1
s=sin(pi*(N-1)/2/N);
lambda_=4*N*N*s*s
step

endfunction
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function [A]=initA(N)
% Рiзницевий оператор
h=1/N;
n=N-1;
v(1:n)=2/h/h;
v1(1:n-1)=-1/h/h;
A=diag(v)+diag(v1,1)+diag(v1,-1);
A=sparse(A);

end

function p3
% Рiзницевий оператор
format long;

N=100
A=initA(N);
n=size(A,1)
eps=1e-6;
y0=ones(n,1);
x0=y0/norm(y0,2);
lambda0=x0'*y0
step=0

while 1
step=step+1;
y1=A*x0;
x1=y1/norm(y1,2);
lambda1=x0'*y1;
if abs(lambda0-lambda1) <= eps*abs(lambda1)

break
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endif
lambda0=lambda1;
x0=x1;

endwhile
x1;
lambda1

s=sin(pi*(N-1)/2/N);
lambda_=4*N*N*s*s
step

endfunction

function [A]=initA(N)
% Рiзницевий оператор
h=1/N;
n=N-1;
v(1:n)=2/h/h;
v1(1:n-1)=-1/h/h;
B=diag(v)+diag(v1,1)+diag(v1,-1);
nn=size(B,1);
C=zeros(nn,nn);
A=[B,C;C,-B];
A=sparse(A);

end
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