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ВСТУП

Актуальнiст теми.

Теорiя мартингалiв становить важливий сучасний напрямок в теорiї
ймовiрностей. Незважаючи на те, що теорiя мартингалiв є одним з най-
бiльш вивчених роздiлiв теорiї iмовiрностей або, точнiше, теорiї випадкових
процесiв, iнтенсивнi дослiдження продовжуються досi. Зокрема, за останнє
десятилiття було опублiковано новi простiшi доведення вiдомих тверджень.

Вивчення сучасної стохастичної фiнансової математики немислимо
без гарного знання теорiї мартингалiв. Саме мартингальний пiдхiд виявився
найбiльш плiдним у останнiх досягненнях фiнансової математики.

Як вiдомо, експоненцiальнi мартингали вiдiграють важливу роль
у рiзних питаннях щодо абсолютної неперервностi ймовiрнiсних законiв
випадкових процесiв. Однак ℰ(𝑀) не завжди є рiвномiрно iнтегрованим
мартингалом, i часто важко перевiрити рiвномiрну iнтегрованiсть ℰ(𝑀).
У 1960 роцi I.В. Гiрсанов показав, що якщо ⟨𝑀⟩∞ обмежений, то ℰ(𝑀) є
рiвномiрно iнтегрованим мартингалом. У 1972 роцi це твердження було
доведено I.I. Гiхман i А.В. Скороход при exp ((1 + 𝛿)⟨𝑀⟩∞) ∈ 𝐿1 для деяких
𝛿 > 0, а потiм за Р.С. Лiпстер i А.Н. Ширяєв, коли exp

(︀(︀
1
2 + 𝛿

)︀
⟨𝑀⟩∞

)︀
∈ 𝐿1

для деяких 𝛿 > 0. Пiсля цього А.А. Новiков теж показав гарний критерiй.

У дипломнiй роботi ми розглянемо саме мартингали у просторi фун-
кцiй з обмеженими середнiми коливаннями.

Простiр 𝐵𝑀𝑂 - функцiй був введений Ф. Джоном i Л. Нiренбергом i
дали перший важливий результат щодо 𝐵𝑀𝑂 - функцiй. У 1971 С. Феффер-
ман характеризує простiр 𝐵𝑀𝑂 - функцiй як двоїстистим простору Хардi
𝐻1. Це один iз найважливiших результатiв у теорiї 𝐻1. З iншого боку, в 1972

роцi Р. К. Гетур i М. Дж. Шарп ввели концепцiю конформного мартингалу.

Мета та завдання роботи.

Метою представленої дипломнiй роботi є встановлення поняття 𝐵𝑀𝑂-
мартингалу та деяких його властивостей. Досягненню мети сприяють на-
ступнi основнi задачi дипломної роботи.

1) Дати визначення 𝐵𝑀𝑂-мартингалу та вивчити його основнi власти-



4

востi.
2) Показати застосування 𝐵𝑀𝑂-мартингалу для доведення теореми

Джона-Нiренберга.
3) Встановити характеристки 𝐵𝑀𝑂-мартингалу.
4) Розлянути нерывнiсть Феффермана.

Робота має реферативний характер.

Структура роботи.

Дипломна робота загальним обсягом 32 сторiнки складається з вступу,
трьох роздiлiв, якi подiляються на пiдроздiли, висновкiв, списку використа-
них джерел, що мiстить 14 найменувань.

У першому роздiлi представленi попереднi результати, якi нам знадо-
бляться для формулювання визначень i теорем, в тому числi для доведення
теорем, у наступних роздiлах.

У другому роздiлi сформулюємо визначення мартiнгала та деяких
його властивостей. Розглянемо 𝐿𝑝-iнтегрованiсть ℰ(𝑀), важливий критерiй,
який сформулював А. А. Новiков та формулу Гiрсанова.

У третьому роздiлi сформулюємо поняття 𝐵𝑀𝑂-мартингалу та вивчи-
мо його основнi властивостi. Розглянемо застосування 𝐵𝑀𝑂-мартингалу
для доведення теореми Джона-Нiренберга та нерiвностi Феффермана. Вста-
новимо основнi характеристики 𝐵𝑀𝑂-мартингалу.
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РОЗДIЛ 1

ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ

В цьому роздiлi проводиться огляд вiдомих результатiв, якi ми будемо
використовувати у подальшому.

Означення 1.1. Множина Ω — простiр елементарних подiй, а елементи
цiєї множини 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, . . . називають елементарними подiями.

Означення 1.2. Система пiдмножин ℱ множини Ω називається 𝜎-алгеброю
множин, якщо:

1) Ω ∈ ℱ ;
2) з того, що 𝐴 ∈ ℱ винливає, що 𝐴 = Ω∖𝐴 ∈ ℱ ;
3) з того, що 𝐴𝑛 ∈ ℱ для всiх 𝑛 ∈ N випливає, що

⋃︀∞
𝑛=1𝐴𝑛 ∈ ℱ .

Означення 1.3. Нехай (Ω, ℱ) - вимiрний простiр. Ймовiрнiстю (або ймо-
вiрнiсною мiрою) на цьому просторi називається абстрактна невiд’ємна мiра
𝑃 , визначена на ℱ , iз загальною масою, що дорiвнює 1 .

Система (Ω,ℱ , Р) називається ймовiрнiсним простором.

Iншими словами, 𝑃 є невiд’ємною функцiєю множини, визначеною
на ℱ , такою, що 𝑃 (Ω) = 1, i задовольняє наступнiй властивостi. Для
кожної послiдовностi попарних множин, якi не перетинаються (𝐴𝑛)𝑛∈N,
маємо 𝑃

(︁
∪
𝑛
𝐴𝑛

)︁
=
∑︀

𝑃 (𝐴𝑛).

Означення 1.4. Ймовiрнiсний простiр (Ω,ℱ , 𝑃 ) називається повним, якщо
кожна пiдмножина 𝐴 з Ω, що мiститься в множинi нульової 𝑃 -мiри, нале-
жить 𝜎-алгебрi ℱ (отже має 𝑃 -мiру нуль).

Означення 1.5. Вимiрним простором називається пара (Ω,ℱ), де ℱ —
𝜎-алгебра пiдмножин Ω.

Означення 1.6. Нехай функцiя 𝑓 задана на вимiрнiй множинi 𝐸. Цю
функцiю називають вимiрною, якщо для будь-якого 𝜆 ∈ R множина

𝐸(𝑓 > 𝜆) = {𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑓(𝑥) > 𝜆}
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вимiрна.

Нехай (Ω,ℱ) - вимiрний простiр i 𝑇 - пiдмножина R.

Означення 1.7. Нехай (Ω,ℱ , 𝑃 ) — ймовiрнiсний простiр i нехай задана
функцiя 𝑋 : 𝑇 × Ω → R. Якщо при будь-якому 𝑡 ∈ 𝑇 випадкова величина
𝑋𝑡 є ℱ -вимiрною, то 𝑋 називається випадковою функцiєю або випадковим
процесом.

Означення 1.8. Сукупнiсть 𝜎-пiдалгебр ℱ𝑡 ⊆ ℱ , 𝑡 ∈ 𝑇 , називається
фiльтрацiєю, якщо ℱ𝑠 ⊆ ℱ𝑡 для будь-яких 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇 таких, що 𝑠 ⩽ 𝑡.

Означення 1.9. Випадкова величина 𝜏 : Ω → 𝑇 називається моментом
зупинки фiльтрацiї ℱ𝑡, якщо

∀𝑡 ∈ 𝑇 {𝑤 ∈ Ω: 𝜏(𝑤) ⩽ 𝑡} ∈ ℱ𝑡.

Означення 1.10. Випадковий процес 𝑋 : 𝑇 × Ω → R називається узгодже-
ним з фiльтрацiєю ℱ𝑡, якщо випадкова величина 𝑋𝑡 вимiрна щодо ℱ𝑡 при
кожному 𝑡 ∈ 𝑇 .

Для доведення подальших результатiв нам знадобиться Теорема Тей-
лора.

Теорема 1.1 (Тейлора). Нехай функцiя 𝑓 визначена в околi 𝐼 точки 𝑥0 i
має в цьому околi похiднi до (𝑛− 1)-го порядку включно, а в точцi 𝑥0 має
похiдну 𝑛-го порядку. Тодi справедлива рiвнiсть

𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥0) +
𝑓 ′ (𝑥0)

1!
(𝑥− 𝑥0) +

𝑓 ′′ (𝑥0)

2!
(𝑥− 𝑥0)

2

+ · · ·+ 𝑓 (𝑛) (𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛 + 𝑜 ((𝑥− 𝑥0)
𝑛) при 𝑥 → 𝑥0.

Доведення цiєї теоремi можна знайти у [1].
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РОЗДIЛ 2

МАРТИНГАЛИ

Hехай (Ω,ℱ , 𝑃 ) — повний ймовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю (ℱ𝑡),
що задовольняє таким умовам:

1) ℱ0 мiстить усi 𝑃 -нульовi набори ℱ ,
2) ℱ𝑡 =

⋂︀
𝑢>𝑡ℱ𝑢 для всiх 𝑡 ≥ 0.

2.1. Визначення та деякi властивостi

Означення 2.1. Дiйснозначний випадковий процес 𝑀 = (𝑀𝑡,ℱ𝑡) називає-
ться мартингалом (вiдповiдно супермартингалом, субмартингалом), якщо

1) кожен 𝑀𝑡 є ℱ𝑡-вимiрним, тобто 𝑀 адаптований до фiльтрацiї (ℱ𝑡),
2) 𝑀𝑡 ∈ 𝐿1 для кожного 𝑡,
3) якщо 𝑠 ≤ 𝑡, то 𝐸 [𝑀𝑡 | ℱ𝑠] = 𝑀𝑠 майже напевно (вiдповiдно 𝐸 [𝑀𝑡 | ℱ𝑠] ≤

𝑀𝑠, вiдповiдно ≥ 𝑀𝑠).

Означення 2.2. Адаптований процес 𝑀 = (𝑀𝑡,ℱ𝑡) називається локаль-
ним мартингалом, якщо iснує послiдовнiсть збiльшення часу зупинки 𝑇𝑛

з lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 = ∞ майже напевно такий, що
(︀
𝑀𝑡∧𝑇𝑛

I{𝑇𝑛>0},ℱ𝑡

)︀
є мартингалом

для кожного 𝑛.

Tака послiдовнiсть (𝑇𝑛) часiв зупинки називається фундаментальною
послiдовнiстю. Нагадаємо, що час зупинки 𝑇 - це випадкова величина, що
приймає значення в [0,∞], такi, що {𝑇 ≤ 𝑡} ∈ ℱ𝑡 для кожного 𝑡 ≥ 0.

Протягом усiєї роботи ми припускаємо, що будь-який локальний мар-
тингал, адаптований до цiєї фiльтрацiї, є неперервним.

Позначимо через ⟨𝑀⟩ неперервний процес зростання, такий, що 𝑀 2−
⟨𝑀⟩ також є локальним мартингалом. Нехай 𝑡 > 0 i {𝑇 𝑛

𝑖 }𝑖=0,1,··· ,𝑘𝑛 — по-
слiдовнiсть часiв зупинки така, що 0 = 𝑇 𝑛

0 ≤ 𝑇 𝑛
1 ≤ · · · ≤ 𝑇 𝑛

𝑘𝑛
= 𝑡 i

lim
𝑛→∞

max0≤𝑖<𝑘𝑛

(︀
𝑇 𝑛
𝑖+1− 𝑇 𝑛

𝑖 ) = 0. Тодi з вiдомого результату К. Долеанса-
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Даде ([2]) випливає, що

𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝑀𝑇𝑛

𝑖+1
−𝑀𝑇𝑛

𝑖

)︀2 −→ ⟨𝑀⟩𝑡

за ймовiрнiстю 𝑛 → ∞. Адаптований процес 𝑋 = (𝑋𝑡,ℱ𝑡) називається
напiвмартингалом, якщо 𝑋𝑡 можна записати як 𝑀𝑡 +𝐴𝑡, де 𝑀 – локальний
мартингал, а 𝐴 – випадковий процес, який локально має обмеженi варiацiї.
Нехай ⟨𝑋⟩ = ⟨𝑀⟩. Наступна формула вiдiграє надзвичайно важливу роль
у стохастичному обчисленнi.

Теорема 2.1 (Формула Iто). Нехай 𝑋 = 𝑀 + 𝐴 — неперервний напiвмар-
тингал, а 𝑓 — дiйснозначна функцiя на 𝑅, яка двiчi неперервно диференцi-
йована. Тодi

𝑓 (𝑋𝑡) = 𝑓 (𝑋0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑓 ′ (𝑋𝑠) 𝑑𝑋𝑠 +
1

2

∫︁ 𝑡

0

𝑓 ′′ (𝑋𝑠) 𝑑⟨𝑀⟩𝑠* (2.1)

Зауважимо, що другий член у правiй частинi є стохастичним iнтегра-
лом.

Доведення. Нехай 𝑓 ∈ 𝐶2. Доведення по сутi спирається на теорему Тейло-
ра:

𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)(𝑦 − 𝑥) +
1

2
𝑓 ′′(𝑥)(𝑦 − 𝑥)2 +𝑅(𝑥, 𝑦) (2.2)

де |𝑅(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑟(|𝑦 − 𝑥|)(𝑦 − 𝑥)2, такий, що 𝑟 : R+ ↦→ R+ є зростаючою фун-
кцiєю, що задовольняє lim

𝑢→ 0
𝑟(𝑢) = 0. Нехай тепер 𝑋 — неперервний напiв-

мартингал. Без втрати загальностi можна взяти 𝑋0 = 0 i далi, зупинившись
на 𝑇𝑚 = inf {𝑡 : |𝑋𝑡| ≥ 𝑚}, ми можемо вважати, що 𝑋 обмежений. Нехай 𝑡

— фiксоване додатне число, а {𝑇 𝑛
𝑖 }𝑖=0,1,··· ,𝑘𝑛 — послiдовнiсть часiв зупинки

така, що 0 = 𝑇 𝑛
0 ≤ 𝑇 𝑛

1 ≤ · · · ≤ 𝑇 𝑛
𝑘𝑛

= 𝑡 i lim
𝑛→ ∞

max0≤𝑖<𝑘𝑛

(︀
𝑇 𝑛
𝑖+1 − 𝑇 𝑛

𝑖

)︀
= 0.

Тодi побачити неважко, що

𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖+1
−𝑋𝑇𝑛

𝑖

)︀2 −→ ⟨𝑋⟩𝑡



9

за ймовiрнiстю при 𝑛 → ∞. З (2.2) випливає, що

𝑓 (𝑋𝑡)− 𝑓 (𝑋0) =

𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

{︀
𝑓
(︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖+1

)︀
− 𝑓

(︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖

)︀}︀
=

𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓 ′ (︀𝑋𝑇𝑛
𝑖

)︀ (︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖+1
−𝑋𝑇𝑛

𝑖

)︀
+

1

2

𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓 ′′ (︀𝑋𝑇𝑛
𝑖

)︀ (︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖+1
−𝑋𝑇𝑛

𝑖

)︀2
+

𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑅
(︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖
, 𝑋𝑇𝑛

𝑖+1

)︀
.

Перша сума в останньому виразi збiгається за ймовiрнiстю до стоха-
стичного iнтеграла

∫︀ 𝑡

0 𝑓
′ (𝑋𝑠) 𝑑𝑋𝑠, а друга сума збiгається за ймовiрнiстю до

1
2

∫︀ 𝑡

0 𝑓
′ (𝑋𝑠) 𝑑⟨𝑋⟩𝑠. Отже, залишилося розглянути третю суму. Щоб оцiнити

це, звернемо увагу на це

lim
𝑛→∞

max
𝑖

𝑟
(︀⃒⃒
𝑋𝑇𝑛

𝑖+1
−𝑋𝑇𝑛

𝑖

⃒⃒)︀
= 0,

що випливає з припущення, що 𝑋 обмежений i неперервний мартингал.
Тодi ⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑅
(︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖
, 𝑋𝑇𝑛

𝑖+1

)︀⃒⃒⃒⃒⃒ ≤ max
0≤𝑖<𝑘𝑛

𝑟
(︀⃒⃒
𝑋𝑇𝑛

𝑖+1
−𝑋𝑇𝑛

𝑖

⃒⃒)︀ 𝑘𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝑋𝑇𝑛

𝑖+1
−𝑋𝑇𝑛

𝑖

)︀2
,

а права частина збiгається за ймовiрнiстю до 0 при 𝑛 → ∞. Отже, (2.1)
виконується.

Формула Iто показує, що клас напiвмартингалiв є iнварiантним щодо
композицiї з функцiєю 𝐶2.

Теорема 2.2. Якщо 𝑀 — неперервний локальний мартингал, то

ℰ(𝑀)𝑡 = exp

(︂
𝑀𝑡 −

1

2
⟨𝑀⟩𝑡

)︂
(0 ≤ 𝑡 < ∞) (2.3)

також локальний мартингал, такий що ℰ(𝑀)0 = 1.

Доведення. Застосовуючи формулу Iто з 𝑋 = 𝑀 − 1
2⟨𝑀⟩ i 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥,
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отримуємо

ℰ(𝑀)𝑡 = 1 +

∫︁ 𝑡

0

ℰ(𝑀)𝑠𝑑𝑀𝑎

що завершує доведення.

Приклад 2.1. Нехай 𝐵 = (𝐵𝑡,ℱ𝑡) — одновимiрний броунiвський рух, що
починається з 0 . Для кожного 𝑡 > 0 ми маємо

𝐸 [ℰ(𝐵)𝑡] =

∫︁ ∞

−∞
exp

(︂
𝑥− 𝑡

2

)︂
1√
2𝜋𝑡

exp

(︂
−𝑥2

2𝑡

)︂
𝑑𝑥

=

∫︁ ∞

−∞

1√
2𝜋𝑡

exp

(︂
−(𝑥− 𝑡)2

2𝑡

)︂
𝑑𝑥

= 1

i, отже, ℰ(𝐵) є мартингалом. Однак, оскiльки ℰ(𝐵)∞ = 0 майже напевно,
це не є рiвномiрно iнтегрованим мартингалом.

Теорема 2.3. Якщо 𝑋 =
(︀
𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛

)︀
— це 𝑛-кортеж неперервних

напiвмартингалiв i 𝑓 : R𝑛 → R має неперервнi частковi похiднi другого
порядку, тодi

𝑓 (𝑋𝑡)− 𝑓 (𝑋0)

=
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁ 𝑡

0

𝐷𝑖𝑓 (𝑋𝑠) 𝑑𝑋
𝑖
𝑠 +

1

2

∑︁
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

∫︁ 𝑡

0

𝐷𝑖𝑗𝑓 (𝑋𝑠) 𝑑
⟨︀
𝑋 𝑖, 𝑋𝑗

⟩︀
𝑠
.

Для доведення див.[3]

2.2. 𝐿𝑝-iнтегрованiсть ℰ(𝑀)

У цьому роздiлi ми покращуємо результати А. А. Новiкова.

Спочатку доведемо наступний результат, з якого можна вивести про-
стий критерiй. Важливо, що константа

√
𝑝

2(
√
𝑝−1) є найкращою з можливих, i

тодi її доказ надзвичайно простий.
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Теорема 2.4. Нехай 1 < 𝑝 < ∞ i 𝑝−1 + 𝑞−1 = 1. Припустимо, що

sup
𝑇

𝐸

(︂
exp

(︂ √
𝑝

2(
√
𝑝− 1)

𝑀𝑇

)︂)︂
< ∞,

де супремум береться для всiх обмежених часiв зупинки 𝑇 . Тодi ℰ(𝑀) є
𝐿𝑞-обмеженим мартингалом.

Доведення. Для 1 < 𝑝 < ∞ нехай 𝑟 =
(
√
𝑝+1)

(
√
𝑝−1) . Тодi експонента, спряжена з

𝑟, дорiвнює 𝑠 =
(
√
𝑝+1)

2 , i звернемо увагу, що (𝑞 −
√︀

𝑞
𝑟), 𝑠 =

√
𝑝

2(
√
𝑝−1) шляхом

простого обчислення. Оскiльки маємо

ℰ(𝑀)𝑞 = exp

(︂√︂
𝑞

𝑟
𝑀 − 𝑞

2
⟨𝑀⟩

)︂
exp

{︂(︂
𝑞 −

√︂
𝑞

𝑟

)︂
𝑀

}︂
,

застосування нерiвностi Гельдера показує, що для будь-якого часу зупинки
𝑆

𝐸 (ℰ(𝑀)𝑞𝑆) ≤ 𝐸 (ℰ(√𝑞𝑟𝑀)𝑠)
1
𝑟 𝐸

(︃
exp

{︂(︂
𝑞 −

√︂
𝑞

𝑟

)︂
𝑠𝑀𝑆

}︂ 1
𝑠

≤ sup
𝑇

𝐸

(︂
exp

{︂ √
𝑝

2(
√
𝑝− 1)

𝑀𝑇

}︂)︂ 1
𝑠

< ∞.

На цьому доведення закiнчено.

Теорема 2.5. Припустимо, що

sup
𝑇

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝑀𝑇

)︂)︂
< ∞,

де супремум береться для всiх обмежених часiв зупинки 𝑇 . Тодi ℰ(𝑀) —
рiвномiрно iнтегрований мартингал.

Доведення. Нехай 0 < 𝑎 < 1 i виберiть 𝑝 > 1 так, що
√
𝑝

(
√
𝑝−1) < 1

𝑎 . Тодi
за припущенням ℰ(𝑎𝑀) є 𝐿q-обмеженим мартингалом, отже, очевидно, є
рiвномiрно iнтегрованим мартингалом. Оскiльки

ℰ(𝑎𝑀) = ℰ(𝑀)𝑎
2

exp(𝑎(1− 𝑎)𝑀),

за допомогою нерiвностi Гельдера з показниками 𝑎−2 i
(︀
1− 𝑎2

)︀−1 ми знахо-
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димо

1 = 𝐸 (ℰ(𝑎𝑀)∞) ≤ 𝐸 (ℰ(𝑀)∞)𝑎
2

𝐸

(︂
exp

(︂
𝑎

1 + 𝑎
𝑀∞

)︂)︂1−𝑎2

≤ 𝐸 (ℰ(𝑀)∞)𝑎
2

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝑀∞

)︂)︂2𝑎(1−𝑎)

Другий доданок у правiй частинi збiгається до 1 як 𝑎 → 1. Отже, маємо
1 ≤ 𝐸 (ℰ(𝑀)∞), що завершує доведення.

Приклад 2.2. Для 0 < 𝑎 < ∞ нехай 𝜏𝑎 = inf {𝑡 > 0 : 𝐵𝑡 = 𝑎}. Нехай тепер
𝜆 > 0. Тодi sup𝑇 𝐸

[︀
exp

(︀
1
2𝐵

𝜏𝑎
𝑇

)︀]︀
≤ 𝑒𝑎 i тому 𝐸

(︁
ℰ
(︁√

2𝜆𝐵𝜏𝑎
)︁
∞

)︁
= 1 за

Теоремою 2.3. Тодi маємо

𝐸 [exp (−𝜆𝜏𝑎)] = exp(−𝑎
√
2𝜆),

i, застосування формули iнверсiї для перетворення Лапласа дає

𝑃 (𝜏𝑎 = 𝑡) =
√
2𝜋𝑡3𝑎 exp

(︂
−𝑎2

2𝑡

)︂
.

Зауважимо, що твердження, протилежне до цiєї теореми, невiрно. Як наслi-
док можна отримати наступний критерiй, оскiльки

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝑀𝑇

)︂)︂
≤ 𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
(𝑀)𝑇

)︂)︂ 1
2

за кожного часу зупинки 𝑇 .

Наслiдок 2.1 (А. А. Новiков [5]). . Припустимо, що

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
(𝑀⟩∞

)︂)︂
< ∞.

Тодi ℰ(𝑀) — рiвномiрно iнтегрований мартингал.

Це вiдомо як критерiй Новiкова. Зауважимо, що 1
2 є найкращою

константою в цих критерiях. Дотримуючись iдеї Новiкова, наведемо її на
прикладi нижче.
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Приклад 2.3. Для 0 < 𝑎 < 1 визначимо час зупинки

𝑇 = inf {𝑡 : 𝐵𝑡 ≤ 𝑎𝑡− 1} ,

i встановимо 𝑀 = 𝐵𝑇 . Тодi легко побачити, що 𝑀∞− 1
2⟨𝑀⟩∞ =

(︀
𝑎− 1

2

)︀
𝑇−1

i тодi

𝐸 (ℰ(𝑀)∞) = 𝑒−1𝐸

(︂
exp

(︂(︂
𝑎− 1

2

)︂
𝑇

)︂)︂
≤ 𝑒−1𝐸

(︂
exp

(︂
𝑎2

2
𝑇

)︂)︂
Оскiльки 1 ≥ 𝐸 (ℰ(𝑎𝑀)∞) = 𝐸

(︁
exp

(︁
𝑎2

2 𝑇
)︁)︁

𝑒−𝑎, маємо

𝐸

(︂
exp

(︂
𝑎2

2
⟨𝑀⟩∞

)︂)︂
= 𝐸

(︂
exp

(︂
𝑎2

2
𝑇

)︂)︂
≤ 𝑒𝑎.

Однак, оскiльки 𝐸 (ℰ(𝑀)∞) ≤ 𝑒𝑎−1 < 1, ℰ(𝑀) не є рiвномiрно iнтегрованим
мартингалом.

Далi на прикладi, ми проiлюструємо, що константу
√
𝑝

2(
√
𝑝−1)

в Теоремi
2.4 не можна замiнити меншим числом .

Приклад 2.4. Нехай 𝐵 = (𝐵𝑡,ℱ𝑡)0≤𝑡<∞ — одновимiрний броунiвський рух
iз 𝐵0 = 0 . Ми встановили

𝜏 = inf {𝑡 ≥ 0 : 𝐵𝑡 ≤ 𝑡− 1} ,

що, очевидно, є часом зупинки. Оскiльки 0 < 𝜏 < ∞ i 𝐵𝜏 = 𝜏 − 1, ми маємо
ℰ
(︀
𝐵⊤)︀

∞ = 𝑒𝑥𝑝( 𝜏
2−1), з чого вiдразу випливає, що 𝐸(exp(𝜏2)) ≤ 𝑒. Тодi

𝐸 (ℰ (𝐵𝜏)∞) = 1 за критерiєм Новiкова. Звернемо увагу, що 𝐸(exp(𝜏2)) = 𝑒.
Очевидно, що якщо 0 < 𝑎 ≤ 1, то exp

(︁
𝑎2𝜏
2

)︁
∈ 𝐿1 i тому ℰ (𝑎𝐵𝜏) — рiвномiрно

iнтегрований мартингал. З iншого боку, для 𝑏 > 1 маємо exp
(︁
𝑏2𝜏
2

)︁
/∈ 𝐿1, то-

му що 𝐸 (ℰ (𝑏𝐵𝜏)∞) ≤ 𝑒−𝑏𝐸(exp(𝜏2)) ≤ 𝑒−𝑏+1 < 1. Нехай тепер 1 < 𝜆 <
√
𝑝√

𝑝−1 .

Звернемо увагу, що 𝑞(2𝜆−1)
𝜆2 > 1. Нехай 𝑀 = 𝛼𝐵𝜏 , де 𝛼 = 1

𝜆 , i розглянемо екс-
поненцiйний мартингал ℰ(𝑀). При 0 < 𝛼 < 1, це рiвномiрно iнтегрований
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мартингал. Оскiльки 𝐵𝜏 = 𝜏 − 1, за визначенням 𝜏 ми знаходимо

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜆𝑀∞

)︂)︂
= 𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝐵𝜏

)︂)︂
= 𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜏

)︂)︂
𝑒−

1
2

= 𝑒
1
2 .

Однак оскiльки ℰ(𝑀)𝑞∞ = 𝑒−𝛼𝑞 exp
{︁

1
2
𝑞(2𝜆−1)

𝜆2 𝜏
}︁

/∈ 𝐿1, ℰ(𝑀) не є 𝐿𝑞-обмеженим
мартингалом.

Звернемо увагу, що критерiй Новiкова працює не тiльки для ℰ(𝑀),
але й для ℰ(−𝑀), i, до речi, ℰ(−𝑀) не є завжди рiвномiрно iнтегрованим
мартингалом, навiть якщо ℰ(𝑀) обмежений.

Лема 2.1. Нехай 𝑎, 𝑏 > 0 i 𝜏 = inf {𝑡 : 𝐵𝑡 /∈ (−𝑎, 𝑏)}. Тодi маємо

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜃2𝜏

)︂)︂
=

cos
(︀
𝑎−𝑏
2 𝜃
)︀

cos
(︀
𝑎+𝑏
2 𝜃
)︀ (︂

0 ≤ 𝜃 <
𝜋

𝑎+ 𝑏

)︂
.

Доведення. Спочатку ми покажемо, дотримуючись гарної iдеї Д. Лепiнґля,
що процес 𝑋, заданий за допомогою

𝑋𝑡 = exp

(︂
1

2
𝜃2𝑡

)︂
cos 𝜃

(︂
𝐵𝑡 −

𝑏− 𝑎

2

)︂
(0 ≤ 𝑡 < ∞)

є локальним мартингалом. Для цього нехай

𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp

(︂
1

2
𝜃2𝑥

)︂
cos 𝜃

(︂
𝑦 − 𝑏− 𝑎

2

)︂
.

Тодi зрозумiло, що 𝑋𝑡 = 𝐹 (𝑡, 𝐵𝑡). Оскiльки 𝐹 (𝑥, 𝑦) двiчi неперервно дифе-
ренцiйована, формула Iто дає

𝑋𝑡 = cos

(︂
𝑏− 𝑎

2
𝜃

)︂
− 𝜃

∫︁ 𝑡

0

exp

(︂
1

2
𝜃2𝑠

)︂
sin 𝜃

(︂
𝐵𝑠 −

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝑑𝐵𝑠

Таким чином, 𝑋 є локальним мартингалом. З iншого боку, з визначення 𝜏
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випливає, що
⃒⃒
𝐵𝜏 − 𝑏−𝑎

2

⃒⃒
= 𝑎+𝑏

2 i так

𝑋𝜏 = exp

(︂
1

2
𝜃2𝑇

)︂
cos 𝜃

(︂
𝐵⊤ − 𝑏− 𝑎

2

)︂
= exp

(︂
1

2
𝜃2𝜏

)︂
cos

(︂
𝑎+ 𝑏

2
𝜃

)︂
Нехай тепер 0 ≤ 𝜃 < 𝜋

𝑎+𝑏 . Тодi
⃒⃒
𝐵𝑡∧𝜏 − 𝑏−𝑎

2

⃒⃒
𝜃 ≤ 𝑎+𝑏

2𝜃 < 𝜋
2 , i так

𝑋𝑡∧𝜏 ≥ exp

{︂
1

2
𝜃2(𝑡 ∧ 𝜏)

}︂
cos

(︂
𝑎+ 𝑏

2
𝜃

)︂
> 0

Таким чином, 𝑋𝜏 є додатним супермартингалом, з чого випливає, що

cos

(︂
𝑎+ 𝑏

2
𝜃

)︂
𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜃2𝜏

)︂)︂
≤ 𝐸 (𝑋0) = cos

(︂
𝑎− 𝑏

2
𝜃

)︂

тобто,

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜃2𝜏

)︂)︂
≤

cos
(︀
𝑎−𝑏
2 𝜃
)︀

cos
(︀
𝑎+𝑏
2 𝜃
)︀ < ∞.

Поєднання цього результату з визначенням 𝑋 показує, що 𝑋*
𝜏 ∈ 𝐿1, що озна-

чає, що 𝐸 (𝑋𝑇 ) = 𝐸 (𝑋0). Оскiльки 𝑋0 = cos
(︀
𝑎−𝑏
2 𝜃
)︀

i 𝑋𝜏 = exp
(︀
1
2𝜃

2𝜏
)︀
cos
(︀
𝑎+𝑏
2 𝜃
)︀
,

вiдразу випливає висновок.

Теорема 2.6. Якщо ‖𝑀‖∞ < 𝜋
2 , то

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
⟨𝑀⟩∞

)︂)︂
< ∞.

Однак iснує локальний мартингал 𝑀 такий, що ‖𝑀‖∞ = 𝜋
2 i exp

(︀
1
2⟨𝑀⟩∞

)︀
/∈ 𝐿1.

Доведення. По сутi, достатньо перевiрити цю теорему у випадку, коли 𝑀 =

𝐵𝜁 за певний час зупинки 𝜁, оскiльки будь-який неперервний локальний
мартингал можна звести до зупиненого броунiвського руху за допомогою
неперервної змiни часу. По-перше, припустимо, що ‖𝑀‖∞ < 𝜋

2 , i розглянемо
час зупинки 𝜏 = inf{𝑡 : 𝐵𝑡 /∈ (−𝑑, 𝑑)} де ‖𝑀‖∞ < 𝑑 < 𝜋

2 . Тодi, оскiльки
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⟨𝑀⟩∞ = 𝜁 < 𝜏 i 1 < 𝜋
2𝑑 , то з леми 2.1 випливає, що

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
⟨𝑀⟩∞

)︂)︂
≤ 𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜏

)︂)︂
≤ 1

cos 𝑑
< ∞

З iншого боку, нехай 𝜏 = inf
{︀
𝑡 : |𝐵𝑡| = 𝜋

2

}︀
i рiвномiрний мартингал 𝑀 = 𝐵𝜏 .

Тодi знаходимо

𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜏

)︂)︂
= lim

𝜃→1
𝐸

(︂
exp

(︂
1

2
𝜃2𝜏

)︂)︂
= lim

𝜃→1

1

cos 𝜋
2𝜃

= ∞

за лемою. Таким чином теорема доведена.

2.3. Формула Гiрсанова

У цьому роздiлi ми вважаємо, що експоненцiальний процес ℰ(𝑀), за-
даний формулою (1.3), є рiвномiрно iнтегрованим мартингалом. Це означає,
що 𝑑𝑃 = ℰ(𝑀)∞𝑑𝑃 також є мiрою ймовiрностi на Ω. Позначимо через 𝐸̂[·]
очiкування над Ω вiдносно 𝑃 . Зауважте, що властивiсть мартингалу не є
iнварiантною за такою змiною закону. У 1960 роцi вирiшення цiєї проблеми
описав I. В. Гiрсанов ([8]). Вiн отримує, що при абсолютно неперервнiй
змiнi мiри ймовiрностi броунiвський рух перетворюється на суму броунiв-
ського руху i другого процесу з вибiрковими функцiями, якi є абсолютно
неперервними вiдносно мiри Лебега. У 1974 р. природне узагальнення цього
результату було отримано Х. Ван Шуппеном i Е. Вонгом ([9]).

Лема 2.2. 𝑌 є локальним мартингалом вiдносно 𝑃 тодi й тiльки тодi,
коли 𝑌 ℰ(𝑀) є локальним мартингалом вiдносно 𝑃 .

Доведення. Нехай 𝑌 — локальний мартингал вiдносно 𝑃 . Без втрати за-
гальностi можна вважати, що 𝑌 є мартингалом. Тодi для всiх 𝑠 < 𝑡 i
𝐴 ∈ ℱ𝑠, ∫︁

𝐴

𝑌𝑡𝑑𝑃 =

∫︁
𝐴

𝑌𝑠𝑑𝑃
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Оскiльки 𝑑𝑃 = ℰ(𝑀)𝑇𝑑𝑃 на ℱ𝑇 для кожного часу зупинки 𝑇 , ми маємо∫︁
𝐴

𝑌𝑡ℰ(𝑀)𝑡𝑑𝑃 =

∫︁
𝐴

𝑌𝑠ℰ(𝑀)𝑠𝑑𝑃

А саме, 𝑌 ℰ(𝑀) є мартингалом вiдносно 𝑃 . З цього аргументу вiдразу
випливає зворотне.

Далi нехай ℒ (вiдповiдно ℒ̂) позначає клас усiх неперервних локальних
мартингалiв вiдносно 𝑃 (вiдповiдно 𝑃 ) .

Теорема 2.7. Для будь-якого 𝑋 ∈ ℒ процес 𝑋̂ = ⟨𝑋,𝑀⟩ −𝑋 належить
до класу ℒ̂ i ⟨𝑋̂⟩ = ⟨𝑋⟩ за будь-якої мiри ймовiрностi. Крiм того, вiдобра-
ження 𝜑 : 𝑋 ↦→ 𝑋̂ є лiнiйним i бiективним.

Вiдображення 𝜑 : ℒ → ℒ̂ називається перетворенням Гiрсанова. Його
також часто називають трансформацiєю дрейфу.

Доведення. Згiдно з лемою 2.2, щоб побачити 𝑋̂ ∈ ℒ̂, достатньо перевiрити,
що ℰ(𝑀)𝑋̂ ∈ ℒ. Очевидно, 𝑋̂ є напiвмартингалом щодо 𝑃 , i зауважимо, що

⟨𝑋,𝑀⟩𝑡 =
∫︁ 𝑡

0

ℰ(𝑀)−1
𝑠 𝑑⟨𝑋, ℰ(𝑀)⟩𝑠−

Тодi за теоремою 2.3 маємо

ℰ(𝑀)𝑡𝑋̂𝑡 = ℰ(𝑀)0𝑋̂0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑋̂𝑠𝑑ℰ(𝑀)𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

ℰ(𝑀)𝑠𝑑𝑋̂𝑠 + ⟨ℰ(𝑀), 𝑋⟩𝑡

=

∫︁ 𝑡

0

𝑋̂𝑠𝑑ℰ(𝑀)𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

ℰ(𝑀)𝑠𝑑𝑋𝑠

який належить до ℒ. Аналогiчно, за теоремою 2.3 маємо

(︁
𝑋̂2

𝑡 − ⟨𝑋⟩𝑡
)︁
ℰ(𝑀)𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

(︁
𝑋̂2

𝑠 − ⟨𝑋⟩𝑠
)︁
𝑑ℰ(𝑀)𝑠 − 2

∫︁ 𝑡

0

𝑋̂𝑠ℰ(𝑀)𝑠𝑑𝑋𝑠,

з чого випливає, що 𝑋̂2 − ⟨𝑋⟩ є локальним мартингалом вiдносно 𝑃 . Тодi
зрозумiло, що ⟨𝑋̂⟩ = ⟨𝑋⟩. З цих фактiв випливає, що вiдображення 𝑔

є лiнiйним та iн’єктивним. Тому залишається показати сюр’єктивнiсть.
Оскiльки 𝑀̂ = ⟨𝑀⟩ − 𝑀 i ⟨𝑀̂⟩ = ⟨𝑀⟩, ми маємо ℰ(𝑀̂) = ℰ(𝑀)−1, так
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що для будь-якого 𝑋 ′ ∈ ℒ̂𝑋 =
⟨
𝑋 ′, 𝑀̂

⟩
− 𝑋 ′ належить до ℒ. Оскiльки

𝑋̂ = ⟨𝑋,𝑀⟩ − 𝑋 знаходиться в ℒ̂, 𝑋 ′ − 𝑋̂ =
⟨
𝑋 ′, 𝑀̂

⟩
− ⟨𝑋,𝑀⟩ також

𝑃 -неперервний локальний мартингал зi скiнченною варiацiєю на кожному
кiнцевому iнтервалi. Це означає, що 𝑋 ′ = 𝑋̂ . Таким чином теорема доведена.

Х. Ван Шуппеном i Е. Вонгом ([9]) спробували поширити це перетво-
рення на неперервнi справа локальнi мартингали, i в 1977 р. узагальнення
було повнiстю встановлено Е. Ленгларт ([4]). Вiн довiв, що вiдображення
𝜑 : ℒ → ℒ̂, задане

𝜑(𝑋)𝑡 = 𝑋𝑡 −
∫︁ 𝑡

0

ℰ(𝑀)−1
𝑠 𝑑[𝑋, ℰ(𝑀)]𝑠

також чiтко визначене i лiнiйне у загальних параметрах.
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РОЗДIЛ 3

BMO-МАРТИНГАЛИ

3.1. Клас BMO

Означення 3.1. Дiйснозначна локально iнтегрована функцiя 𝑓 , визначе-
на на R𝑛, знаходится в 𝐵𝑀𝑂, просторi функцiй обмеженого середнього
коливання, якщо

sup
𝑄

1

|𝑄|

∫︁
𝑄

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑄| 𝑑𝑥 < ∞

де супремум береться по всiм кубам 𝑄 у R𝑛,|𝑄| позначає об’єм 𝑄, i

𝑓𝑄 =
1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Нехай 𝑀 = (𝑀𝑡,ℱ𝑡) — рiвномiрно iнтегрований мартингал з 𝑀0 = 0,
а для 1 ≤ 𝑝 < ∞ ми встановлюємо

‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂𝑝
= sup

𝑇

⃦⃦⃦
𝐸 (|𝑀∞ −𝑀𝑇−|𝑝 | ℱ𝑇 )

1/𝑝
⃦⃦⃦
∞

(3.1)

де супремум береться по всiм моментам зупинки 𝑇 .

Клас
{︀
𝑀 : ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂𝑝

< ∞} обозначається 𝐵𝑀𝑂𝑝, i помiтим, що ‖ ‖𝐵𝑀𝑂𝑝

— норма в цьому просторi. З нерiвностi Гьольдера вiдразу слiдує, що при
𝑝 < 𝑞𝐵𝑀𝑂𝑞 ⊂ 𝐵𝑀𝑂𝑝. Зауважимо, що якщо 𝑀 ∈ 𝐵𝑀𝑂 i 𝑇 — час зупинки,
то 𝑀𝑇 ∈ 𝐵𝑀𝑂 i ⃦⃦

𝑀𝑇
⃦⃦
𝐵𝑀𝑂1

≤ ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
.

Ми маємо справу виключно з непреривними локальними мартингала-
ми. Звернiть увагу, що якщо ‖𝑀‖2 < ∞, то

‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂2
= sup

𝑇

⃦⃦⃦
𝐸 (⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 | ℱ𝑇 )

1/2
⃦⃦⃦
∞
,

що випливає з того, що 𝑀 2 − ⟨𝑀⟩ - рiвномiрно iнтегрований мартингал.
Нехай тепер 𝐿∞ - клас всiх обмежених мартингалiв, а 𝐻∞ - клас всiх
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мартингалiв 𝑀 , для яких ⟨𝑀⟩∞ обмежений. Оскiльки ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
≤ 2‖𝑀‖∞

i ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂2
≤ ‖⟨𝑀⟩∞‖

1
2
∞ цi два класи 𝐿∞ i 𝐻∞, очевидно, мiстяться в

𝐵𝑀𝑂. Однак, як легко бачити, 𝐵𝑀𝑂 не є нi 𝐿∞, нi 𝐻∞ загалом, i далi
не iснує вiдношення включення мiж 𝐿∞ i 𝐻∞. Наприклад, якщо 𝐵 =

(𝐵𝑡) — одномiрний броунiвський рух, то процес 𝐵 зупинився в точцi 𝜏 , де
𝜏 = inf {𝑡 : |𝐵𝑡| = 1}, належить 𝐿∞∖𝐻∞. З iншого боку, легко бачити, що
(𝐵𝑡∧1) ∈ 𝐻∞∖𝐿∞.

Тепер зауважимо, що мартингал 𝐸
[︀
𝐵2

1 | ℱ𝑡

]︀
не лежить у 𝐵𝑀𝑂. До

речi, якщо 𝑀,𝑁 ∈ 𝐵𝑀𝑂 i якщо 𝑓 — липшицева функцiя на R2, тобто
|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓 (𝑥′, 𝑦′)| ≤ 𝑐(| 𝑥− 𝑥′|+ |𝑦 − 𝑦′ |) для всiх (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ R2,
з константою 𝑐 > 0, то мартингал 𝐿, який визначається рiвнiстю 𝐿𝑡 =

𝐸 (𝑓 (𝑀∞, 𝑁∞) | ℱ𝑡) (0 ≤ 𝑡 < ∞) також знаходиться в 𝐵𝑀𝑂. Насправдi,
для будь-якого часу зупинки 𝑇 маємо

𝐸 (| 𝐿∞ − 𝐿𝑇‖ℱ𝑇 ) ≤ 2𝐸 (| 𝑓 (𝑀∞, 𝑁∞)− 𝑓 (𝑀𝑇 , 𝑁𝑇 ) ‖ℱ𝑇 )

≤ 2𝑐 (𝐸 (| 𝑀∞ −𝑀𝑇‖ℱ𝑇 ) + 𝐸 (| 𝑁∞ −𝑁𝑇‖ℱ𝑇 ))

≤ 2𝑐 (‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
+ ‖𝑁‖𝐵𝑀𝑂1

) .

Зокрема, мартингали 𝐸 (𝑀∞ ∨𝑁∞ | ℱ) i 𝐸 (𝑀∞ ∧𝑁∞ | ℱ) належать класу
𝐵𝑀𝑂. З iншого боку, звiдси випливає, що для кожного 𝑝 ≥ 1

‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂𝑝
= sup

𝑇

‖𝑀∞ −𝑀𝑇‖𝑝
𝑃 (𝑇 < ∞)

1
𝑝

. (3.2),

де супремум береться за всi часи зупинки 𝑇 , що задовольняють 𝑃 (𝑇 < ∞) >

0. Щоб показати це, нехай 𝛼𝑝 буде правою частиною (3.2) для простоти.
Тодi за визначенням ‖ ‖𝐵𝑀𝑂𝑝

𝐸 (|𝑀∞ −𝑀𝑇 |𝑝) = 𝐸
(︀
𝐸 (|𝑀∞ −𝑀𝑇 |𝑝 | ℱ𝑇 ) I{𝑇<∞}

)︀
≤ ‖𝑀‖𝑝𝐵𝑀𝑂𝑝

𝑃 (𝑇 < ∞)

з чого випливає, що 𝛼𝑝 ≤ ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂𝑝
. З iншого боку, для кожного 𝐴 ∈ ℱ𝑇
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маємо
𝐸 (𝐸 (|𝑀∞ −𝑀𝑇 |𝑝 | ℱ𝑇 ) : 𝐴) = 𝐸 )|𝑀∞ −𝑀𝑇𝐴

|𝑝)
≤ 𝛼𝑝

𝑝𝑃 (𝑇𝐴 < ∞)

≤ 𝛼𝑝
𝑝𝑃 (𝐴),

з чого вiдразу випливає, що ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂𝑝
≤ 𝛼𝑝. Завершуємо цей роздiл заува-

женням М. Емерi. Можна легко переконатися, що якщо 𝑀 ∈ 𝐵𝑀𝑂, то для
кожного 𝜀 з 0 < 𝜀 < 1 iснує константа 𝑎 > 0, що задовольняє нерiвнiсть

𝑃

(︂
sup

0≤𝑡<∞
|𝑀𝑇+𝑡 −𝑀𝑇 | > 𝑎 | ℱ𝑇

)︂
≤ 1− 𝜀 (3.3)

для будь-якого часу зупинки 𝑇 . М. Емерi показав у [6], що якщо iснують
двi константи 𝑎 ≥ 0 i 0 < 𝜀 < 1 такi, що нерiвнiсть (3.3) справедлива для
кожного часу зупинки 𝑇 , то 𝑀 належить до класу 𝐵𝑀𝑂.

3.2. Нерiвнiсть Джона-Нiренберга

Наступна нерiвнiсть, яка називається нерiвнiстю Джона-Нiренберга,
має принципове значення в нашому дослiдженнi.

Теорема 3.1. Якщо ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
< 1/4, то для будь-якого часу зупинки 𝑇

𝐸 (exp (|𝑀∞ −𝑀𝑇 |) | ℱ𝑇 ) ≤
1

1− 4‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

. (3.4)

Зауважимо, що безперервнiсть вибiрки 𝑀 не є суттєвою для справедли-
востi цiєї нерiвностi. Для доведення цiєї теореми скористаємося наступною
лемою.

Лема 3.1 (Д. В. Струк [7]). Нехай 𝑋 = (𝑋𝑡,ℱ𝑡)0≤𝑡≤∞ — праворуч непе-
рервний процес з лiвими границями. Якщо iснує невiд’ємна iнтегрована
випадкова величина 𝑈 така, що

𝐸 (| 𝑋𝑇 −𝑋𝑆−‖ℱ𝑆) ≤ 𝐸 (𝑈 | ℱ𝑆) (3.5)
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для будь-якої пари 𝑆, 𝑇 часiв зупинки з 𝑆 ≤ 𝑇 , то нерiвнiсть

𝛽𝑃 (𝑋* ≥ 𝛼 + 𝛽) ≤ 𝐸 (𝑈 : 𝑋* ≥ 𝛼) (3.6)

виконується для кожного 𝛼, 𝛽 > 0. Тут 𝑋* = sup0≤𝑡≤∞ |𝑋𝑡|.

Доведення. Нехай 𝛼, 𝛽 > 0 задано i встановлено

𝑆 = inf {𝑡 ≥ 0 : |𝑋𝑡| ≥ 𝛼} , 𝑇 = inf {𝑡 ≥ 0 : |𝑋𝑡| ≥ 𝛼 + 𝛽} .

Очевидно, що 𝑆 i 𝑇 - це час зупинки з 𝑆 ≤ 𝑇 майже напевно, i з визначень
цих часiв зупинки випливає, що

{𝑋* > 𝛼+ 𝛽} ⊂ {|𝑋𝑇 −𝑋𝑆−| ≥ 𝛽, |𝑋𝑆| ≥ 𝛼}

i {|𝑋𝑆| ≥ 𝛼} ∈ ℱ𝑆. Тодi за припущенням маємо

𝑃 (𝑋* > 𝛼+ 𝛽) ≤ 1

𝛽
𝐸 (|𝑋𝑇 −𝑋𝑆−| : |𝑋𝑆| ≥ 𝛼)

≤ 1

𝛽
𝐸 (𝑈 : 𝑋* ≥ 𝛼)

з якого вiдразу випливає (3.6).

Теореми 2.1. Припустимо, що ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
< 1

4 , i для зручностi покладемо
𝑐 = ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

. Тодi для будь-якої пари 𝑆, 𝑇 часiв зупинки з 𝑆 ≤ 𝑇

𝐸 (| 𝑀𝑇 −𝑀𝑆‖ℱ𝑆) ≤ 𝐸 (| 𝑀∞ −𝑀𝑆‖ℱ𝑆) ≤ 𝑐

тож за лемою 3.1 маємо

𝛽𝑃
{︀
(𝑀 * − 𝛽)+ ≥ 𝛼

}︀
≤ 𝛽𝑃 (𝑀 * ≥ 𝛼 + 𝛽) ≤ 𝑐𝑃 (𝑀 * ≥ 𝛼)

для кожного 𝛼, 𝛽 > 0. З цього вiдразу випливає, що

𝛽𝐸
(︀
(𝑀 * − 𝛽)+

)︀
≤ 𝑐𝐸 (𝑀 *) .
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Встановивши 𝛽 = 2𝑐, ми маємо

2𝑐𝐸 (𝑀 * − 2𝑐) ≤ 𝑐𝐸 (𝑀 *) , that is, 𝐸 (𝑀 *) ≤ 4𝑐.

Не важко перевiрити, що умовна форма цiєї нерiвностi є наступною: для
будь-якого часу зупинки 𝑆

𝐸

(︂
sup

𝑆≤𝑡<∞
|𝑀𝑡 −𝑀𝑆| | ℱ𝑆

)︂
≤ 4𝑐.

Тодi 𝐸 (𝑀 * −𝑀 *
𝑆 | ℱ𝑆) ≤ 4𝑐, так що

𝐸

(︂
sup

𝑆≤𝑡<∞
|𝑀𝑡 −𝑀𝑆|𝑛 | ℱ𝑆

)︂
≤ 𝑛!(4𝑐)𝑛 (𝑛 = 1,2, · · · )

за енергетичними нерiвностями. Отже, нерiвнiсть

𝐸 (exp (|𝑀∞ −𝑀𝑆|) | ℱ𝑆) ≤
1

1− 4𝑐

дiйсна для будь-якого часу зупинки 𝑆.

Наслiдок 3.1. Нехай 1 < 𝑝 < ∞. Iснує додатна константа 𝐶𝑝 така, що
для будь-якого рiвномiрно iнтегрованого мартингалу 𝑀

‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
≤ ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂𝑝

≤ 𝐶𝑝‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
.

Доведення. Лiва нерiвнiсть вiдразу випливає з нерiвностi Єнсена. Щоб
показати праву нерiвнiсть, достатньо розглянути випадок, коли ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

>

0. За теоремою 3.1 маємо

𝐸

(︂
exp

(︂
1

8‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

|𝑀∞ −𝑀𝑇 |
)︂

| ℱ𝑇

)︂
≤ 2

з чого можна легко зробити висновок. Наприклад, якщо 𝑝 ∈ N, то

1

𝑝! (8‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
)𝑝
𝐸 (|𝑀∞ −𝑀𝑇 |𝑝 | ℱ𝑇 ) ≤ 2

а саме ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂𝑝
≤ 8 · 2

1
𝑝 (𝑝!)

1
𝑝‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

.
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Ми знову сформулюємо визначення 𝐵𝑀𝑂-мартингалу.

Означення 3.2. Нехай BMO — клас усiх рiвномiрно iнтегрованих мар-
тингалiв 𝑀 таких, що ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

< ∞. Мартингал 𝑀 у 𝐵𝑀𝑂 називається
BMO-мартингалом.

Зрозумiло, що клас 𝐵𝑀𝑂 залежить вiд основної мiри ймовiрностi, i
тому ми позначатимемо його 𝐵𝑀𝑂(𝑃 ) у разi необхiдностi.

Зауваження 3.1. Нехай тепер Φ буде зростаючою опуклою функцiєю на
[0,+∞[ з Φ(0) = 0, i нехай 𝑀 = (𝑀𝑡)𝑡≥0 — рiвномiрно iнтегрований правий
неперервний мартингал. Ми встановили

‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂Φ
= inf

{︂
𝜆 > 0 : sup

𝑇

⃦⃦⃦⃦
𝐸

(︂
Φ

(︂
1

𝜆
|𝑀∞ −𝑀𝑇−|

)︂
| ℱ𝑇

)︂⃦⃦⃦⃦
∞

≤ 1

}︂
,

де супремум береться за всi часи зупинки 𝑇 . Норму 𝐵𝑀𝑂Φ ввели Н. Л.
Бассiлi та Дж. Модьородi, i вони неявно довели, що якщо

∫︀∞
0 Φ(𝑐𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡 <

+∞ для деякої константи 𝑐 > 0, то для будь-якого рiвномiрно iнтегрованого
неперервного мартингалу 𝑀 = (𝑀𝑡)

𝑐Φ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
≤ ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂Φ

≤ 𝐶Φ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
, (3.7)

де 𝑐Φ > 0 i 𝐶Φ > 0 залежать лише вiд Φ. М. Кiкучi показав, що якщо
𝐴 = (𝐴𝑡) є адаптованим правим неперервним процесом, лiвий потенцiал
якого обмежений константою 𝑐 > 0, то нерiвнiсть

𝐸 (Φ (𝐴∞)) ≤ 1

𝑐

(︂∫︁ ∞

0

Φ(𝑐𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡

)︂
𝐸 (𝐴∞) (3.8)

виконується, i, використовуючи цю нерiвнiсть, вiн дав гарний доказ правої
нерiвностi (3.7). По-перше, нехай

𝐶Φ =

(︂
inf

{︂
𝑐 > 0 :

∫︁ ∞

0

Φ(𝑐𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡 > 1

}︂)︂−1

.

Тодi 0 < 𝐶Φ < ∞ за припущенням. Оскiльки 𝐸
(︀
𝑀 * −𝑀 *

𝑇− | ℱ𝑇

)︀
≤
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4‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1
для кожного часу зупинки 𝑇 з (3.8) випливає, що

𝐸

(︂
Φ

(︂
1

4𝐶Φ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

𝑀 *
)︂)︂

≤ 1

4‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

(︂∫︁ ∞

0

Φ

(︂
𝑡

𝐶Φ

)︂
𝑒−𝑡𝑑𝑡

)︂
𝐸 (𝑀 *) ≤ 1

Поставлення цього в умовну форму дає

𝐸

(︂
Φ

(︂
1

4𝐶Φ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

sup
𝑡

|𝑀𝑇+𝑡 −𝑀𝑇−|
)︂

| ℱ𝑇

)︂
≤ 1.

Тодi ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂Φ
≤ 4𝐶Φ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂1

. Лiва нерiвнiсть є безпосереднiм наслiдком
нерiвностi Єнсена.

Наступна нерiвнiсть, звана також нерiвнiстю Джона-Нiренберга, було
в роботi А. М. Гарсiа для мартингалiв з дискретним параметром i П. А.
Мейером для загальних мартингалiв.

Теорема 3.2. Якщо ‖𝑀‖𝐵𝑀
< 1, то для кожного часу зупинки 𝑇

𝐸 (exp (⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 ) | ℱ𝑇 ) ≤
1

1− ‖𝑀‖2𝐵𝑀𝑂2

.

Доведення. За визначенням ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂2
маємо

𝐸 (⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 | ℱ𝑇 ) ≤ ‖𝑀‖2𝐵𝑀𝑂2
,

що випливає з того, що 𝑀 2 − ⟨𝑀⟩ є рiвномiрно iнтегрованим мартингалом.
Тодi енергетичнi нерiвностi дають

𝐸 ((⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 )𝑛 | ℱ𝑇 ) ≤ 𝑛!‖𝑀‖2𝑛𝐵𝑀𝑂2

Отже, при ‖𝑀‖𝐵𝑀𝑂2
< 1 отримуємо

𝐸 (exp (⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 ) | ℱ𝑇 ) ≤
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
𝐸 ((⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 )𝑛 | ℱ𝑇 )

≤
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑀‖2𝑛𝐵𝑀𝑂2

≤ 1

1− ‖𝑀‖2𝐵𝑀𝑂2

,
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завершуючи доведення. □

3.3. Характеристики BMO-мартингалу

Теорема 3.3. Якщо 𝑀 ∈ 𝐵𝑀𝑂, то ℰ(𝑀) є рiвномiрно iнтегрованим
мартингалом.

Доведення. Оскiльки ⟨𝑀⟩∞ < ∞ майже напевно, ℰ(𝑀)𝑇 > 0 майже напев-
но для будь-якого часу зупинки 𝑇 . Звернимо увагу, що

ℰ(𝑀)∞/ℰ(𝑀)𝑇 = exp {(𝑀∞ −𝑀𝑇 )− (⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 ) /2} .

Тодi за нерiвнiстю Єнсена отримуємо

𝐸 [ℰ(𝑀)∞ | ℱ𝑇 ] = 𝐸 [ℰ(𝑀)∞/ℰ(𝑀)𝑇 | ℱ𝑇 ] ℰ(𝑀)𝑇

≥ exp

(︂
−1

2
‖𝑀‖2𝐵𝑀𝑂2

)︂
ℰ(𝑀)𝑇 ,

з чого випливає, що ℰ(𝑀) ∈ ℳ𝑢.

Означення 3.3. Нехай 1 < 𝑝 < ∞. Ми говоримо, що ℰ(𝑀) задовольняє
(𝐴𝑝), якщо

sup
𝑇

⃦⃦⃦
𝐸
[︁
{ℰ(𝑀)𝑇/ℰ(𝑀)∞}1/(𝑝−1) | ℱ𝑇

]︁⃦⃦⃦
∞

< ∞, (3.9)

де супремум береться за всi часи зупинки T. Зокрема, якщо

sup
𝑇

‖ℰ(𝑀)𝑇/ℰ(𝑀)∞‖∞ < ∞,

тодi ми говоримо, що вiн задовольняє (𝐴1).

Теорема 3.4. Наступнi умови є еквiвалентними.
1) 𝑀 ∈ 𝐵𝑀𝑂.
2) ℰ(𝑀) задовольняє (𝐴𝑝) для деякого 𝑝 ≥ 1.
3) sup𝑇

⃦⃦⃦
𝐸
(︁
log+ ℰ(𝑀)𝑇

ℰ(𝑀)∞
| ℱ𝑇

)︁⃦⃦⃦
< ∞.

Доведення. Спочатку покажемо, що з 1) випливає 2). Для цього вiзьмемо
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𝑝 > 1 таке, що ‖𝑀‖BMO2
<

√
2(
√
𝑝 − 1). Тодi вiдповiдно до теореми 2.1

маємо
𝐸

(︂
exp

{︂
1

2(
√
𝑝− 1)2

(⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 )
}︂

| ℱ𝑇

)︂
≤ 𝐶𝑝

для кожного часу зупинки 𝑇 з константою 𝐶𝑝 > 0. Нехай тепер 𝑟 =
√
𝑝 + 1. Тодi експонента, спряжена з 𝑟, дорiвнює 𝑠 =

√
𝑝+1√
𝑝 . Оскiльки{︀

𝑠(
√
𝑝− 1)2

}︀−1 − 𝑟(𝑝− 1)−2 = (𝑝− 1)−1, маємо

{ℰ(𝑀)𝑇/ℰ(𝑀)∞}
1

𝑝−1

=exp

{︂
− 1

𝑝− 1
(𝑀∞ −𝑀𝑇 )−

𝑟

2(𝑝− 1)2
(⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀)𝑇 )

}︂
· exp

{︂
1

2𝑠(
√
𝑝− 1)2

(⟨𝑀)∞ − (𝑀)𝑇 )

}︂
Застосуємо нерiвнiсть Гельдера з показниками 𝑟 i 𝑠 :

𝐸
(︁
{ℰ(𝑀)𝑇/ℰ(𝑀)∞}

1
𝑝−1 | ℱ𝑇

)︁
≤ 𝐸

(︂
ℰ
(︂
− 𝑟

𝑝− 1
𝑀

)︂
∞
/ℰ
(︂
− 𝑟

𝑝− 1
𝑀

)︂
𝑇

| ℱ𝑇

)︂ 1
𝑟

·𝐸
(︂
exp

{︂
1

2(
√
𝑝− 1)2

(⟨𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 )
}︂

| ℱ𝑡

)︂ 1
𝑠

За теоремою 2.3 перше умовне сподiвання в правiй частинi дорiвнює 1.

Далi ми покажемо, що з 2) випливає 3). Припустимо, що ℰ(𝑀) задо-
вольняє умовi (𝐴𝑝) для 𝑝 > 1. Тодi за нерiвнiстю Єнсена знаходимо

exp

{︂
1

𝑝− 1
𝐸

(︂
log+

ℰ(𝑀)𝑇
ℰ(𝑀)∞

| ℱ𝑇

)︂}︂
≤ 𝐸

(︃{︂
ℰ(𝑀)𝑇
ℰ(𝑀)∞

}︂1/(𝑝−1)

| ℱ𝑇

)︃
+1 ≤ 𝐶𝑝

для кожного часу зупинки T з константою 𝐶𝑝 > 1, незалежною вiд 𝑇 . Тому
маємо

𝐸

(︂
log+

ℰ(𝑀)𝑇
ℰ(𝑀)∞

| ℱ𝑇

)︂
≤ (𝑝− 1) log𝐶𝑝.

Нарештi, ми виведемо 1) з 3). Звичайний аргумент зупинки дозволяє при-
пустити, що 𝑀 є рiвномiрно iнтегрованим мартингалом. Тодi з 3) випливає,
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що

𝐸 ((𝑀⟩∞ − ⟨𝑀⟩𝑇 | ℱ𝑇 ) = 2𝐸

(︂
𝑀𝑇 −𝑀∞ +

1

2
(⟨𝑀⟩∞ − (𝑀⟩𝑇 ) | ℱ𝑇

)︂
≤ 2𝐸

(︂
log+

ℰ(𝑀)𝑇
ℰ(𝑀)∞

| ℱ𝑇

)︂
≤ 𝐶

для кожного часу зупинки 𝑇 з константою 𝐶 > 0. Отже, 𝑀 належить до
класу 𝐵𝑀𝑂, i встановлено еквiвалентнiсть 1), 2) i 3).

Зауваження 3.2. У випадку, коли 𝑀 є правим неперервним локальним
мартингалом, що задовольняє −1 < ∆𝑀 ≤ 𝐶 для деякої константи 𝐶 > 0,
неважко довести, що, якщо ℰ(𝑀) задовольняє (𝐴𝑝) для деякого 𝑝 > 1, тодi
𝑀 є 𝐵𝑀𝑂-мартингалом.

3.4. Нерiвнiсть Феффермана

У цьому роздiлi ми доведемо добре вiдомий результат, що простiр
𝐵𝑀𝑂 можна ототожнити з двоїстимтим простором 𝐻1. Ключем до доказу
є наступна нерiвнiсть, яка спочатку була отримана К. Фефферманом ([10])
у класичному аналiзi та в [11] Р. К. Гетуром i М. Дж. Шарпом для непе-
рервних мартингалiв. Узагальнення на неперервнi справа мартингали було
встановлено в [12] П. А. Мейєром. Нерiвнiсть Феффермана вiдiграє iстотну
роль у вирiшеннi рiзних питань про 𝐵𝑀𝑂-мартингали.

Теорема 3.5. Якщо 𝑋 ∈ 𝐻1 i 𝑌 ∈ 𝐵𝑀𝑂, то

𝐸

[︂∫︁ ∞

0

|𝑑⟨𝑋, 𝑌 ⟩𝑠|
]︂
≤

√
2‖𝑋‖𝐻1

‖𝑌 ‖𝐵𝑀𝑂2
.

Доведення. Коротко нагадаємо доведення,яке надав Р. К. Гетур i М. Дж.
Шарп. По-перше, зауважимо, що нерiвнiсть

𝐸

[︂∫︁ ∞

0

|𝑑⟨𝑋, 𝑌 ⟩𝑠|
]︂2

≤ 𝐸

[︂∫︁ ∞

0

⟨𝑋⟩−1/2
𝑠 𝑑⟨𝑋⟩𝑠

]︂
𝐸

[︂∫︁ ∞

0

⟨𝑋⟩1/2𝑠 𝑑⟨𝑌 ⟩𝑠
]︂

виконується загалом. Перше математичне очiкування у правiй частинi
менше, нiж 2‖𝑋‖𝐻1

.З iншого боку, при iнтегруваннi частинами друге мате-
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матичне очiкування дорiвнює

𝐸

[︂
⟨𝑋⟩1/2∞ ⟨𝑌 ⟩∞ −

∫︁ ∞

0

⟨𝑌 ⟩𝑠𝑑(𝑋⟩1/2𝑠

]︂
= 𝐸

[︂∫︁ ∞

0

(⟨𝑌 ⟩∞ − ⟨𝑌 ⟩𝑠) 𝑑(𝑋⟩1/2𝑠

]︂
= 𝐸

[︂∫︁ ∞

0

𝐸 [⟨𝑌 ⟩∞ − ⟨𝑌 ⟩𝑠 | ℱ𝑠] 𝑑⟨𝑋⟩1/2𝑠

]︂
≤ ‖𝑌 ‖2𝐵𝑀𝑂2

‖𝑋‖𝐻1.

Таким чином теорема доведена.

З нерiвностi Феффермана випливає, що 𝐵𝑀𝑂 ⊂ 𝐻*
1 .
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ВИСНОВКИ

У дипломнiй роботi сформулювали означення 𝐵𝑀𝑂-мартингалу та
вивчили його основнi властивостi, показали застосування 𝐵𝑀𝑂-мартингалу
для доведення теореми Джона-Нiренберга, встановили основнi характеристи-
ки 𝐵𝑀𝑂-мартингалу та розглянули нерiвнiсть Феффермана з викоританням
𝐵𝑀𝑂-мартингалiв.

В результатi дослiджень отримали багато корисних результатiв у
вивченнi 𝐵𝑀𝑂-мартингалiв.
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